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RESUMO

A aplicabilidade de softwares nas aulas de matemética como recurso tecnolégico vem apresen-
tar o estudo da matematica mais interativo e dindmico. O presente trabalho buscou apresentar
um estudo das Matrizes com a aplica¢do do software R, propondo procedimentos praticos en-
volvendo as propriedades das Matrizes utilizando-se da linguagem de programacao R nas aulas
de matematica do ensino médio. Essa abordagem tem como propdsito melhorar significativa-
mente o estudo das Matrizes, diferentemente do método tradicional, que se resume a aplicacao
de regras prdticas e cdlculos extensos e cansativos com aplicagdes ficticias. A principio foi re-
latado o surgimento das Matrizes no contexto histérico da matemdtica, incluimos a descri¢ao
do software R passo a passo, abordamos definicdes, demonstracdes e operagdes com matrizes,
citamos exemplos usuais e praticos de matrizes € suas operacoes matematicas possiveis com

auxilio da linguagem de programacao R.

Palavras-chave: histéria da matemaética; ensino da matematica; estudo das matrizes; linguagem

de programacao R.



ABSTRACT

The applicability of software in mathematics classes as a technological resource makes the
study of mathematics more interactive and dynamic. The present work sought to present a
study of the Matrices with the application of the R software, proposing practical procedures
involving the properties of the Matrices using the R programming language in high school
mathematics classes. This approach aims to significantly improve the study of Matrices, unlike
the traditional method, which boils down to the application of practical rules and extensive
and tiring calculations with fictitious applications. At first, the emergence of matrices in the
historical context of mathematics was reported, we included the description of the R software
step by step, we addressed definitions, demonstrations and operations with matrices, we cited
usual and practical examples of matrices and their possible mathematical operations with the

aid of the R programming language.

Keywords: history of mathematics; mathematics teaching; matrix study; R programming lan-

guage.
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1 INTRODUCAO

Na prética do ensino de matematica nos deparamos com diferentes graus de dificuldades de
aprendizagem, sendo a disciplina de matemadtica como a mais questionada para a aprendizagem
pelos estudantes; essa dificuldade talvez esteja ndo somente na formagao do professor como
na estrutura fisica das escolas, como a falta de laboratérios da disciplina onde sé a teoria é
aplicada faltando o elemento pragmatico entre teoria e pratica. Um outro elemento que tem
sido observado nos dias atuais € a velocidade do desenvolvimento tecnoldgico onde o professor
e as escolas muitas vezes nao conseguem acompanbhar.

Na educacdo nao ha uma formacdo intelectual em tecnologia direcionada aos estudantes
para a demanda de profissionais em tecnologias onde as oportunidades na atualidade sao mui-
tas e a educacdo ndo estd acompanhando as oportunidades tecnoldgicas que estdo surgindo.
Existe muita necessidade na drea de tecnologia e, ndo obstante, na maioria das vezes nao ha
profissionais para suprir esse mercado.

Logo, torna-se importante as finalidades do ensino médio na contemporaneidade segundo
a Base Nacional Comum Curricular. Assim, “Subjacente a todas essas finalidades, o Ensino
Médio deve garantir aos estudantes a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos
dos processos produtivos, relacionando a teoria com a prética”.(BNCC , 2018, P.467)

Na atualidade os estudantes em seu convivio social ja t€m contanto com as tecnologias.
Essas tecnologias ja fazem partem de uma realidade que a cada dia molda o comportamento
numa adaptagdo da aprendizagem e o professor aperfeicoa esse conhecimento de forma técnica
através dos softwares educacionais formais. Dessa forma, faz-se necessario a implantagao des-
sas ferramentas tecnologicas em nossa didatica na etapa final da educagdo bésica conforme

propde a Base Nacional Comum Curricular.

[...] que os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e planilhas
eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal valoriza¢io
possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados
a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretagcdo e da
elaboracdo de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por
fluxogramas. (BNCC , 2018, P.528)

A transformag¢do do mundo através da cultura digital nos trouxe uma problemaética sobre o uso
da informacdo uma vez que € preciso ter um entendimento ético sobre a sua utilizagdo, como
os estudantes passam muito tempo conectados as informacoes digitais na pesquisa e na troca de
informacdes € necessario que se faga uma reflexao ética nesse processo.

No cotidiano das escolas devem estar presentes as tecnologias digitais da informacdo e
comunicacao, também conceituado por TDIC com o intuito de fortalecer e oportunizar a in-
clusdo digital, pois o mundo evoluiu na tecnologia digital, na cultura digital e no pensamento

digital.
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Nessa interpretacdo, a Base Nacional Comum Curricular destaca o desenvolvimento de
competéncias e habilidades relacionadas ao uso critico e responsavel das tecnologias digitais

de informagdes, como destaca a competéncia geral 5 da educacao basica:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacgdo e
comunica¢do de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
préticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e dissemi-
nar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer prota-
gonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.(BNCC , 2018, P.9)

Dessa forma, a BNCC destaca o desenvolvimento de competéncias criticas no uso ético das
tecnologias digitais, que sdo essenciais para a comunicacao, acesso a informagdes, producgdo de
conhecimento e resolug¢do de problemas.

O uso das tecnologias digitais pode facilitar o estudo e a manipulagdo das matrizes, permi-
tindo visualizag¢Oes interativas, cdlculos autométicos e resolucdo de sistemas lineares de forma
eficiente e precisa, ampliando as possibilidades de aprendizado e aplicacao das matrizes. Esse
contetido esté integrado no curriculo escolar no 2° ano do ensino médio e segundo Bonjorno,
Janior e Sousa (2020, p.55) € de suma importincia ter esse conhecimento para aplicacoes
que auxiliam na incorporagdo de estratégias de resolucdo de Sistema Lineares. Segundo Dante
e Viana (2020, p.87), o estudo das matrizes também pode ser aplicado na representacdo de
Transformagdes Isométricas e Transformacdes Homotéticas de Poligonos no Plano Cartesiano.
De acordo com Crilly (2017, p.161), uma aplica¢do do uso das matrizes € na analise de uma
rede de voos de uma companhia aérea, isto €, em planos de viagens. Diante disso, fica claro
que o estudo das matrizes € base para conceitos importantes em outros campos de estudo, como
economia, engenharia, fisica e computacgao.

Acredita-se que a utilizac@o de softwares nas aulas de matematica pode tornar o estudo das
matrizes mais interativo e dindmico ja que, diante do cendrio atual, o contetido de matrizes
resume apenas na aplicagcdo de regras préticas e cédlculos extensos e cansativos com aplicacoes
ficticias que tem pouco significado na vida prética.

Portanto, presumindo os graus de dificuldades de aprendizagens dos estudantes na pratica
do ensino da matematica, este trabalho aborda a importancia da utilizacdo do software R nas
aulas de matemaética do ensino médio, em especifico no estudo das matrizes, vejamos o quanto €
importante a utilizagdo deste software nas aulas de matemadtica, que podera tornar o estudo das
matrizes mais pratico e facilitando o entendimento das operacdes entre matrizes. Neste trabalho
também serd escrito a IDE do R Studio mais utilizada para desenvolver contetidos praticos para

uso em sala aula.
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1.1 Objetivos
1.1.1 Objetivo Geral

Propor um estudo que venha a contribuir com o ensino e aprendizagem das matrizes por
meio da utilizagdo da linguagem de programacdo R como forma de melhorar significativamente

o estudo das matrizes.

1.1.2  Objetivos Especificos

* Relatar a fundamentacao tedrica do surgimento das matrizes na historia da matemadtica;

* Descrever atividades de como construir matrizes no software R que estimulem os docen-

tes e discentes a desenvolverem o pensamento computacional nas aulas de matematica;

» Apresentar a IDE R Studio ndo tdo somente ensinar um software, mas proporcionar aos
docentes de matematica um ponto de partida aos que desejam utilizar a linguagem de

programagdo para aulas de matemadtica;

1.2 Organizacao

Com o objetivo de mostrar formas coerentes de estudo das matrizes este trabalho esta orga-
nizado em seis capitulos, além da introdugdo.

No capitulo 2, elaborado por meio da pesquisa bibliogréfica, trata-se de um breve relato
histérico das matrizes, o surgimento das matrizes e a sua defini¢do. No percurso histérico que
se d4 inicio nas civiliza¢des antigas como na Babildnia e passando por importantes autores que
trazem importantes conhecimentos nesse estudo a exemplos de James Joseph Sylvester que em
1850 foi quem definiu o termo “matriz” e Arthur Cayley que em 1858 publicou a dissertacao
sobre a teoria das matrizes.

No Capitulo 3, apresenta-se o estudo de Matrizes, introduzindo as defini¢des, as proprieda-
des, os teoremas e as demonstracdes abordados no 2° ano do ensino médio.

No Capitulo 4, em linguagem simples apresenta-se o software R, na secdo 4.1 relata-se o
software R em seu contexto histérico, na subsecao 4.1.1 assuntos como: download, instalacao
do software R, apresentacdo de sua interface e suas principais ferramentas. Para finalizar na
subsecdo 4.1.2, apresenta-se a IDE do R studio: download, instalacdo e interface.

Na segunda secdo do Capitulo 4, iniciamos o software R com alguns conceitos basicos
como simbolos e o passo a passo de comandos importantes na manipulacdo de objetos e nas
subsecdes 4.2.3 e 4.2.4 respectivamente apresentamos algumas operacdes aritméticas basicas
e alguns comandos necessarios para aproximagoes e, ou, arredondamentos, na subsecao 4.2.5
faremos no software R algumas manipula¢des com objetos como criar, remover, listar e atribuir
objetos. Posteriormente. E para finalizarmos na subsecdo 4.2.6 selecionamos alguns objetos

possiveis em R que podem ser manipulados incluindo vetores, sequéncias, lista e matrizes.
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No Capitulo 5, tem-se aplicacdes usuais e praticas com matrizes e as suas operagdes ma-
temadticas possiveis com o uso do software R.

Por fim no Capitulo 6, as consideracoes finais sobre este trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 O surgimento das Matrizes na Histéria da Matematica

No inicio, os relatos mais antigos sobre Matrizes foram na Babil6nia com inscritos em ar-
gila datados por volta de 300 a.C e posteriormente na China, por volta de 250 a.C, com o livro
Chiu-Chang Suan-Shu (em portugués, Os nove capitulos da arte matematica), de autor desco-
nhecido. Essa obra trata de 246 problemas sobre mensuragdo de terras, agricultura, impostos,
etc. Especificamente, no capitulo 8 trata de matrizes retangulares. No livro Chiu-Chang Suan-
Shu, as matrizes destacam-se em:‘“Liu explicita o método de triangular uma matriz (chamada de
“Regra da matriz”) exatamente o que chamamos hoje de método de eliminacio de Gauss. C.F.
Gaus publicou sua solucdo em 1826, 2000 anos depois”’(ROVERAN, 2017).

Segundo Dante e Viana (2020, p.92), percebe-se que os chineses, ha mais de 2 mil anos,
jé trabalhavam com organiza¢des em linhas e colunas com o propédsito de reunir dados de um
problema. Entretanto, a representacdo de conjuntos numéricos em forma de matrizes aparece
apenas no século XIX.

Muitos foram os mateméticos que contribuiram, durante o caminho da histéria, para a
constru¢cdo da definicdo de matrizes. De forma objetiva, pretendemos focar nos acontecimentos
da historia nas ultimas décadas, sendo que o estudo de Matrizes do ponto de vista historico €
muito recente como entendemos neste momento, com 0 seu o surgimento no inicio do século
XIX. O nome Matriz foi definido pela primeira vez em 1850 por James Joseph Sylvester, um
matematico britanico contemporaneo de Arthur Cayley, considerado o criador da dlgebra das
Matrizes; o qual, deu o primeiro significado da palavra Matriz, como sendo o lugar onde algo

13

se gera ou cria, denominou em um artigo de como sendo: “...um bloco retangular de termos

...que ndo representa um determinante, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir da qual

Ce_L%%

podemos formar vérios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero “p” e escolher a von-
tade “p” linhas e “p” colunas ...” (artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850, pag
363-370). Nesse pardgrafo podemos perceber que “Sylvester via ainda as matrizes como mero
ingredientes dos determinantes”.(SYLVESTER apud KRAIESKI, 1999, p.3)

Sylvester (1814-1897) nasceu em Londres. Foi bastante perseguido por ser judeu, porém
a adversidade nao o impediu de ser bastante atuante na matematica. Ligado a vdrias acade-
mias de ciéncias, publicou inimeros trabalhos e recebeu diversos prémios, tais como: Royal
Medal (1860), Copley Medal (1880) e De Morgan Gold Medal (1887), em reconhecimento a
contribui¢do de suas pesquisas.

Segundo Baumgart (1992, p.561), para Sylvester a ideia de Matriz esta ligada ao problema
de encontrar raizes multiplas de um polindmio, ndo sendo utilizada a representacdo em forma
de tabela.

Cayley (1821-1895) também foi um matematico inglés, quando jovem exerceu a advocacia

em Londres mantendo, paralelamente, suas pesquisas no campo da geometria analitica. E foi
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em Londres que formou relacdes com Sylvester e pelo resto de suas vidas trabalharam juntos na
teoria dos invariantes algébricos. Aos 42 anos foi eleito para a posi¢ao de Sadleirian Professor
de Matemadtica Pura da Universidade de Cambridge.

No ano de 1855, num artigo antigo publicado por Cayley, usou matriz na forma tabular para
representar sistemas lineares e formas quadraticas.

Cayley observa que a ideia de matriz vem antes de determinante; porém em termos docu-
mentais o inverso ocorreu, ou seja, verdadeiramente, os determinantes eram utilizados anterior-
mente para resolver sistemas lineares. Quanto as matrizes, Cayley as inseriu para descomplicar

a nota¢do de uma transformacao linear. Desse modo, em substituicdo de

' =axr+0b a b
y escrevia (z',y") = (z,y)
Yy =cx+dy ¢ d

A observagdo do efeito de duas transformacdes sucessivas sugeriu-lhe a
defini¢do de produto de matrizes. Dai chegou a ideia de inversa de uma ma-
triz, o que obviamente pressupde a de elemento neutro (no caso, a matriz
idéntica).Curiosamente, foi s6 num outro artigo, trés anos depois, que Cayley
introduziu o conceito de adi¢cdo de matrizes e o de multiplicacdo de matrizes
por escalares, chamando inclusive a atencdo para as propriedades algébricas
dessas operacdes. (IEZZI; HAZZAN , 2013, p.81)

A matriz nula e a matriz unidade (identidade) foram conceituadas antes das operagdes de
adicao e multiplicag¢do nos escritos de Arthur Cayley, o que significa que a comutatividade para

a multiplicacdo ou composi¢ao de matrizes nao é valida.

Apesar dos trabalhos de Sylvester e de Cayley sobre matrizes, bem como
de outros que se seguiram, os tratados de dlgebra sé passaram a adotar a
representacdo matricial em seus textos a partir do final do século e a linguagem
matricial s6 se popularizou a partir de 1920. (BERNARDES , 2016, p.69)

E perceptivel que o estudo das matrizes é decorrente ao das ideias de determinantes e siste-
mas lineares, que atualmente abrange esses conceitos nas aulas de matematica na ordem inversa,
apresentando primeiramente o estudo das Matrizes, as suas representacdes € as suas operacoes.
O proposito deste trabalho, no entanto, ndo € o de apenas mencionar fatos antigos e sim de

oferecer um aprendizado histérico a fim de entender como o termo “Matriz” foi construido.
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3 MATRIZES
3.1 Nocao de Matriz

Definicao 1. Sejam m e n, dois nimeros naturais e nao nulos, chamamos de matriz m por
n (indica-se m x n) toda tabela M formada por nimeros reais organizados em m linhas e n

colunas.

Em uma matriz qualquer )M, cada elemento € indicado por a;;. O indice 7 indica a linha
e o indice j a coluna as quais o elemento pertence. Com a conveng¢ao de que as linhas sejam
numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1 até n),

uma matriz m x n € representada por:

11 Q12 - QAip 11 Q12 - QAip aix aiz2 - Qi

Q21 Q22 -+ Aoy Q21 Q22 - A2y 21 Q22 - QAgp
M = ouM = ouM =

Am1 Am2 ** Amn Am1 Am2 * Amn Am1 Am2 ° Qmn

Uma matriz M do tipo m x n também pode ser indicada por:
M =(a;;);i€{1,2,3,...m}eje{1,2,3,...n} ou simplesmente M = (a;;)

mxn’®

Exemplos
[ 1

1. | 5 | € uma matriz do tipo 3 x 1, pois tem 3 linhas e 1 coluna.
-3

2. 11 V2 0] ¢ uma matriz do tipo 1 x 3, pois tem 1 linha e 3 colunas.

4 0
) € uma matriz do tipo 2 x 3, pois tem 2 linhas e 3 colunas.

9
010
[ 1
4. | o

0 4
1 0] ¢ uma matriz do tipo 3 x 3, pois tem 3 linhas e 3 colunas.
-4 0 1

5. —6] € uma matriz do tipo 1 x 1, pois tem 1 linha e 1 coluna.
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3.2 Matrizes Especiais

Existem matrizes com caracteristicas especificas que as diferenciam umas das outras e de-

vido ao seu aparecimento na pratica, recebem nomes especiais.

a) Matriz linha € toda matriz do tipo 1 x n, isto €, € uma matriz que tem uma unica linha

(exemplo 2 da pagina 52).

b) Matriz coluna € toda matriz do tipo m x 1, isto €, € uma matriz que tem uma unica coluna

(exemplo 1 da pagina 52).

¢) Matriz nula € toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

Exemplos:
[0 0 0
1°) {0 0 0] ¢é amatriz nula do tipo 3 x 3.
00
(0 0
2°) |0 0] € a matriz nula do tipo 3 x 2.
00

d) Matriz quadrada de ordem n ¢ toda matriz do tipo n x n, isto €, uma matriz que tem

igual nimero de linhas e colunas:

11 Q12 A1z ... Qin

Q21 Q22 A23 ... d2pn

a3z; azz a3z ... Qa3
[An1l Qp2 Ap3 ... Gpp

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n ao conjunto dos elemen-

tos que tém os dois indices iguais, isto €,

{aij|i = ]} = {alh 92,33, - . .ann}

Chama-se diagonal secundaria de uma matriz quadrada de ordem n ao conjunto dos ele-

mentos que tém soma dos indices iguais a n + 1, isto é,

{ajli+j=n+1}={am,a2n-1,03n-2,...an1}

Exemplos:
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-3 9 -9
1°) Amatriz M =| 2 3 -1]|¢é quadrada de ordem 3.
-1 2 0

Sua diagonal principal é {-3, 3, 0} e sua diagonal secunddria é {-1, 3,-9}.

0o 1 2 3
4 5 6 7
2°) A matriz M = ¢ quadrada de ordem 4.
8§ 9 -1 -2
-3 -4 -5 -6

Sua diagonal principal é {0, 5,-1,-6} e sua diagonal secundéria é {3, 6, 9,-3}.

e) matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertencem a dia-

gonal principal sdo iguais a zero.

Exemplos:
(6 0
10
A
] ;
2) [0 0 0
0
] ;
310 0 0
0
(1 0
4°
"o 1
(3 0 0
5 1o 2 0
0 7

f) matriz unidade (igualmente nomeada de matriz identidade) de ordem n (indica-se [,,) é

toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal s@o iguais a 1.
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Exemplos:
10 00
1 00
10 0100
I = , Is3=10 1 0 € I, =
0 1 0010
0 01
0001

3.3 Igualdade entre Matrizes

Definiciio 2. As matrizes A = (a;;), . ea B = (b;), . sdo declaradas idénticas quando
a;; = b;; paratodo e todo i (i € {1,2,3,...m}) etodo j (j € {1,2,3,...n}). Isso significa que,
para serem idénticas, duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos

correspondentes idénticos (elementos com indices idénticos).

Exemplos:
o —3 _1- —3 —1- .
1 ) _7 = 4 _7 , po1s aqq = bll, a1 = b127 91 = b21 € a9y = b22.
3 1] [3 1] ‘
2°) 7 # 5 | pois a1 # bio € ag; # byy.

3.4 Operacoes com Matrizes

Definicao 3. Dadas duas matrizes, A = (a;;) e B = (b;;) chama-se soma A + B a

matriz C' = (c;5),, ., tal que ¢;; = a;; +b;;, paratodo i e todo j. Isso significa que a soma de duas

mxn mxn’

matrizes A e B do tipo m x n € uma matriz C' do mesmo tipo em que cada elemento é a soma

dos elementos correspondentes em A e B.

Exemplos:
. 3 2 1] [3 =2 1] [3+3 2-2 1+1] [6 0 2
+ = =
6 5 4| [-6 0 -4| [6-6 5+0 4-4| [0 5 0

) 6 4] [3 1] _[6+3 4+1] [0 5
771 12 ol |7+2 7+0| |o 7

5 2 5+2 7

3% (21 +|-1]=(21-1]=]20

1 13
o 2 —-+3 —
L4 4 4
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Teorema 3.1. A adicdo de matrizes do tipo m x n apresenta as seguintes propriedades:
(1) E associativa: (A+ B) +C = A+ (B + C) quaisquer que sejam A, B e C do tipo m x n;
(2) E comutativa: A+ B = B + A quaisquer que sejam A e B, do tipo m x n;
(3) Tem elemento neutro: 3 M | A+ M = A qualquer que seja A do tipo m x n;

(4) Todo elemento tem simétrico: para todo A do tipom xn: 3 A'| A+ A’ = M.

Demonstragao:

(1) Fazendo (A+B)+(C=Xe A+ (B+C(C) =Y, temos: Para todo i e todo j
ij = (@i + big) + cij = agg + (bij + ¢ij) = Yij-

(2) Fazendo A+ B=Xe B+ A=Y, temos:
Tij = Qij + bij = b + ai; = yij.

(3) Impondo A + M = A, resulta:

aij+mij=aij:>mij=0:>]\/[=0

isto é, o elemento neutro € a matriz nula do tipo m x n.

(4) Impondo A+ A’ = M =0, resulta:
Clij + a’ij =0 = CL,,L'j = —aijW, V]
isto é, a simétrica da matriz A para adi¢do é a matriz A’ de mesmo tipo que A, na qual

cada elemento € simétrico do correspondente em A.

Definicao 4. Dada uma matriz A = (a;;)
A'talque A+ A’ =0.

chama-se oposta de A (indica-se —A) a matriz

mxn’

Exemplos:
(3 5
10) A = ] fr— —A =

o a |70 6]:_A:[—7 -5 —6]
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Definicao 5. Dadas duas matrizes, A = (a;;),. .. € B = (b;;),,,, chama-se diferenca A - B
a matriz soma de A com a oposta de B.

Exemplos:

o | LT 4] [ro0 (0 7 -6 0
|6 20 1| |47 8 -1] [-10 -5 -8 2

20)—108102+0 0 -2 -1] [10 8 8 1
235 2| |-2 6 -6 1| [-4 -3 -1 3

3.5 Produto de Nimero por uma Matriz

Defini¢iio 6. Dado um nimero k e uma matriz A = (a;;) chama-se produto kA a matriz

B = (bj), ., tal que b;; = k-a;; para todo i e todo j. Isso significa que multiplicar uma matriz A
por um nimero k € construir uma matriz B formada pelos elementos de A todos multiplicados
por k.

mxn’

Exemplos:
2 3 1 4 6 2
1°) 2- =
6 -2 -3 12 -4 -6
) 0o 3 3 01 1
2°) 3 9 6 3|=[3 2 1
12 15 -6 4 5 -2

Teorema 3.2. O produto de um niimero por uma matriz apresenta as seguintes propriedades:
(1) a-(b-A)=(a-b)- A
(2) a-(A+B)=a-A+a-B.
(3) (a+b)-A=a-A+b- A

(4) 1-A= A

em que A e B sdo matrizes quaisquer do tipo m x n, a e b sdo niimeros reais quaisquer. Deixa-

mos a demonstragdo desse teorema como exercicio para o leitor.
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3.6 Produto de Matrizes

Defini¢do 7. Dadas duas matrizes, A = (a),,,,,, € B = (b;),,,,,» chama-se produto AB a

mxn

matriz C' = (Cik)mxp tal que Cjk = Q41 * blk + a;o - bgk + a;3° bgk +et Qg e bnk = Z aijbjk para todo
j=1
ie{l,2,...m}etodo ke {1,2,...p}.

Observagoes:

1*) A defini¢do dada garante a existéncia do produto AB somente se o nimero de colunas de

A for igual ao nimero de linhas de B, pois A é do tipo m xn e B é do tipo n x p.

2%) A definicao dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o niimero de linhas de

A e o nimero de colunas de B, pois C' = AB € do tipo m x p.

3% Ainda pela defini¢ao, um elemento ¢;; da matriz AB deve ser obtido pelo procedimento

seguinte:

(I) toma-se a linha ¢ da matriz A:
a1 Qi ;3 ... Aip (n elementos)

(IT) toma-se a coluna k da matriz B:

ap
bok

bSk

(n elementos)
bnk

(IIT) coloca-se a linha 7 de A na “vertical” ao lado da coluna k£ de B (conforme esquema):

;1 b1k
;2 bax,
;3 b3k,
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(IV) calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado (conforme es-

quema):

a;1 - big

Qio ka

a;z - by

Qin bnk

(V) somam-se esses n produtos, obtendo c;y.

Exemplos:

9
3 4 2
1°) Dadas A = 6

8

) e B =|4], calcular AB.

Sendo A do tipo 2 x 3 e B do tipo 3 x 1, decorre que existe AB e € do tipo 2 x 1. Fazendo

AB = C, devemos calcular ¢ € ¢o;:

O 011] _ [(lalinhadeAx 1*colunadeB)
Co1 (2*linhade Ax 1* colunadeB)
(32 0\1
4x4
~ 2x8 B (27 +16 + 18) ~ 61
“|{6x9 _[(54+8+8)]_[70]
2x4
L 1><8 .
2 11 3 1 1 3
2°) Dadas A=|4 -1 2|eB=[3 0 0
3 -2 1 11 14

, calcular AB.

Sendo A do tipo 3 x 3 e B do tipo 3 x 3, decorre que existe AB e é do tipo 3 x 3. Fazendo

AB = C, temos:
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C11 Ci12 C13
C= Co1 Co2 Co3|=

C31 C32 C33

(1*.deAx1%c.deB) (1*.deAx2c.deB) (1%.deAx3%c.deB)
=| (2°l.deAx1*c.deB) (2%.deAx2%.deB) (2%.deAx3%c.deB) |=
(3*l.deAx1%c.deB) (3%.deAx2%c.deB) (3%.deAx3%.deB)
[ [2x1 2x3\ ]
11x3 11x0 11x0
3x1 3x1 3x4
4x1 4x1 4%x3
=] -1x3 -1x0 -1x0 ||=
2x1 2x1 2 x4
3x1 3Ix1 3x3
-2x3 -2x0 -2x0
[\ Ix1 1x1 Ix4 /]

2+33+3 2+0+3 6+0+12 38 5 18
=4+ (-3)+2 4+0+2 12+0+8|=| 3 6 20
3+(-6)+1 3+0+1 9+0+4 -2 4 13

Teorema 3.3. Se A = (a;;), ., entdo Al, =Ael, A=A

Demonstragao:

(1) Sendo I, = (d;5),,,,, € B = Al, = (by;), ., temos:

bij = ai151j+ai252j+a1353j+~--+aii(5ii+~--+am(5nj = ail-O+ai2-0+ai3~0+---+aii~1+---+am-0 =

a;; para todos 7 e 7, entdo Al, = A.

(2) Analogamente.

Teorema 3.4. A multiplicacdo de matrizes apresenta as seguintes propriedades:

(1) é associativa: (AB) C = A(BC) quaisquer que sejam as matrizes A = (a;;), ., B =

(2) é distributiva a direita em rela¢do a adicdo: (A + B) C = AC + BC quaisquer que sejam
as matrizes A = (aij),,.., B=(0jj),., € C = (Cjk)

(3) é distributiva a esquerda: C (A + B) = CA + CB quaisquer que sejam as matrizes A =
(@ij) mnr B = (0ij) psn € C = (Chi) pregns
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(4) (kA) B = A(kB) = k (AB) quaisquer que sejam o niimero k e as matrizes A = (a;;)
e B = (bgk)

mxn
nxp*
Demonstracdo:

(1) Fazendo D = AB = (dy,) E=(AB)C =(€i),,.. ¢ F=BC=(fj),,,, temos:

mxp’ mxr nxr’

p p n P n n P
=y dip-cr =, (Z Qij - bjk:)ckl = (Zaij i, - Ck:l) =Y a (Z bjk'ckl) =
k=1 ; = k=

k=1 \j=1 k=1 \j=1
n
=Z Qjj - fjl
j=1

Entdo (AB)C = A(BC).
(2) Fazendo D = (A+ B)C = (dyj),,,,,, temos:
i = Zn: (@-0ij) - i = i (aij - can + by - cjp) = zn:% L isz - Cit
= 7=t j=1 j=1
Entdo (A+ B)C = AC + BC.
(3) Andloga a (2).
(4) Fazendo C = kA = (c;5)

mxy P =kB=(d),,, e E=AB = (ei),,,, temos:

> cij b= (ki) bg =k Y ai; by,
i = =1

> i djp = Y ag - (k-bj) = k- ) ai; - by
=1 =1 j=1
Entdo (kA) B =A(kB) =k (AB).

Observacao:

E muito importante notar que a multiplicacio de matrizes nio é comutativa, isto é, para duas
matrizes quaisquer A e B é falso que AB = BA necessariamente.
Exemplos:

1°) Ha casos em que existe AB e ndo existe BA. Isso ocorre quando Aé mxn, Bénxpe

m # p:



2°)

3°)
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A B
mXxXn nxp
B A
— € — S EBA
nxp m Xn
+

Ha casos em que existe AB e BA. porém sdo matrizes de ordens diferentes e, portanto,

AB # BA. Isso ocorre quando A é m xn, Benxmem # n:

A B AB
—_— € —_— — El,._.z‘
mXxn nxm mXxm

B A BA
—_— € —_— — —_—
nxm mXxn nxn

Mesmo nos casos em que AB e BA sao do mesmo tipo (o que ocorre quando A e B sdo

quadradas e de mesma ordem), temos quase sempre AB # BA. Assim, por exemplo:

3 2 16 5 24 3 8
e B-= — AB-=

0 1 1 3 1 3 3 5

A= e BA-=

Quando A e B sido tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam. Notemos que uma

condi¢do necessaria para A e B comutarem é que sejam quadradas e de mesma ordem.

Exemplos:
-a: Y ] —1 ()‘
1°) comutam com
z 0
-x ) - _ -
2°) comutam com
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39 [x y] comutam com [w —y].
zZ w -z x
E importante observar também que a implicacio AB = 0 = A = 0 ou B = 0 ndo é vilida

para matrizes, isto é, € possivel encontrar duas matrizes nao nulas cujo produto é a matriz nula.

Exemplo:

i

3.7 Matriz Transposta

Definicdo 8. Dada uma matriz A = (a;;) chama- se transposta de A a matriz A =

mxn’
(a’ji)nxm tal que a/j; = a;;, para todo ¢ e todo j. Isso significa que, por exemplo, a/yy, afaq,
alzi, -+, al,, sA0 respectivamente iguais a a1, a1, a3, d1,; vale dizer que a 1* coluna de A?
¢ igual a 1* linha de A. Repetindo o raciocinio, chegariamos a conclusao de que as colunas de
At sdo ordenadamente iguais as linhas de A.

Exemplos:

1° [:C |
zZ w

3°)A=[2 3 6 8]=>At=

co O W N

Teorema 3.5. A matriz transposta apresenta as seguintes propriedades:

(1) (AY)' = A para toda matriz A = (a;;)

mxn’

(2) Se A= (a;), . eB=(byj) entdo (A+ B)' = At + Bt;

mxn mxn’

(3) Se A=(ay), . ekeR, entdo (kA) = kAt

mxn

(4) Se A =(aij),., € B =(bij),,,,,, entdo (AB)' = BtAt,

X

Demonstragao:

(1) Fazendo (A!)" = (aj;) resulta:

mxn

a;; = a;j = a;; para todos ¢, j.



(2) Fazendo A+ B =C = (¢;;) e (A+B) =Ct=(c;) temos:

m Xn n xm

cji = Cij = a;j + b;j = aj; + bj; para todos 1, j.

(3) Fazendo (kA)" = (aji),, . ,,» resulta:

aj; = ka;; = kaj; para todos 1, j.
(4) Fazendo AB =C' = (cit),, , , € (AB) =C!t = (ki) i TESUlLR:
n n n
Chi = Cik = ), Qigbjk = ) bikaij = ), brjai.
j=1 j=1 j=1
Defini¢ao 9. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que
A=A
Decorre da definigdo que, se A = (a;;) € uma matriz simétrica, temos:

aij :aji; VZ, Vj € {1, 2, 3, ceey n}

isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagcdo a diagonal principal sdo iguais.

Exemplo:

Sdo simétricas as matrizes:

T Yy z
T Yy z
Ty y uw v p
y t u
y i zZ v q T
zZ u v
t pr s
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Definicao 10. Chama-se matriz antissimétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal

que
At=-A

Decorre da defini¢ao que, se A = (aij) € uma matriz antissimétrica, temos:

ai; =~az; Vi, Vj € {1, 2,3, ..., n}

isto é, os elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal principal sdo opostos.

Exemplo:
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0 Yy oz
0 z vy

0 =z -r 0 ¢t wu
-r 0 =z

-x 0 -y -t 0 f
-y -z 0

-z —u —-f 0

3.8 Matrizes Inversiveis

Definicao 11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A € matriz inversivel
se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,. Se A nio € inversivel, dizemos que A é uma

matriz singular.
Teorema 3.6. Se A ¢é inversivel, entdo é vinica a matriz B tal que AB = BA = I,,.

Demonstragao:

Admitamos que exista uma matriz C tal que AC' = C'A = I,,. Temos:
C=1,C=(BA)C=B(AC)=BI,=B.

Definicao 12. Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz A~! (que é
Ginica) tal que AA™ = A1A=1,.
E evidente que A-! deve ser também quadrada de ordem n, pois A~ comuta com A.

Exemplos:
2 8 -5
1°) A matriz A = ¢ inversivel e A1 = , pois:
3 -3 2
2 5 8 -5 10
AAT = = =1
3 811-3 2 0 1
8 =512 5 1 0
A1A= = =1,
-3 2|13 8 0 1
4 1 2 -3 -1 8
2°) AmatrizA=|3 5 2|éinversivele A~'=|-1 0 2 |, pois:
2 11 7T 2 17



4 1 211-3 -1 8 1 0
AAT =13 5 2f|-1 0 2 |=
2 1 1117 2 -17 0
-3 -1 8 4 1 2 0
A1A=[-1 0 2113 5 2|= 1
7T 2 17112 1 1 0
.. ) 5 4
3°) Qual € a inversa da matriz A = 19 ?

Fazendo A1 =

r Yy
, temos:
Z W

5r + 11y  4x +9y 1 0
= =
oz + 11w 4z + 9w 0 1

Pela definicdo de igualdade de matrizes, temos:

dr+1ly=1

= =9 e y=-4
dr+9y =0
€
52+ 11w =0

= z=-11 e w=>H
4z+9w =1
o 9 -4 . .
isto é, A-L = 1 ],pms temos também:
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a2 40 L ol
11 9f[-11 5| |o 1

2 3
4°) A matriz [6 9] é singular (ndo € inversivel), pois, se A~! = [

20+ 3y 2z+ 3w 1 0 .
= = € entao:
6x +9y 62+ 9w 0 1

20 +3y=1,6c+9y =0,22+3w=0,6z+9%w =1

impossivel impossivel

Portanto, ndo existem x, y, z, w satisfazendo a defini¢ao.

1 1 1
5% Qual é ainversadamatriz A={1 4 5|?
1 8 10

x Yy z

Fazendo A~ =|w t s/, resulta:

p qr
x y z|I1 1 1 1 0 0
ATA=I=|lw t s||1 4 5]|=[0 1 0=
p qg r|l1 8 10 0 0 1
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r+y+z x+4y+8z x+5y+10z 1 0
=>|lw+t+s w+4t+8s w+5t+10s|=(0 1
0 0

p+qg+r p+4qg+8r p+5qg+10r

Transformado em sistemas tem-se:

r+y+z=1
r+4y+8z=0 =x=0, y=2, z=-1
r+5y+102=0

w+t+s=0
w+4t+8s=1 =w=5, t=-9, s=4
w+5t+10s=0

p+q+r=0
ptdq+8r=0 =p=-4, ¢q=-7, r=-3
p+5q+10r=1

Portanto a matriz inversa A~! é dada por
0o 2 -1

Al=l5 -9 4
-4 7 -3

0
0
1

34
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4 O SOFTWARE R

Para o desenvolvimento deste capitulo, utilizou-se como referéncia (PETERNELLI; MELO
,2012) e (ALCOFORADO , 2021)

4.1 Contexto Historico

O software R € um intérprete de uma linguagem de programacdo direcionada a objetos,
criada em 1993 pelos pesquisadores Robert Gentleman e Ross Thaka, na Nova Zelandia, no
departamento de Estatistica da Universidade de Auckland, tendo como base a linguagem S que
foi desenvolvida na AT&T Bell Labs por Allan Wilks, John Chambers e Rick Becker no ano
1976 e também forma a base do S-Plus.

Este software foi nomeado de R a partir das primeiras letras dos criadores (Robert Gentle-
man e Ross Thaka) e em um jogo que tinha o aspecto da linguagem S.

Em diversas partes do mundo o desenvolvimento do software R foi dado por esfor¢o cola-
borativo. Nos dias atuais, esta sob constante desenvolvimento por uma equipe chamada R Core
Team.

E uma importante ferramenta o software R para anélise e manipulacio de dados. O software
também pode ser usado como calculadora na realizagdo dos mais diversos calculos, € capaz de
gerar graficos, manipular vetores e Matrizes.

O software R €é uma ferramenta extremamente poderosa em um ambiente estatistico com-
putacional e gréifico e € muito utilizada como uma linguagem educacional e ferramenta de pes-
quisa. Uma das vantagens € o fato de que é freeware e que hd muita ajuda disponivel online.
Pode-se utilizar o software R para fins educacionais, mas também € possivel a utilizacdo em
combinacdo com a interface RStudio, também € freeware, pois possui um layout organizado

com vadrias outras opg¢des extras.

4.1.1 Como Instalar o Software R?

Para instalar o software R, basta acessar a pagina do projeto e realizar o download através do

endereco https://cran.r-project.org/. Como pode ser visto na figura 4.1 abaixo.


https://cran.r-project.org/.

Figura 4.1 — Pagina para o download do software R.

About R
R Homepage
The R Journal

Packages
Task Views
Other

Documentation
Manuals

FAQs
Contributed

The Comprehensive R Archive Network

Download and Install R

[Precompiled binary distributions of the base system and contributed packages, Windows and Mac users most likely want one of these
[versions of R:

o Download R for Linux (Debian, FedoraRedhat, Ubuntu)
* Download R for macOS
o Download R for Windows

R is part of many Linux distributions, you should check with your Linux package management system in addition to the link above.

Source Code for all Platforms

[Windows and Mac users most likely want to download the precompiled binaries listed in the upper box. not the source code. The sources
lhave to be compiled before you can use them. If you do not know what this means, you probably do not want to do it!

o The latest release (2023-04-21, Already Tomorrow) R-4.3.0 tar gz, read what's new in the latest version

* Sources of R alpha and beta releases (daily snapshots, created only in time periods before a planned release).

* Daily snapshots of current patched and development versions are available here. Please read about new features and bug fixes
before filing corresponding feature requests or bug reports.

* Source code of older versions of R is available here.

* Contributed extension packages

Questions About R

» If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms are, please read our answers
to frequently asked questions before you send an email.

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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ApOs abrir a pagina, selecionar o sistema operacional de seu equipamento acessiveis a Li-

nux, Mac e Windows em “Download and Install R” como mostra a figura 4.2. E seguir as

instrucdes na tela do seu equipamento.

Figura 4.2 — Download e instalacdo do software R.

Download and Install R

versions of R:

Precompiled binary distributions of the base system and contributed packages. Windows and Mac users most likely want one of these

e Download R for Linux (Debian, FedoraRedhat, Ubuntu)

e Download R for macOS
e Download R for Windows

R 1is part of many Linux distributions, vou should check with your Linux package management system in addition to the link above.

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Concluido o download, vocé deve abrir o software R para visualizar o ambiente de trabalho

basico para o R com algumas informagdes em azul, dicas e uma linha com o sinal “>” em ver-

melho, que se denota flecha, apds o sinal “>” as expressdes ou comandos podem ser digitadas,

como mostra a figura 4.3.
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Figura 4.3 — Ambiente de trabalho basico para o R no windows.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda 5

R version 4.2.2
Copyright (C) 2
Platform: x86 6

022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting"
The R Foundation for Statistical Computing
-w64-mingw32/x64 (64-bit)

2
022
4

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigdo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

4.1.2 Como Instalar o Software RStudio?

O RStudio € um IDE e precisa do software R instalado para funcionar, basicamente ¢ um
software que fornece uma interface alternativa para R que tem vérias vantagens sobre outras
interfaces R padrao pois da acesso a todos os pacotes disponiveis no CRAN.

ApOs instalar o software R vocé podera baixar e instalar o RStudio, para isso basta aces-
sar a pagina downloads do RStudio através do endereco https://posit.co/products/

open-source/rstudio/ como mostra a figura 4.4 abaixo.


https://posit.co/products/open-source/rstudio/
https://posit.co/products/open-source/rstudio/

<

Figura 4.4 — Pagina para o download do software RStudio.

C @ posit.co/products/open-source/rstudio;

RSTUDIO IDE

O IDE mais
confiavel para
ciéncia de
dados de
codigo aberto

RStudio € um amb

ente de adesenvo

mento

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

e x B *»

»posit PRODUTOS v  SOLUCOES ~  APRENDA E APOIE~  EXPLORE MAIS v  PRECOS Q BAIXAR RSTUDIO
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ApOs abrir a pagina deve-se clicar em “BAIXAR RSTUDIO”e, em seguida, selecionar o sis-

tema operacional de seu equipamento acessiveis a Linux, Mac e Windows em “Download”como

mostra a figura 4.5.

Todos os instaladores e tarballs

mais antiga

JS USUErios

publica de assinatura de codigo do Posit 2

eremu

Figura 4.5 — Download do software RStudio.

de 64 bits. Se vocé

sar uma versao

do RStudio.

do Linux podem precisa

lependendo da politica de seguranca do s

e Download Tamanho SHA-256
Windows 10/11 RSTUDIO-2023.03.1-446.EXE & 208,07 MB 8DCB7103
macOS 11+ RSTUDIO-2023.03.1-446.DMG 1AB19F28

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Ap6s o download vocé devera abrir o arquivo que foi baixado. Deve-se seguir as instrucoes

na tela do seu equipamento como mostram as figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 abaixo.

Figura 4.6 — Clicar em “Préximo” na janela de boas — vindas.

@ Bem-vindo ao Instalador do RStudio

O instalador guiard vocé durante a instalacdo do RStudio.

Antes de comecar a instalacdo, é recomendado que vocé
feche todos os outros aplicativos. Isto tornard possivel
atualizar os arquivos de sistema relevantes sem ter que
reiniciar seu computador.

Clique em Prdximo para continuar.

Proximo > Cancelar

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Figura 4.7 — Selecionar a pasta em seu equipamento onde pretende ocorrer a instalacao e clicar
em “Proximo”.

(P :
(\ Escolha o Local da Instalagio
\—}j Escolha a pasta na qual instalar o RStudio.

O RStudio serd instalado na pasta a sequir. Para instalar em uma pasta diferente, dique em
Procurar e selecione outra pasta. Clique em Proximo para continuar.

Pasta de Destino

C:\Program Files\RStudio Procurar...

Espaco necessario: 820.6 MB
Espaco disponivel: 68.0 GB

< Voltar Préximo > Cancelar

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Figura 4.8 — Clicar em instalar.

‘ e Escolha a Pasta do Menu Iniciar
d Escolha uma pasta do Menu Iniciar para os atalhos do RStudio.
v

Selecione a pasta do Menu Iniciar na qual vocé quer que os atalhos do programa sejam
criados. Vocé também pode inserir um nome para criar uma nova pasta.

RStudio

Accessibility

Accessories

Administrative Tools
CopySpider

Ferramentas do Microsoft Office
Java

Maintenance

Mesa Digitalizadora Wacom
Mesa Grafica Wacom
MiKTeX

PDFCreator

(CJN&o criar atalhos

< Voltar Instalar Cancelar

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
Figura 4.9 — Ap6s a conclusio da instalacdo clicar em “Concluir”.

Completando a instalacao do
I [l Rstudio

O RStudio foi instalado no seu computador.

Clique em Conduir para fechar o instalador.

Condluir Cancela

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Ap0s concluir a instalacdo vocé deverd abrir o RStudio para visualizar o ambiente de traba-
lho do Rstudio, diferentemente do software R, o RStudio € um ambiente que se divide em trés ou
quatro janelas como representadas na figura 4.10: na janela inferior a esquerda vocé visualizara
o console do R, na janela superior a esquerda vocé terd o arquivo de texto simples, contendo
os comandos do R ou simplesmente o script de comandos, na janela a direita contera todos os
objetos incluindo varidveis e fungdes mostrando o histérico dos comandos ja executados, os

pacotes disponiveis, ajuda e muito mais!
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Figura 4.10 — Janela do RStudio.

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
© | Ok 2~ v Addins ~
©] Untitled1 @] estudantes.R* ]
Source on Save A /5~ *Run | *= Source ¥
1
2
3
4
5
11 Top Level) ¢ R Script &
Console  Terminal Background Jobs =0
R R422 .~/
R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”

Copyright (C) 2022 The R Foundation for statistical Computing
pPlatform: x86_64-w64-mingw32/x64 (64-bit)

R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'Tlicence()' for distribution details.

R is a collaborative project with many contributors.
Type 'contributors()’ for more information and
"citation()' on how to cite R or R packages in publications.

Type ‘demo()" for some demos, 'help()' for on-line help, or
"help.start()' for an HTML browser interface to help.
Type 'q()"' to quit R.

>

RI project: (None) ~

Environment  History ~ Connections  Tutorial =0
g # Import Dataset + | @) 124 MiB ~ | & List ~ <
R ~ | ik Global Environment ~
Environment is empty
Files Plots Packages Help Viewer Presentation =
D

|
R: Histograms ~

hist {graphics} R Documentation

Histograms

Description

The generic function hist computes a histogram of the given data values. If ploc
= the resulting object of class "nistogram” is plotted by
pl togzam before it is returned

## Default S

hist(x, breaks turges”

freq = NULL, probability = !freq

include.lowest = TRUE, right = TRUE, fuzz = le-7

density = NULL, angle = 45, col = "lightgray”, border = NULL
main = paste(“Histogram of’ xname

xlim = range(breaks), ylim = NULL

xlab = xname, ylab
axes = TRUE, plot = TRUE, labels = FALSE

nclass = NULL, warn.unused = TRUE, ... -

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

4.2 Iniciando o Software R

Inicialmente para se programar com o software R é importante que se conheca alguns con-

ceitos iniciais, simbolos ou comandos essenciais que serdo apresentados neste trabalho.

4.2.1 Obtendo Ajuda

O help online do software R pode ser utilizado quando se deseja empregar determinada

fun¢do. Observe o seguinte exemplo de utilizacao do comando help online do R.

Exemplo

Suponhamos que vocé deseje fazer uma matriz, entdo apos digitar no console o comando

help(matrix) serd iniciado um servidor de ajuda httpd como mostra a figura 4.11 e a figura 4.12

abaixo.



42

Figura 4.11 — Resposta do R em azul apés digitar o comando help(matrix) em vermelho.

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Podemos obter ajuda de outra forma, que descreveremos a seguir na figura 4.13 abaixo.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O
(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda &8 X
EEEIREE
-
R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting"
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-wé4-mingw32/x€4 (€64-bit)
R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicédo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'qg()' para sair do R.
> help(matrix)
starting httpd help server ... done
v
< »
Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
Figura 4.12 — Servidor de ajuda httpd.
im} (R R:Matrizes X | 1+ - O X
G ( 127.0.0.1:14968/library/base/html/matrix.ntml ® A a3 o= b
A
matriz {base} R Documentagéo Q
Matrizes
Descrigao o
matrix cria uma matriz a partir do conjunto de valores fornecido. 3
as.matrix tenta transformar seu argumento em uma matriz. o
is.matrix testa se seu argumento € uma matriz (estrita).
Uso -
w
matrix(data = NA, nrow = 1, ncol = 1, byrow = FALSE,
. +
dimnames = NULL)
as.matrix(x, ...) o
## S3 method for class 'data.frame’
as.matrix(x, rownames.force = NA, ...) 533
v
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Figura 4.13 — Resposta do R em azul apéds digitar o comando example (matrix).

= O

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8%
EEEIDEEIEE]
R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunstédncias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicédo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> example (matrix)
matrix> is.matrix(as.matrix(1l:10)
[1] TRUE
matrix> !is.matrix(warpbreaks) # data.frame, NOT matrix!
[1] TRUE
matrix> warpbreaks[l1:10,]

breaks wool tension
1 26 n L
2 30 s L
3 54 A L
4 25 A L
5 70 z L
(3 52 S L
7 51 A L
8 26 A L
9 67 zn L
10 18 n M
matrix> as.matrix(warpbreaks[1:10,]) # using as.matrix.data.frame(.) method

breaks wool tension
1 mogw npm  owpm
2 m3gm npm  wpm
3 nmggm npm  wpm
g wogm npm  owpm
5 m7gm npm  wpm
& mgow npm  owpm
7 mg5im npm  owpm
g magn npn  wpm
g mgTm npm  owpm
10 migw npmo wgm
matrix> ## Example of setting row and column names
matrix> mdat <- matrix(c(l1,2,3, 11,12,13), nrow = 2, ncol = 3, byrow = TRUE,
matrix+ dimnames = list (c("rowl", "row2"),
matrix+ c("C.1", "C.2", "C.3")))
matrix> mdat

c.1 C.z2 C.3

rowl 1 2 3
row2 11 12 13
4 2

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

4.2.2  Sair do Programa

Para encerrar os trabalhos no programa R usa-se o comando ¢( ) no prompt ou 0 menu no
canto esquerdo clicando em “Arquivo” e, em seguida, em “Sair”’. O programa perguntard se

deseja salvar imagem da drea de trabalho, como mostra a figura 4.14.
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Figura 4.14 — Resposta do R em azul apés digitar o comando q( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] — O

R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
EEEREEIEE

matrix> as.matrix (warpbreaks([1:10,]) # using as.matrix.data.frame(.) method
breaks wool tension

nogn npm  mpm

n3gn npm  mpm

nggn npm  mpm

nogn npm  mpm

nygn npm  mpm

ngon npn  mpm Pergunta

ngim npm  mpm

nogn npm  mpm

"eT" "a"  "L" o Salvar imagem da area de trabalho?
g migm  mpm mym

o0 m ;s W

matrix> ## Example of setting row and column

matrix> mdat <- matrix(c(l1,2,3, 11,12,13), nxr Sim Nao Cancelar
matrix+ dimnames = list (c("rows , ———vve,
matrix+ c("C.1", "C.2", "C.3")))

matrix> mdat

c.1C.z2 C.3
rowl 1 2 3
row2 11 12 13
> al)

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

4.2.3 Operagdes Aritméticas Bésicas

O software R também € usado como calculadora, basta digitar operacdes aritméticas bésicas
na linha de comando do R e lembrar de usar parénteses para separar partes das operacdes, como

mostra a figura 4.15.

Figura 4.15 — Resposta do R em azul apds digitar algumas operacdes bésicas.

R RGui (64-bit) - [R Console] - o

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
ESCIREEEIE

Vocé pode redistribui-lo sob certas circunstédncias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicédo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

> ((13+17)/6) "2

[1] 25

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.



45

Apresentamos aqui mais fungdes que podem ser operadas no software R como a das calcu-

ladoras cientificas. Vejamos outros exemplos na figura 4.16 abaixo.

Figura 4.16 — Resposta do R em azul ap6s digitar outros exemplos de operagdes.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
BB EEENE

Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.

R & um projeto colaborativo com muitos contribuidores.

Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> sgrt(16€) # raiz quadrada de 16
[1] 4
> 3in (0) # seno de zero radiano
[11 0
> 8in(pi/2) # seno de pi sobre 2 radian
[1] 1
> factorial(5) # cinco
#
# 2 az2

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Observacao 1: Ap6s o simbolo # na mesma linha de comando documenta o resultado que
o R retornard. Este simbolo serd muito usado neste trabalho.

4.2.4 Arredondamentos e Aproximagdes

Frequentemente, em um quadro de dados, precisamos obter resultados com uma deter-
minada quantidade de casas decimais. Apresentaremos alguns comandos necessarios para
aproximagoes e/ou arredondamentos.

Comando round( )

Recorre-se a este comando quando se pretende arredondar um valor ou conjunto de valores

em um ndmero predeterminado de casas decimais. Abaixo alguns exemplos na figura 4.17.
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Figura 4.17 — Resposta do R em azul apds usar o comando round( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X

EECISEE

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.

Digite 'demo()' para demonstracdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

# arredondando para 2 casas decimais

11,3.69831) # criando v
> v # exibindo v
[1] 2.12366 3.25891 2.25411 3.6988
> round(v,3) # arredondando para 3 casas decimais

[1] 2.124 3.259 2.254 3.699

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Comando trunc( )

Recorre-se a este comando quando se pretende obter apenas a parte inteira do niimero,

desprezando seus decimais, sem de arredondamentos. Veja o exemplo na figura 4.18.

Figura 4.18 — Resposta do R em azul apds usar o comando trunc( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] = O

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

EEEBEEEE

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting"
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_€4-wé4-mingw32/x64 (64-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,

ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

# exibe a parte inteira, sem arredondamentos

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.



4.2.5 Manipulando Objetos

Criando objetos
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As variaveis criadas no R sdo chamadas de objetos. No software R, atribuimos valores a

variaveis usando uma flecha “<” ou “>” conforme a direcdo em que se designa o objeto e com

_ 9

um sinal de menos ou ainda o sinal de igualdade “=", mas nao usaremos neste trabalho. O nome

do objeto tem que comegar com uma letra mindscula ou maidscula, que pode ser seguido de um

ndmero, caracteres ou de uma outra letra.

Exemplo

Para visualizar o conteudo de qualquer objeto no R, basta digitar seu nome e o conteido

desse objeto que o R retornard uma resposta, apds digitar o nome do objeto na linha do comando

do R, como mostra a figura 4.19.

Figura 4.19 — Resposta do R em azul apds digitar o nome do objeto e o conteddo.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

=] =] [m]a]o]

Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.

Digite 'contributors()' para obter mais 1nformagées e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> a<-2( # atribui o bjeto a
> a # exibe o v a
[11 20
> 30->b #

b #
1] 30
> A<- ¥
[11 5

B<-(-15) # atribui o bjeto B
> B # exibe o v B

I] -15

-

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Observacao 2: O nimero “1” entre os colchetes indica que a visualizacdo do objeto se

inicia pelo primeiro elemento.

Removendo Objetos

Para usar a funcdo remover objetos digite na sua drea de trabalho remove(objeto A) ou

apenas rm(objeto B). Veja como mostra a figura 4.20.
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Figura 4.20 — Resposta do R em azul apds usar a fungao rm( ).

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O
(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X
EGEREEIEE

'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,

ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.

Digite 'g()' para sair do R.

> a<-20 # atribui o wvalor 20 ao objeto a

> a # exibe o valor do objeto a

[11 20

> 30->b # atribui o wvalor 30 ao objeto b

> b # exibe o valor do objeto b

[11 30

> RA<-5 # atribui o wvalor 5 ao objeto A

> A # exibe o valor do objeto A

11 s

> B<-(-15) # atribui o wvalor -15 ao objeto B

> B # exibe o valor do objeto B

[1] -15

> a+b+A+B

[1]1 40

> rm(B) # removendo o objeto B

> a+b+A+B

Erro: objeto 'B' ndo encontrado

4 4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Listando Objetos

Recorre-se a fungdo Is( ) quando se pretende mostrar os objetos que existem em sua drea de

trabalho. Observe a figura 4.21 abaixo.

Figura 4.21 — Resposta do R em azul apds usar o comando Is( ).

(R RGui (64-bit) - [R Console] — O
(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X
EEEDEEEE

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,

ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.

Digite 'g()' para sair do R.

> a<-20 [ oommen e vaier 20 no chiee s

> a # exibe o valor do objeto a

[11 20

> 30->b # atribui o wvalor 30 ao objeto b

> b # exibe o valor do objeto b

[1] 30

> RA<-5 # atribui o valor 5 ao objeto A

> A # exibe o valor do objeto A

[11 5

> B<-(-15) # atribui o wvalor -15 ao objeto B

> B # exibe o valor do objeto B

[1] -15

> a+b+A+B

[1] 40

> rm(B) # removendo o objeto B

> a+b+A+B

Erro: objeto 'B' ndo encontrado

> 1s()

[1] "a" man npe

> # lista todos o0s objetos ex;stenteﬂ

4 | ]

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Assim como em qualquer outra funcdo do R, podemos armazenar o resultado acerca de um

objeto, inclusive a Is( ). Veja a figura 4.22 abaixo.

Figura 4.22 — Resposta do R em azul apds usar o comando obj.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

EECIDEE

Platform: x56_69—w64-m139w32/x64 (64-bit)

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HITML no seu navegador.

Digite 'g()' para sair do R.

»<-30;A<-5;B<-(-15)

-
L
I
5
M
1
I
ot
[84)

> a+b+A+B
Erro: objeto 'B' ndo encontrado
> 1s()
[1] ma" mam npw

obj<-1s()
> o0bj
[1] ma" wpm npw

e

W e

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Atributos dos Objetos

No software R os objetos possuem nome, contetdo e um atributo associado que especifica
qual € o tipo de dado representado pelo objeto. Para um quadro de dados, ainda que dois objetos

abranjam valores idénticos, os resultados diferem-se quando os objetos t€m atributos diferentes.

A forma com que as fun¢des agem nos objetos também precisam de seu atributo.

Os objetos possuem atributos intrinsecos: tipo e tamanho. Em relagdo ao tipo, pode ser:

numérico, complexo, caractere e 16gico. Nos objetos ha outros tipos como fungdes ou ex-

pressoes, porém esses ndo constituem dados.

As fungdes mode( ) e length( ) apresentam o tipo e o tamanho de um objeto, nessa ordem.

Veja o exemplo na figura 4.23 abaixo.
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Figura 4.23 — Respostas do R em azul apds usar as fungdes mode( ) e length( ).

(R RGui (64-bit) - [R Console] = O
R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X
~
EECREERE)
Platform: x86_64-wé4-mingw32/x64 (€4-bit)
R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
M<-c(2,3,5,7,11 #
> mode (M) ; length (M) #
[1] "numeric"”
11 s
> m<-"Ester";n<-FAl #
> mode (m) ;mode (n) ;mo #
[1] "charactexr"
[1] "logical"
[1] "complex"
< >

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Podemos também verificar os atributos nesse objeto usando o termo “is” seguido de um

ponto e o nome do atributo no qual se deseja verificar. Veja a figura 4.24 abaixo.

Figura 4.24 — Resposta do R em azul ap6s usar is.atributo( ).

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O
R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - &8 X
EEEIDEEENE]
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
M<-c(2,3,5,7,11) # c() serd explicado adiante
> mode (M) ; length (M) # tipo e o tamanho do objeto M
[1] "numeric"
[1] s
> m<-"Ester";n<-FALSE;p<-61i #tipos diferentes
> mode (m) ;mode (n) ;mode (p) #exibe os atributos
[1] "character"
[1] "logical"
[1] "complex"
> is.numeric (M) # M tem atributo numérico?
[1] TRUE
> is.numeric(m) # m tem atributo numérico?
[1] FALSE
L [

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Na figura 4.24 acima tem-se o termo TRUE (do inglés=VERDADEIRO), contudo se o ob-
jeto M fosse do tipo caractere, por exemplo, a resposta seria FALSE ( do inglés=FALSO) como

mostra o objeto m.
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4.2.6 Selecdo de Alguns Objetos Especiais

Existem varios tipos diferentes de objetos possiveis em R que podem ser criados e manipu-

lados, incluindo escalares, vetores, sequéncias, matrizes, quadro de dados, tabelas e listas.

Vetores

Um vetor consiste em vdrios elementos sendo todos de um mesmo tipo, ou seja, numéricos
ou caracteres.

Para criar um vetor usamos a funcdo c( ) a partir de seus argumentos. Veja o exemplo na
figura 4.25 abaixo.

Figura 4.25 — Resposta do R em azul ap6s usar a fun¢do c( ) em vermelho.

R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
=]eP@] [m]c] [o][&]

Platform: x86_64-wé4-mingw32/x€4 (€4-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

> A<-c(1,4,9,16,25,36) # 03 seis primeiros numeros guadrados
[1] 1 4 9 16 25 36

> B<-c(A,49,64,81) # adicionando 3 numeros guadrados

[1] 1 4 9 16 25 36 49 €4 81

> C<-c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20)

[11] 1 2 3 4 5 €€ 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Sequéncias

O R possui vdrias facilidades para gerar sequéncias de numeros regularmente usadas.

Para criar uma sequéncia usamos o operador “dois pontos”. Veja o exemplo na figura 4.26
abaixo.
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Figura 4.26 — Resposta do R em azul apds usar o operador “dois pontos” em vermelho.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - |5
=]efa] =[e]c] [@][&]

Platform: x56_64—w64-n4ngw32/x64 (64-bit)

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

D<-1:20 # gera segéncia de numeros de 1 a 20

[11] 1 2 3 4 5 € 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18
> E<-100:1 # gera sequéncia de 100 a 1

[1] 100 99 98 97 96 95 94 93 92 91 90 89 88 87 86 85 8 83 82 81 80 79 8 77 76 75 74
[28] 73 72 71 70 €9 68 €7 €6 €5 €4 €3 62 61 €60 59 58 57 56 55 4 53 52 50 49 8 47
[55] 46 45 44 43 42 41 40 39 38 37 36 35 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 2 22 21 2
[82] 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 3 5 4 3 2 1

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Observe que 1:20 € o vetor ¢(1, 2, 3, 4, 5, 6,...,20) da figura 4.25.

E se a sequéncia € muito extensa e ndo cabe em uma linha, o R vai usar as proximas linhas
para seguir imprimindo o vetor.

Sucede-se que os numeros entre os colchetes ndo estido integrados ao objeto, melhor di-
zendo, [1] expressa que o primeiro elemento da sequéncia estd naquela linha; [28] expressa que

a linha seguinte comeca pelo vigésimo oitavo elemento da sequéncia, e assim por diante.
Comando seq( )
Recorre-se a esse comando quando se pretende gerar sequéncias aritméticas que tem como

argumentos o inicio, o fim e os passos da sequéncia, respectivamente. Veja o exemplo na figura
4.27 abaixo.
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Figura 4.27 — Resposta do R em azul apds usar o comando seq( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - &8 X

EEEIREEE

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting"
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64—w64—mingw32/x64 (64-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.

Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.

Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgdo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.

Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e

'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacdes.

Digite 'demo()' para demonstracdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,

ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.

Digite 'g()' para sair do R.

> seq(l,20,1 # € 0 mesmo que o operador "dois pontos"
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

> seq(l,20,2) # com o tamanho de passo 2
[1] 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

> seq(20,1,-3) # ordem inversa com passo -3

[1] 20 17 1411 8 S5 2

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Comando rep( )

Recorre-se a esse comando quando se pretende gerar um vetor que tem como primeiro
argumento repetido o nimero de vezes indicado pelo segundo argumento. Veja o exemplo na

figura 4.28 abaixo.

Figura 4.28 — Resposta do R em azul apds usar o comando rep( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] = O

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - &8 X

EEEREEEE

A

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-wé4-mingw32/x€64 (64-bit)
R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunstédncias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicédo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> rep(7,10) # O numero 7 repete 10 vezes

117777777777
> rep(c(1,7),10 # 0s numeros 1 e 7 nessa ordem repetem 10 vezes

[1117171717171717171717
> c(rep(1,7),xep(7,3)) # O numero 1 repete 7 vezes € O nu o 7 repete 3 vezes nessa ordem

11 1111111777

v

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Uma outra forma de gerar repeti¢des seria usando varidveis como argumento das fungdes.

Veja o exemplo na figura 4.29 abaixo.

Figura 4.29 — Resposta do R em azul apds usar o comando rep( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - (]

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8%

EECIEEE

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-wé4-mingw32/x€4 (64-bit)

R &€ um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

(c(1,7),v) # O0s ntGmeros 1 e

(1317171717171 717171717

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

E quando os dois argumentos tém mais de um elemento, cada elemento do primeiro argu-
mento serd entdo associado ao elemento correspondente do segundo argumento. Veja o exemplo

na figura 4.30 abaixo.

Figura 4.30 — Resposta do R em azul apds usar o comando rep( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - = O
\R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - & X
EEEREEEE
A
R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_6€4-wé4-mingw32/x64 (€4-bit)
R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> rep(c(81,64,49),c(4,2,3)) # cada elemento do 1° argumento, um numero de repetigdes indicadas pelo 2° argumento
[1] 81 81 81 81 €4 64 49 49 49
> rep(5:1,5:1) # observe este exemplo
[l11 555554444333221
v
< »

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Listas

As listas sdo construidas com a fungao list( ) e desempenham um papel muito importante
em R com quadros de dados orientado a objetos, programacao e assim por diante.

Ao contrério de um vetor, uma lista pode consistir em elementos de diferentes tipos, por
exemplo, um valor 16gico, uma matriz, elementos numéricos, de caracteres e assim por diante.
Uma lista também pode incluir outras varidveis, como um vetor.

Veja aqui um exemplo simples de como fazer uma lista na figura 4.31.

Figura 4.31 — Resposta do R em azul apos usar a funcao list( ) em vermelho.

R RGui (64-bit) - [R Console O
R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

EEREREEEE

> es te<-list (n "Ester",idade=12,média=c(7,

> estudante

Snome

[1] "Estexr"

S$idade

[11 12

Smédia

1] 785

> estudante [1] # primeiro elemento da lista estudante
Snome

[1] "Estez"

> estudante[2]
Sidade
[1] 12

# segundo elemento da lista estudante

> estudante[[1]] ¥ 0 primeiro eleme
[1] "Estex"™
> estudante[[3]][1] $#éo no que estudante$médiall
1] 7

0 também podera ser indicado na forma [[1]]

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Matrizes

Uma das maneiras de criar uma matriz € através da funcdo matrix( ) que recebe um vetor
com dois atributos adicionais, o numero de linhas e o nimero de colunas.

Veja o exemplo simples de como fazer uma matriz na figura 4.32.
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Figura 4.32 — Resposta do R em azul apds usar a fun¢do matrix( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O
(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X
EEEREEEE
> A<-1:30 # cria uma sequ ia de 1 a 30
> A<-matrix (&,ncol=5) # matriz de 5 colunas com A
A # exibe a matriz A
11 .21 [,31 [,4]) [,S]
(1] 1 7 13 19 25
(2,1 2 8 14 20 26
(3,1 3 g 15 21 27
[4,1 4 10 16 22 28
[s,1 5 11 17 23 29
[6,1 € 12 18 24 30
> # observe que o interior da matriz & completada através das colunas
matrix (A, ncol=5,byrow=5)
(11 [,2] 1,31 [,4] [,S]
1,1 1 2 3 4 5
2,1 € 7 8 9 10
13,1 11 12 13 14 15
14,1 16 17 8 19 20
5,1 21 22 23 24 25
[6,1 26 27 28 29 30
> # observe agora gue o interior da matriz & completada através das linhas
4 1 4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Comando dim( )

Recorre-se a esse comando quando se pretende obter a dimensdao de um objeto. Veja o
exemplo na figura 4.33 abaixo.

Figura 4.33 — Resposta do R em azul apds usar o comando dim( ) em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Consol

e O
(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda =) =
~
=]ee) El@[5] @[]
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.
Digite 'demo()' para demonstracdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HIML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> A<-1:30
> A<-matrix(A,ncol=5)
> A
11 [,2] [,3] [,4] [,5]
1,1 1 7 13 19 25
2,1 2 8 14 20 26
(3,1 3 g 15 21 27
[4,1 4 10 16 22 28
[5,1 5 11 17 23 29
16,1 € 12 18 24 30
> dim (&) # o R retorna a dimensdo do objeto A
11 6 5
> # 0s nimeros € e 5 retornados € o numero de linhas e colunas da matriz A, nessa D:deml
| »

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Comando cbind( ) e rbind( )

Recorre-se a esses comandos quando se pretende construir ou aumentar matrizes (acrescen-

tando colunas e linhas). Veja o exemplo na figura 4.34 abaixo.

Figura 4.34 — Resposta do R em azul apds usar os comandos cbind( ) e rbind( ) em vermelho.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda & X

EEC] R EE

-matrix (20:1,ncol=5) # criando uma matriz por colunas

w w

11 .21 [,3] [,4] [,S]

[1,1 20 16 12 8 4
[2,1 139 15 11 7 3
[3,1 18 14 10 6 2
[4,1 17 13 9 5 1
> C<-cbind(B,1:4) # adicionando uma sexta coluna
11 .21 [,3] [,4] [,S] [,¢€]
[1,1 20 16 12 8 4 1
2,1 19 15 11 7 3 2
.1 18 14 10 € 2 3
[4,1 17 13 9 S 1 4
D<-rbind(C,c(55,56,57,58,59,60)) # adicionando uma quinta linha

1,1 20 16 12 g 4 1
2,1 19 15 11 7 3 2
3,1 8 14 10 € 2 3
4,1 17 13 9 5 1 4

g8 59 €0

[s,1] 55 56 57 S

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Também podemos recorrer ao comando cbind( ) com o propésito de ligar(“juntar’) matrizes.

Veja o exemplo na figura 4.35 abaixo.
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Figura 4.35 — Resposta do R em azul apds usar o comando cbind( ) em vermelho.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
=]efa] =[e]c] [@][&]

Digite 'g()' para sair do R.

-matrix(20:1,ncol=5)

w w

11 .21 [,31 [,4] [,3)

1,1 20 16 12 8 4
2,1 19 15 11 7 3
13,1 18 14 10 3 2
14,1 17 13 g 5 1
> E<-matrix(8:1,ncol=2)
11 [,2]
1,1 8 4
[2,] 7 3
[3,] 6 2
[4,1 S 1
F<-cbind (B, rep(55,4) ,E) # ligando matrizes
> F
11 .21 [,31 [,4]1 [,5) [,€] [,7] [,2]
1,1 20 16 12 8 4 55 8 4
2,1 19 15 11 7 3 55 7 3
3,1 18 14 10 € 2 55 € 2
[ql,] 17 13 g 5 1 55 5 1

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Matrizes de indices [, ]

Para extrair elementos de uma matriz, uma linha inteira ou uma coluna inteira utiliza-se os
colchetes com dois atributos separados por virgula. O primeiro representa o nimero de linhas

e o segundo o nimero de colunas sempre nessa ordem. Veja atentamente os exemplos na figura
4.36 abaixo.



Figura 4.36 — Resposta do R em azul apds usar os colchetes [ ] em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console]
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R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda &8 X
EGEREREE
Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> M<-matrix(1:30,ncol=3) # cria-se uma matriz gqualgquer
> M
11 [,2] [,3]
[1,1 1 11 21
12,1 2 12 22
13,1 3 13 23
[4,1 4 14 24
15,1 5 15 25
16,1 6 16 26
[7,1 7 17 27
8,1 8 18 28
19,1 g 19 29
[10,1] 10 20 30
> M[8,3] # extraindo o elemento da oitava linha e terceira coluna
[1] 28
M[,2] # extraindo a segunda coluna
[1] 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
> M[8,] # extraindo a oitava linha
[1] 8 18 28
L >

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

E possivel também utilizar um vetor de indices para extrair mais de uma linha ou coluna.

Nessa situacdo o objeto decorrente é uma matriz. Veja detalhadamente os exemplos na figura

4.37 abaixo.

Figura 4.37 — Resposta do R em azul apos usar os colchetes [ ] em vermelho.

(R RGui (64-bit) - [R Console]

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda &8 X
EEEREEEIE
> N<-matrix(l1:25,ncol=5) # cria-se uma matriz gqualgquer
> N
11 .2 [,3] [,4] [,5]
[1,1 1 € 11 16 21
12,1 2 7 12 17 22
13,1 3 8 13 18 23
[4,1 4 9 14 19 24
15,1 5 10 15 20 25
> N[c(3,4,5),] # extraindo trés linhas
11 .2 [,3] [,4] [,5]
1,1 3 8 13 18 23
12,1 4 g 14 19 24
[3,1 5 10 15 20 25
> N[,2:4] # extraindo trés colunas
11 [,2] [,3]
1,1 6 11 16
2,1 7 12 17
13,1 8 13 18
14,1 s 14 19
[s,1 10 15 20
> N[c(1,2),c(3,5)] # extraindo uma matriz 2x2
11 [,2]
1,1 11 21
2,1 12 22
L B

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Uma possibilidade frequente para anélise de um quadro de dados de uma matriz € que muitas
vezes € necessdrio escolher todas a linhas de uma matriz que determina uma condi¢do estabe-
lecida pelas colunas. As vezes é preciso escolher os elementos de uma linha que determinam
uma condig¢do estabelecida (idade, sexo etc.).

Por exemplo, seja uma matriz em que as colunas armazenam: coluna 1 = indices de 1 a 6,
coluna 2 = idade, e a coluna 3 = sexo (codificado com 0 ou 1), de 6 estudantes. Veja o exemplo
na figura 4.38.

Figura 4.38 — Resposta do R em azul apds usar os colchetes [ ] em vermelho.

R Arquive Editar Visualizar Misc

EEEIREEE

Pacotes Janelas Ajuda 5

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

antes

(11 .21 [,3]

1,1 1 15 1
2,1 2 16 1
13,1 3 17 0
14,1 4 17 1
[s,1 5 18 0
16,1 6 19 1
> a estl t [,21>17,
d # extraindo todas as linhas em gue os estudantes atigiram a maior idade
(11 .21 [,3]
1,1 5 18 0
2,1 6 19 1
> estudantes[,2] # extraindo a segunda coluna
[1] 15 16 17 17 18 19
> estudantes[,2]>17
[1] FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE
> # veja o R retornou um vetor ldégico de TRUE e FALSE

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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5 O ESTUDO DE MATRIZES COM O USO DO SOFTWARE R

Neste capitulo serdo abordados alguns exemplos usuais envolvendo operacdes de matematica

possiveis com vetores e matrizes.
5.1 Operacoes com Vetores e Matrizes

Dos exemplos que abordaremos aqui, inicialmente iremos criar vetores que representarao as

colunas de uma matriz. Em seguida, criaremos uma matriz X com os vetores ja especificados.

Operador t()

Recorre-se a este operador quando se pretende obter a transposta de uma matriz. Observe

na figura 5.1 a utilizacdo do operador t(nome da matriz) para obtermos a transposta da matriz
X.

Figura 5.1 — Resposta do R em azul apds digitar o operador t( ) em vermelho.

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

EECIREE

R & um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

colunal colunaZ coluna3

[1,] 3 1 2
2,1 0 3 2
(3,1 2 1 o
. £ (X) # obtendo a
.11 [,2] [,3]
colunal 3 0 2
coluna2 1 3 1
2 2 0

coluna3

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Operacoes com todos os elementos de uma matriz

Veja abaixo algumas operacdes com todos os elementos da matriz M na figura 5.2, na figura

5.3 e na figura 5.4 seguintes.

Figura 5.2 — Resposta do R em azul apds adicionar ou multiplicar os elementos da matriz M .

(R RGui (64-bit) - [R Console] — O

R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - &8 X

EECEEE

> M<-matrix(1:30,5,6)
> M

11 t,21 [,31 [,4] [,5] [,€]
1,1 1 6 11 16 21 26
2,1 2 7 12 17 22 27
13,1 3 g8 13 18 23 28
14,1 4 9 14 19 24 29
(5,1 5 10 15 20 25 30

> M+2 # adicionando um valor 2 a todos os elementos da matriz M

11 t,21 [,31 [,4] [,5] [,6]
1,1 3 g 13 18 23 28
2,1 4 9 14 19 24 29
3,1 5 10 15 20 25 30
14,1 6 11 16 21 26 31
5,1 7 12 17 22 27 32

> M*2 # multiplicando por 2 cada um dos elementos da matriz M

11 t,21 [,31 [,4] [,5] [,6]

1,1 2 12 22 32 42 52
2,1 4 14 24 34 44 54
3,1 6 16 26 36 46 56
14,1 8 18 28 38 48 58
0 20 30 40 50 €0

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Figura 5.3 — Resposta do R em azul apds adicionar e multiplicar os elementos da matriz M.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda == %

EECIREE

> M<-matrix(1:30,5,6)
> M
11 .21 [,3] [,4] [,5] [,€]
1,1 1 6 11 16 21 26
[2,1 2 7 12 17 22 27
[3,1 3 8 13 18 23 28
14,1 4 g 14 19 24 29
15,1 5 10 15 20 25 30
> (M+2) *2 # agora observe esse exemplo
11 .21 [,3] [,4] [,S] [,¢€]
1,1 6 16 26 36 46 56
[2,1 8 18 28 38 48 S8

{3,] 10 20 30 40 50 &0
[4,] 12 22 32 42 52 @2
[5,] 14 24 34 44 54 64

> M™2 # elevando ao guadrado todos os elementos da matriz M
11 .21 [,3] [,4] [,S] [,¢€]

[1,1 1 36 121 256 441 ¢€76

12,1 4 49 144 289 484 729

3,1 9 64 169 324 529 784

{4,1 16 =1 196 361 576 =841
[5,] 25 100 225 400 625 900

4 >

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Figura 5.4 — Resposta do R em azul apds multiplicar os elementos da matriz M + 2.

@R RGui (64-bit) - [R Console] = O X
@R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda =1 = fx
ESECIEEE
A
R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_€4-w64-mingw32/x€4 (64-bit)
R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.
R & um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()"' para sair do R.
> M<-matrix(1:30,5,6)
> M
11 .21 [,31 [,4) [,S] [,¢€]
[1,1 1 € 11 16 21 26
2,1 2 7 12 17 22 27
[3,1 3 8 13 18 23 28
14,1 4 9 14 1% 24 29
[5,1 5 10 15 20 25 30
> 1/2% (M+2) # agora observe esse exemplo
11 .21 [,31 [,4) [,S] [,¢€]
[,1 1.5 4.0 €.5 9.0 11.5 14.0
2,1 2.0 4.5 7.0 9.5 12.0 14.5
[3,1 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0
14,1 3.0 5.5 8.0 10.5 13.0 15.5
[5,] 3.5 6.0 8.5 11.0 13.5 16.0
> 1/3% (M+2)
[1] [.2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 1.000000 2.€6€66667 4.333333 €.000000 7.666667 9.333333
[2,] 1.333333 3.000000 4.666667 €.333333 8.000000 9.666667
[3,] 1.666667 3.333333 5.000000 €.666667 £.333333 10.000000
[4,] 2.000000 3.666667 5.333333 7.000000 8.666667 10.333333
[5,] 2.333333 4.000000 5.666667 7.333333 9.000000 10.666667
> round(1/3* (M+2),2) # arredondamento com 2 casas decimais
11 .21 [,3] [,4] [,S] [,6]
[1,] 1.00 2.67 4.33 €.00 7.67 9.33
[2,] 1.33 3.00 4.67 6.33 8.00 9.67
[3,] 1.67 3.33 5.00 €.67 8.33 10.00
[4,] 2.00 3.67 5.33 7.00 8.67 10.33
[5,] 2.33 4.00 5.67 7.33 9.00 10.67
>
v
4 »

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.



Adicao e subtracao de matrizes

Criaremos agora a matriz N para operar com a matriz M na figura 5.5 e 5.6 abaixo.

Figura 5.5 — Resposta do R em azul apds operar com as matrizes M e N.

R RGui (64-bit) - [R Console] =

@ Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

EECIEEE

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-wé4-mingw32/x€64 (64-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicédo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.

Digite 'demo()' para demonstracdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

<-matrix(1:30,5,6) # dada a matriz M do tipo 5x6
> -matrix(12:41,5,6) # dada a matriz N do tipo 5x6
> M;N
11 .21 [,31 [,4] [,S] [,€]
[1,1 1 6 11 16 21 26
2,1 2 7 12 17 22 27
[3,1 3 8 13 18 23 28
14,1 4 g 14 19 24 29
15,1 5 10 15 20 25 30
11 [,2] [,31 [,4] [,S] [,€]
1,1 12 17 22 27 32 37
2,1 13 18 23 28 33 38
13,1 14 19 24 29 34 39
[4,1 15 20 25 30 35 40
[s,1 16 21 26 31 36 41
> M+N # adicionamos a matriz M com a matriz N
11 .21 ,31 [,4] [,S] [,€]
[1,1 13 23 33 43 53 €3
2,1 15 25 35 45 55 €5
13,1 17 27 37 47 57 &7
14,1 19 29 39 49 59 9
5,1 21 31 41 51 €1 71
> M-N # subtraimos a matriz M com a matriz N
11 .21 ,31 [,4] [,S] [,€]
[, -1 -11 -11 -11 -11 -11
2,1 -1 -11 -11 -11 -11 -11
(3,7 -1 -11 -11 -11 =-11 ~-11
[4,17 -1 -11 -11 -11 -11 -11
5,1 -1 -11 -11 -11 -11 -11
> N-M # subtraimos a matriz N com a matriz N
11 [,2] [,3]1 [,4] [,S] [,€]
1,1 11 11 11 11 11 11
2,1 11 11 11 11 11 11
13,1 11 11 11 11 11 11
[4,1 11 11 11 11 11 11
5,1 11 11 11 11 11 11

>

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Figura 5.6 — Resposta do R em azul apds operar com as matrizes M e N.

@R RGui (64-bit) - [R Console] = O X
@R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda -8 %
EECIREEEE
a

R version 4.2.2 (2022-10-31 ucrt) -- "Innocent and Trusting”
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-w€4-mingw32/x€4 (64-bit)
R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacgdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.
Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'qg()' para sair do R.
> M<-matrix(1:30,5,6)
> N<-matrix(12:41,5,6)
> M;N

.11 [,21 [,31 [,4] [,5] [,6]
[1,1 1 € 11 16 21 26
2,1 2 7 12 17 22 27
13,1 3 g 13 18 23 28
14,1 4 9 14 19 24 29
[s,1 5 10 15 20 25 30

.11 .21 [,31 [,4] [,5] [,6]
1,1 12 17 22 27 32 37
2,1 13 18 23 28 33 38
[3,1 14 19 24 29 34 39
14,1 15 20 25 30 35 40
[s5,1 16 21 26 31 36 41
> 3% (M+N) # multiplicsndo por 3 a (M+N)

11 [,21 [,31 [,4] [,5] [,6]
[1,1 39 €9 99 129 159 189
2,1 45 75 105 135 165 195
[3,1 51 81 111 141 171 201
[4,1 57 87 117 147 177 207
[s,1 €3 93 123 153 183 213
> 2*M+3*N # obtendo o dobro de M mais o triplo de N

11 .21 [,31 [,4] [,5] [,6]
1,1 38 €3 88 113 138 163
2,1 43 €8 93 118 143 1és8
13,1 48 73 98 123 148 173
[4,1 53 78 103 128 153 178
5,1 58 83 108 133 158 183
> M*3 # obtendo a matriz M®

.11 .21 ,31 [,4) [,5]1 I[,€]
1,1 1 216 1331 4096 9261 17576
[2,1 8 343 1728 4913 10648 19683
[3,1 27 512 2197 5832 12167 21952
[4,1 €4 729 2744 €859 13824 24389
[5,1 125 1000 3375 8000 15625 27000
>

v

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Vejamos agora algumas operacdes matematicas com partes especificas das matrizes com
as fungdes rowSums( ) e colSums( ) que retornam vetores contendo a soma das linhas e das
colunas. E com as fun¢des rowMeans( ) e colMeans( ) que retornam vetores contendo as médias

das linhas e das colunas. Veja atentamente alguns exemplos simples na figura 5.7 abaixo.

Figura 5.7 — Resposta do R em azul apds operar com partes especificas da matriz Y.

R RGui (64-bit) - [R Console] - O

R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda 8 X

EECEEE

R & um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacgdes.

Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

> ¥Y<-matrix(c(2,4,6,10,0,-2,2,1,0) ,ncol=3) # seja Y a matriz guadrada de ordem 3
11 [,2] [,3]
1,1 2 10 2
2,1 4 0 1
[3,1 -2 0
> rowSums (Y) # 0 R retorna um vetor contendo a soma de cada uma das linhas

6
S
[1] 14 5 4

=3 (Y) # 0F
[1] 12 3

> rowMeans (Y) # 0 R retorna um vetor contendo a média de cada uma das linhas
[1] 4.666667 1.666667 1.333333

> colMeans (Y) # 0 R retorna um vetor contendo a média de cada uma das colunas
[1] 4.000000 2.666667 1.000000

w
"
o
o
o
"

3
o

um vetor contendo a soma de cada uma das colunas

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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A func¢do diag(Y’) onde Y, é uma matriz que retorna um vetor, contendo a entrada da diago-
nal principal da matriz. Veja um exemplo na figura 5.8 abaixo.

Figura 5.8 — Resposta do R em azul apds usar a funcao diag(nome da matriz).

(R RGui (64-bit) - [R Console]

(R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

- &8 X

EEEREEEE
Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_6€4-wé4-mingw32/x64 (€4-bit)
R é um software livre & vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.
R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.
Digite 'demo()' para demonstracgdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.
> ¥Y<-matrix(c(2,4,6,10,0,-2,2,1,0),ncol=3)
> Y

11 .21 [,3]
1,1 2 10 2
2,1 4 0 1
3,1 € -2 0
> diag(Y) # 0 R retorna um vetor com os elementos da diagonal princi
[11 200
L »

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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Produto matricial

Para realizarmos o produto entre duas matrizes recorremos ao operador (nome da primeira

matriz) %*% (nome da segunda matriz). Veja o exemplo na figura 5.9 abaixo.

Figura 5.9 — Resposta do R em azul apds usar o operador % * % com as matrizes P e ().

R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
EEREREEEE

'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

> P<-cb (c(2,4,3),c(11,-3,-2),c(3,2,1))
> Q<-cb (c(1,3,0),c(1,0,1),c(3,0,4))
)
11 [,2] [,3]
[1,1 2 11 3
12,1 4 -3 2
13,1 3 -2 1
11 .21 [,3]
1,1 1 1 3
2,1 3 0 0
[3,1 0 1 4
> P%$*%Q # produto entre as matrizes P e Q
(11 [,2] [,3]
1,1 35 5 18
2,1 -5 6 20
[3I,] -3 4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Inversa de uma matriz

Para terminar as operacOes com matrizes, um exemplo da inversa de uma matriz que nao

seja singular quadrada que pode ser calculada pela func¢do solve(nome da matriz) na figura 5.10
abaixo.
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Figura 5.10 — Resposta do R em azul ap6s usar a fungio solve( ) com a matriz A.

(R RGui (64-bit) - [R Console] = O
R Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda - 8 X
EEClE
Digite 'g()' para sair do R.
> A<-matrix(c(1,0,0,2,3,5,7,1,2),ncol=3) # cria-se a matriz A de ordem 3
> B
11 [,2] [,3]
1,1 1 2 7
2,1 0 3 1
[3,1 0 5 2
solve (A) # inversa da matriz A
11 ,2] [,3]
[1,1 1 31 -19
12,1 0 2 -1
13,1 o -5 3
> solve (A)$*%A # verificacédo
(1] 21 [,3]
1,1 1 0.000000e+00 0
2,1 0 1.000000e+00 0
13,1 0 3.552714e-15 1
> round(solve (R)%*%A,5) # arredondamento com 5 casas decimais
11 [,2] [,3]
1,1 1 0 0
2,1 0 1 0
[3,1 0 0 1
| >

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.

Podemos também fazer o produto entre vetores, no entanto, se pretendemos calcular o qua-
drado dos valores de um vetor, consequentemente faremos W*W. Por esse motivo usamos o
simbolo “%” antes e depois do asterisco para o produto entre vetores. Veja os exemplos na

figura 5.11 abaixo.

Figura 5.11 — Resposta do R em azul ap6s operar com o vetor w.

(R RGui (64-bit) - [R Console] - O

R Arquive Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda
ESCIEEEEE

Copyright (C) 2022 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64—w64—mingw32/x64 (64-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicgéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informacdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicacdes.

Digite 'demo()' para demonstracdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'g()' para sair do R.

> w<=c(1,2,1) # cria-se o vetor w

> W

11121

> wEFEW # multiplicagdo do vetor w por ele mesmo
(1]

1,1 €

> wiw # 0 guadrado do vetor w

11 141

4 [ 4

Fonte: Elaborada pela autora, 2023.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho traz ao leitor a viabilidade da utilizacdo de softwares, por parte dos
professores, nas aulas de matematica tornando de vital importancia para o conhecimento dos
estudantes, pois a maneira de perceber e conhecer na atualidade se faz através de tecnologias
digitais da informacdo onde o raciocinio puro sobre problemas para a sua solucao nao se faz
mais como no passado.

Nas pesquisas sobre o ensino das matrizes verificamos que no cendrio atual o conteido de
matrizes resume apenas na aplicacdo de regras praticas e calculos extenso, também entendemos
o quanto € relevante essa etapa da aula de matematica no processo da aprendizagem.

Diante disso, procurou-se abordar o conteido de matrizes através do software R com proce-
dimentos praticos e utilizando-se da linguagem de programacao R nas aulas de matemaética do
ensino médio como forma de melhorar significativamente o estudo das Matrizes.

Durante o trabalho percebemos que, com a aplicabilidade do software que estamos suge-
rindo, oferecemos uma forma mais pritica € menos cansativa na abordagem do estudo das
matrizes, tal conhecimento deixamos como referéncia para os professores de matematica que
se interessam em tecnologias digitais. O que acreditamos contribuir, diante do estudo até aqui
desenvolvido, no incentivo da aprendizagem da matemaética.

Considerando a importancia desse trabalho na utilizagdo do software R nas aulas de ma-
tematica do ensino médio abre portas para novos estudos para professores e alunos podendo ser

expandido futuramente ja que ferramentas novas estdo surgindo.
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