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Resumo

Neste trabalho foi apresentado como funciona o processo pelo qual nosso sistema au-
ditivo interpreta sons, esse processo é chamado de Transduc¢do Auditiva. Constitui-se
como objetivo principal desta pesquisa apresentar do ponto de vista biol6gico e mate-
mético, o funcionamento do nosso aparelho auditivo, desde o momento em que rece-
bemos as ondas sonoras provenientes do meio externo, até o momento em que esta é
transformada em pulsos elétricos que sao enviados ao cérebro fazendo-nos reconhecer
os sons a nossa volta. Para que tal objetivo fosse cumprido, foram utilizadas ferra-
mentas provenientes da Algebra Linear e da Analise Real, tais como: espacos vetoriais
munidos de um produto interno; Aproximacao por minimos quadrados e as Séries de
Fourier, as quais descrevem adequadamente como as ondas sonoras se comportam nos

meios pelos quais se propagam.

Palavras-chave: Audi¢ao humana. Minimos quadrados. Séries de Fourier.



Abstract

In this work was have presented how the process by which our auditory system inter-
prets sounds works, this process is called Auditory Transduction. The main objective
of this research is to present, from a biological and mathematical point of view, the
functioning of the our hearing aids, from the moment we receive the sound waves co-
ming from the external environment, until the moment it is transformed into electrical
pulses they are sent to the brain making us recognize the sounds around us To achieve
this goal, tools from Linear Algebra and Real Analysis were used, such as: Vector
Spaces munided with an internal product; approximation for Least squares and the
Fourier series, which adequately describe how sound waves behave in the medium by
which they propagate.

Keywords: Human audition. Least squares. Fourier Series.
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Introducdo

A Matemaética é uma ciéncia que trabalha com elementos abstratos, como por
exemplo, numeros, funcoes, espagos vetoriais, etc. Nao obstante, esta possui diver-
sas aplicacoes e estreita relacao com as demais areas do conhecimento. Sendo assim,
torna-se indispensavel para a boa formacao do ser humano, um bom conhecimento da
matematica.

Neste trabalho fez-se uma relagao entre Matematica, Biologia e Fisica com o
intuito de entender como funciona o processo de audi¢cao do ser humano, processo este
denominado pelos anatomistas de Transducdo Auditiva.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar do ponto de vista biolégico e
mateméatico como funciona o processo de audicao do ser humano, desde o momento
em que recebemos as ondas sonoras provenientes do meio externo, até esta onda ser
transformada em pulsos elétricos que sao enviados ao cérebro fazendo com que reco-
nheg¢amos os sons a nossa volta.

Ao final do trabalho apresenta-se uma proposta de como se pode aplicar esta
pesquisa em uma turma do ensino médio, uma vez que, alguns assuntos aqui tratados
sao de nivel universitario, havendo assim a necessidade de se fazer uma adaptagao para
o publico do ensino médio.

Nosso trabalho esta dividido em cinco capitulos, sendo o primeiro dedicado a
parte de ondulatoria. Apresentamos o conceito de onda, suas classifica¢oes, seus tipos,
as propriedades matematicas de uma onda e as grandezas associadas a estas.

No capitulo dois, faz-se um estudo do ouvido humano sob a perspectiva da Fi-
siologia e da Anatomia, campos de pesquisa pertencentes a Biologia. Mostramos as
divisoes, os elementos e as fungoes de cada componente do nosso sistema auditivo,
explicando também as duas principais fungoes do nosso ouvido como um todo.

No terceiro capitulo, entramos na parte matematica do nosso trabalho, apre-
sentando alguns conceitos preliminares de Algebra Linear, conceitos estes que nos dao
todo o suporte tebrico que precisamos para os demais capitulos.

No capitulo quatro apresentamos um método de aproximagao de fungoes denomi-
nado método dos minimos quadrados, que consiste em determinar qual a funcao g que
melhor se aproxima da funcao f dada inicialmente. O termo aprozrimacgdo é explicado
neste capitulo, dando o seu real sentido neste contexto.

No capitulo cinco, tomamos uma onda denominada dente de serra, a qual é lo-
calmente linear e, usando o método dos minimos quadrados, encontramos qual a onda
senoidal que melhor se aproxima da onda dente de serra, uma vez que o nosso aparelho

auditivo é capaz interpretar sons de ondas tipo senoidal, porém as ondas senoidais nao
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sao lineares, dificultando bastante o seu calculo de amplitude, comprimento de onda,
periodo, etc.

Por fim, apresentamos uma proposta de como recortar esta pesquisa a fim de
aplica-la em uma turma do ensino médio, propondo assim a interdisciplinaridade, a
aplicacao da Matematica nos processos presentes no dia a dia das pessoas, trazendo
portanto, um sentido pratico desta ciéncia e enriquecendo nossos alunos de conheci-

mento cientifico.
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1 Um pouco sobre as ondas sonoras

1.1 Introducdo

Neste capitulo inicial, tratamos de forma breve alguns conceitos e propriedades
das ondas, especificamente das ondas sonoras, conceito fundamental em nosso trabalho.
A parte de ondulatéria é estudada no 2° ano do ensino médio, e constitui-se em um
contetido de importancia central na Fisica, uma vez que possui muitas aplicagoes tanto

na vida cotidiana, quanto em areas mais especificas da ciéncia.

Inicialmente, definimos o que vem a ser uma onda, suas caracteristicas, clas-
sificagoes, tipos e propriedades. Em seguida, falamos um pouco sobre as grandezas
associadas a uma onda, grandezas estas que nos permitem fazer um estudo quantita-
tivo mais preciso do comportamento das ondas. Dando continuidade, construimos a
equacao de uma onda, tipo senoidal, que nos permite no capitulo 5, aplica-la a fim de
obter informagoes mais precisas do funcionamento do ouvido humano, com respeito a

captacao de ondas e transformacao das mesmas em pulsos elétricos.

O leitor com interesse em buscar mais detalhes com respeito aos contetdos vistos
nesse capitulo pode consultar as referéncias [6] e [I2] que encontrara um tratamento

adequado para o conteudo.

Por fim, trataremos de um tipo mais especifico de onda, qual seja, a onda sonora,
e explicar quais sao as frequéncias das ondas que sao perceptiveis pelo nosso sistema

auditivo.

1.2 Definicdo e classificacdo das ondas

Um dos principais sentidos do corpo humano é a audigao, que é formada inicial-
mente no nosso aparelho auditivo e concluido, de fato, no cérebro. A entidade fisica
responséavel pela emissao de, entre outras coisas, sons & nossa volta é o que chamamos

de ondas, que serao objeto principal de estudo deste capitulo.

Definicao 1.1 Define-se onda como sendo uma perturbagio, ou oscilagao em um

meto, que se propaga sem que haja transporte de matéria, apenas de energia.

Para que fique claro para o leitor que uma onda se propaga transportando apenas

energia, e nao matéria, observe a figura a seguir:
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Figura 1 — Formacao de uma onda.

Fonte: http://fisicaevestibular.com.br/novo/ondulatoria/acustica/cordas-vibrantes/

Note que, existe uma pessoa movimentando a corda para cima e para baixo, e
esse movimento oscilante é responsavel por gerar a onda, no entanto, nem a corda nem
a pessoa estao saindo do lugar, isto é, a pessoa nao se desloca de posi¢ao, assim como a
corda continua segura em sua mao. Contudo, a onda se desloca em sentido horizontal
em direcao a parede. Donde pode-se concluir que na formacao de uma onda, nao ha

transporte de matéria, apenas de energia.

Observe que a oscilagdo (movimento da mao) possui sentido vertical, enquanto
que a propagagao (movimento da onda) possui sentido horizontal, e isto nos permite
classificar, segundo a sua forma, uma onda pelos sentidos observados da oscilacao e da

propagacao.

Definigao 1.2 Chamam-se ondas longitudinais as ondas que possuem o sentido de

oscila¢ao paralelo ao sentido de propagacgao.

Neste trabalho, damos énfase a um tipo especifico de onda, qual seja, onda sonora.
Estas ondas que sao mecanicas e longitudinais serao objeto principal de estudo deste

capitulo.

Definicao 1.3 Chamam-se ondas transversais as ondas que possuem o sentido de

oscilagao transversal ao sentido de propagacao.
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Existe uma outra forma de classificar uma onda, segundo a sua natureza, e esta
classificacao é feita com base na forma como a onda é formada, o que esta mostrado

na figura a seguir:

Figura 2 — Ondas longitudinais e transversais.
Ondas longitudinais

- :-----.-I i | l'. ..- ._- Jilk i Il fi -.| L}

| f
/ : .r'u.-—'\' 11 . 1 I i ' [ U |||I||| | |I
_.-" g} |.| :| .' .I'l '..|- i '..-" A I \ I I, | | i i
..-. r -r-.. - - 5 L . |1 3 i . o e - 5

—

-

Ondas transversais

/ \ f‘w\: 7\

Fonte: http://demezcalaparaelmundo.blogspot.com/2012/06/ondas-se-podria-definir-una-onda

Definigao 1.4 Chamam-se ondas mecdnicas as ondas que necessitam da existéncia

de um meio material para que possam se propagar.

Definicao 1.5 Chamam-se ondas eletromagnéticas as ondas que nao necessitam

da existéncia de um meio material para que possam se propagar.

1.3  Grandezas fisicas associadas as ondas

Quando se analisa o processo de formagao de uma onda, nota-se que estas possuem
certas caracteristicas que nos permitem estuda-las com mais exatidao. Com base nisso,

vamos definir algumas grandezas que estao associadas as ondas.

Definicao 1.6 Chama-se frequéncia ao numero de ciclos que a onda completa em

um unico intervalo de tempo.

Vale salientar que, no Sistema Internacional de Medidas (SI), o tempo ¢ é medido

em segundos (s), e a frequéncia, a qual denotaremos por f, ¢ medida em HertzEl (Hz).
1

Apés Heinrich Rudolf Hertz (1857 - 1894), fisico alemio nascido em Hamburgo que, dentre
outras coisas, demonstrou a existéncia de ondas eletromagnéticas.
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Definicao 1.7 Chama-se periodo, denotado por T, ao intervalo de tempo que a onda

leva para completar um ciclo.

Figura 3 — Periodo de uma onda.

AV, |

Periodo

Fonte: http://colectivo05904.blogspot.com/2016/05/partes-de-una-onda.html

E importante frisar que o periodo pode ser determinado a partir de qualquer
ponto da onda, por exemplo, da crista da onda que é o seu ponto de méximo, do vale

da onda que é o seu ponto de minimo, e assim sucessivamente.

Também é importante que o leitor perceba que a frequéncia é a quantidade de
ciclos por unidade de tempo, enquanto que o periodo é o tempo que a onda leva
para realizar um tunico ciclo. Logo, frequéncia e periodo sao grandezas inversamente

proporcionais, isto é,

Definicao 1.8 Chama-se altura a grandeza que esta diretamente ligada a frequéncia

e nos permite diferenciar sons graves de sons agudos.

Segundo Villas [12], sons de baixa frequéncia sao interpretados pelo nosso sistema
auditivo como sons graves, enquanto que sons de alta frequéncia sao interpretados pelo
nosso sistema auditivo como sons agudos. Vale salientar também, que a altura do
som nao € o volume, pois o volume do som é uma grandeza interpretada pelos nossos

ouvidos a partir da amplitude do mesmo, conforme falaremos a seguir.
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A figura que segue, mostra como uma onda se comporta em fungao da sua altura,

isto é, mostra o comportamento de uma onda de alta frequéncia (som agudo) e uma

onda de baixa frequéncia (som grave).

Figura 4 — Sons graves e agudos.

Som baixo (grave)

ANNANANNNN

A v [ o

. '2". fr' -\I f l". f.'f -'1 fr' -\I f l". f.'f -'1 fr' -\I f

v V.V V V V V V
Som alto (agudo)

Fonte: http://institutomusicaldarezzo.com.br/

Definicao 1.9 Chama-se amplitude, designada por A, ao valor absoluto do desloca-

mento mdximo dos elementos a partir da posicao de equilibrio.

Figura 5 — Amplitude de uma onda.
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Fonte: https://www.quora.com/How-do-we-perceive-the-amplitude-of-a-sound-wave
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Sons de alta amplitude sao sons de alta intensidade, enquanto que sons de baixa
amplitude sao sons de baixa intensidade. Amplitude sim, € o volume do som que
se escuta. Uma interpretacao geométrica da amplitude é a distancia entre o ponto
de equilibrio e a crista, ou a distancia entre o ponto de equilibrio e o vale da onda,

conforme mostra a figura anterior:

Definicao 1.10 Chama-se comprimento de onda, denotado por A, a distancia per-

corrida pela onda quando esta realiza um ciclo completo.

Analogamente ao periodo 7T, o comprimento de onda A pode ser calculado a
partir de qualquer ponto da onda, ou seja, é possivel determinar o comprimento de
onda a partir dos pontos de equilibrio, dos vales, das cristas, ou de quaisquer pontos

correspondentes na onda, desde que seja realizado um ciclo completo.

A figura a seguir nos mostra o comprimento de onda sendo obtido a partir dos

pontos de maximo da mesma.

Figura 6 — Comprimento de onda.
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!
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Fonte: http://maraeducare.blogspot.com/2012/05/qual-o-tamanho-de-uma-onda-sinal-do-seu.html

1.4 Construcdo da equacdo da onda

Nesta secao nos dedicamos a construir, passo a passo, a equagao que modela

uma onda do tipo senoidal, este tipo da onda ja nos diz sugestivamente que fungao
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trigonométrica iremos utilizar para tal construcao, qual seja, a fun¢ao senz. Sabemos
da trigonometria que —1 < senzx < 1, V x € R, contudo, a fim de possamos trabalhar

com a amplitude A da onda, vem
y=A-senz.

Agora, sabemos que sen (0 = 0, isto nos diz que a equagao que temos até o presente
momento é de uma onda que passa pela origem do sistema. Para termos uma onda um
pouco mais geral, fagamos

y=A-sen(x —a),

em que a denota a distancia horizontal entre a origem do sistema e a nova origem da
onda. Note também que uma translagao horizontal em a unidades de comprimento

pode ser remodelada pela equacao da velocidade média como sendo a = vt, obtendo
y=A-sen(x — vt),

e agora a nossa equacao da onda depende nao apenas da posi¢ao x, mas também
do tempo t. Continuando, sabemos que a funcao senx possui periodo T' = 27, pois
sen( = sen 2w = 0. Contudo, uma onda em geral possui periodo 7" > 0, e sabendo que
o periodo T' é exatamente igual ao comprimento de onda A, ambos definidos na secao
anterior, adaptaremos mais uma vez nossa equacao para que esta admita qualquer

periodo possivel, a saber,

2

y = A sen (T(x—vt))

= A-sen (27r_x — 27wt) .

A A

Vamos agora realizar uma simplificacao nesta equagao, e para isso, lancaremos
mao de alguns conceitos e grandezas relacionados com as ondas, a saber, o nimero de

onda, denotado por k, dado por

27
K=—,
A
e além disso, a frequéncia angular, denotada por w é
2mv
w=——
A Y
nos fornecendo agora a seguinte equacao
y = A-sen(kxr — wt). (1.1)

E com esta equacdo que iremos trabalhar na aplicacdo que daremos no capitulo final

deste trabalho. Agora, entrando um pouco na dindmica do Célculo Diferencial, note
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que a fun¢do y = A-sen(kx —wt), depende da posi¢do x e do tempo ¢, isto ¢, y(x,t) =
A -sen (kx — wt). Além disso,

0 o
a—z = Ak - cos(kr —wt) e a_xz = —Ar? - sen (kx — wt),

e ainda 5 92
a—?z = —Aw - cos(kr —wt) e a—t‘g = —Aw? - sen (kx — wt).

Agora, note que

w? %y 0% N (w>2 9%y %

K2 O O k) 0x2 O
2mv 2m bt
e como w = — € Kk = —, obtemos
A A7
w  2mw/X
ko 2T/A
. 2mv A
N 27
= .
E portanto,
Py _ . Py
ot2 0x?’

esta equacao é chamada de equagao da onda, a qual é amplamente estudada em uma

area da Matematica chamada Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s).

1.5 Ondas sonoras

Como iremos tratar sobre ondas sonoras na presente se¢ao, entao é de se esperar
que inicialmente definamos o que é uma onda sonora, e apresentaremos tal definicao a

seguir:

Definicao 1.11 Uma onda sonora é uma onda mecinica, longitudinal e tridimensi-

onal.

Note que as ondas sonoras necessitam de um meio para se propagar, elas tém
direcao de oscilacao e propagacao paralelas e além do mais, propagam-se em todas as
dire¢oes. Sabemos também que uma onda sonora possui uma certa velocidade, no en-
tanto, tal velocidade depende do meio pelo qual a onda esta sendo propagada. Segundo

Halliday [6], a velocidade do som (onda sonora) pode ser calculada pela expressao
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em que 7 ¢é a propriedade eléstica da onda e p é a propriedade inercial da onda. Esta
equacao pode ser demonstrada usando a segunda Lei de Newton e pode ser encontrada
em [0].

Figura 7 — Propagacao de uma onda sonora.

Fonte: https://www.cienciasresumos.com.br /fisica/ondas-sonoras-resumo/

A figura anterior representa a propagacao do som, e conforme mencionamos an-
teriormente, esta velocidade muda de acordo com o meio pelo qual a onda se propaga.
A seguir, apresentamos uma tabela em que temos a velocidade do som em alguns meios

materiais

Tabela 1 - Velocidade do som

Velocidade do som (m/s) Meio material

331 Ar (0°C)
343 Ar (20°C)
965 Hélio
1284 Hidrogénio
1402 Agua (0°C)
1482 Agua (20°C)
1522 Agua Salgada
5941 Aco
6000 Granito
6420 Aluminio

Fonte: Halliday [6]
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Perceba que os 4 primeiros valores da tabela anterior correspondem a meios ga-
S0s0s, 08 3 posteriores, meios liquidos e os 3 ultimos, meios sélidos. Observe também,
que as velocidades fornecidas sao crescentes na tabela, de modo que valem as seguintes
desigualdades:

‘/gas. < ‘/liq. < Vjsol.

Note que, a densidade do meio de propagacao de uma onda, interfere na veloci-
dade que a onda se propaga no referido meio. Podemos dizer, a grosso modo, que a
densidade do meio é diretamente proporcional a velocidade da onda naquele meio, ou

seja, quanto mais denso for o meio, maior sera a velocidade da onda neste.

O ouvido humano nao é capaz de detectar todo tipo de som que existe na natureza,
antes, este possui um certo limite inferior e superior de frequéncias que podem ser
interpretadas pelo nosso aparelho auditivo. O limite minimo de percep¢ao de sons
nos seres humanos, embora este nao seja um valor absoluto, é de 20Hz, enquanto que
o limite maximo é de 20.000Hz, ou 20kHz. Sons que possuem frequéncias abaixo de
20Hz sao chamados de infrassons e, embora nao seja percebido pelo ouvido humano
pode ser notado por alguns animais, a exemplo de caes. Sons com frequéncia acima de
20.000Hz sao chamados de ultrassons, e estes podem ser percebidos por alguns animais,

por exemplo, morcegos, e estes limites podem ser notados na figura a seguir:

Figura 8 — Limites da audi¢ao humana.

ESPECTRO SONORO

20 5000 20 000 Frequéncia/Hz
EE——— - 3

Infra-sons Sons Ultra-sons

Sons inaudiveis Sons audiveis Sons inaudiveis
para o ser para o ser para o ser
humano humano humano

Fonte: http://francisco-moura-cfq.blogspot.com/2013/06/audicao.html
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Com estas informacoes conhecidas, entendemos o porqué das gravidas se sub-
meterem a um exame chamado ultrassonografia, pois a maquina utiliza o eco gerado
através de ondas ultrassénicas com frequéncia acima de 20.000Hz para visualizar, em

tempo real, as estruturas internas do organismo.

Figura 9 — Exame de ultrassonografia.

Fonte: https://www.dailymail.co.uk/news/article-6556131/Mother-sues-doctors-syndrome-baby-
born-aborted-fetus.html

A seguir apresentamos uma tabela em que mostramos os diferentes limites de

audicao de alguns animais para comparar com o do ser humano.

Tabela 2 - Espectro auditivo do ser humano e de alguns animais

Minimo (Hz) Maéaximo (Hz)

Humanos 20 20.000
Elefante 20 10.000
Péssaro 100 15.000

Gato 30 45.000
Cao 10 40.000
Chimpanzé 100 30.000
Baleia 40 80.000

Morcego 20 160.000
Aranha 20 45.000

Fonte: Halliday [6]
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O espectro auditivo é um fator que daremos especial atencao no nosso trabalho,
pois no capitulo 5, tomaremos uma onda tipo senoidal, a saber, uma onda dada por
e aproximé-la por meio de um polindmio trigonométrico para uma onda mais
simples, chamada onda dente de serra. Por fim, mostraremos que a aproximacao gera
uma onda dente de serra que possui frequéncias dentro dos limites de audigao do ser
humano, mostrando assim que podemos trabalhar com uma onda mais simples, ao invés
de trabalharmos com uma onda mais complicada. Porém, no tempo certo chegaremos
a essa discussao, e o que acabamos de explicar brevemente ficard mais claro para o

leitor.



26
2 O ouvido humano sob a perspectiva fisio-

|6gica

2.1 Introducdo

Neste capitulo, apresentamos de forma breve o funcionamento do ouvido humano,
do ponto de vista da Biologia. Neste sentido, os conceitos aqui explorados podem ser
estudados com maior riqueza de detalhes nas referéncias [10], [I1] e [14] que tratam de

maneira mais sistematica dos temas aqui expostos.

O corpo humano é dotado de cinco sentidos, a saber, o olfato, o paladar, a audicao,
a visao e o tato. Esses sentidos sao desenvolvidos pelo bebé ainda no ttero materno e
o primeiro deles a desenvolver-se é o tato, o qual desenvolve-se quando a crianga possui

entre 5 e 6 semanas de vida, possuindo ja uma certa sensibilidade ao toque.

Figura 10 — Os 5 sentidos do corpo humano.

Fonte: https://www.psicologo-milano.it/newblog/intelligenza-fisica/5-sensi/

O segundo sentido que o bebé desenvolve, sentido este que trataremos aqui
é a audicao. A partir da semana de numero 12, o bebé ja consegue detectar alguns
sons e ruidos como por exemplo, os batimentos cardiacos da mae, sua voz, misicas

ambientes, dentre outros sons ou ruidos.

Os demais sentidos sao desenvolvidos no segundo e terceiro trimestre de gestagao,

sendo o dltimo deles a visao, um recém-nascido consegue enxergar, mesmo de forma
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embacada, objetos a uma distancia de até 30cm, aproximadamente, desenvolvendo tal

sentido com o passar do tempo.

O ouvido humano é o tnico 6rgao do corpo humano que possui duas finalidades
bem diferentes, sendo uma delas a de nos dar o senso de equilibrio através de um
processo que explicaremos nas proximas se¢oes, e a outra, a de transformar as ondas

sonoras que sao recebidas pelo ambiente & nossa volta em pulsos elétricos que sao

enviados para o cérebro, que o interpreta como som e nos permite escutar.

Note que, é interessante percebermos nesse momento que noés, seres humanos,
nao escutamos com o ouvido, e sim com o cérebro. No decorrer deste capitulo iremos
explicar, passo a passo, como funciona o sentido da audic¢ao, o qual é chamado pelos
fisiologistas de transducao auditiva. Na figura a seguir, podemos notar a conexao entre

0s 1nossos ouvidos e 0 nosso cérebro.

Figura 11 — Nossos ouvidos e o cérebro.

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/116530709093559371/

2.2 Componentes e funcionamento do ouvido humano

Na secao anterior, apresentamos de maneira introdutéria que a audigao é um
dos 5 sentidos do corpo humano, e que ¢ o segundo sentido a ser desenvolvido por
nos, seres humanos. Também mencionamos que o processo de audi¢ao ¢ denominado
transdugao auditiva, e na presente secao falaremos um pouco sobre o 6rgao em si, isto

é, apresentaremos os componentes do nosso sistema auditivo explicando, na medida do
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possivel, a funcao de cada um.
Inicialmente, podemos dividir o nosso ouvido em trés partes basicas, a saber,

ouvido externo, ouvido médio e ouvido interno. Na figura a seguir, vemos claramente

essa divisao desse érgao.

Figura 12 — Ouvido externo, médio e interno.
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Fonte: https://www.miamientdoctors.com/learn/ear-anatomy/

O ouvido externo é constituido, basicamente, pelo pavilhao auditivo, também cha-
mada de pina, popularmente conhecida como orelha, e esta possui esse formato, bem
modelado para facilitar a captacao das ondas sonoras provenientes do mundo exterior,
as ondas recebidas pelo pavilhao auditivo, sao encaminhadas diretamente para a se-
gunda componente do ouvido externo, qual seja, o canal auditivo, também chamado de
meato acistico externo, o qual tem inicio na orelha e fim em uma fina membrana cha-
mada membrana timpdnica, popularmente chamada de timpano, que separa o ouvido
externo do médio. Quando uma onda sonora passa pelo canal auditivo externo e chega
até a membrana timpéanica, esta vibra de acordo com a frequéncia e a intensidade da
onda, e é nesse momento que da-se inicio ao processo de transdugao auditiva, ou seja,

a vibragao da membrana timpéanica constitui-se na primeira transdugao.
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O ouvido médio é uma cavidade preenchida com ar que esta conectada com a nossa
faringe, isto é, garganta, através da tuba auditiva denominada tuba de Eustdquz’oﬂ A
tuba auditiva isola a orelha média, porém, abre-se momentaneamente durante nossa
mastigacao, bocejo e degluticao, a fim de equilibrar a pressao da orelha média com a

pressao atmosférica.

Além da tuba auditiva, o ouvido médio é formado por trés mintusculos ossos
chamados martelo, bigorna e estribo, a membrana timpanica esté ligada diretamente
ao martelo, que por sua vez esta ligado a bigorna, e este liga-se com o estribo, tal
sistema encerra com a conexao entre o estribo e a janela oval, de quem falaremos um

pouco mais adiante.

Figura 13 — Martelo, bigorna e estribo.

Fonte: https://www.timpanyaparelhosauditivos.com.br/

Segundo Silverthorn [I0], a disposigao dos trés ossos da orelha média conectados
cria uma espécie de “alavanca” a fim de multiplicar a forca da vibracao, e desse modo
pouca energia sonora é perdida devido ao atrito. Se um som possui alta frequéncia, de
modo que possa causar danos a orelha interna, os pequenos misculos da orelha média

puxam os o0ssos para reduzir seus movimentos a fim de proteger nosso sistema auditivo

1 Apoés Bartolomeo Eustachi (c.a 1500 - 1574), médico e anatomista italiano, ficou famoso por

suas descrigoes do ouvido e do coragao do ser humano.
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de danos maiores.

A janela oval é uma pequena abertura coberta por membrana que separa o ouvido
médio do ouvido interno. E importante notar que a area da janela oval é bem menor do
que a area da membrana timpéanica, e como area e pressao sao grandezas inversamente
proporcionais, segue que quanto menor for a drea, maior sera a pressao exercida. Logo,
a forga aplicada por unidade de area é aumentada, segundo estudos, de 15 a 20 vezes,

promovendo assim uma melhor recep¢ao da onda.

O ouvido interno é formado pela cdclea, a qual é uma passagem totalmente pre-
enchida de um fluido, ou liquido, denominado perilinfa. A coclea tem o formato de um
caracol e esta subdividida em trés segmentos por onde as ondas caminham, chamados

de escala vestibular, escala timpdnica e um caminho intermediario chamado escala mé-

dia.

Segundo Van de Graaff [I1], o fluido presente na escala média é chamado de endo-
linfa. Quando a onda passa pela janela oval e entra na coclea, esta passa inicialmente
pela escala vestibular, em uma espécie de subida. Chegando ao final desta escala, a
onda retorna pela escala timpanica, e nesse processo de ir e voltar, a escala média vibra
com a passagem da onda pela escala vestibular e pela escala timpéanica, esta vibracao

ocorre em pontos especificos, dependendo claro, da frequéncia da onda recebida.

Figura 14 — Caminho da onda no interior da coclea.

ANATOMIA.

Orgéo espira

—— Rampa do timpang

Fonte: https://www.slideshare.net /lucascruzreis3,/diapositivo-sobre-audio/7
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A figura anterior, mostra todo o caminho percorrido pela onda até que a mesma
se dissipa no ar por meio de uma segunda membrana chamada janela redonda, que fica
ligeiramente abaixo da janela oval, e esse processo de vibragao da janela oval, levando
a onda para o interior da coclea é denominado sequnda transdugao.

Segundo Widmaier [14], a coclea é quase que completamente dividida em seu
comprimento longitudinal por um tubo membranoso denominado ducto coclear, e este
possui receptores sensoriais do nosso sistema auditivo. O lado do ducto coclear mais
proximo da escala timpéanica é formado por uma outra membrana denominada mem-
brana basilar, e nesta membrana existe o chamado orgao de Cortzﬂ, o qual contém as

células receptoras sensitivas do nosso ouvido.

O orgao de Corti, estd parcialmente coberto por uma membrana denominada
membrana tectoria, que sao tecidos bem flexiveis e que se movem em forma de res-
posta as ondas que percorrem a escala vestibular, de forma que, & medida que as ondas
percorrem a coclea, estas movimentam as membranas basilar e tectoéria, gerando osci-
lagoes (vibragoes) para cima e para baixo. Este movimento faz com que a membrana
basilar entre em contato com mintsculos cilios, denominado estereocilios e que sao
responséaveis por transformar a onda sonora em pulsos elétricos, que em seguida sao

encaminhados ao cérebro.

Figura 15 — Transformagao de uma onda em pulsos elétricos.
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Fonte: https://www.infoescola.com/audicao/celulas-ciliadas-auditivas/

2 Apos Alfonso Giacomo Gaspare Corti (1822 - 1876), anatomista italiano.
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Esse processo de transformacao de um onda em pulsos elétricos chamamos de
terceira transdugdo, na figura anterior, pode-se perceber de azul a membrana tectoria
em contato com os estereocilios, que por sua vez estao conectados ao nervo coclear, de

quem falaremos a seguir.

Quando a coclea transforma a energia proveniente da onda em pulsos elétricos,
esse sinal é enviado diretamente para o nervo coclear, este por suas vez envia ao nosso
cérebro o sinal, onde o mesmo interpreta-o como som, e dai a onda é enfim, reconhecida

como o som tal qual escutamos no dia dia.

O processo de enviar pulsos nervosos ao cérebro para que o mesmo o interprete
como som é o que chamamos de quarta transdu¢ao. A ligacdo do neurotransmissor aos
neurdnios sensoriais auditivos inicia potenciais de agao, e esse processo chamamos de

quinta transducao.

Resumindo, o nosso aparelho auditivo recebe as ondas sonoras provenientes de
meios externos através do pavilhao auditivo, que sao encaminhados pelo canal auditivo

externo para a membrana timpéanica.

A membrana timpéanica vibra em resposta & onda recebida e comeca a vibrar o
sistema dos trés ossiculos que estao no ouvido médio. Apods esse processo a onda chega
até o interior da coéclea onde a onda percorre todo o liquido 14 presente e chega até a

membrana tectoria, esta por sua vez vibra em resposta a onda que chega até ela.

Quando a membrana tectoria vibra, entra em contato com os estereocilios, que
sao mintusculos cilios ligados ao nervo coclear, e este atrito entre membrana tectoria
e estereocilios transforma a onda sonora em pulsos nervosos que, por meio do nervo
coclear sao enviados até o cérebro, e este interpreta a onda como o som como o conhe-

cemos.

Todo esse processo ¢ denominado transduc¢ao auditiva e mostra do ponto de vista

fisiologico como o nosso sistema auditivo funciona.

Uma observacao que jugamos importante de se fazer é que, caso alguns dos estere-
ocilios estejam com algum tipo de defeito, a pessoa com esse tipo de problema possuira,
consequentemente, algum tipo de perda auditiva. Caso estes estejam totalmente da-
nificados, isto é, caso nao haja atrito entre a membrana tectoria e os estereocilios, o

cérebro nao consegue interpretar nenhum som, causando automaticamente a surdez.
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2.3 A orelha e o equilibrio

Na sec¢ao anterior, mostramos como funciona o processo de transdugao auditiva,
ou seja, o processo de transformar uma onda sonora em um pulso elétrico que o nosso
cérebro interpreta como som. Nesta secao, trataremos de explicar a outra funcao do

nosso ouvido, qual seja, a de nos d& a nogao de direcao e de equilibrio.
Primeiramente, vamos apresentar a parte do nosso ouvido que é responsavel por
essa fungao, e esta é formada por canais semicirculares ligados a coclea igualmente pre-

enchidos por fluido, e com uma estrutura tao complexa, que algumas vezes é chamado

de labirinto. Na figura a seguir, mostramos essa estrutura.

Figura 16 — O labirinto.
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Fonte: https://vencendoavertigem.com/o-que-e-sistema-vestibular/

Esse mecanismo é capaz de nos informar o local das diferentes partes do nosso
corpo, uns em relagdo aos outros e em relagao a meio externo. Segundo Silverthorn
[T0], a nossa sensacao de equilibrio é mediada por células pilosas, as quais revestem
o aparelho vestibular cheio de liquido da orelha interna. Estes receptores nao neurais
respondem a mudancas na aceleragao rotacional, vertical e horizontal, e no posicio-
namento. Os trés canais semicirculares denominados canal anterior, canal posterior e
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lateral, possui as seguintes finalidades:

Canal anterior: E responsével por detectar a rotacdao da cabeca em movimentos do

tipo para a frente e para trés;

Canal posterior: E responséavel por detectar a inclinacao da cabega em movimentos

feitos em dire¢ao ao ombro direito ou esquerdo;

Canal lateral: E responsavel por detectar a rotacio da cabeca em movimentos do tipo

para a direita ou para a esquerda.

Esse é um sistema bem interessante do nosso aparelho auditivo pois é como se
tivéssemos um sistema de coordenadas do tipo XY Z em nossa cabeca que nos da uma
sensacao de direcao e de equilibrio que sao nogoes de extrema importancia para que

possamos realizar com eficiéncia nossas atividades do dia dia.

Na figura a seguir, temos uma ilustragao de como o labirinto se comporta dentro

de um sistema de coordenadas.

Figura 17 — Canal anterior, posterior e lateral.

Canal postarior  Canal antesiar [mosimenio
(inclinagho da cabecs) oa cabeca para o “sim”)
Esquarda —a-—m= Dirpita

Fonte: http://20.joy.preishitz.de/semicircular-canals-detect.html
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Nosso aparelho auditivo é o tnico 6rgao que possui duas fungdes completamente
distintas, contudo, sao fungoes de grande importancia na nossa vida cotidiana. A nossa
nocao de equilibrio ¢ indispensavel para que possamos executar atividades como andar,
dirigir, e até mesmo para que possamos nos manter de pé, de modo que se uma pessoa
possui algum tipo de dano nessa funcao, suas atividades didrias ficariam seriamente

comprometidas.

Uma das funcoes da audicao é a aquisicao da linguagem. Esta acontece desde
o dia em que nascemos e comegamos a Nos comunicar com 0s NOSsos pais e parentes.
Conforme ouvimos as palavras pronunciadas repetidamente pelas pessoas a nossa volta,

somos capazes de aprendé-las e, com o passar do tempo, pronuncia-las.

Uma pessoa que possui algum tipo de perda auditiva, o que chamamos de De-
ficiente Auditivo (DA) possui uma certa dificuldade em pronunciar algumas palavras,
justamente pela porcentagem de audicao que nao tem, o que atrasa um pouco a sua
aquisicao de linguagem. Contudo, com o acompanhamento de um profissional como
um fonoaudidlogo, a pessoa com deficiéncia auditiva pode, por meio de tratamento,

falar fluentemente.

Existe uma outra forma de tratar pessoas com deficiéncia auditiva, por meio de
um procedimento cirargico chamado implante coclear, que é um dispositivo eletronico,
parcialmente implantado na pessoa e que proporciona ao usuario uma sensacao auditiva

proxima a fisioldgica.

Agora, uma pessoa que tenha perda total da audi¢ao, o que chamamos de Surdo,
possui um grau a mais de dificuldade no que diz respeito a aquisicao da linguagem,
pois como nao escuta, o aprendizado da parte fonética de sua lingua materna fica
comprometida. Mesmo assim, uma pessoa surda pode, mediante tratamento com um

especialista, adquirir a linguagem falada.

Uma outra forma de comunicagao com pessoas surdas é através da lingua de sinais,
no nosso pais chamada de LIBRAS (Lingua Brasileira de Sinais). A comunicac¢do por
meio da LIBRAS ¢ feita através de sinais feitos principalmente com as maos, em que
cada sinal corresponde a uma palavra, ou conjunto de palavras, e que possui toda uma

estrutura gramatical com sintaxe, semantica, literatura, etc.
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3 Um Pouco de Algebra Linear

3.1 Introducdo

No presente capitulo, introduzimos alguns dos principais conceitos e resultados
da Algebra Linear, conceitos e resultados estes que sao de importancia fundamental
para que tenhamos um referencial tedrico necesséario a fim de aplica-los nos capitulos

posteriores.

A Algebra Linear constitui-se como uma importante area de estudos da mate-
mética, uma vez que generaliza a algebra de vetores, estudada de um ponto de vista
bem particular, a saber, o plano R? e o espaco R?. Tratamos aqui sobre espacos ve-
toriais, que sao conjuntos nao vazios munidos de duas operacoes e que cumprem um
certo conjunto de axiomas; Falamos também sobre subespacgos vetoriais, conjuntos LI
e LD, base e dimensao de um espaco vetorial. Acrescentamos a estrutura de produto
interno sobre os espagos vetoriais, gerando assim o que chamamos de espagos vetoriais
com produto interno, e introduzimos também a ideia de vetores ortogonais. Todos
esses conceitos serao tteis e no momento certo, serao utilizados a fim de cumprir os

objetivos desse trabalho.

Para o desenvolvimento deste capitulo nos baseamos pelas referéncias [1] e [8],
onde se pode encontrar uma exposicao detalhada e elegante sobre a Algebra Linear e

suas aplicagoes.

3.2 Espacos vetoriais

Definicao 3.1 Um conjunto V # & munido de duas operacoes, a saber, uma Adi¢ao

e um Multiplicagao, definidos a sequir:
+:VxV —V

(u,v) — u+ v

T RxV —V
(o, v) — a - v,

€ um espaco vetorial sobre R quando os seus elementos, chamados vetores, cumprem

8 axiomas que estao listados a sequir:
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(i) Associatividade: u+ (v +w) = (u +v) +w, Y u,v,w e V;

(i) Comutatividade: u+v=v+u, ¥ u,v € V;

(ii1) Elemento neutro aditivo: 30€V ; u+0=04+u=u, VueV;

(iv) Elemento inverso aditivo: Yu €V, 3 (—u) € V ; u+ (—u) = 0;

(v) Associatividade: Vue VeVa,feR, a-(fu) = (ab) - u;

(vi) Elemento neutro multiplicativo: 31 €R; u-1=1-u=u, YVu € V;
(vit) Distributividade 1: Yu,v € VeVaeR, a-(u+v)=au+ av;

(viii) Distributividade 2: Vu e VeV a,f €R, (a+ ) - u= au+ fu.

Exemplo 3.1 Seja o conjunto V.= {f : R — R ; f¢é uma fun¢ao} munido das

OpeTracoes

f+9g: R —R
. — (f+9)(x) = f(x)+g(z),

A-f: R —R
z — (A f)(@) =X fla).
Entao, (V,4,-) € um espago vetorial sobre R.

Solucao: De fato, basta mostrar que este conjunto munido destas operagoes verifica

os 8 axiomas. Sejam f,g,h €V e o, € R, entao
(4)
[f+(g+M]@) = [flz)

(f+9)x) = flx)
)
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(7ii) Seja 0 a fungao identicamente nula, isto &, 0(x) = 0, com isso

(f+0)(z) = f(z)+0(z)
= 0(z) + f(x)
= (0+/)()
= f(a);
(iv) Seja (—f) a funcdo inverso aditivo de f(x), isto &, (—f)(x)
tem-se
f+EN) = fl@) + (=f)(=)
= flx) = f(=)
= (f =Nz
= 0(z);
(v)
(@f) - f(x) = aff(x)
= a-(6f)(x)
(v)
(1-Nle) = 1-f(x)
= f(a);
(wvit)

[(a+8)- fl(x) = [(af)+(B)](x)
= (af)(z) + (Bf)(z)
= af(z)+pf(2);

(viid)

- (f+9)l(x) = [(a-f)+(a-g)l(x)
= (- f)(@) + (a-g)(z)
= af(z) +ag(x).

Concluindo que (V, 4+, -) é um espago vetorial sobre R.
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3.3 Subespacos vetoriais

Definicao 3.2 Seja V- um espago vetorial. Um conjunto @ # W C V' é um subespago

vetorial de V' se:

(i) 0 e W,
(ii) u+veW, VuveW,

(iii) aue W, YVa eR, eVueW.

Exemplo 3.2 O subconjunto W = {(z,0) € R? ; & € R} munido das operagoes usuais

de adigao e multiplicagao € um subespago de V = R?.

Solucao: Com efeito,

(i) u = (x1,0) € W e, em particular, x; = 0 produz o vetor u = (0,0). Logo, 0 € W;
(i) u = (21,0), v=(y1,0) e W = u+v= (21 +y,0) € W,

(1) « € R, u e W = au = a(z1,0) = (axy,a0) = (ax1,0) € W.

Portanto, W é um subespaco de V = R2.

3.4 Conjuntos LI e LD, base e dimensao

Definicao 3.3 Sejam uy,us,...,u, € V e ay,as,...,a, € R. Diz-se que u € V €

combinacao linear de uy,us,...,u, €V quando
U = a1U] + agUg + ...+ aply,.

Defini¢ao 3.4 Seja V' um Espago Vetorial e A = {uy,ug,...,u,} C V. Diz-se que A

¢ um conjunto Linearmente Independente, ou simplesmente LI, quando a equa¢ao
a1y + asus + ...+ au, =0
admite apenas a solucao trivial a; = ar, = ... = a, = 0.

Caso pelo menos um desses escalares for nao nulo, isto é, 3 a; # 0 com 1 < i < n,

diz-se que A é um conjunto Linearmente Dependente, ou simplesmente LD.
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Sejam uq, usg, . . ., u, vetores de um espaco vetorial V. O conjunto denotado por
G(Ul, U, . . . ,un)
é o conjunto de todas as combinacoes lineares de uq, uo, . . ., u, e é chamado de subespaco
gerado por Uy, Usg, ..., Uy.

Definicao 3.5 Seja V' um espago vetorial. Um conjunto de vetores de V
A= {ug,ug, ..., u,}
€ uma base para V' se:
(i) A é LI

(1) V = G(uy,ua, ..., uy).

Definicao 3.6 Seja V' um espacgo vetorial. Define-se por dimensao de V ao numero

de vetores que pertencem a uma base de V. Representamos a dimensao de V' por
dim V.

Uma base importante para o espago vetorial V' = R" é a chamada base candénica

dada por
¢ ={(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,1,0),(0,0,...,0,1)}

que possui n vetores, e isto nos diz que dim R"™ = n.

3.5 Espacos vetoriais com produto interno
Definicao 3.7 Seja V' um espago vetorial. Define-se por produto interno a aplicacao

(, ):VxV—0R

(u,v) — (u,v),
que possui as sequintes propriedades:

(i) (u,u) 20, VueV;

(i) (u,u) =0 u=0;
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(#i) (u,v) = (v,u), YV u,v € V;

(i) (\u,v) = (u, \v) = X{u,v), Vu,o eV e Y ER;

(v) (u+v,2) =(u,2) + (v,2), Vu,v,2€ V.

Com isso, (V,{ , ))édito um espago vetorial com produto interno. E importante
também frisar que, como (u,u) > 0, entdo o ntmero \/(u,u) é um numero real bem
definido, chamado norma do vetor u, e possui as seguintes propriedades:

() [|ull* = (u,u), Vu e V;

(@) |Jul] >0, VueV;

(#i) ||ul| =0 < u = 0;

(i) |la-ul| = |a] - ||ull, VaeR e YueV,;

(v) ||u+ || < |Jul| +||v]], V u,v € V. (Desigualdade Triangular)

Exemplo 3.3 Seja V = C([a,b],R) o espago das fungoes reais continuas no compacto

la,b], e sejam f,g € V fungdes. Seja também a aplicagdo
(, ):VxV—0R
b
(fr9)—({f,9) = / f(z)g(z) dx.

Entao, (C([a,b],R), {( , )) € um espago vetorial com produto interno.

Solugao: Sejam f,g,h € V e A € R, entao
(4)
b
ra) = [ s i

I
9\

&
=
=
)

QL

&

Y
o

(74) Suponha que (f, f) = 0. Entao,

b
/f(x)dx:O:>fEO,
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b
pois como f é uma fung¢do continua em [a,b], f(z) >0, VYV € [a,b] e / f(x) dz =0,
entdao f = 0. Esse é um resultado da Anéalise Matematica. ‘

(i)
b
(f) = [ f@() do

A.g) = / A (2)g(x) de

¢ b
~ A / f(2)g(x) de
A f.9)

g h) = / f + g(@)h(z) de
- / (@) + g(@)h(z) d
- / F@)h() + g(o)h(2)] da

b b
= /f(:z:)h@) dSB—I—/ g(x)h(z) dx
(f.h)+ (g, h) .

Portanto, (C([a,b],R), ( , )) é um espago vetorial com produto interno.

O

O leitor interessado em maiores detalhes, indicamos a referéncia [§], que possui
um tratamento elegante sobre este contetido. Agora, como ||u|| ¢ um nimero real bem
definido, qualquer que seja o vetor u € V, faz sentido falar em vetores u € V, tais que
llu|] = 1, e tais vetores sao ditos normalizados, ou ainda, vetores unitdrios.

. . Uu .

Para normalizar um vetor u, basta tomar sua norma ||u|| e definir w = Tall Dai,

u
w & um vetor tal que ||w|| = 1.
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3.6 A desigualdade de Cauchy-Schwarz

Na segao anterior, falamos sobre produto interno e sobre norma. Esta secao seréa
dedicada a demonstracao de uma importante desigualdade que relaciona o produto
interno e a norma entre vetores de um espaco vetorial V. Esta desigualdade é chamada
de Desigualdade de Oauchy—Schwarzﬂ e seu enunciado, bem como sua demonstracao,

estao apresentados a seguir:
Proposicao 3.1 Sejam u,v € V. Entao, vale que
| (w0} | < Jul] - []o]].

Demonstragao: De fato, sejam u,v € V' de forma que ||u|| = ||v|| = 1. Entao, por

um lado, ||u + v|[* > 0, e por outro lado

llu+v]? = (u+wv,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= Jul® + 2 (u,v) + |[v]|?
= 2+4+2(u,v),

donde segue que

24+2(u,v) >0 = 2(u,v) > -2

= (u,v) > —1;
Analogamente, como ||u — v||> > 0, pelo mesmo calculo feito para ||u + v]||?, temos
llu = v[]* =2 =2 (u,v),
obtendo

2—-2(u,v) >0 = —2(u,v) > -2
= 2(u,v) <2
= (u,v) <1
Entao, —1 < (u,v) <1 =|(u,v)| < 1. Ora, tomando agora u,v € V vetores nao nulos

quaisquer, pelo fato destes poderem ser normalizados, o valor absoluto do produto

interno entre tais vetores é menor do que ou igual a 1, ou seja,

1 Apés Augustin Louis Cauchy (1789, 1857), matematico francés e Karl Hermann Amandus

Schwarz (1843, 1921), matemaético alemao.
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/\
= e
= e

__>’§1 L lwwl

[l - {[ol] —
= [ (w0 | <|lull - [Jvl],

e segue a desigualdade.
[ |

Essa desigualdade desempenha um importante papel para determinar o angulo

entre dois vetores. De fato, sejam u,v € V, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz vale

[lul[ - [[oll

PP ) By
[[ull - [l

| (w0 [ < ull - [[ol] =

e perceba que existe uma relagao entre as fungoes senf, cos@ e a desigualdade anterior,

e como a fungao cos @ ¢ bijetiva no intervalo [0, 7, para todo u,v € V existe um 6 € R

{u, v)

[l - [ol|

tal que

cosf =
e isto motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.8 Sejam u,v € V. — {0}, o dngulo entre os vetores u e v € determinado

pela expressao
{u,v)

cosf) = ————"—
[ul] - [|v]]

3.7 Vetores ortogonais

Na secao anterior, vimos que o angulo entre vetores esta bem definido, de modo
que faz sentido falar em vetores cujo angulo formado é de 90°, tais vetores sao ditos

ortogonais, o que motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.9 Dados u,v € V, diz-se que u e v sao ortogonais, o que denotamos por
ulwv,

quando o dngulo entre u e v € de 90°.

Uma consequéncia interessante das defini¢oes anteriores é o que demonstramos a

seguir:

Proposicao 3.2 Dados u,v € V —{0} vale que u e v sao ortogonais se, e somente se,

o produto interno entre estes for iqual a zero.
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Demonstragao:

(=) Suponha que u,v € V' — {0} sejam ortogonais. Entao,

{u, v)

cosf = ———
[l - [|v]]’

ou equivalentemente

(u,v) = [lul| - [[v]] - cos 6.
Mas, uLwv, por hipétese, o que nos dé o valor de 6 = 90°. Dai, obtemos

{w,0) = ful] - [[v]] - cos 6

= ull - [Jv[| - cos 90°

= |Jul[ - [|v]| -0
= 0.
(<) Suponha que (u,v) = 0. Entao,
cosf = —(u,v)
[ul] - [|v]]
B 0
[ul] - [|v]]
— O7
e com isso
cosf) =0 = 60 =arccos0 = 6 = 90°.
Logo, ulw.

E claro que dado um vetor u € V nao existe um tnico vetor v € V' tal que u_lv,
pois se u_Lv vale também que u_L(—v) assim como ul0, por convengao. Entao, dado
um vetor em um espago vetorial existe um conjunto que vetores que sao ortogonais a

u, e isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.10 Seja V' um espago vetorial e W C V' um subespaco de V. Define-se

por complemento ortogonal de W ao conjunto
WH={ueV; (u,w)=0, VweW}

Um resultado classico sobre o complemento ortogonal é o que demonstraremos a

seguir:
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Proposicao 3.3 Seja V um espago vetorial e W C V um subespago de V. Entdo, W+

€ um subespaco de V.

Demonstracao: De fato, note primeiramente que
(1) (u,0) =0, VueW =0e Wl

(i) Sejam u,v € W+ e w € W. Entdo,

(u+v,w)y = (u,w)+ (v,w)
— 040

e portanto, u +v € W+,

(7ii) Finalmente, sejam v € W+, w € W e a € R. Entao,

(au,w) = o« (u,w)
- a-0

= 0,

e portanto, au € W+. Logo, W+ & um subespaco de V.

Exemplo 3.4 SejaV =R3 e
W ={(z,y,2) eR*; 2 =0}
Determine W=.

Solugao: Por defini¢ao, temos

W+ = {ueV; (u,w)=0, Ywe W}
= {($0,y0720) € Rg ; <($07y0a20)7 ($7y70)> = 07 \V/ (l‘,y,O) € W}

Agora tome o conjunto U = {(z1,y1,21) € R* ; 1 = y; = 0}, e mostremos que
U =W+, De fato, dado v € U e w € W vem

<uaw> = <(O7 0,21),(:6,3/,0»
= 0-24+0-y+2-0
— 07
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e com isso u € W+, e portanto, U C W+. Para mostrar a inclusio contréria, se v € W+,
entdo, v é um vetor ortogonal ao plano XY, ou seja, v = (v1,v2,v3) = v = Wy X wWe
com wy,wy € W. Portanto, v; = v, = 0, ou seja, v € U, e portanto W+ C U. Ora, as

duas inclusdes nos permite concluir que W+ = U. Logo,
W+ = {(x0, Y0, 20) € R* ; 2o = yo = 0}.
OJ

Se W é um subespaco de V, entao, qualquer que seja u € V, este é escrito de
forma tnica na forma u = w + wy, em que w € W e w; € W+. Desse modo, o vetor w

¢ chamado de projecao ortogonal de u sobre w, denotado por

proj,,(u),

e determinamos tal vetor pela seguinte expressao:

: (u, w)
projy (u) = mw-
Agora, seja A = {uy,us,...,u,} uma base para o espago vetorial V. Existe um

processo que permite tomar tal base que, em geral, ¢ formada por vetores que nao
sao ortogonais entre si e torna-la uma base de vetores ortogonais dois a dois. Entao,
a nova base serd chamada de base ortogonal, e o processo de obtencao desta base é

denominado Processo de Ortogonaliza¢ao de Gmm—Schmidtﬂ

Seja w1 = w1, queremos determinar o valor do escalar A de modo que o vetor wy
seja ortogonal a w; com

Wy = Uy — AWy;

Para que ws Lw, tem-se

<U)2,U}1> =0 = (uz—)\wl,w1> =0
= <UQ,U}1> —)\<U}17w1> =0
= <'LL2,U)1> = A(wl,w1>
= )\ _ <u27w1>
<U)1,’UJ1>
= A <u2’w;>
[[ws ]|
Dai, vem
o <u27w1>
Wz = Uz — 5 Wi,
|||

2 Apos Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916), matemético dinamarqués e Erhard Schmidt (1876
- 1959) matematico alemao.



Capitulo 3. Um Pouco de Algebra Linear 48

o qual é um vetor ortogonal a w;. Com efeito,

(we, wr) = <u2—Mw1,w1>

[Jwn[?

= (us,wy) — <<U27w1>w17w1>

[[wa[?

I
=
e
g

|
/\
s
g
S
g
g
\/

Continuando o processo, queremos encontrar um terceiro vetor ws ortogonal a wy
e wy, isto &,

wglwy e wzlw,

e para isso considere o vetor
W3 = Uz — AgWy — AjWi;
Precisamos determinar os valores de \;, Ay de forma que ws; seja ortogonal a wq, ws.

<U)3,U)1> =0 = Uz — )\21112 )\111)1, U)1> =0

(
= (ug,wi) — (Aawa, w1) — (Mwy, wy) =0
= (ug,wy) — Ay (Wa, w1) — Ay (wy,wy) =0
= (us,wy) — A (wy,wqy) =0
= (ug,w1) = Ay (wy, wy)
= A\ = —<u3’w1>,
(wi, wy)

agora perceba que, da terceira para a quarta implicagdo, o termo Ay (wsy,w;) sim-
plesmente desaparece, isso se da pelo fato wylw; conforme ja sabemos da primeira

construgao. Assim sendo, obtemos

(ug, wi)

AL = )
! (wl,w1>

Vamos agora determinar Ao:

(w3, w2> =0 = <U3 — AgWg — )\1101,11)2> =0
= (uz, w2) — (Aawa, wa) — (Ajwy, wy) =0
=

(Us, w2> — A2 (wz,w2> -\ <w17w2>
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= <U3, UJQ) — /\2 <’LU2, w2> =0
= (ug, wae) = Ao (w2, wo)
<U3, w2>

- >\2 B <w27w2>’

e novamente da terceira para a quarta implica¢do o termo A\; (wq, we) desaparece devido

a ortogonalidade entre w; e w,. Portanto, tem-se

Ay = <U3,w2>
<w27w2>’
e daf
We — U — <U3,w1>w _ <U3,w2>w
T P el

e com esta igualdade os vetores wy, wsy, w3 sao dois a dois ortogonais, isto é,
’LU1J_1U2, ’lUlJ_wg, ’lUQJ_wg.

Usando Indugao Matematica, pode-se concluir esse processo chamando

Wy = Up — AJW1 — AgWa — ... — Ay 1Wp_1,
e basta determinar os valores de A, Aa, ..., \,_1 de forma que o vetor w,, seja ortogonal
a cada um dos vetores wy, ws, ..., w,_1. Repetindo o mesmo processo encontra-se
)\ o <un7w1> )\ o <U'mwn—1> .
1 — 9 cy A\n—1 — 2
[ [ [|wn—1]]

Os escalares

)\ . <un7 /LUZ>

C P
w;

sdo denominados coeficientes de Fourierf| de u, em relagdo a w;. Além disso, vale

Wy = Up — )\111}1 — /\ng — ... /\n_lwn_l
- u <U'n7w1> <un’w2>w <un’wn—1>
— - 1 2 T T 9 —1-
T (el [|ws |2 llwnal? "

Por fim, como todo vetor nao nulo pode ser normalizado, apds o fim deste pro-
cesso, podemos normalizar cada um dos vetores da base ortogonal e gerar uma base

ortonormal. Esse processo é chamado de Processo de Ortonormalizagcao de Gram-

Schmidt.

Ainda sobre projecoes, bases ortogonal e ortonormal temos os seguintes resulta-
dos:

3 Apos Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830), matematico francés
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Proposicao 3.4 Sao verdadeiras as sequintes afirmativas:

(a) Se A = {vy,v9,...,v,} é uma base ortogonal de um espago vetorial V' com

produto interno e u € V. Entao,

<U7U1> <U7U2> <u7 Un>
= (%1 o+ ...+ Un;
[|vn][? [|va [Jon]]2 "
(b) Se A = {vy,v9,...,v,} é uma base ortonormal de um espago vetorial V' com

produto interno e u € V. Entao,
u = (u,v1) vy + (U, v2) Vo + ... + (U, V) V.

Demonstragao:

(a) De fato, como u € V' e A é uma base para V| existem escalares ¢, ¢, ..., ¢, €
R tais que

U = C1U1 + CoUs + ...+ CpUp,
e como A é uma base ortogonal, vale

= [ 1P 8=
v 0, sei#j

e dai, segue

(u,v;) = (o1 + Uy + ...+ U + ...+ CrUn, U;)
= {(c1v1,v;) + (cov9,v;) + ... + (v, v5) + ... + (ChUn, ;)
= ¢ (v, ;) + e (vo,v3) + . ¢ (v, ) o+ e (U, ;)

= cilluill”.

(u, v;)

e com isso, conclui-se que (u,v;) = ¢;||v;||> = ¢; = ol Logo,
Vj
<U’U1> <U7U2> <u7 Un>
= 1 + (%) 4+ ...+ Vns
o2 [lva|[? [loa] >
(b) Como A é uma base ortonormal, vale ||v;|| = 1 para 1 < i < n. Logo, do item

anterior, segue

u = (u,v1) v1 + (U, vVa) Vo + ... + (U, V) V.

Proposicao 3.5 Seja W um subespaco de dimensdo finita de um espaco vetorial V

com produto interno. Entao,
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(a) Se A = {vy,vq,...,v,} é uma base ortogonal de W e u € V, entéo
. <u7v1> <u7712> <uvvn>
projy (u) = v + Vo + .+ ———=Up;
v |[v1][? |[v2][? [|vnl[?
(b) Se A ={v1,v,...,v,} € uma base ortonormal de W e u € V, entéao

projy (u) = (u,v1) v1 + (u,v2) v + ... + (U, vy,) V.

Demonstragao:

(a) Como sabemos, dado u € V, este pode ser escrito na forma u = w + w; em
que w = projy (u) € Wew, € W+, Além disso, de w € W e A ser uma base ortogonal

para W, obtemos do resultado anterior

. <wvvl> <w,7j2> <w7vn>
projy (u) = v + Vg + ...+ v
Wl = e e Toul "
_ <u_w17vl>vl <u_w1a02>v2+ <u_w17vn>
|1 ]2 [[v2] |2 [
<u,’01> (u,w) <u7vn>
= v + +...+ v
Jod[2 T JJeel2 a2
<w17 Ul) <w17 U2> <w17 Un>
[[os]] |[v2]| o]
<U,Ul> <u102> <U,Un>
= 4+ ...+ V)
Jod]2 7 w2 |vn]]2

pois (wy,v;) =0 com 1 <i < n, uma vez que w;_Lv;, e segue o resultado.

(b) Como A é uma base ortonormal, segue que ||v;|| = 1 para 1 < i < n. Entao,

pelo item anterior, resulta

projy (u) = (u,v1) v1 + (u, v2) Vo + ... + (U, V) Vy.
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4 O método de aproximacdo por minimos

quadrados

No presente capitulo, vamos aplicar os conceitos vistos nos capitulos precedentes
utilizando um método denominado método dos minimos quadrados para tratar sobre
aprozimagoes de fungoes g € C([a,b],R) para uma outra funcdo f € C([a,b],R) que
seja, relativamente, “mais simples” de se trabalhar. Contudo, precisamos dar sentido
matematico ao que acabamos de apresentar com palavras, e nas proximas linhas e

secoes vamos construir matematicamente tal ideia.

4.1 O teorema da melhor aproximacao

Inicialmente, considere V' um espago vetorial e W um subespago de V. Conforme
vimos no capitulo anterior, cada vetor u € V é escrito de maneira tnica na forma

u=w+w; em quew €W e w, €W, e agora vamos resolver o seguinte problema:

Problema: Seja © € V um vetor fixado. Determine o vetor que Melhor Aproxima

u por algum vetor w € W.

Vamos dar um sentido ao termo “melhor aproxima” anteriormente mencionado.
Considere, por exemplo, um plano W no espaco R? e um vetor nao paralelo a W. Para
cada vetor w; paralelo a W o vetor u — w; estd bem definido, e este (u —w;) é o vetor
cuja origem é a extremidade do vetor u e a extremidade coincide com a extremidade

do vetor wy, isso esta ilustrado na figura a seguir:

O vetor u — w é chamado de wetor erro e uma pergunta que se pode fazer é a

seguinte: dentre todos os vetores erro, qual deles possui a menor norma?

A figura a seguir também nos ajuda a identificar tal vetor, e este é o vetor projecao

ortogonal, vetor de cor vermelha e indicado por u — projy, (u).

Com ajuda da ilustracao, podemos identificar um vetor candidato a melhor apro-
ximagao, e este candidato é o vetor u — projy, (u). Contudo, sabemos que uma figura
nos serve apenas como uma ilustragao para o que se quer provar, pois para validar o

resultado é preciso justificar matematicamente a veracidade de tal afirmacao.
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Figura 18 — Projecao de u sobre W.

Fonte: Elaborada pelo autor

Baseado nessa ideia, demonstramos o resultado a seguir, o qual extraimos da
referéncia [I]

Teorema 4.1 (Teorema da Melhor Aproximagao) Se W ¢é um Subespaco de um
Espaco Vetorial V' de dimensao finita com produto interno e uw € V, entdao o vetor

u — projy (u) € a Melhor Aproximagao de v em W, no sentido de que

[lu = projw (u)l| < [fu —wl], VweW.

Demonstragao: De fato, qualquer que seja w € W podemos escrever u — w da

seguinte forma:
u—w = [u = projy (u)] + [projy (u) — w],

e como projy, (u) € W, vem

((u = projy (u)), (projy (u) —w)) = (u, projy (u)) — (u, w)
— (projy (u), projy, (u)) + (projy, (u), w)
{u, w)

= w’w> <u7 w> - (u,w)

—~

u, w)

|
N
\.g B
£
~——
E
£
_|_
£
£
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_ ww? o ww)
- <w7 U}> < ’ > <w7w> + < ’ >
= 0,

e isto nos diz que [u — projy, (u)]L[projy (u) — w|. Por fim, note o seguinte
lu—wl|[* = [|(u— projy (u)) + (projy (u) — w)[|*

= ([u—projw (w)] + [projy (u) — w], [u = projy, ()] + [projy (u) — wl)

= [lu = projw (w)[[* + 2 {[projw (u) — w], [u — projw (u)]) + |[projy (u) — w||*
= |lu— projy
= [lu—projy

> ||u — projy (u

u)l[?

(
(
()[[* + [[projy (u) — wlf?
(

)

w)|* +2- 0+ |[projy (u) — wl|?
)
)

1%,

nos permitindo concluir que

[lu = proju (w)|[* < [Ju = w||* = [Ju — projy (u)[| < [Ju - wl|.

4.2 Aproximacio funcional

O Teorema da segao anterior nos garante que um problema de aproximacao sem-
pre possui solucao, a qual é obtida por meio do vetor projecao. Agora, pretendemos
tomar uma funcao f que modela um determinado problema e aproximar f por uma g
que seja mais facil de se trabalhar, ou seja, estamos querendo encontrar uma solugao

para o seguinte problema:

Problema: Dada uma funcao f € C([a,b],R). Determine a Melhor Aproximagao
de f dentre todas as fungoes g de um Subespago W C C([a, b],R) dado.

Para o caso de fungoes, a ideia que esté por tras do termo “melhor aproximagao”
esta ligada ao grafico das fungoes f e g. Uma funcao f serd uma aproximacao de g
quando o grafico das fungoes f e g forem, num certo sentido, parecidos, ou seja, quando

a area compreendida entre os graficos de f e g for tao pequena quanto se queira.

Antes de construirmos a solu¢ao do problema propriamente dita, precisamos fazer
com que o termo melhor aprorimac¢ao ganhe um sentido matematico mais preciso, e
para tal, vamos determinar uma maneira de quantificar o erro cometido quando se
aproxima a func¢ao f por uma outra fungao g. Caso a medi¢ao do erro que se queira
fazer seja localmente, por exemplo, em um ponto zy € [a,b], intuitivamente pode-se

definir o erro cometido como sendo

erro = |f($o) - 9($0)|-
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Figura 19 — Aproximacao de f(x) por g(x).

|f (x0) — g(x0)]

Fonte: Elaborada pelo autor

O segmento vertical de preto da figura anterior, ilustra o que estamos chamando
de erro. Contudo, nosso interesse nao ¢ o de medir o erro cometido na aproximacao
em um unico ponto zg € [a,b], antes, queremos medir o erro cometido em todo o
intervalo [a,b], o que torna a definigdo do erro dada anteriormente imprecisa, pois o
erro cometido no ponto xy pode ser bem pequeno, enquanto que em um outro ponto,
por exemplo, z; € [a,b] o erro pode ser bem diferente do encontrado anteriormente, e

sendo assim, necessitamos de uma outra forma de efetuar tal medicao.

Uma maneira bem interessante, e em particular, eficaz de efetuar uma medida
do erro no intervalo inteiro seria, calcular a area compreendida entre os graficos das
fungoes f e g em todo o intervalo [a, b], e com isso, quanto menor for a area resultante,
menor serd o erro cometido, e consequentemente, melhor serda a aproximagao obtida.
A area que estamos interessados em calcular é a regiao hachurada de laranja na figura

anterior. Assim, podemos agora definir o erro cometido como sendo

b
erro = / |f(x) — g(x)| de.

A defini¢ao anterior de erro jé seria suficiente para resolver o problema da melhor
aproximacao. Contudo, os matematicos tém optado, hé& dois séculos aproximadamente,

por trabalhar nao com essa medida de erro que acabamos de apresentar, antes, preferem
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trabalhar com o chamado erro quadrdtico médio, definido da seguinte forma:
b
erro quadratico médio = / |f(z) — g(2)|? du,

e pretendemos dar duas justificativas para o uso dessa expressao, e nao da anterior. A

primeira justificativa é de cunho mais intuitivo, e se da pelo fato de que, se o erro
b
[ 1@ - g(@)] ds

b
for pequeno, entao o erro quadratico médio / |f(z) —g(z)|* do sera também pequeno,
a
uma vez que um numero muito proximo de zero quando elevado ao quadrado gera um

b
outro nimero também muito proximo de zero. Logo, minimizar / |f(z) — g(x)| dz
a

b
equivale a minimizar / |f(z) — g(x)|? dx.

A segunda justificativa é mais técnica, porém, mais convincente. Note que to-

b
mando o erro / |f(z) — g(z)|* dz ganhamos automaticamente uma estrutura de pro-

duto interno sobre o espago vetorial C([a, b], R). Com efeito, do Exemplo 3.3 temos

(f.g) = / f(2)g(x) dz,

segue

If=gll=(f-9.f-9 = Hf—9!!2—/[f(m)—g(x)]-[f(x)—g(:v)] dx

o |l —glP = / f(@) - gla)]? d,

que é exatamente o erro quadratico médio anteriormente definido. Portanto, utilizar
o erro quadratico médio é uma boa ferramente matematica para se chegar na solugao
do problema, pois nos permite usar todas as ferramentas da Algebra Linear que foram

apresentadas no capitulo anterior.

4.3 Polindmios trigonométricos e as Séries de Fourier

O teorema da melhor aproximacao, demonstrado na primeira secao do presente

capitulo, nos garante que a melhor aproximagao para f € C([a,b],R) é a fungao

g(x) = projy [f(z)],

em que W é um subespago de C([a, b], R).
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Defini¢ao 4.1 Duas fungoes f, g € C([a,b],R) sdo ditas ortogonais quando o produto

interno entre f e g for igual a zero.

No capitulo anterior, Exemplo 3.3, mostramos que se f, g € C([a,b], R), entao

[ wnte) ae

define um produto interno. Entao, no decorrer deste capitulo, quando nos referirmos a
produto interno, sera sempre este. Logo, mostrar que duas fung¢oes f e g sao ortogonais,

serd equivalente a mostrar que

b
| ra)gta) dz=o.

Vamos agora nos dedicar um pouco ao estudo das funcoes trigonométricas, que
serao de fundamental importancia para o que pretendemos fazer no capitulo seguinte,

quais sejam, senz e cosx, que estao bem definidas para todo = € R.
Definicao 4.2 Uma funcao f : R — R € dita periddica quando existe T' > 0 tal que
fle+T)=f(x), Ve eR.

Fica implicito na defini¢cao anterior, mas o periodo é precisamente, o menor T >
0 tal que f(x +T) = f(z). Um resultado interessante sobre fungoes periodicas é o

apresentado a seguir:
Proposicao 4.1 Seja f uma funcgao periddica de periodo T. Entao,
flx+kT)= f(x), VzeR e VkeN.

Demonstracao: De fato, mostremos o resultado por inducao sobre k. Para £ = 1
nao ha o que se provar, pois f é periddica por hipétese. Suponha que para certo k € N

dado arbitrariamente vale a igualdade
flx +kT) = f(x), Vz €R,

e mostremos que para k + 1 € N a igualdade também ¢é verificada. De fato, note o

seguinte

flz+(k+1)T) fle+kT+T)
= f((x+kT)+T)
= flx+kT)

(

I
—
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Logo, pelo Principio de Inducao Matematica, segue o resultado [

Lembre que para dois ntimeros reais dados x,y vale as seguintes identidades tri-
gonométricas chamadas formulas de transformagao:
sen(z £ y) =senx - cosy £ seny - cosx

cos(x +y) = cosx - cosy F senx - seny.
e com tais formulas, podemos determinar o periodo das fungoes senx e cos .
Proposicao 4.2 As funcgoes senx e cosx sao periddicas de periodo T = 2.
Demonstracgao: De fato, pelas féormulas de transformacao temos

sen(x 4+ 2m) = senz - cos2m + sen2m - cos
= senz-1+0-cosx

= sendc.

Analogamente, veja o seguinte

cos(x +2m) = cosx-cos2m —senz - sen 2w
= cosz-1—senz-0

= COST.

Tratamos um pouco mais a frente com polinémios cujos termos serao funcoes
trigonométricas de arcos multiplos, isto é, arcos na forma x,2x,3x, ..., mz com m € N,
e para mostrar que o conjunto l4 definido é uma base ortogonal, necessitamos ainda

dos seguintes resultados auxiliares:

Lema 4.1 Sejam senx, cosx fungoes trigonométricas e x,y € R. Entao, vale

1
senx - cosy = §[sen(x +y) + sen (z — y)].

Demonstracgao: De fato, perceba o seguinte

sen(z+y)+sen(r —y) = senw-cosy+ seny - cosT + Senw - cosy — seny - Cos T

= 2-senx-cosy,

e disto obtemos

1
2-senx-cosy = sen(x +y)+sen(x —y) = senx-cosy = é[sen(x—i—y) +sen (z —y)|l.

Esse resultado pode ser generalizado para arcos multiplos, conforme mostraremos

a seguir:
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Lema 4.2 Sejam senx, cosx funcgoes trigonométricas, x,y € R, e sejam m,n € N.

Entao, vale

1
senma - cosny = §[sen (mz + ny) + sen (mx — ny)].

Demonstragao: De fato, note

sen (mz + ny) + sen (mx —ny) = senma - cosny + senny - Cos mx
+ senmx - cosny — senny - Cos M

= 2.senmx - cosny,

donde vem .
senmax - cosny = §[sen (maz + ny) + sen (mx — ny)].

Lema 4.3 Sejam senx, cosx fungoes trigonométricas, v,y € R, e sejam m,n € N.

Entao, vale

1
senmax - senny = E[cos(mx —ny) — cos(mz + ny)].
Demonstragao: De fato, observe

cos(mx — ny) — cos(mx +ny) = coSMT - COSNY + senmae - senny
—  COSMmI - cosny + senmz - senny

= 2-senmx - senny,
acarretando na igualdade
1
senme - senny = é[cos(mx — ny) — cos(mzx + ny)].
|

Lema 4.4 Sejam senx, cosx fungoes trigonométricas, x,y € R, e sejam m,n € N.

Entao, vale

1
COS T - COSNY = §[cos(m:v — ny) + cos(mx + ny)].
Demonstragao: De fato, perceba o seguinte

cos(mx — ny) + cos(mx +ny) = cosmx - cosny + senme - senny
+ cosmz - cosny — Senm - senny

= 2.cosmx - cosny,

e segue o resultado.
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Baseado em todos esses conceitos e resultados, definiremos agora um polindémio
cujas entradas serao fungoes trigonométricas de arcos miltiplos, ao invés de niimeros

reais, como se costuma trabalhar.
Definicao 4.3 Um polinémio na forma

T(zx) = co+crcosx+cpcos2x+ ...+ ¢, cosne

+ disenz + dysen2x + ... + d,sennx
€ denominado polinémio trigonométrico.

De maneira anédloga aos polindmios tradicionalmente estudados, se c¢,,d, # 0
diz-se que T'(x) é de ordem n. Perceba que T'(z) é formado por 2n + 1 termos e, caso
seja um conjunto de vetores linearmente independentes, forma-se assim uma base para

um espaco vetorial de dimensao 2n + 1, e pretendemos agora mostrar que o conjunto
A ={cy, cicosx, cacos2x, ..., c,cosnx, disenz, dysenz, ..., d,sennx},

é, de fato, LI.

Proposicao 4.3 O conjunto
A ={co, cicosx, cycos2x, ..., c¢ycosnx, disenz, desenx, ..., d,sennx},

¢ uma base ortogonal para um Subespago W de dimensao 2n + 1 de C([0, 27],R).

Demonstracao: De fato, seja W um subespago de C([0, 27],R) tal que W = G(A).
Para mostrar que A é uma base ortogonal de um espaco vetorial de dimensao 2n + 1,
basta mostrar que o produto interno entre dois vetores quaisquer de A é sempre igual

a zero, pois isso mostra-se que A serda também LI. Com efeito, dados m,n € N note
2
(dpsenmz, c, cosnz) = cndm/ senma - cosnx dx
0
2m
= cndm/ §[Sen (mz + nx) + sen (ma — nx)| dx
0

Cndm 2m
= [sen (mx + nx) + sen (mx — nx)| dr

2
Crnyn, {cos(mx +nz)  cos(mx — nx)]
2

27

m-+n m-—-n 0
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Cpdy, cos2mm - cos2mn  cpd,, sen2wm - sen2wn

2 m+n 2 m+n
n Cndy cosOm - cosOn ¢,d,, senOm - senOn
2 m-+n 2 m-+n
Cpd,, cos2mm - cos2mn  ¢,d,, sen2mwm - sen2mn
2 m—n 2 m-—n
n Cndy cosOm - cosOn ¢,d,, sen0m - senOn

2 m-—n 2 m-—n
= 0,

uma vez que

cpdy, cosOm - cosOn  ¢,d,, cos2mm - cos 2mn

2 m—n 2 m-—n
Cndy senOm -senOn  c¢,d,, sen2wm - sen2mn

2 m-—n 2 m-—n
Cndm cosOm - cosOn ¢, d,, cos2mm - cos 2mn
2 m-+n 2 m-4n

Cndy senOm -senOn  c¢,d,, sen2wm - sen2mn

2 m-—n 2 m-—n

Com isso, obtemos
d,senmzlc, cosnx.

Continuando, note que
21
(dpsenmz, d,sennx) = dndm/ senma - sennz dx
0

2m 1
- dndm/ E[cos(mx — nz) — cos(mx + nx)| dz
0

Cndm 2w
= [cos(mx — nz) — cos(mx + nx)] dx
_ Cpdy, [sen(ma —nx)  sen(mx + nx)] (2
2 m—n m+n 0
= 0,

pois senx na expressao anterior em 0 e em 27 tem valor igual a zero, resultando em

dy,senmzld,sennx.
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Analogamente, perceba o seguinte

(¢ cosmx, C, cosnT) =

2
CmCn, / cosmax - cosnx dx
0

2w 1
CmCn / §[cos(mx — nzx) + cos(mx + nx)| dx
0

2
c,,;cn / [cos(ma — nx) + cos(mx + nx)] dz
CmCn [ sen(mz —nx)  sen(mx + nx)| |27
2 m—n m+n 0
0,

pela mesma observacao feita anteriormente, e portanto

Cm, COSMX_LC, cosne.

Vamos agora trabalhar o produto interno entre o termo constante ¢q e as fungoes senmax

e cosmx com 1 < m <n. Note

21
(co, cmcOSMI) = / CoCm COSMIT dT
0

2
= cocm/ cosmx dx
0

CoCrm, 2T

= senmax

m 0
= O7
e isto nos diz que ¢qLc,, cosmx. Por fim,
21
(co, dpsenmz) = / codmsenma dx
0

2
= codp, / senmx dx
0

Co dm 27
= — cosmx
m

A
S [cos 2mm — cos 0]

m
= 0,

0

e isto nos diz que ¢y Ld,senma. Dai, como W = G(A) e A é um conjunto ortogonal, em

particular LI, obtemos que A é uma base ortogonal de um Subespago W de dimensao

2n + 1 de C([0, 27], R).
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Como cada vetor de A é nao nulo, podemos normalizar cada um desses vetores
para formar assim uma base ortonormal de um subespaco W de dimensao 2n + 1 de

C([0,27],R). Inicialmente, vamos trabalhar com o conjunto
B ={1, cosz, cos2z, ..., cosnx, senx, senz, ..., sennc},
que também é uma base ortogonal, pois nao depende do valor das constantes
¢i com 0<i<n e dj com 1<j<n
conforme vimos na demonstragao anterior. Agora, chamando f = sennx e g = cosnx

1AI® = (£, 1)

2w
= / sen’nz dz,
0
chamando nx = u, obtemos

2T 1 2
/ sen’nx dr = —/ sen’u du,
0 nJo

9 1 — cos2u

€ como sen“"u = ——, sSegue
92 )

1 27 1 27 1 o 2
—/ sen’u du = —/ o oS du
n Jo n Jo 2

1 27

= — (1 —cos2u) du
2n J,

2w

1
= EQU — sen2u)

B 1 (2 5 ) 27
= in nx sen Znax 0

dn

4n
= .

0

Logo,
IfII* =7 = [Ifll = V7.

Efetuando o processo analogo para g = cosnx vale o seguinte

lgll> = (9.9

2w
= / cos® nx dz,
0
chamando nx = u, obtemos

2w 1 2
/ cos’nz dr = — / cos>u du,
0 nJo
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5 1 4 cos2u
€ Como Cos™ u = —— ——, segue
1 2 1 2 1 2
—/ cos’u du = —/ wdu
n Jo n Jo 2
1 27
= — (14 cos2u) du
2n J,
1 9 5 2
= R< u + sen2u) .
2w
= —(2 2
4n( nx + sen2nw) .
~ dnm
T
= 7.

Logo,
l9ll* = 7 = [lg]| = V.

Por fim, sendo h = 1 vale

1RI* = (h,h)
2m
= / 1 dx
0
27
=
0
= 2.
Logo, ||h||? = 27 = ||h|| = V27, e entao o conjunto
c { 1 1 1 1 1 }
={ ——,——=COST,...,——= COSNT, —=SeNzx,..., —=Sennw
Vor /T NZS VT NZs

¢ uma base ortonormal de um Subespago W de dimensao 2n + 1 de C([0, 27], R).

Diante do exposto até aqui, podemos enunciar o seguinte problema de melhor

aproximacao:

Problema: Seja f(z) € C(]0,27],R), vamos determinar o polindémio trigonométrico

de ordem menor do que ou igual a n, que melhor aproxima-se de f(x).

Ora, sabemos que a melhor aproximacao é a proje¢ao ortogonal, e no capitulo
anterior, mostramos que se C' = {go(x), g1(2), g2(x), . .., gan(z)} & uma base ortonormal

para W, entao

projyy (f) = (f(2), 90(x)) go(x) + (f (), g1()) g1(x) + ... + (f (), g2n(2)) gan (),
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e pelo que foi construido anteriormente, a base ortonormal é

1 1 1
C = {go(:x) = N L gn(T) = ﬁcosnz, ooy gon(T) = ﬁsenm:} )

e pondo

2 1 2T
== {f@)fa) = 1 [ @) da
1 2w

a; = % (f(x),q1(x)) = = () cosx dx

™ Jo

(f(x), gn(x)) = %/0 ﬁf(m) cosnz dx

(f(@), gn1(2)) = %/0 7Tf(:]c)semm dx

b= = (e = £ [ fasenne da
obtemos:

proju (f) = (f(2),90(x)) go(x) + (f(x), 91()) 1 (x) + ... + {f(2), g2n()) g2n ()

_ % <f(x),\/i2_7r> + <f(x)7\/%_7rcosa:>cosoc+...

+ <f($6’),\/12_7Tcosnx>cosn:c+<f(:1:),\/12_7rsenx>sena:

f(x), \/12_7Tsen2x> sen2z + ...+ <f(x), \/Lz_ﬂsennx> sennw

— ?0-1- [a) cosx + ag cos2z + ... + a, cosnx]

—~

+
S

+ [bisenz + bgsen2x + ... + b,senn]

= % + ; ay cos kx + Z brsenkx,

k=1

em que os coeficientes ag, ai, ..., a,, b1, ba, ..., b, sao denominados Coeficientes de Fou-

rier.

Agora, iremos tomar todos esses conceitos e coloca-los em pratica nos exemplos

que seguem

Exemplo 4.1 Determine a melhor aproximacao pelo Método dos Minimos Quadrados

da fungao f(x) =z em [0,27] por um
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(a) Polinémio Trigonométrico de Ordem menor do que ou igual a 5;
(b) Polinémio Trigonométrico de Ordem menor do que ou igual a n.
Solucgao:

(a) Precisamos determinar os valores dos coeficientes a;, bjcom (0 <17 <5e
1 < 5 <5 e para tal, basta usar as expressoes desses coeficientes anteriormente obtidas,

ou seja,

2w
ag = l/ f(z) dx
0

™

1 27
= —/ T dx
™ Jo

xQ 2

2 lo
472

2
= 2.

Determinemos agora os coeficientes ag, br de maneira analoga & anterior

1 2m
ap = —/ f(z)coskx dx
T Jo

1 2
= —/ xrcoskx dx,
0

™

chamando = = u e cos kx = dv, obtemos

T =u=dr =du

k
dv = coskx de = v = serll{: w,
e dai, vale
1 27
ar = —/ rcoskx dx
™ Jo
1 senkx / senkx
= — [z
s

= i (xsen kx / senkx dx)
km
1 2t coskx\ |27

= E(azsenijo + 2 ) .

— ()’
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e para by temos

1 2

by = — f(z)senkx dx

™ Jo

1 27
= — / xsenkx dx,
0

(e

chamando = = u e senkx = dv, obtemos

T =u=dr=du
coskx

k' Y

dv =senkr = v = —

e dai, vale

2T
b, = / zsenkx dx

( / 2T cos k;a: cos kx
—z
0 k

2
0

1 2w o
= —(/ cos kx — x cos kx )
km \Jo 0
1 (senkx I 2
= — — xcoskx
km k 0
1
= —(=2
o (—27)
B 2
= T
Logo, obtemos a aproximacao
2 2 2
proju (f) =~ ; — 7senz — ésen2x — gsen3x — Zsen4x — gsen5x
5 n sen 2x . sen 3x . sendx . sendx
= 7w —2|senx ;
" 2 3 1 5 )

Vamos denotar cada aproximacgao da seguinte forma:

flx) =2

g1(x) =7 — 2senzx

2
go(z) =m—2 (sen:t + ser; x)

sen 2x sen 3x >
senx + +

=1 -2

3

( sen2xr sen3dx sendx >
+

-2

senx + +
3 4

sen2x sendx sendx sendx >

-2
3+4+5

senx +
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(b) Pelo item anterior, resulta

sen2r  sen3x senn >

j ~ T —2
proju (f) T (senx+ 5 + 5 +...+ -

As aproximagoes de f(z) = x podem ser percebidas na figura a seguir:

Figura 20 — Aproximacao de f(z) = x por polindmios trigonométricos de ordem 1 e 2.

g2(x) = ™ — 2sen x — sen 2z

g1(x) =7 — 2sen x

Fonte: Elaborada pelo autor

O polinémio trigonométrico cujo grafico é lilas possui ordem 1, enquanto que o
polindmio trigonométrico cujo grafico é marrom possui ordem 2. Observe que a ordem
aumento implica em uma melhor aproximacao, pois o gréafico de lilas possui trés pontos
de interse¢ao com a reta y = x, enquanto que o grafico de marrom possui 7 desses

pontos.

A figura a seguir, mostra a aproximacao de f por um polinémio de ordem 5,
mostrando que quanto maior for a ordem do polinémio trigonométrico, melhor sera
a aproximacao da funcao em questao. Note que agora temos 11 pontos de intersegao

entre a reta y = x e o polinémio trigonométrico em questao.
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Figura 21 — Aproximacao de f(x) = x por um polinémio trigonométrico de ordem 5.

sen 2x n sen 3x n sen 4x i sen 5x
2 3 4 5

g(x) :71'—2(sena:+

Vi

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 4.2 Determine a melhor aproximacao pelo Método dos Minimos Quadrados

da fungao f(x) = e* em [0,27] por um

(a) Polinomio Trigonométrico de Ordem menor do que ou igual a 3;
(b) Polinémio Trigonométrico de Ordem menor do que ou igual a n.
Solucgao:

(a) Precisamos determinar os valores dos coeficientes a;, bjcom (0 <7< 3e

1 < 5 < 3 e para tal, basta usar as expressoes desses coeficientes anteriormente obtidas,

ou seja,

1 27

= — d

ag 7T/o f(z) dx

1 27

= —/ e® dx
™ Jo
1 - 2

= 7,
2

Q)
|
—_

3
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Determinemos agora os coeficientes a, b, de maneira analoga & anterior
1 2w
a = —/ f(z)coskx dx
T Jo

1 2
= —/ e’ coskx dr,
0

70
chamando e* = u e cos kx = dv, obtemos

e =u=e"dr=du
senkx

k Y

dv = coskz dz = v =

e dai, vale

1 2m
ap = —/ e’ coskx dx
0

1 ( Lsenkx |27 /2” Lsenkx )
— — (A — (& dl’
v ko 0 k
1 o 21
= — (e””senkx —/ esenkx dm) ,
k 0 0

2w

vamos fazer separadamente / e*senkx dx, novamente por partes chamando
0
u=-e" =du=e"dr

_ cos kx
k

2 n T ot cos ki
0 0 k ’

2 27
— e*senkx dx
0 0

dv =senkz dxr = v =

obtendo

27 x
. e’ cos kx
e“senky de = ————
0 k

de modo que

1 [ 1
— e*coskrdr = — |e"senkx
0 k

™ s

e“sen kx |27 N e” cos kx |27 [, i
= — —_— - e’ cos kx
km o Em lo k2w J,
e dai
1 [ - 1 2m - esenkx  e*coskx|2m
— e’ coskx dv + — e’ coskr =
T Jo k27 J, km k2m o
ou seja,
o ke"senkx + e* cos kx |27
e’ coskx dr = 5
0 E2+1 0
e pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos finalmente
e 1
ap = —
’ +1 k241
erm —1

k241"
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Para b, temos
1 27
by = —/ f(z)senkx dx
T Jo

1 2
= —/ e“senkx dx,
0

(e

chamando u = €* e senkx = dv, obtemos

e*=u=e"dr=du

cos kx
dv =senkxr dex = v = — o
e dai, vale
1 2w
b, = —/ e*senkzx dx
s
1 ,, COS k:x cos kx |27
= — ( / dx — e” >
T ko
1 2w
= — e’ coskx dr — e” cos kx
km 0
2w
vamos agora fazer e’ cos kx dx separadamente, por partes novamente, chamando

0
u = ¢e* e dv = cos kx dzr, obtendo

u=ce" = du=¢"dr
senkx
dv = coskx de = v = T

2m 2T ergen ko
0 0 ko

substituindo novamente na expressao de b, obtemos

donde segue

27 T
- _ e'senkr
ecoskr dv = ————
0 k

1 27 1 2 o
— e“senkr dv = — e’ cos kx dr — e* cos kx
T Jo km \Jo 0
1 [e"senkx|?m T etsenkr 2m
= —|—- - ———— —¢e“coskx
km k 0 0 k 0
e“senkx |27 T etsenkxr  e® cos kx|2T
k2m o 0 k2w kr o’
e daf
E+1 [, esenkx — ke” cos kx |27
— e“senkxr dr = 5 ,
k), k2T 0
ou seja,

o e*senkx — ke” cos kx |27
e’senkx dr =
0 k2 41 0
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e pelo Teorema Fundamental do Célculo obtemos finalmente

T ke*™ n k
TR+ R+
k1 —e)
R+
Logo, obtemos a aproximacgao
27r_1 27r_1 27r_1 27r_1
projy (f) =~ ‘ + 5 cosz + = cos 2z + < cos 3T
T
1— 27 2(1 — 2 3(1 — o
26 senx + %sen 2z + %seni&x;
(b) Pelo item anterior, resulta
) ~ e27r_1 627r_1 27r_1
proju (f) =~ - + 5 cosT + ...+ 51 CoSnT
(1 —e?) n(l — e*")
+ senx + ...+ senne.
2 n?+1

[l

As aproximagoes de f(z) = e” podem ser percebidas na figura a seguir, aproxi-

mamos por um polindmio trigonométrico de ordem 10.

Figura 22 — Aproximacao de f(x) = e” por um polindémio trigonométrico de ordem 10.

"
499 / \
f@)=e

498

g(zx)

497

496

495

2 3 4 5 o] 6 | f 7 8 9 10 1"

Fonte: Elaborada pelo autor
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Diante desses dois exemplos, podemos notar que quanto maior for a ordem do
polindmio trigonométrico, melhor serd a aproximagao obtida. A ideia é que quando

n — oo obtemos a igualdade a seguir
f(x) = % + Zak cos kx + Z bpsen kx
k=1 k=1
chamada de Série de Fourier.

Vamos apresentar, no final deste capitulo, sob que condi¢oes podemos obter
tal igualdade, iremos apenas apresentar duas defini¢oes e um resultado, porém sem
demonstra-lo, pois fugiria dos objetivos do nosso trabalho. Porém, o leitor interessado
pode consultar as referéncias [5] e [7], nas quais encontrarda um tratamento adequado

e elegante para o assunto.

Em Séries de Fourier, sdo importantes os seguintes conceitos:

Definicao 4.4 Seja f : R — R uma func¢ao. Diz-se que f é Seccionalmente Con-

tinua quando esta possuit uma quantidade finita de pontos de descontinuidade.

Definigao 4.5 Seja f : R — R uma func¢ao. Diz-se que f é Seccionalmente Dq-

ferencidvel quando [ e [’ sao funcgoes seccionalmente continuas.

Teorema 4.2 (Teorema de Fourier) Seja f: R — R uma fungao seccionalmente

diferencidvel e de periodo 2T. Entdo, a Série de Fourier da func¢ao f, dada por

f(z) ~ % —1—2 (cumos% +bnsen$> :

converge, em cada ponto x, para

S+ 0) 4 (e = 0))

ou seja,

oo

1 ap nw nwx
§[f(x+0) + f(z —0)] = 5 +; (ancosT +bnsen7) :
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5 Aproximacdo de uma onda senoidal para

uma onda dente de serra

5.1 Introdugdo

Neste ultimo capitulo, iremos tomar uma onda dente de serra, que é um tipo de
onda nao senoidal, e vamos determinar qual a onda senoidal (polinémio trigonométrico)
que melhor se aproxima desta, desde que as frequéncias destas ondas estejam dentro
do espectro auditivo do ser humano. Com isso, pretendemos tomar um problema que
seria inicialmente de dificil solugao e simplificd-lo para um problema que seja mais

facilmente resolvivel. Para a construcao desse capitulo, nos baseamos na referéncia [1J.

Feito isso, daremos ao final do capitulo uma proposta de como trabalhar com
alunos do ensino médio o contetido exposto aqui nesse trabalho, explicando o que deve
ser omitido, o que pode ser explicado e como apresentar os contetdos e resultados
de modo que, o processo de ensino aprendizagem flua de uma maneira mais natural

possivel.

5.2 A onda dente de serra

Na secao anterior mencionamos que uma onda dente de serra é um tipo de onda
nao senoidal, e isso se da pelo simples fato da expressao que define a onda nao depender
do seno do numero real que esta variando. Vamos inicialmente construir um tipo de
onda dente de serra, e em seguida, vamos tomar um tipo especifico dela para aplicar

no problema que desejamos.

Inicialmente, tome a fun¢ao identidade

fR—R

v fl@) =,

o grafico dessa funcao é uma reta crescente, e é dado na figura a seguir:

Agora, definamos a seguinte fungao:

Definicao 5.1 Define-se a funcao parte inteira de, indicada por

[z ],
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Figura 23 — Grafico da funcdo dada por f(z) = z.

4

f(@) ==z

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

)

-3

ya

Fonte: Elaborada pelo autor

a fun¢ao que a cada numero real associa G sua parte inteira, ou seja,

g:R— R

z— g(z) = 2]

A parte inteira de x ainda pode ser lido como “o maior inteiro que nao supera x”,

por exemplo,

11,33] =1
5,999999| = 5
3,00000001 | = 3,

ou seja, despreza-se a parte decimal do ntimero e toma-se apenas a sua parte inteira,
derivando dessa ideia o nome da fungao. Claramente g ndo é injetiva, pois g(1,2) =
g(1,3) = 1 por exemplo, e seu grafico possui um comportamento bem peculiar, pois
dado = € Z vale que g(x) = z no intervalo [z,z + 1), dando a ideia de uma escada

quando seu grafico é tracado. Este esta mostrado na figura a seguir:
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Figura 24 — Grafico da funcao escada.

9(z) = =]

-2

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, defina a funcdo h(z) = f(z) — g(z), ou seja,

h:R—DR

x+— h(x) =2 — |x]
observe que

1,33 — 1,33 = 0,33
5,999999 — [5,999999 | = 0, 999999
3,00000001 — |3,00000001 = 0,00000001

nos dando a ideia de que x— |z | poderia ser descrito como a parte decimal de x. Perceba
que h(x) possui imagem dada pelo intervalo [0, 1), e seu gréafico possui a semelhanga
de um dente de serra, por isso é descrito de tal forma. Também chamamos tal fungao
de uma onda, a saber, a onda dente de serra, que claramente nao é uma onda senoidal.

A figura a seguir, denota o comportamento de h(z).
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Figura 25 — Onda dente de serra

h(z) =2 — |z|

Fonte: Elaborada pelo autor

5.3 Aproximacdo de uma onda senoidal para uma onda dente de

Serra

Como vimos no capitulo 2, a audicao humana inicia seu processo com a recepgao
das ondas sonoras provenientes de meios externos pelo pavilhao auditivo, o qual cami-
nha a onda pelo canal auditivo externo até a membrana timpéanica, que por sua vez,

vibra em resposta a onda recebida.

Nesse processo a pressao atmosférica e a pressao no timpano sao levadas em
consideracao, pois estas exercem papel importante na forma como a onda é recebida
e como esta serd transportada para os ossiculos martelo, bigorna e estribo, e assim
continuar o processo de transducao auditiva. Desse modo, uma onda sonora senoidal

pode ser descrita em funcao do tempo t pela equagao
q(t) = Ao + Asen (wt — K) (5.1)

em que Ay descreve a pressao atmosférica normal, A é a variagdo maxima da pressao
em relacao a pressao normal Ag, o nimero w é a frequéncia angular e x é o niimero de

onda.
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Também vimos no capitulo 2 que para uma onda senoidal ser percebida pelo nosso
ouvido, sua frequéncia deve estar compreendidas no intervalo entre 20Hz e 20.000 Hertz,

intervalo este que é chamado de espectro auditivo humano.

Segundo Anton [I], pode-se afirmar com algum grau de exatiddo que o nosso
ouvido é um sistema linear, significando que uma onda é uma soma finita de compo-
nentes senoidais de diferentes amplitudes, frequéncias angulares e ntimeros de onda, o

que pode ser descrito pela equagao
q(t) = Ao + Aysen (wit — k1) + Agsen (waot — Ka) + ... + Apsen (wpt — Ky,) (5.2)

Agora, vamos tomar uma onda p(t) periddica e arbitraria, a qual ndo é uma soma

finita de ondas senoidais, e vamos resolver o seguinte problema:

Problema: Analisando a resposta do ouvido & onda p(t), essa resposta coincide com
algum grau de precisao a resposta do ouvido por alguma onda que é a soma finita de

componentes senoidais.

Em outras palavras: vamos tomar uma onda sonora que ¢ descrita pela equacao
(5.2) e mostrar que podemos aproximé-la para uma onda que nao é descrita nos moldes
de (5.2), ou seja, a aproximagao serd tal que ambas as ondas produzirao a mesma

sensacao de som no nosso ouvido.

Seja p(t) a onda periodica nao senoidal e ¢(t) a onda senoidal dada por (5.2),
se ambas as ondas produzem a mesma sensac¢ao de som no nosso aparelho auditivo, é
razoéavel esperar que p(t) possua o mesmo periodo 7" de ¢(t), dessa forma as frequéncias
angulares de p(t) devem ser multiplas de 7 due é a frequéncia de ¢(t), ou seja,

2k
wk:Tﬂ, com 1<k <n.

Agora, como nosso ouvido nao percebe ondas com frequéncia acima de 20.000 Hz,
podemos omitir de ¢(t) os termos tais que suas frequéncias estejam fora deste intervalo,

ou seja, a equacao
q(t) = Ag + Ajsen (wit — K1) + Agsen (wot — ko) + ... + Apsen (Wt — Ky)
n
é tal que n € N é o0 maior ntimero tal que T nao é maior do que 20.000 Hz.
Vamos agora tomar uma onda dente de serra p(t) e determinar qual o polinémio

trigonométrico ¢(t) que melhor aproxima p(t) e mostrar que ambas sdo perceptiveis

pelo nosso ouvido, e além disso, produzem a mesma sensagao sonora com algum grau
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de precisao.

Seja p(t) uma onda dente de serra de periodo T' = 2A e cuja frequéncia bésica
seja 5.000 Hz. Suponha também que as unidades de medida foram escolhidas de tal
sorte que a pressao atmosférica normal ocorra no nivel zero. Suponha também que a

amplitude da onda seja A. Veja que a equagao ¢ tal que p(0) = A e p(T) = —A, o que

() = A— %t _ % (% - t> (5.3)

cujo grafico esta exibido na figura a seguir:

nos da a equagao

Figura 26 — A onda dente de serra p(t).

p(t)

vy =5 (3¢

Fonte: Elaborada pelo autor

Pretendemos determinar o polinémio trigonométrico que melhor aproxima-se de
p(t); para tal, precisamos determinar os coeficientes de Fourier, e para isso faremos uso
do seguinte teorema:

Teorema 5.1 (Minimizando o erro quadratico médio) Se f(t) é continua em [0, T},

entao a funcao trigonométrica dada por

(t) 9 4 4y cos 27rt + ...+ aycos 2n7rt + byse 27Tt + ...+ byse 2n7rt
=—+4a —t+...4a,cos — n—t+...+ bysen ——t,
G =g ey T T T
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que minimiza o erro quadrdtico médio

/0 () — g0 dt,

2 (T 2
asz/o f(t) cos l;zrt dt,

2kt
:—/ £(t) n—”dt

A versao simplificada desse teorema foi apresentada e demonstrada no capitulo
anterior, a saber, o Problema de aproximacao resolvido nas péaginas 62 a 64 deste
trabalho. A demonstracao deste resultado segue a mesma ideia la proposta, e o leitor

interessado em maiores detalhes sobre o conteido pode consultar as referéncias [5] e

tem coeficientes

[7] que encontrarao um tratamento mais completo sobre as Séries de Fourier.

Voltando ao problema, pelo teorema anterior, os coeficientes de Fourier sao

G = E/T (1) dt
_ _/ 2A<——t) di

T

pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:

2 T2
= Z(ar -
w = g (ar-3)

= 2A-T
= 2A-2A
= 0.

Prosseguindo, temos

dt

2 (T 2kt

ar = f/o p(t) cos T
= —/ 24 (— — t) coS 2kt dt
T Jo T \ 2 T ’

chamando ©v = % (% — t) e dv = cos 2kt

T
2A 2A

2kt T 2kt
dt = v = ——sen

dt temos

dv = cos
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2 /TzA T ; 2kt " 224 (T . T 2k7rt‘T+A /T 2kt
— — | — —t] cos = —|—(=—t) —sen — sen
T /), T \2 T T T \ 2 2km T lo  kmJ, T
24 (T . 2k7rt’T+ 24 /T 2kt "
= — | — —1t¢]sen sen
Tkr \ 2 T lo  Tkm J, T
24 (T ; 2kt A 2kt ’T
= |— [ = —1t]se — coSs
Tkmr \ 2 . T k272 T 0
A A
- _k‘27r2+k:27r2
= 0.
Continuando,
2 [T 2kt
by = T/o p(t)sen ; dt
2 /T 24 (T . 2kt "
= — — | — —t ] sen
T /), T \2 T ’
24 [T 2kmt
chamandou = — | — —t ] e dv = sen n dt temos
T \ 2
24 (T 2A
2kmt T 2kt
dv = sen dt v——%cos -
dai,
2 /T 2A (T . 2kt " 27 24 /(T ; T 2kmt|T A /T 2kt
— — | — —t]sen = —|— (= —t]) —cos — cos
T /), T \2 T T T \ 2 2km T lo  kmJ, T
24 (T . %M‘TJF 24 /T 2kt "
= — [ = —t]cos coS
Tkr \ 2 T lo Tkm J, T

integrando, temos

24 (T 2hrt A oknt ‘T
Thr \ 2 ST T2t T,

e pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos finalmente que

z/T%<Z—t>se]{12kmtalt = —%(Z—T>+ﬁ
T ), T \2 T Tkr \ 2 Tk
A A

kr ' En

2A

T

(%)

.
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Entao, resumindo os coeficientes de Fourier sao

CL():O
ar=0comk >1

2A
b, = — com k > 1.
km

Logo, o polinémio trigonométrico que melhor aproxima p(t) é

) 2A 27Tt N A 47rt N n 2A 2n7rt
= —sen — —sen — ...+ —sen—t.
g T T T T nmw T

1
Agora, perceba que f = 5.000 = T = 5.000 = T = 0,0002, isto é, uma
frequéncia de 5.000 Hz equivale a um periodo de T = 0,0002 segundos. Além disso,

note que

1 4
— = 5.000 = — = 20.000
T T ’

de modo que p(t) deve ter ordem menor do que ou igual a 4, pois com uma ordem
maior, a onda resultante teria uma frequéncia acima de 20.000 Hz, o que nao seria

interpretado como som pelo nosso ouvido. Logo,

(1) = 2A 27Tth 1 47rt+ 1 67Tt—|— 1 87Tt
q = sen T 2sen T 3sen T 4Sen Tt

A aproximagao de p(t) por ¢(t) pode ser notada na figura a seguir:

Figura 27 — Aproximacao de p(t) por g(t).

Y
27Tt+1\‘ 47Tt+1“ 67
T 2a,ln sin

t+l‘ins—ﬂ—t
iRt Ty

247 .
q(t) = — |sin T

Fonte: Elaborada pelo autor
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5.4 Como usar este trabalho no ensino médio?

Para encerrar nosso trabalho vamos apresentar uma proposta de como utilizar
este trabalho em uma turma de ensino médio, o que se pode omitir, o que se deve
omitir, e que recursos utilizar de modo que o processo de ensino aprendizagem ocorra

da maneira mais natural e eficiente possivel.

Antes porém, devemos ressaltar a importancia da pesquisa, e primeiramente da-
mos o destaque para a proposta interdisciplinar presente nela, pois aqui foram traba-
lhados contetidos de Matematica, Fisica e Biologia, de modo que estes profissionais
podem trabalhar juntos, cada um expondo o contetido de sua disciplina, porém os trés
convergindo para uma mesmo fim, a saber, a expansao do conhecimento e o crescimento

intelectual do aluno.

Chamamos a atengao também para o fato de que a Matematica aqui apresen-
tada, embora seja de nivel superior, pode ser apresentada de forma simplificada para
um aluno do ensino médio, omitindo as formalidades desnecessarias assim como os
conteudos que nao sao proprios do ensino médio, e utilizando de recursos tecnologicos,
como softwares que sejam capazes de tracar graficos, a fim de mostrar para o aluno

que os resultados obtidos sao, de fato, verdadeiros.

Vamos agora, apresentar duas propostas de apresentagao deste trabalho em uma

turma de ensino médio.

12 Forma: Os professores de Fisica, Biologia e Matematica apresentam juntos o

trabalho, propondo assim a interdisciplinaridade da seguinte forma:

O professor de Matemética apresenta de maneira resumida o que se pretende
fazer, a saber, compreender o funcionamento do ouvido humano do ponto de vista
mateméatico. Em seguida, apresenta-se as areas do conhecimento envolvidas na apre-
sentacao do trabalho, as quais sao: Matematica, Fisica e Biologia e os conteidos a

serem trabalhados em cada area do conhecimento.

O professor de Fisica assume apresentando a parte de ondulatéria, os conceitos,

os tipos de ondas, as propriedades das ondas e as grandezas associadas.

Dando continuidade, o professor de Biologia apresenta a parte de fisiologia do
aparelho auditivo humano, explicando seus componentes, suas fungoes e o funciona-

mento do ouvido humano do ponto de vista biologico.
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Por fim, o professor de Matematica assume apresentando os conceitos matema-
ticos necessarios, tais como as funcoes trigonométricas, os graficos, a onda dente de
serra dada por (5.3) e o polindémio trigonométrico ¢(t) que o aproxima. Em seguida, o
professor pode mostrar os graficos de ambas as ondas em um software de matematica,

ou mostrar as figuras de cada funcao e suas aproximacoes.

22 Forma: A segunda possui a mesma dinamica da primeira, porém é feita apenas
com o professor de Matemaética, exigindo mais do professor, pois este precisa ter o
conhecimento necessério das trés disciplinas, mas pode deixar a forma de apresentacao

mais homogénea, pois cada professor possui o seu estilo de aula.

Uma pergunta que pode ser feita aqui é a seguinte: E'm que momento apresentar?
Para responder a esta pergunta, também damos duas propostas que acreditamos serem
satisfatoria. A primeira proposta de apresentagao deste trabalho seria em aulas de
pratica experimental, as quais passaram a fazer parte do curriculo do aluno do primeiro
e segundo ano do ensino médio. Portanto, nesses encontros semanais, os professores

(ou o professor) pode desenvolver esta pesquisa.

A segunda proposta, a qual acreditamos que se poderia desenvolver este trabalho
é em uma amostra pedagogica, pois estes eventos promovem a interdisciplinaridade, a
interacao entre as turmas, o desenvolvimento de competéncias nos alunos, a expansao
do conhecimento e a socializacao dos alunos entre si, dos alunos com os professores,

funcionarios da escola e comunidade escolar.
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