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RESUMO

O ensino de fisica é de fundamental importancia no avanco do conhecimento cientifico e
tecnoldgico na nossa sociedade. Atualmente o ensino desta ciéncia passa por uma crise, e
reflete na formacgdo dos estudantes tanto nos niveis iniciais quanto nos superiores. Na maioria
das vezes, os alunos desenvolvem aversdo as aulas de Fisica, por ndo receberem de forma
coerente as explicacfes formais de seus conceitos, bem como, o ferramental matematico que
0s modelam. Esta pesquisa tem como objetivo introduzir formalmente os principais conceitos
da Cinematica em Mecénica Newtoniana além de modela-los com um aparato matematico
adequado a sua representacdo. Neste trabalho, a algebra de Clifford foi escolhida como a
linguagem matematica apropriada a abordagem fisico-matematica, enquanto a
operacionalizacdo didatica dos contetdos foi norteada pela aprendizagem significativa de
David Ausubel, pois permite explorar a estrutura cognitiva do educando, além de manipular
seus mecanismos para a retencdo dos conceitos hierarquicos da Fisica de forma substancial.

Palavras chave: Aprendizagem Significativa, Algebra de Clifford, Cinematica, Ensino de
Fisica.



ABSTRACT

The teaching of physics is of fundamental importance in advancing scientific and
technological knowledge in our society. Currently the teaching of science in a crisis, and
reflects the training of students both in the initial levels as the higher. In most cases, students
develop an aversion to physics classes, which did not receive consistently formal explanations
of their concepts, as well as the mathematical tools that shape them. This research aims to
formally introduce the main concepts of Newtonian Mechanics Kinematics in addition to
model them with an adequate mathematical apparatus for their representation. In this work,
the Clifford algebra was chosen as the mathematical language appropriate to the physical-
mathematical approach, while the operationalization of the teaching content was guided by
David Ausubel's meaningful learning because it allows exploring the learner's cognitive
structure, and mechanisms to manipulate their retention of the hierarchical concepts of
physics substantially.

Key-words: Meaningful Learning Algebra Clifford, Kinematics, Phys.
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INTRODUCAO

O conhecimento cientifico e seu reflexo tecnolégico tem sido de fundamental
importancia para a construcdo e manutencdo das sociedades atuais. Com isso surge a
necessidade de melhorar cada vez mais a formacdo dos seus individuos buscando estratégias
para relacionar a qualidade do acesso a informagdo com a aquisicdo do conhecimento. Dessa
forma, educar o jovem para uma boa formagdao cientifica implica num grande avancgo social no
que diz respeito a exploracdo de novas oportunidades, bem como, ampliar as atividades em
ciéncia e tecnologia.

No novo ensino médio brasileiro, os conteidos em Ciéncias sdo planejados e
organizados, no intuito de preparar o jovem para 0 exercicio responsavel da cidadania. Com
isto, espera-se que o jovem cidaddo tenha formacéo cientifica suficiente para discutir e
questionar de forma responsavel temas polémicos como: energia nuclear, aquecimento global,
efeito estufa, dentre outros temas cuja explicacdo requer conhecimento cientificos.

A precaria situacdo da educacgdo brasileira em todos os graus de escolaridade néo
permite a formacéo de jovens cidadaos conscientes (BRASIL, 2006; GRECA, 2003; SOUZA,
2001; MATHEUS et al., 2005). Tal problema ndo é exclusividade das classes menos
favorecidas, bem como atinge toda a sociedade, dada a existéncia de uma estrutura organizada
e interligada.

Uma melhoria na qualidade da educacdo em ciéncias pode garantir uma boa formacéo
de cidaddos capazes de produzir maiores avancos tecnolégicos e, consequentemente, fortalecer
0 desenvolvimento do pais. Em outras palavras, tanto o desenvolvimento cientifico e
tecnolégico como o exercicio da cidadania sdo fortemente prejudicados quando a educacao
cientifica de um pais € deficiente. Nesse processo de inovacdo social, a discussdo sobre a
importancia do avango no conhecimento cientifico e tecnolégico traz para a cena a
contribuicdo da mais fundamental das ciéncias da natureza — a Fisica. Atualmente, 0 ensino
desta ciéncia ndo tem possibilitado o aprendizado adequado. Dentro desse contexto, ha
necessidade de investimentos em pesquisa na busca de solu¢bes para os grandes desafios
impostos as instituicdes educativas (DE GOES BRENNAND, 2007).

O processo ensino-aprendizagem da Fisica, no Brasil, tem sido reconhecido em
diversos estudos como deficiente tanto no que se refere & formacdo docente quanto discente,
traduzido na débil aprendizagem dos conceitos fisicos e do aparato matematico (BRASIL,
2006; GRECA, 2003; SOUZA, 2001; MATHEUS et al., 2005). Ha que se relatar a existéncia
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de problemas estruturais, tais como, os deficientes ou inexistentes laboratorios didaticos nos
estabelecimentos de ensino vez que as escolas publicas, na maioria das vezes, encontram-se
em condicBes precarias de funcionamento e as particulares concentram seus esforcos em
cargas horarias de aulas expositivas voltadas apenas para resolucdes de exercicios envolvidos
no processo vestibular. Além disso, a dificuldade da formacdo continuada dos professores
contribui para aumentar os problemas citados anteriormente e agravar a deficiéncia maior no
ensino desta Ciéncia (BRASIL, 2006; GRECA, 2003; SOUZA, 2001; MATHEUS et al.,
2005).

O ensino da Fisica, em todos os niveis, tem sido uma tarefa dificil. Grande parte dos
alunos estudam esta Ciéncia mais por uma imposicédo curricular do que por satisfagéo pessoal.
Em geral, o ensino de Fisica caracteriza-se pelo excesso de atencdo dada a exercicios
repetitivos, a problemas resolvidos mecanicamente e a utilizacgdo de uma sucessdo de
“formulas”, muitas vezes, decoradas de forma literal e arbitraria, em detrimento de uma
analise mais profunda, visando a compreenséo dos fendmenos fisicos envolvidos. Com isto, ha
a necessidade de se refletir sobre esta problematica na tentativa de buscar novas estratégias
para o ensino de Fisica (BRASIL, 2006; GRECA, 2003; SOUZA, 2001; MATHEUS et al.,
2005).

Um dos graves problemas no ensino de Fisica tem sido o uso de um ferramental
matematico fragmentario. A fragmentacdo deve-se ao uso de diversas estruturas matematicas
nos diferentes dominios da Fisica, o que dificulta a conexdo entre elas e, muitas vezes, nao
proporciona uma facil intuicdo das propriedades dos fenémenos estudados. Na maioria dos
livros do ensino médio, os capitulos, que se referem ao estudo da cinematica, abordam tanto os
conceitos fisicos quanto matematicos diferentes formas, tais como: escalares e vetores,
deslocamentos escalares e vetoriais, velocidades escalares, angulares e vetoriais, velocidades
médias e instantaneas, aceleracbes escalares, vetoriais, angulares, médias e instantaneas, que
na maiorias das vezes so geram confusfes nos educandos.

Tendo em vista estes problemas de ordem formal, tanto no aparato matematico quanto
nos conceitos fisicos abordados em cinematica; pretendemos a partir da critica construtiva da
linguagem matematica usada em Fisica, introduzir uma linguagem unificada desenvolvida
durante as ultimas décadas com o intuito de simplificar e clarificar as estruturas do ensino
desta ciéncia (HESTENES, 2003).

A Matematica é considerada no ensino de Fisica como um corpo de imutaveis
verdades para serem assimiladas e aplicadas, entretanto, a profunda influéncia da matematica

em nossas concepg¢des do mundo fisico tem sido pouco analisadas. Dois exemplos classicos
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desta influéncia sustentam nossa argumentacdo: o desenvolvimento da geometria analitica e do
calculo infinitesimal - indispensével para a estruturagdo por Newton da mecénica cléassica - € 0
desenvolvimento da andlise tensorial - para a criacdo por Einstein da Teoria Geral da
Relatividade. Estes dois exemplos servem para chamar a atencdo sobre o fato de que estas
duas teorias ndo teriam sido concebidas sem 0s conceitos matematicos necessarios para seu
desenvolvimento. No entanto, é preciso reconhecer que a geometria analitica, que fornece a
fundamentacdo matematica para a mecanica classica, € insuficiente para a Relatividade Geral.
Este fato nos alerta para a possibilidade da existéncia, na Fisica, de limites impostos pelo
instrumental matematico, reduzindo nossa habilidade de conceber o mundo fisico. Isto traz
graves conseqliéncias para o ensino de Fisica em todos os niveis. Assim, a concepcao de
ferramentas matematicas que otimizem a aprendizagem é uma tematica relevante para as
pesquisas referentes ao ensino de Fisica (HESTENES, 1999; SOBCZYK, 1999).

Varios estudos (HESTENES, 1999; SOBCZYK, 1999) indicam um sistema
matematico composto pela algebra de Clifford e pelo calculo infinitesimal desenvolvido sobre
ela, denominado calculo geométrico, como uma linguagem mais clara e sem fragmentacdes
para o tratamento dos fendmenos Fisicos (HESTENES, 1999; SOBCZYK, 1999). Esta
estrutura matematica aplicada a Fisica proporciona uma melhor intuicdo das propriedades dos

sistemas estudados, tendo como principais caracteristicas:

I.  Possibilitar uma excelente codificacdo algébrica dos conceitos geométricos,
tais como magnitude, direcdo, sentido e dimenséo;
Il.  Estabelecer um método livre de coordenadas para formular e resolver equacdes
da Fisica;
[11.  Permitir uma boa articulacdo com os sistemas matematicos em uso na Fisica;
IV.  Apresentar um excelente desempenho computacional, comparado com outros

sistemas matematicos usados na Fisica.

Dentro desse contexto, é proposto como trabalho dessa dissertacdo a adaptacdo desse
novo aparato matematico para representar as principais grandezas estudadas em cinematica,

tais como, referencial, posicéo, deslocamento, velocidade e aceleracao.
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Organizacgdo do Trabalho

No Capitulo I, apresenta-se uma visdo histérica do desenvolvimento das idéias que
contribuiram no desenvolvimento da algebra Clifford, bem como uma apresentacdo formal das
propriedades dos vetores e suas operacdes, quais sejam, Soma, produto por escalar, produto de
dois vetores. Além de desenvolver a dlgebra de Clifford num plano.

No Capitulo 11, abordam-se os conceitos fundamentais da teoria cognitivista de David
Ausubel, além de uma exploracdo dos mapas conceituais de Novak.

No Capitulo I11, discute-se os conceitos de sistemas de referéncia, posi¢do, tempo,
velocidade e aceleracéo, tanto na forma linear quanto angular. Deixando claros os aspectos
importantes na descri¢cdo do movimento de corpos no espago fisico intuitivo bi-dimensional.

No Capitulo 1V, desenvolve-se um mapa conceitual de Novak norteado pela teoria
cognitivista ausubeliana, onde constrdi-se um material instrucional para o primeiro ano do
ensino médio com os elementos basicos da cinematica modelados quantitativamente de forma
natural e intuitiva com a algebra de Clifford.

Para finalizar, foram apresentadas as consideracdes finais.

Procedimento Metodoldgico

Tratando-se de uma pesquisa de cunho teorico-exploratorio, que objetiva construir
estratégias para introduzir a algebra de Clifford como modelador dos conceitos da cinematica
para a primeira série do ensino médio, direcionada pela teoria cognitiva de David Ausubel.
Este trabalho é organizado, no que concerne a sua execucdo, em dois momentos distintos:
Momento Teorico-hermenéutico e 0 Momento de Exploracdo Cognitiva.

No momento tedrico-hermenéutico, foram feitos estudos bibliograficos sistematicos
para caracterizar os conceitos fundamentais presentes no dominio da cinematica em contextos
diversos de abordagem epistemoldgica, bem como o estudo detalhado das propriedades da
algebra de Clifford tendo como propoésito a aplicacdo deste novo formalismo na modelagem
dos conceitos estudados (DE GOES BRENNAND, 2007).

No momento de exploracdo cognitiva, os estudos concentraram-se na exploracao
conceitual e na utilizagdo da teoria da aprendizagem significativa de Ausubel para organizar 0s
conceitos dentro de um modelo cognitivo. Compatibilizamos de forma pedagdgica o0s

conceitos modelados as caracteristicas e necessidades de aprendizagem dos alunos, levando
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em conta o nivel de ensino em questdo. Para tanto, buscamos entender o cognitivismo
ausubeliano de forma situada e finalistica, ou seja, dentro de um contexto especifico de acéo e,
voltada para alcangar um objetivo. Visamos analisar 0s processos cognitivos implicados na
organizacdo dos contetudos compreendendo estes aspectos como sendo constituidos de modos
operatdrios, de sequéncias de acdo, de sucessdes de busca e de tratamento de informacdes.
Criamos etapas de desenvolvimento temporal das atividades a serem propostas € as estratégias
a serem utilizadas (DE GOES BRENNAND, 2007).

Buscamos uma construcdo didatica onde os contetdos do dominio da cinemaética
foram organizados a partir dos seguintes parametros: Subsungores, diferenciacdo progressiva e
reconciliacdo integrativa. A partir destes parametros, foi construido um mapa conceitual dos
contetdos e produzido um material didatico para o ensino de Fisica.
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CAPITULO 1: OS FUNDAMENTOS DA ALGEBRA DE CLIFFORD

1.1 Aspectos Histdricos

Na Grécia antiga, Euclides e outros pensadores tentaram representar elementos
geométricos através de elementos algébricos, tais como: retas, areas e volumes. Dessa forma,
os termos x* e x° seriam possiveis representacdes tanto da area de um quadrado de lado x,
quanto do volume de um cubo de lado X, respectivamente. Surgia, entdo, a possibilidade de
descrever-se as operacGes geométricas por meio de operac@es algébricas. Nesse caso, a idéia
era representar os lados do quadrado por um numero X e a operagao geometrica formando o
quadrado a partir de seus lados pelo produto x.x = x* (HESTENES, 1999).

Apesar de tentadora, essa idéia foi abandonada pelos gregos, pois nem todos 0s
segmentos de reta podiam ser representados por numeros (assim como 0S Qregos 0S
conheciam). Por exemplo: dado um quadrado de lado unitario a sua diagonal é justamente a
raiz quadrada de 2, e o que hoje chamamos numeros irracionais ndo era conhecido pelos
gregos. Além disso, foram ficando complicadas as interpretacdes geométricas de x*, x°...
Mesmo assim, nota-se uma grande busca pelos gregos de representar elementos geométricos
por elementos algébricos e, consequentemente, operacbes geométricas por operagdes
algébricas. Nesta busca grega esta a idéia de representar operacdes geométricas por meio de
operacdes algébricas (HESTENES, 1999).

Existia um conceito que impedia os gregos de desenvolver tais idéias. O conceito
chave é o de congruéncia. Este conceito definia a igualdade de segmentos de reta através da
sua magnitude.

Ja no renascimento, a idéia de se representar operacdes geométricas por meio de
operacdes algébricas voltou a tona. Pensadores como Gottfried W. Leibniz e René Descartes
empreenderam muitos esforcos neste caminho. Descartes, ndo conseguiu avancar no
desenvolvimento dessas idéias basicamente pelo fato de adotar o mesmo conceito de
congruéncia dos gregos. Leibniz, que é um dos criadores do céalculo infinitesimal, teve uma
idéia diferente, no sentido de que a sua algebra era definida como uma algebra de posicéo.
Neste momento historico, foi escrito um ensaio muito interessante sobre o assunto, mas
também ndo teve sucesso e ficou esquecido por varios anos (HESTENES, 1999).

Em torno de 1833, este ensaio foi descoberto, dai entdo, foi criado um prémio para

quem desenvolvesse as idéias de Leibniz. Neste concurso houve apenas um inscrito, e que
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desenvolveu com sucesso a representacdo de operacfes geométricas por meio de operagdes
algébricas. Este grande matematico inscrito no concurso foi Grassmann. O que permitiu a
Grassmann desenvolver com éxito essas idéias foi o fato dele ndo usar a nogdo de congruéncia
dos gregos. Grassmann usou a idéia de congruéncia comparando 0s segmentos de reta em
magnitude e também direcdo (DORAN, 2002; LASENBY, 2002).

A observacao nesse caso € que se pode atribuir a um segmento de reta ndo apenas um
namero representando seu comprimento ou magnitude, mas também uma direcdo, ou seja,
introduziu a no¢éo de paralelismo.

A pesquisa desenvolvida por H. Grassmann em 1844 ndo chamou tanta atengdo dos
matematicos, exceto para o jovem matematico Willian K. Clifford e, posteriormente, pelo
grande Elie J. Cartan. Atualmente, a estrutura matematica desenvolvida por Grassmann é
conhecida por algebra exterior ou algebra de Grassmann.

Ainda em 1844, Willian R. Hamilton havia publicado um sistema que denominou
quatérnions que consiste em uma generalizacdo dos numeros complexos, que por sua vez €
uma generalizacdo do conceito de nimeros reais. Os quatérnions sao objetos bem adequados
para descricdo de operacao no espaco tridimensional, tais como, as rotacdes (DORAN, 2002;
LASENBY, 2003).

Ja em 1878, W. Clifford publicou um trabalho em que foi mostrada a unificacdo dos
sistemas de Grassmann e de Hamilton. Aproveitando a estrutura geral da algebra de
Grassmann, o sistema de Clifford permitiu a generalizacdo do sistema dos quatérnions de
Hamilton. A denominacéo original de Clifford para esta estrutura foi algebra geométrica, que
hoje é denominada algebra de Clifford.

Apesar da algebra de Clifford apresentar um sistema formal e coerente, aplicada a
espaco de dimensdes arbitrarias. O sistema desenvolvido por Clifford ndo teve a devida
divulgacdo pelo fato de Clifford ter morrido prematuramente aos 33 anos de idade, bem
como, o grande sucesso encontrado pelo sistema algébrico desenvolvido por Gibbs no
tratamento dos problemas do eletromagnetismo, teoria que estava em seu esplendor no final
do século 19 (DORAN, 2002).

1.2 Vetor como um NUmero
Na Fisica existe uma classe de grandezas que para sua perfeita descricdo ha a

necessidade de se definir além de sua magnitude, a sua dire¢do. Estas grandezas sdo tratadas

com um ferramental matematico conhecido como calculo vetorial.
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Quando se pergunta “O que é um vetor?” para a maior parte dos alunos do ensino
médio, as respostas sdo diversas e sempre direcionadas a uma falta de compreensdo da
natureza desses objetos matematicos. Mas, 0 que é realmente um vetor? De uma maneira
geral, podemos dizer que o vetor € uma espécie de nimero, que ndo expressa somente uma
magnitude como 0s ndmeros reais, mas incorpora também o conceito de dire¢cdo. Uma
pergunta que surge imediatamente ¢: “Como representar esses numeros?”

A partir de agora sera feita uma representacdo desses “nimeros” €, para tornar mais
intuitiva sua visualizacdo, o ponto de partida serd o espaco fisico intuitivo tridimensional.
Este espaco € aquele no qual sdo vivenciadas as nossas experiéncias diarias.

Denotaremos por E* o espaco fisico intuitivo formado por pontos, sem que nele haja

pontos privilegiados. A Figura 1 mostra um “pedago” do E* com alguns pontos destacados.

E3 °

Figura 1: Representacdo do espaco tridimensional

A imagem matematica deste espaco é definida pelo conjunto E* = {(x,y,z), tal que x,y,z
€ R}, ou seja, o conjunto formado pelo produto cartesiano RXRxR (DE GOES BRENNAND,
2008). Os numeros X, y e z sdo chamados de coordenadas candnicas de um ponto qualquer
deste espaco, denominadas respectivamente abscissa, ordenada e cota. Para indicar que as
coordenadas candnicas, ou simplesmente coordenadas, do ponto P sdo X, y e z, serd usada a
seguinte notacdo P = (x,y,z). Dois pontos desse espaco sdo considerados iguais se satisfizerem

a seguinte condicéo:

A=B < (Xa =Xg, Yo =VYs:Zp = Z5) (1)

A Figura 2 mostra os pontos A = (Xa,Ya za) € B = (Xg,ys, zg) ligados por um segmento

de reta orientado.
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E3
»B

A

Figura 2: Representacdo geométrica do vetor ligado

Ao par ordenado (A,B) de pontos do E* da-se o nome de vetor ligado de origem A e

extremidade B, conforme ilustrado na Figura 2. Este vetor sera representado por AB (DE
GOES BRENNAND, 2008).

Se A = (Xa,Ya,Za) € B = (Xb,Y0,2), @S coordenadas candnicas do vetor ligado AB sio:

A—B>:‘(b_)(aaiyb_ya’zb_za, (2)
Por exemplo, se A =(-1,2,-1) e B =(3,-2,5), entdo AB = Q,—4,6:

Dois vetores ligados AB e CD séo ditos equipolentes se tém as mesmas coordenadas

candnicas. A relacdo de eqlipoléncia expressa uma igualdade entre vetores ligados e €

denotada porﬁé ~CD. Ou seja,

Xy =Xy = X5 — X

AB~CD1Y, ~ Vo= VYo — Ve (3)
Zb_za:Zd_Zc

Geometricamente a relacdo de equipoléncia AB ~CD entre os vetores ligados esta

representada na Figura 3, onde os pontos ABCD do E* formam um paralelogramo.
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Figura 3: Representacdo geométrica da relacdo de eqtiipoléncia vetorial

A equipoléncia é uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos vetores ligados e, por

definicdo, deve satisfazer as seguintes propriedades:

e Reflexiva: AB~ AB.
e Simétrica: AB~CD=CD ~ AB

e Transitiva: AB~CD e CD ~ EF = AB ~ EF

Isto permite definir um objeto matematico denominado vetor livre, 0 qual representa
uma classe de equivaléncia de vetores ligados eqlipolentes. Em outras palavras, o vetor livre
é 0 conjunto de todos os vetores ligados que tém as mesmas coordenadas (DE GOES

BRENNAND, 2008). O vetor livre é perfeitamente representado por qualquer um dos

representantes da classe e sera denotado por v. O conjunto de todos os vetores livres
representantes das classes de equivaléncia de vetores ligados do espaco E® é denotado por V°.

E conveniente observar a distincdo entre E* e \/°. Para formar a imagem geométrica
de V3, primeiro faz-se necessaria a escolha de um ponto particular em E®. Este ponto sera
chamado de origem, isto é, O = (0,0,0). Evidentemente que este espaco ndo € mais 0 Nosso
espaco fisico intuitivo, ja que existe um ponto privilegiado.

Passando pelo ponto O pode-se tracar uma infinidade de retas. Considere trés dessas
retas. Tomando pontos destas retas de coordenadas P = (Xp, Yp, Zp),.Q = (Xq, Yg.Zq), R = (Xr, Yr,

Zy) e S = (Xs, Vs, Zs). Assim define-se os seguintes vetores livres:
OP = ( -0,y,-0,z,-0 = (p,yp,zp/:u
@Z(q—o,yq— O)’(!yq’ q)’v O_R’:(r_o’yr_o’zr_o}(r’yﬂzr}w

—

:‘(S—O,ys_o,zs_o:: ‘(51 s 5/ h (4)
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Portanto, o conjunto de todos os vetores livres com origem no ponto O representa a imagem
geométrica de V3, como mostra a Figura 4 (DE GOES BRENNAND, 2008).

Figura 4: Representagdo gréfica do espaco v

1.3 Operagdes com Vetores: Produto de Clifford

Tendo em vista a construcdo intuitiva da estrutura apresentada no item anterior, nossa
tarefa seguinte € definir operagdes com objetos dessa estrutura, isto €, vetores.

Na seqiiéncia serdo definidas trés aplicacdes em V>: asoma, o produto de um vetor por
escalar e o produto de dois vetores, no qual enfatizaremos os pontos de vistas algébricos e

geométricos.

1.3.1 Soma
A soma dos vetores u+V ¢é definida geometricamente como um vetor que tem origem

na origem do vetor U e extremidade na extremidade do vetor v, como representado na Figura
5 (CALVET, 2001).

Figura 5: Representacdo geométrica da soma de dois vetores
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Esta operagéo satisfaz as propriedades, comutativa e associativa.
1.3.1.1 Propriedade comutativa
U+V=V+U (5)
A propriedade comutativa € claramente vista na Figura 5. Este fato permite definir
uma regra para adicionar vetores, conhecida como a regra do paralelogramo (CALVET,
2001).
1.3.1.2 Propriedade associativa
U+V4W=(U+V)+W=U+(V+W) (6)

A propriedade associativa € vista na Figura 6 e permite uma regra para adicionar

vetores, conhecida como a regra do poligono (CALVET, 2001).

w
v+w

Uu+v+w

Figura 6: Representacdo geométrica da soma de trés vetores

Na soma o elemento neutro é conhecido por vetor nulo, cuja magnitude tem valor

zero. O vetor nulo é definido pela soma de um vetor com seu vetor oposto. O vetor oposto é

representado por —u e possui mesma direcdo de u porém sentido contrario, isto €,

U+(-u)=0. (7)
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1.3.2 Produto de um vetor por um escalar

O produto de um vetor u por um escalar k é o vetor ku, conforme a Figura 7. Este
vetor tem a mesma direcdo do vetor u e sua magnitude € k vezes a magnitude de u. Terd o

mesmo sentido de u se k>0, e sentido oposto de u se k<0,

—

ku

Figura 7: Representacdo geométrica do produto de um vetor por um escalar para k >1

No produto de um vetor por um escalar, a propriedade comutativa ku = uk é valida.
Dois vetores u,v com mesma direcdo sdo sempre proporcionais e linearmente

dependentes, pois sempre existe um nimero real k que pode se escrever v=ki, onde k é 0

quociente de ambos 0s vetores e se representa da seguinte forma:
k=G =vi" (8)
1.3.3 Produto de dois vetores
O Produto de dois vetores é definido mediante as seguintes propriedades:
I) Distributiva em relacdo a soma vetorial
G(G+Vv) =uv+uw 9)

I1) A multiplicacdo de um vetor por ele mesmo deve ser igual ao quadrado do seu

comprimento, que, por definicdo, € um niimero real positivo e pode ser representado por:

2

—_ —

uu =

—

u

(10)
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[11) Associativa em relacdo ao produto de dois vetores e ao produto de um vetor por um

escalar. Dadosﬁ,\7 vetores e |,k escalares entéo,
k(uv) = (ku)v =kuv (11)
k(lu) = (kl) u =klu (12)

A partir dessas propriedades, pode-se deduzir o produto de dois vetores.

Supondo que a soma dos vetores u,v seja o vetor w
W=U+V (13)
multiplicando a equagéo (13) por ela mesma temos:
WW = (U+V)(U+V) (14)

aplicando a propriedade distributiva tem-se que,

—-— - -

WW =UU + UV + VU + VV (15)

tomando sempre o cuidado de seguir a ordem dos fatores, pois estes podem ser comutativos

ou ndo.

Com isto, se 0s vetores u e v sdo ortogonais, aplica-se 0 teorema de Pitagoras da

seguinte forma:
- - —2 =2 =2 — e > - -
ulv=w =u +v =>uv+vwu=0=uv=—-w (16)

sendo facil ver que o produto de dois vetores perpendiculares é anti-comutativo.

Se 0s vetores U e v S8o proporcionais tem-se que,

u||v=v=ku, k real = uv = uku = kuu =vu (17)
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Na equacdo 17 foram aplicadas as propriedades comutativa e associativa do produto

de um vetor por um escalar. Sendo assim, € facil ver que o produto de dois vetores

proporcionais € comutativo. Se wé a soma de dois vetores uev paralelos, podemos

representar seu médulo por:

|wi=lu|+]|v| (18)

entéo,
—2 =2 =2 - -
W =u +Vv +2|ul|v| (19)

para uv =|u | v| o angulo entre ue v é igual a zero,

mas se 0s vetores u e vsao anti-paralelos tem-se que,

|wi=u|-|v]| (20)
dal,

—2 =2 =2 - -
W =u +v =2|u]|v| (21)

onde uv =— | u | \7| para o angulo entre ae Bigual an (CALVET, 2001).

A pergunta que surge é: “Qual seria o produto de dois vetores com qualquer dire¢ao?”
Para calcular o produto de dois vetores ue v, multiplica-se o vetor u pela componente

proporcional e perpendicular do vetor v conforme a Figura 8.

| — /'/'
v /
v, /

Vi

U

Figura 8: Representacdo das componentes paralela e perpendicular do vetor V em relagdo ao vetor U
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Aplicando a propriedade distributiva temos,
0V =U( +,) = Uy, +0v, 22)

—-—

O primeiro termo do lado direito desta equagdo, isto €, uv,, que representa o produto

de um vetor pela componente paralela de outro vetor, é chamado de produto interior e sera
denotado por um ponto, da seguinte forma:

(23)

c
<\

Tomando a projecéo do vetor v na direcdo do vetor u _conforme a Figura 9,

—

V

4 —
%

Figura 9: Representacdo geométrica da componente paralela para o célculo do produto interno

Considerando que a projecdo de v, em u € proporcional ao cosseno do angulo entre

0s vetores, o produto interior pode ser escrito como:
u.v=uy, sul|v|cosx. (24)

O produto interior € sempre um nimero real (CALVET, 2001).

O segundo termo da equacéo 22, isto é, av—l que representa o produto de um vetor u

pela componente ortogonal de um vetor \7, é chamado de produto externo ou produto de

Grassman e sera denotado pelo simbolo A (cunha) da seguinte forma:

UAV=0vV, . (25)



28

O produto de Grassman representa a area do paralelogramo formado pelos vetores u e

—_—

v, , conforme a Figura 10,

Figura 10: Representagdo geométrica da componente perpendicular para o calculo do produto de Grassman

sendo assim, podemos escrever
luaviHuv, [Hullv(isine]. (26)

Visto que o produto externo é o produto dos vetores ortogonais, entdo € anti-

comutativo, ou seja:

-

UAV=-VALU. (27)

Podemos representar o produto de Grassman U AV por uma area orientada no sentido

anti-horario, conforme a Figura 11,

Figura 11: Representagdo geométrica da orientacdo da area pelo produto U AV

Ou por uma area orientada no sentido horario dado por v Au, conforme a Figura 12.
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[/

‘/ / ~ - —

Py

A . VAU

Figura 12: Representagdo geométrica da orientacdo da area pelo produto VAU

Note que os sentidos das orientacdes das areas estdo intimamente ligados ao fato do
produto de Grassman ser anti-comutativo. O produto de Grassman é chamado de bivetor ou 2-
vetor (DORAN, 2002; LASENBY, 2003).

Quando dois vetores sdo permutados, o sinal que orienta o angulo € mudado. Entéo, o
sinal de orientacdo do vetor no cosseno permanece igual e no seno muda. Por esse motivo, o
produto interior é comutativo, enquanto que o produto de Grassman € anti-comutativo
(CALVET, 2001).

1.3.4 Semelhancas entre o produto de Grassman u AV e o produto vetorial uxv

Madulos:
| - O mddulo do produto vetorial |G><\7|:| u || v | sine |
I1 - O mddulo produto de Grassman |G/\\7 = u I v | sine |

O mddulo do produto vetorial é semelhante ao médulo do produto de Grassman.

Orientacdes:

| — O produto vetorial tem uma orientacdo que é dada por um vetor perpendicular ao
plano onde estdo contidos 0s vetores uev, representados na Figura 13 (ALONSO e FINN,
1972).
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XY

“/‘}

=1

VX

Figura 13: Representacdo geométrica das orientacdes dos produtos vetoriais UxV e VxU .

Veja que o produto vetorial UxV tem sua orientacdo apontada para cima e VxU para
baixo.

Il — Como vimos nas Figuras 11 e 12, o produto de Grassman &€ um 2-vetor e tem
também uma orientagdo que pode ser dada no sentido anti-horario por uAv, ou no sentido
horério por v AU .

Tanto o produto vetorial quanto o produto de Grassman, quando invertem as ordens
dos vetores no produto, hd uma inversdo na orientagdo. Isto acontece devido ao fato destes
produtos serem anti-comutativos. Da forma exposta acima podemos dizer que é notavel a
semelhanca entre um 2-vetor e o produto vetorial.

Finalmente, o produto de dois vetores sera definido como a soma dos produtos interior

e de Grassman, e denominado produto de Clifford, ou seja:

|
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E interessante salientar que, partindo da definicdo do produto de Clifford, os produtos

interior e de Grassman podem ser escritos, respectivamente, da seguinte forma:

(29)

GAV=— 2 (30)
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indicando que o produto interior é a parte simétrica do produto de Clifford, enquanto que o
produto de Grassman representa a parte anti-simétrica.

Os produtos de Grassman, interior e de Clifford dependem apenas das magnitudes dos
vetores e do angulo entre eles. Quando ambos 0s vetores sdo rotacionados, preservando o
angulo formado entre eles, os produtos também sdo preservados. A Figura 14 mostra

graficamente a rotagdo dos vetores.

4

Figura 14: Rotacdo dos vetores mantendo os angulos

Surge entéo a pergunta: Qual o modulo do produto de Clifford?

Visto que o produto interior e de Grassman sdo linearmente independentes e
ortogonais, 0 modulo do produto de Clifford deve ser calculado atraves de uma generalizacéo
do teorema de Pitagoras (CALVET, 2001):

0V = 0.V +0 AV =00 =[0.v] +[d AV (31)
0" =[a]"}¥]".(cog 6+ sen®0) =[u[ Jv|" (32)

portanto, 0 médulo do produto de Clifford é o produto dos modulos de cada vetor, isto €,
V] = v (33)

1.4 Operagcdes com vetores: Algebra de Clifford no plano

Num plano podemos orientar 0s seguintes objetos:
I) Um ponto contido numa reta, pertencente ao plano, e que representaremos por um

escalar de base 1 e o chamaremos de 0-vetor, conforme a Figura 15.
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0 - VETOR

Figura 15: Ponto representado numa reta pertencente ao plano

Este ponto tera a liberdade de “caminhar” para a direita ou para a esquerda e sera

representado pelo sinal positivo (+) ou negativo (-), respectivamente (DORAN, 2002;

LASENBY, 2003).

I1) Um vetor (1-vetor) G, que pode ser escrito como a combinacdo linear de uma base

de vetores ortonormais {e1, ez}, conforme a Figura 16.

Para 0s vetores ortonormais temos:

* e -e, -1 (magnitude unitaria)
* e,.e, - o (Produto interior)
1-vetor
—_ 17 pr—
i u
€
el

a, e +a2eg

Figura 16: (1-vetor) U escrito como combinago linear de {€1, €2}

[11) Um elemento de area orientado que chamaremos de bivetor ou (2-vetor),

representado por €1 €2 que € o produto de Grassaman. Este € o elemento de maior graduacéo
nesse espaco (DORAN, 2002; LASENBY, 2003). Ver Figuras 17 e 18.
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2 -VETOR
2 -VETOR
€ h
€, |
G o
Figura 17: 2-vetor €, ~ €, Figura 18: 2-vetor €, A €
fazendo o produto de Clifford dos vetores e, e e, temos,
ee,=€.e6,+ere =€n.re (34)
ja que o produto interior e .e, =0
Do que vimos anteriormente podemos concluir:
€€, =66 (35)

1.4.1 Multiplicacdo de um 2-vetor por um 1-vetor

Vamos multiplicar um 2-vetor pelos vetores e, e e, de duas maneiras diferentes.

- Multiplicando o 2-vetor a esquerda de um 1-vetor temos,

(el ez)el = (_ezel)el =—6,66 =6, (36)
e
(el ez)ez = (elez)ez =€6,6, =6 (37)
A Figura 19 mostra a rota¢éo do vetor e, na multiplicagdo pelo o 2-vetor (e;e,) a
esquerda.

~o0°

Figura 19: Representacdo geométrica da multiplicagdo de um 2-vetor (€, €,) a esquerda do 1-vetor €,
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Ja a rotagdo do 1-vetor e, na multiplicagéo pelo o 2-vetor (e e,) a esquerda é mostrada na

Figura a sequir:

Figura 20: Representacdo geométrica da multiplicagdo de um 2-vetor (€, €,) a esquerda do 1-vetor €,
Desta forma, podemos ver que multiplicando 1-vetor por um 2—vetor a esquerda gera
uma rotacdo de 90° no sentido horario (DORAN, 2002; LASENBY, 2003).
- Multiplicando o 2-vetor a direita de um 1-vetor temos,
e(ee,)=eee, =g (38)

€, (elez) =€ (_eZel) =—6,6,6, =—6 (39)

A Figura 21 mostra a rotagéo do vetor e, na multiplicacdo pelo o 2-vetor (e e,) a direita.

Figura 21: Representacdo geométrica da multiplicagdo de um 2-vetor (e, e,) a direita do 1-vetor €,

Por fim, a rotacdo do 1-vetor e, na multiplicacdo pelo o 2-vetor (e;e,)a direita €

mostrada na Figura a abaixo:
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o0°

Figura 22: Representacdo geométrica da multiplicagdo de um 2-vetor (e, e,) a direita do 1-vetor €,

Portanto, multiplicando o 1-vetor por um 2-vetor a direita gera uma rotacdo de 90° no
sentido anti-horario (DORAN, 2002; LASENBY, 2003).

1.4.2 Multiplicagdo de um 2-vetor por um 2-vetor

Multiplicando o 2-vetor e e, por ele mesmo teremos o quadrado do bivetor

(el ez) (e1 ez) =eee e =—eeee, =-1 (40)

Isso se deve ao fato de que duas multiplicacdes consecutivas, (a esquerda ou a direita)
de um 1-vetor por (e,e)’ gera uma rotagdo de 180°, que equivale & multiplicar por -1

(DORAN, 2002; LASENBY, 2003).

1.4.3 Multivetor

Considerando os trés objetos orientados do plano, 0-vetor, 1-vetor e 2-vetor, definimos

um multivetor como sendo uma combinacéo linear dos elementos da base:

{L(e.&,) €8}
ou seja
A=a,+ae +a,e, +3;(e8,) (41)

onde, a,, &, a,,a, sdo escalares.
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Sobre o conjunto de todos os multivetores gerados por essa base podemos definir a

operacgédo de soma e produto da seguinte forma:

1.4.3.1 Soma

Dado dois multivetores

A=a,+ae +ae,+a,(ee,) e B=b, +be +be, +b,(ee,)

definimos a soma como:

A+B= (ao + bo) + (a1 + bl)el + (az + bz)ez + (a3 + bs)(elez)

1.4.3.2 Produto

Definimos o produto como:

AB =[a, +ag, +a,e, + a,(e8,)][b, +be +b,e, +b,(ee,)]

Consideracao a ordem da multiplicacdo temos:

AB=a,b, +a,be, +a,b,e, +ab,(ee,)+

+a,be, +abee +ab,ee, +abe(ee,)+

+a,b.e, +a,be,e +a,b,e.e, +a,be,(ee,)+

+ a3b0 (eleZ) + a3bl (eleZ)el + a3b2 (e1e2)e2 + a3b3 (eleZ )(elez)

Usando as propriedades acima trabalhadas obtemos

AB= aobo + a1b1 + azbz - a3b3 + (aobl + albo + asbz - a2b3)e1 + (aobz + a1b3 + azbo - asbl)ez +

+(a,b; +ab, +ab, —a,b)(ee,)

desta forma, podemos reescrever a equagdo acima como

AB =M = p, + pe + P,&, + P;(ee,)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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onde,
P, = a,0, +ab, +a,b, —a,b, (47)
p, =a,b +ab, +ab, —a,b, (48)
p, =ab, +ab, +ab, —ab (49)
p, =ab, +ab, +ab, —ab . (50)

Observe que as duas operacOes definidas acima sdo fechadas para o conjunto dos
multivetores, ou seja, tanto a soma quanto o produto de dois multivetores geraram um
multivetor. Portanto, o conjunto de multivetores dotados de operacfes de soma e produto
acima definidos constitui uma algebra ndo comutativa, denominada algebra de Clifford - Cl,
(DORAN, 2002; LASENBY, 2003).
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CAPITULO 2: MODELO COGNITIVISTA AUSUBELIANO E MAPAS
CONCEITUAIS

2.1 Aprendizagem Significativa

David Ausubel propds em meados de 1960 a sua Teoria da aprendizagem
significativa, no qual procura explicar os mecanismos internos que ocorrem na mente humana
com relacdo ao aprendizado e & estruturacdo do conhecimento. Ausubel na sua teoria
concentrou-se numa questdo que nenhum pesquisador até aquele momento tinha se
preocupado que era a aprendizagem que ocorria na sala de aula. Ausubel acreditava na
aprendizagem por retencdo, no qual valorizava a aula do tipo expositiva que € de grande
importancia para o cotidiano académico. Este foi o0 grande foco da sua pesquisa.

Neste sentido, o maior legado deixado por Ausubel é justamente o de técnicas e
reflexdes acerca da aula do tipo “tradicional”, o enfoque, o cuidado e o trabalho de ideais que
um professor deveria ter neste contexto, no sentido de propiciar o melhor aprendizado
possivel para seus alunos. Uma de suas contribuicdes foi a distin¢do das diferencas entre a
aprendizagem significativa e aprendizagem mecanica. Em sua teoria existem trés requisitos
basicos para que ocorra uma aprendizagem significativa por parte do aluno: a oferta de um
novo conhecimento estruturado de maneira logica; a existéncia de conhecimentos na estrutura
cognitiva que possibilite a sua conexdo com o novo conhecimento; a atitude explicita de
apreender e conectar o seu conhecimento com aquela que pretende absorver.

Segundo Ausubel, os principais conceitos relativos a aprendizagem se articulam

esquematicamente da seguinte forma:
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Estrutura cognitiva

Eampliada pela

Aprendizagem

| Que pode ser

Significativa

| Dada por

Figura 23: Representacdo do mapa conceitual sobre aprendizagem

A estrutura cognitiva para Ausubel, é o contetdo total e organizado de idéias de um
dado individuo; ou, no contexto da aprendizagem de certos assuntos, refere-se ao contetdo e
organizacgdo de suas idéias naquela area particular de conhecimento. Ou seja, a énfase que se
da € na aquisicdo, armazenamento e organizacdo das idéias no cérebro do individuo. Com
isso, pode-se perceber que para Ausubel a estrutura cognitiva de cada individuo é
extremamente organizada e hierarquizada, no sentido que as varias idéias se encadeiam de
acordo com a relacdo que se estabelece entre elas. Além disso, é nesta estrutura que se
ancoram e se reordenam novos conceitos e idéias que o individuo vai progressivamente
internalizando, isto é, aprendendo.

Para David Ausubel, a aprendizagem consiste na modificacdo da estrutura cognitiva,
através da incorporacédo de novas idéias a ela. Dependendo do tipo de relacdo que se tem entre
as idéias ja existentes “conhecimentos prévios” nesta estrutura e as novas que se estdo
internalizando, pode ocorrer um aprendizado que varia do mecanico ao significativo.

Com isso, a aprendizagem significativa tem lugar quando as novas idéias vao se
relacionando de forma ndo-arbitréria e substantiva com as idéias ja existentes. Por “ndo-
arbitrariedade entende-se que existe uma relacdo légica e explicita entre a nova idéia e

alguma(s) outra(s) ja existente(s) na estrutura cognitiva do individuo. Assim, por exemplo,
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entender o conceito de velocidade sé sera de fato significativo para o individuo, se de alguma
forma houver uma clara relagédo entre este, e 0 conceito de espaco e tempo.

Além de ndo ser arbitraria a aprendizagem, para ser significativa precisa ser também
substantiva, ou seja, uma vez aprendido determinado conteldo desta forma, o individuo
conseguird explica-lo com as suas proprias palavras. Assim, um mesmo conceito pode ser
expresso em linguagem sindnima e transmitir o mesmo significado.

Como exemplo, quando o aluno aprende significativamente que o conceito de
velocidade é diferente do conceito de aceleracdo. Pois a velocidade é a variacdo do vetor
posicdo de uma particula com relacéo ao tempo, e a aceleracao a variacdo do vetor velocidade
da particula com relacdo ao tempo. Portanto, ele devera ser capaz de expressar isso de
diversas formas, como: “A velocidade ¢ a rapidez com que o vetor posicdo varia € que a
aceleracdo é a rapidez com que o vetor velocidade varia”; “um corpo pode ter velocidade
mesmo que ndo tenha aceleracdo, ou que um corpo pode estar muito acelerado e com pouca
velocidade” ou que pode ter muita velocidade e pouca aceleragdo. De forma substantiva ele
aprendeu o conceito de vetor e sua aplicacdo nos conceitos de espaco e tempo. A
“substantividade” do aprendizado significa, entdo, que o aluno apreendeu o sentido, o
significado daquilo que se ensinou, de modo que pode expressar este significado com as mais
diversas palavras e sentidos.

Para Ausubel, o objetivo maior do ensino académico € que todas as idéias sejam
aprendidas de forma significativa. 1sso porque € somente deste jeito que estas novas idéias
serdo “armazenadas” por bastante tempo e de maneira estavel. Além disso, a aprendizagem
significativa permite ao aluno o uso do novo conceito de forma inédita, independentemente do
contexto em que este contetdo foi primeiramente aprendido.

Como podemos observar, ndo podemos falar da aprendizagem significativa sem
comentar a mecanica, pois € o extremo oposto e que esta muito presente em nossas escolas.
Neste caso, as novas idéias ndo se relacionam de forma légica e clara com nenhuma idéia ja
existente na estrutura cognitiva do sujeito, sdo simplesmente “decoradas”. Desta maneira, elas
sdo armazenadas de forma arbitraria, o que ndo garante flexibilidade no seu uso, nem
longevidade. Como consequéncia, ndo ocorre a flexibilidade (o aprendizado ndo ¢é
substantivo), o individuo ndo é capaz de expressar 0 novo contetido com linguagem diferente
daquela com que este material foi primeiramente aprendido. De fato, ele ndo aprendeu o
significado, o sentido do novo material, mas simplesmente decorou a seqiéncia de palavras
que o definia. Por conta disso, ele sera incapaz de utilizar este conhecimento em contexto

diferente daquele no qual fora primeiramente apresentado a estes conceitos e idéias.
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De acordo com a teoria cognitivista de David. Ausubel a Aprendizagem Significativa

pode ser efetivada por dois processos:

| - Por descoberta

Na Descoberta o aprendiz de forma solitaria efetiva o processo de aprendizagem,
descobrindo alguma relagdo, mecanismos ou lei como pode acontecer na sua atividade diéria
de tarefas escolares. A descoberta torna-se significativa se a nova informagéo interagir de

forma coesa com as idéias importantes “ja existentes” presentes na estrutura cognitiva dele.

Il — Por Recepgéo

Na Recepcéo o aprendiz recebe a informacgédo previamente preparada com potencial
significativo pelo professor, como exemplo, uma aula expositiva bem estruturada, e neste
processo o aluno atuar no sentido de relacionar as informacgdes a sua estrutura cognitiva.

Contudo, é importante ratificar que, apesar de Ausubel em sua teoria de aprendizagem
ter enfatizado a soberania da aprendizagem significativa, ele compreendia que no processo de
ensino-aprendizagem existem circunstancias em que a aprendizagem mecéanica era inevitavel.
No ensino de Historia das ciéncias, por exemplo, conhecer e entender 0s eventos que se
sucederam no surgimento e desenvolvimento da mecénica classica requer, muitas vezes, que

se saibam os nomes dos principais filosofos e as diversas datas.

2.1.1 Fatores substantivos da facilitacdo pedagogica

Séo fatores que facilitam a acdo pedagogica, esta relacionada com sele¢do dos temas
mais relevantes que sdo trabalhados com os alunos. Com isso, € importante selecionar as
idéias béasicas para ndo sobrecarregar o aluno de informacdes desnecessarias, dificultando a
aquisicdo de uma estrutura cognitiva adequada. (MOREIRA e MASINI, 2001).

Ausubel acredita que a aprendizagem por subordinacdo é mais facil para o ser humano
do que a por superordenacdo. Ou seja, ele acredita que 0s conceitos devem ser sempre
estudados a partir de idéias mais gerais para as mais especificas. Por conseguinte, 0 que se
propde € que se ofereca ao aluno preferencialmente os conceitos ditos mais inclusivos, ou
seja, 0s conceitos mais amplos, nos quais 0s conceitos mais restritos, quando forem

trabalhados, poderdo se ligar de maneira subordinada. Quando a aprendizagem se da por
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subordinacgdo 0s conceitos ancoras necessarios para propiciar a aprendizagem significativa séo
denominados de subsuncores.

Neste sentido, quando da selecdo dos aspectos mais relevantes de um determinado
contetdo, devem ser privilegiados os conceitos ou idéias mais gerais, que poderdo servir
como ancora para futuras aprendizagens. Se for feito de outra forma, optando-se por conceitos
mais especificos, pode acontecer que eles ndo sejam potencialmente significativos para os
alunos, uma vez que estariam faltando idéias de esteio mais relevantes, que estdo justamente
associadas com os conceitos mais amplos ou inclusivos.

Como principios programaticos para o seqlienciamento do conteldo de ensino,

Ausubel propde a diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integrativa.

Diferenciacéo Progressiva

A diferenciacdo progressiva corresponde exatamente ao principio segundo o qual as
idéias mais gerais e inclusivas sdo apresentadas antes, criando as condigdes necessarias para a
posterior diferenciacdo das mesmas, conformando uma tendéncia natural da consciéncia
humana quando exposta a um campo de conhecimento inteiramente novo. Isso Ausubel

justifica através de dois motivos:

e E mais fécil para o ser humano compreender os aspectos diferenciados de um todo [mais
inclusivo] previamente aprendido, do que formular o todo mais inclusivo a partir das suas
partes diferenciadas previamente aprendidas. Ou seja, generalizar a partir de conceitos
mais especificos é mais dificil do que aprender conceitos particulares a partir de um mais

geral.

e Este tipo de hierarquia € a que acontece na mente de cada pessoa: as idéias mais gerais ou
mais inclusivas ocupam o topo da estrutura cognitiva, e tém subordinadas a si, idéias

progressivamente mais especificas, ou seja, menos inclusivas.
Reconciliacdo Integrativa
J& a reconciliagdo integrativa, trata-se do modo como Ausubel também descreve as

relacbes buscando apontar similaridades e diferengas entre idéias, com vistas a contornar

discrepancias reais ou imaginarias (MOREIRA e MASINI, 2001). Ou seja, gradualmente os
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conceitos vao se especializando e, concomitantemente, estabelecendo relagdes que produzem
significados que configura uma situacdo tipica de aprendizagem significativa. Assim, a
reconciliacdo integrativa consiste, basicamente, no delineamento explicito das relacbes entre
idéias, de assinalar semelhancas e diferencas relevantes entre as mesmas, e de reconciliar
inconsisténcias reais ou aparentes.

No trabalho pedagdgico, a reconciliacdo integrativa deve acontecer em dois contextos:
na preparacdo do material instrucional, e no relacionamento das idéias nele contidas com a
estrutura cognitiva do aluno. Na preparacdo e no uso do material instrucional, alguns cuidados

devem ser tomados como, por exemplo:

e Evitar uso de palavras distintas para representar 0os conceitos equivalentes, pois
podem gerar confusdo no aluno, motivando-o a aprender de forma mecanica.
Usando o caso da propria teoria ausubeliana, se 0s termos subsuncor, idéia ancora,
ideia de esteio, idéia relevante, idéia mais inclusiva, idéia mais geral e idéia mais
ampla ndo forem devidamente esclarecidos, pode-se acreditar que se referem a
conceitos distintos quando na verdade, sdo sindbnimos.

e Na apresentacdo dos varios topicos constitutivos de um mesmo material, se deve
explicitar eventuais relagdes existentes entre eles, visto que parte da aprendizagem
sO sera de fato conseguida caso estas relacdes sejam percebidas.

e Evidenciar as diferencas existentes entre conceitos aparentemente semelhantes, a

fim de que eles ndo sejam retidos como se fossem idénticos.

Ja, no que diz respeito ao relacionamento das novas idéias apresentadas e aquelas ja

existentes na estrutura cognitiva do aprendiz, alguns cuidados seriam:

e Evidenciar eventuais diferencas entre as idéias ja estabelecidas e aquelas que se esta
aprendendo, a fim de que, caso haja alguma analogia entre elas, isso ndo leve os
alunos a reduzirem uma a outra ou a confundirem ambas.

e Esclarecer eventuais contradi¢es (aparentes ou reais) entre 0s conceitos que estdo
sendo aprendidos e agueles que ja se sabe. Caso isso ndo seja feito, pode acontecer
de o aluno recusar o0 novo aprendizado, ou de reté-lo como algo isolado do anterior.
Assim, pode-se recusar o principio da diferenciacdo progressiva por se alegar

(corretamente) que € impraticAvel apresentar o conceito mais abrangente de
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poligonos antes do conceito menos abrangente de triangulo. No entanto, se este
principio for analisado dentro do conjunto limitado dos conceitos relativos a uma
disciplina a eventual contradicdo desaparece.

Organizadores Prévios

Uma vez feita a selecdo, o seqlienciamento e a preparacdo dos conteldos mais
pertinentes do curso; avaliando posse, clareza e estabilidade das necessarias idéias de esteio
para se trabalhar significativamente este novo material, Ausubel propde uma fase seguinte,
que seria a da preparacdo dos organizadores prévios, em funcdo destes trés fatores
mencionados. Segundo Ausubel, organizadores prévios sao materiais introdutérios destinados
a facilitar a aprendizagem de topicos especificos ou conjunto de idéias consistentemente
relacionadas entre si.

A finalidade de um organizador prévio € prover idéias de esteio, ou evidencia-las na
estrutura cognitiva do aluno, de modo a potencializar ao estudante uma aprendizagem
significativa. Portanto, ele ndo deve ser confundido com introdugdo ou resumo, uma vez que
sua funcdo ndo é de fornecer apenas uma visdo geral sobre o que se vai estudar, ou apontar 0s
pontos principais do conteldo em questdo, mas de potencializar a criacdo de relagcbes nao-
arbitrarias e substantivas entre os novos conceitos e as idéias que Ihes servirdo de ancora na
estrutura cognitiva do aluno através da “inser¢do”, ou da explicitacdo destas idéias.

A vantagem do organizador prévio é permitir ao aluno o aproveitamento das

caracteristicas de um subsuncor, ou seja:

a) ldentificar o conteddo relevante na estrutura cognitiva e explicar a relevancia
deste contetdo para a aprendizagem do novo material;

b) Dar uma visdo geral do material em um nivel mais alto de abstracdo, salientando
as relacGes importantes;

c) Prover elementos organizacionais inclusivos, que levem em consideracdo de
forma mais eficiente e ponham em melhor destaque o conteddo especifico do
novo material (MOREIRA e MASINI, 2001).
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2.2 Mapas Conceituais

Os mapas conceituais representam a organizacdo e representacdo do conhecimento.
Por exemplo, para organizar os materiais didaticos pode-se representa-los em graficos que
visam expressar a relacdo entre palavras que formam um determinado conceito ou as relacdes
entre conceitos que compdem significados. Estes diagramas constituem uma técnica
desenvolvida por Joseph Novak e seus colaboradores, a partir de 1972 na Universidade
Cornell nos Estados Unidos e que se amoldam substancialmente a teoria da aprendizagem
significativa de David Ausubel, que, inclusive prefaciando a edicdo mais recente de sua obra,
faz referéncia a esse ”mapeamento cognitivo” como um esforgo sem precedentes da parte do
seu idealizador (MOREIRA; MASINI, 2001).

Do ponto de vista de sua estruturacdo, 0S mapas conceituais apresentam-se bastante
flexiveis, mas embora Moreira reitere a inexisténcia de regras fixas para delinea-los, descreve
também alguns aspectos que devem ser observados na elaboragdo dos mesmos. O primeiro
deles aponta no sentido de que geralmente tais mapas apresentam uma estrutura hierarquica,
na qual os conceitos sdo organizados a partir dos mais amplos, colocados na parte superior,
passando pelos intermediarios, até chegar aos mais especificos situados na parte inferior. Essa
formatacdo, bem longe de representar relacbes de poder ou de atribuicbes comuns aos
organogramas e fluxogramas usuais, sugere na teoria ausubeliana, a inequivoca observancia
aos principios da diferenciacdo progressiva e da reconciliacdo integrativa. Na teoria
ausubeliana, a construcdo do conhecimento corresponde a uma atividade cognitiva composta
por etapas organizadas de maneira seqlencial e hierarquica, interrelacionando-se desde a
apreensdo da nova informacéo até sua sistematizacao cerebral.

A fundamentacdo tedrica que permeia a constituicdo de um mapa conceitual, por
inferéncia, leva a que os critérios concernentes ao grau de generalidade e exclusividade que
identifiquem as circunstancias as quais 0 mesmo se destina. Isto significa dizer que,
dependendo de sua abrangéncia ou especificidade, os mapas conceituais podem ser aplicaveis
especificamente ao contetdo de uma aula, ao planejamento de um curso de curto prazo, bem
como a uma acdo mais ousada, em termos de desenvolvimento de um programa educacional
mais complexo (NOVAK, 2000).

Contudo, a principal propriedade de um mapa conceitual esta na possibilidade que o
individuo tem de exteriorizar seus conhecimentos ao construir o proprio mapa, com isso
compatibilizando a formacdo de uma sequéncia logica de conceitos subsuncores e de

ordenacdo das novas idéias do material didatico capazes de direcionar significativamente a
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aprendizagem. A pragmatica dos mapas de conceitos converte-os em instrumentos
indispensaveis para: 1) identificar a estrutura de significados no contexto da matéria de
ensino; 2) identificar os subsungores necessarios para a aprendizagem significativa da matéria
de ensino; 3) identificar os subsuncores preexistentes na estrutura cognitiva do aprendiz; 4)
organizar sequencialmente o conteudo e selecionar materiais curriculares usando as idéias de
diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integrativa como principios programaticos; 5)
ensinar usando organizadores prévios, na intencdo de criar pontes entre os significados que o
aprendiz tem e aqueles que precisa ter para aprender significativamente a matéria de ensino;
bem como para o estabelecimento de relages explicitas entre 0 novo conhecimento e aquele
ja existente e adequado para dar significados aos novos materiais de aprendizagem
(MOREIRA; MASINI, 2001).
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CAPITULO 3: CONCEITOS CINEMATICOS EM MECANICA
NEWTONIANA

3.1 A Relatividade do Movimento

Quando vocé estd sentado na cadeira de um 6nibus indo em direcdo a sua escola e
visualiza as casas, as arvores e 0s postes da rede elétrica, vocé tem plena conviccdo de que
esta se movimentando com o Onibus, e que as casas, as arvores e 0s postes da rede elétrica
estdo parados. Isto acontece porque os seus ‘“sentidos” estdo preparados para perceber o
movimento a partir do ambiente de onde vocé vem tendo suas experiéncias de observacéo
desde crianca, ou seja, a superficie terrestre, existindo uma tendéncia natural de tomar como
referéncia para o movimento elementos que se encontram fixos nesta superficie. Vocé é
levado a crer que tudo que esta fixo nesta superficie esté parado e tudo que muda de posicéo
estd em movimento. Mesmo estando dentro do Onibus que esta mudando sua posi¢do na
superficie terrestre, devido ao contato visual com o que esta fora, vocé toma como referéncia
de observagao o que seus sentidos estabelecem como “parados”, Ou Seja, arvores, casas €
postes concluindo assim que vocé estd parado e o dnibus é que esta em movimento. Mas o
que de fato esta parado ou em movimento?

Imagine agora outra experiéncia em que VOCé esta neste mesmo Onibus, parado numa
estacdo, e observa 0s objetos fixos no interior deste, como cadeiras, lampadas no teto,
motorista, passageiro, cobrador; a sua convicgao ¢ de que o Onibus estd em “Repouso”. Se o
mesmo comecar a se afastar da estacdo lentamente e em linha reta, ou seja, sem variacao
brusca de movimento, e vocé observando apenas o interior do dnibus, dira que nada se
modifica, tudo ali permanece da mesma forma, e vocé continua com a convic¢do de que o
Onibus esta em “Repouso”. Entretanto se vocé fixar o olhar pela janela e observar a estacdo se
afastando, tera plenas convicgdes de que o Onibus estd em “Movimento”. Assim, podemos
concluir que as diferentes experiéncias observacionais do fenbmeno do movimento estdo

relacionadas ao fato deste ser intrinsecamente relativo (GALILEU, 1988).
3.2 Espaco, Posicdo e Deslocamento
Intuitivamente a percepcdo do movimento nos induz a nocdo de dimensdo do espaco

fisico intuitivo no qual temos nossas experiéncias diarias. Este espago pode ser caracterizado

com as noc¢Oes de altura, largura e profundidade que sdo as dimensdes relativas as mudancas
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de posicdo de um objeto em movimento. Dessa forma, podemos tragar trés eixos coordenados,

tendo como ponto privilegiado, a origem dos eixos no observador, conforme a Figura 24.

altura

observador }
o) - largura

profundidade

Figura 24: Representagdo geométrica do espaco fisico intuitivo com a origem dos eixos no observador

Os eixos representantes da largura, altura e profundidade denotaremos por x, y e z,
com o observador situado no ponto de coordenada (0,0,0).

Para localizar um objeto neste espaco, podemos usar a estrutura dos vetores visto no
capitulo 2 desta pesquisa, logo o ponto O é um ponto privilegiado do espaco, e qualquer vetor
nos VV* pode ser representado como combinacdo de vetores sobre os eixo X, y e z e tendo
origem no ponto O.

Nesta pesquisa faremos uma descricdo dos aspectos importantes da cinematica sem a
necessidade de uma descricdo do movimento em trés dimensdes. A partir de agora, vamos
descrever o movimento em duas dimensGes. Tomando como ponto de partida a coordenada
(0,0) e o objeto “P” localizado no plano xy de coordenada (Xpi, Ypi), O Vetor com origem em
(0,0) e extremidade em (Xpi, Ypi) € 0 vetor ligado que representa a posi¢do do objeto. Uma vez

localizado o objeto P neste espaco que chamaremos de V2, podemos escrever as coordenadas
do vetor ligado como OT3=(XPi —-0,Y,—-0,) . A classe de equivaléncia desse vetor ligado

sera representada por P e chamaremos de vetor posi¢éo no inicio da observagdo, ou seja, 0

vetor livre que representa a posi¢do inicial do objeto, que é mostrado conforme a Figura 25.
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Yp

®

observador %

O Xp,

Figura 25: Representacdo geométrica do vetor posicéo inicial P, .

Se 0 objeto muda a posicdo em relacdo ao observador, esta nova posicdo sera

representada pelo vetor posicdo final de coordenadas E{z(xpf -0, Y, —0,) conforme a

Figura 26.
y
P,
Yps
E
Yri|-- @
observador g
, X
O Xpi xpf

Figura 26: Representacdo geométrica dos vetores posicdes inicial P, e final P; .

A variacdo da posicdo € dada pela diferenca entre as posicoes 5{ e 5, assim,

—

Pi —P =(Xpr = Xpi, Yor = Ypi)- (51)
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Esta variacdo € por defini¢do, o deslocamento do objeto, e chamaremos de

—

AP=P; -P. (52)

Da equacéo 52, podemos ver que

|

o!
I
+
B
0

(53).

A Figura 27 mostra a obtencdo geométrica do vetor deslocamento AP usando a regra
do paralelogramo, visto no capitulo 2,

y
Yps
AP/
Ypi —i
i = . Pf
P/
observador }5 : |
v X
O: Xpi Xpf

Figura 27: Representagdo geométrica do vetor deslocamento AP da particula.

O vetor deslocamento do objeto tem origem na posicdo inicial e extremidade na
posicao final, ou seja, origem no ponto de partida e extremidade no ponto de destino.
Ao longo do movimento, a juncio das posicBes sucessivas do objeto P, P, P~ ... em

relacdo ao observador, é chamado de trajetoria, e esta representada na figura 28.
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Yt

Ypi

observador % ]/ ;
O. Xpi Xpf

Figura 28: Representacdo da trajetoria da particula.

3.3 Instante de tempo e Intervalo de Tempo

A sucessdo de posicOes ocupadas por uma particula segue uma ordenacdo natural de

eventos, e o transcorrer dessa ordenacdo chamaremos de tempo. Podemos associar cada

posicdo ocupada a um instante de tempo representado por t, dessa forma para P teremos

s
H

associado um valor t’, para P, t”, P, " e assim sucessivamente. Os instantes t', t" t"...

podem ser modelados matematicamente pelo conjunto dos nimeros reais, ja& que 0 mesmo
satisfaz uma relacdo de ordem. A diferenca entre um instante e outro sucessor a ele, é

definido como intervalo de tempo, denotado por
At=t —t (54)
3.4 Velocidade Linear e Angular

A velocidade é compreendida como uma taxa de variacdo de uma grandeza fisica no

tempo. Podemos associar ao movimento de uma particula num plano, duas velocidades:

I) Velocidade Linear

A velocidade com que uma particula muda sua posicao ao longo de uma linha e dada

pela taxa de variagdo da posicdo de uma particula AP em relagdo ao referencial no intervalo
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de tempo At. Para esta variacdo da posi¢do, quanto maior for o intervalo de tempo menor seré
a velocidade linear com que a particula muda sua posicao, dessa forma podemos concluir que
a velocidade linear é inversamente proporcional ao intervalo de tempo. Podemos modelar

matematicamente esta velocidade pela seguinte equagéo:
V=—n-—. (55)

A velocidade linear é a grandeza fundamental que representa 0 movimento relativo, ou
seja, depende do referencial. Dessa forma, se a velocidade for ndo-nula a particula se encontra
em movimento, e se for nula em repouso relativo.

A modelacdo matematica da velocidade linear é verificada pelo produto de um escalar

por um vetor como visto no capitulo 1.3, ou seja, o produto de um vetor AP por um néimero
1
( N ).

v =(i).Aﬁ (56)

Como o intervalo de tempo é dado pela diferenca entre o instante de observacao
posterior e 0 instante anterior a ele, temos que At >0, ou Seja, um escalar positivo. Assim

usando as propriedades do produto por escalar, podemos concluir que o vetor velocidade

linear tem sempre a mesma orientacdo do vetor deslocamento AP . Conforme a Figura 29

Yt -
Vv,
AP
Yri e
Le /b
F
observador }, z, 2
: . X
Xpi Xpf

Figura 29: Representagdo da velocidade V da particula.
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Fazendo uma analise de dois instantes infinitamente préximos podemos ver que o
vetor velocidade linear € tangente a curva que representa a trajetdria da particula (ALONSO;
FINN, 1972), ver figura 30.

=l

Yei V
Ypi — 1

)
i,

observador 2\5

© Xpi Xpt

Figura 30: Representagdo da velocidade V no instante de observacéo.

Dessa forma, podemos dizer que a velocidade linear da particula no instante de
qualquer observacéo € tangencial.

A Figura 31 representa a velocidade linear da particula em trés instantes diferentes,

observador 2\9

o x(t)

Figura 31: Representagdo da velocidade V em trés instantes de observagéo

1) Velocidade angular

Para uma particula em movimento num plano podemos relacionar a direcdo do seu
vetor posicdo a um angulo de referéncia @. Este angulo tem a liberdade de “crescer” no
sentido horario ou anti-horério. Quando uma particula varia o seu vetor posi¢cdo, este pode
sofrer uma mudanca de dire¢do, para esta mudanca de direcdo associamos uma variagdo do

angulo A@ conforme a Figura 32.
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observador \

Figura 32: Representacdo da variacdo angular A@ .

A taxa da variagdo angular A@ no tempo é chamada de velocidade angular, ou seja, a
velocidade angular mostra a rapidez com que o angulo @, e conseqiientemente a direcdo da
posicdo de uma particula se dd& (ALONSO e FINN, 1972). Denotaremos a velocidade angular
por @ .

A velocidade » dada pela a razéo:

AO
=— 57
w " (57)

que ¢ a taxa de variacdo do angulo no tempo.

Vamos mostrar que a velocidade angular poder ser representada por um vetor

denotada por &. A Figura 33 mostra uma particula se movimentando num plano 3 com

velocidade linear V. E facil ver que o angulo central 6 e a localizagdo da particula na

trajetoria estdo ligados pelo vetor posicdo p . Durante o0 movimento, tanto o angulo quanto a
posicao estdo variando no tempo simultaneamente, assim podemos dizer que tanto a rapidez
com que o angulo varia, ou seja, a velocidade angular & quanto a rapidez com que a posicao

varia, ou seja, a velocidade linear v, estdo intimamente ligadas pelo vetor posicdo p .
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124

Figura 33: Representacdo do movimento de uma particula no plano g com o vetor posi¢do relacionado ao
angulo.

Sabemos que vetor velocidade vV tem duas componentes, uma paralela e outra
perpendicular ao vetor posi¢do. A componente paralela ndo faz rotacdo com a origem, pois €
um puramente linear, dessa forma, a componente perpendicular é que faz a tarefa da rotacéo
do vetor posicdo (ALONSO e FINN, 1972). As componentes do vetor velocidade estio

representadas na Figura 34.

vy -
T Vy

2

Figura 34: Representagdo das componentes da velocidade da particula em movimento no plano g.

Na Figura 35, veja que a magnitude do produto vetorial pxV representa a area do

palalerogramo cujos dois s&o o0s vetores p e V.

Figura 35: Representacio da area dada como magnitude do produto vetorial P xV
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dividindo esta area pela magnitude de p temos a altura deste paralelogramo. Esta altura é

igual a magnitude da componente vV, que sera denotada por:

(58)

Como a velocidade angular & estd intimamente ligada a velocidade v, pelo vetor

posicdo p . Podemos representa-la em magnitude como a seguinte razdo:

N
|a)|=%. (59)

Relacionando as equac6es (58) e (59) temos que:

|f)><\7
I

| = (60)

Veja que, a diregdo e o sentido do vetor @ depende da direcdo e o sentido do produto vetorial

p x Vv, dessa forma podemos escrever a velocidade angular como:
pxV

12 '

I

A Figura 36, mostra a representacdo geométrica do vetor

o=

(61)

B

Figura 36: Representacdo geométrica do vetor velocidade angular @ da particula em movimento no plano

Concluimos que a velocidade angular ¢ modelada matematicamente por um vetor que

representa o processo de mudanca de orientagdo da posicdo de uma particula que ocorre em


http://pt.wikipedia.org/wiki/Altura_(medida)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Vetor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Orienta%C3%A7%C3%A3o
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um instante de tempo. A Figura 37 mostra a representacdo desse vetor para uma particula se

movimentando no num plano B, com @ crescendo no sentido anti-horéario:

a") R

¥ Y

~ I*

p

Figura 37: Representagio geométrica do vetor velocidade angular ¢ da particula em movimento anti-horario no plano

e a Figura 38 o vetor velocidade angular » de uma particula se movimentando no num plano

B, com @ crescendo no sentido horario:

(%)
Ji]

@

Figura 38: Representacdo geométrica do vetor velocidade angular ¢ da particula em movimento horario no
plano .

3.5 Aceleracdo Linear e Angular de uma Particula

A aceleracdo de uma particula é compreendida como a taxa de variacdo da sua
velocidade no tempo. Podemos entender a aceleracdo como sendo a variagdo da “variagdo da
posicao de uma particula no tempo”. Dessa forma, se uma particula estiver acelerada, ou seja,
variando a sua velocidade, o vetor velocidade pode sofrer mudangas de magnitude e de
orientagdo (NUSSENZVEIG, 1981). A Figura 39 ilustra estas mudancas.
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)

Figura 39: Representagdo do vetor velocidade em dois instantes de tempo

Quanto menor o intervalo de tempo observado na variacdo da velocidade, maior sera a
sua aceleracdo. Com isto, podemos concluir que a aceleracé@o é inversamente proporcional ao
intervalo de tempo. Podemos modelar matematicamente a aceleracéo por:

AV

a=" (62)

denotamos a variacdo da velocidade por AV =V -V, 6 e o intervalo de tempo gasto nesta
variacao por At =t"-t.

Analisando a modelagem matematica da aceleracdo, concluimos que esta é um

produto por escalar, entdo temos:

- (1)
a —[ N j.Av (63)

1),
onde [Ej € o0 termo escalar, e AV o vetor.

Dessa forma, o vetor aceleracdo tem a mesma orientacdo do vetor variacdo de
velocidade AV =V -V .

Algebricamente € facil ver que:

<i
Il
>
<
+
<i

(64)
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A Figura 40 mostra a aceleracdo encontrada pela regra do paralelogramo, conforme

visto no capitulo 1.

ye e 1

observador FV,

(0]

Figura 40: Representagdo do vetor aceleracdo encontrado pela regra do paralelogramo

O vetor aceleragdo a tem sua orientagdo apontada para a concavidade da trajetoria.

Aceleracéo angular
A taxa de variacdo da velocidade angular @ no tempo chamamos de aceleragédo
angular, ou seja, a aceleracdo angular mostra a rapidez com que muda a velocidade angular de
uma particula em movimento (NUSSENZVEIG, 1981). Denotaremos a aceleracdo angular
por ¢ pelarazéo:
Ad

como € visto na equacdo 65, a aceleracdo « tem sua modelagdo matemética dada por um

produto por escalar, representada da seguinte forma:

O
a= (A—tjAa) : (66)

Dessa forma, o vetor aceleragdo angular & tem a mesma orientacdo do vetor variagdo de
velocidade angular A@. Assim, quando o modulo da velocidade angular @ estiver
aumentando com o tempo, o sentido da aceleragdo angular « sera o0 mesmo da velocidade

angular @ (ALONSO e FINN, 1972). Conforme € mostrado nas Figuras 41
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i,
| v, Y
@ B T
| / N
S Py
'8 X
| @, |} & |

Figura 41: Representacdo do vetor aceleracdo angular ¢ para uma particula em movimento no sentido anti-
horéario e com velocidade angular @ aumentando em magnitude

e sera contrario ao vetor velocidade angular @, quando & estive diminuindo seu médulo no

decorrer do tempo conforme mostra a Figura 42.

[@, (|6 |

Figura 42: Representagdo do vetor aceleracdo angular ¢ para uma particula em movimento no sentido horério e
com velocidade angular @ diminuindo em magnitude

Com isto concluimos 0s conceitos basicos da cinematica Newtoniana para uma

particula em movimento num plano.
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CAPITULO 4: CONCEBENDO ERGONOMIAS COGNITIVAS PARA O
ENSINO DA CINEMATICA EM MECANICA NEWTONIANA

Fizemos uma abordagem dos aspectos histéricos de como as idéias sobre o calculo
geométrico foram surgindo até o desenvolvimento da algebra Clifford. Vimos que um vetor é
uma “espécie” de nimero com propriedades bastante interessantes para tratamento algébrico
de objetos geométricos. A partir disso foi feita uma apresentacdo formal das suas
propriedades e operagOes tais como: a soma, 0 produto por escalar e o produto de Clifford.
Definimos os elementos orientados num plano, tais como: O-vetor, 1-vetor, 2-vetor e 0
multivetor. Com estes elementos desenvolvemos uma algebra de Clifford num plano a qual
chamamos de Cl,.

Abordamos os conceitos fundamentais da teoria cognitivista Ausubeliana tais como:
estrutura cognitiva do aprendiz, aprendizagem mecanica e aprendizagens significativas por
recepcgdo e por descoberta. Exploramos os fatores substantivos da facilitacdo pedagogica tais
como: diferenciacdo progressiva, reconciliagdo integrativa e organizadores previos. Estes
fatores se mostram como notaveis norteadores para a constru¢cdo dos mapas conceituais
desenvolvidos por Novak.

Fizemos uma explanacdo formal dos conceitos cinematicos em mecéanica Newtoniana
tais como: relatividade do movimento, posicdo, deslocamento, tempo, velocidade linear e
angular bem como suas aceleracdes. Mostramos com isso, 0S aspectos importantes na
descricdo do movimento de corpos no espaco fisico intuitivo em duas dimensdes.

E de fundamental importancia neste trabalho desenvolver elementos didéticos que
melhorem a aprendizagem relacionada aos conceitos basicos da cinematica. Dessa forma, ha
uma necessidade de criar estratégias que otimizem elementos como: a percepcéo, a atencao, o
armazenamento e recuperacdo de memoria. Neste sentido, a ergonomia cognitiva se mostra
como area de grande relevancia no que diz respeito ao processamento da informacéo por
parte dos educandos.

Conceber uma ergonomia cognitiva, no sentido de se elaborar um material com
potencial significativo, ou seja, que traga consigo uma organizacao dos conceitos cinematicos
de forma hieraquizada, bem como modelados com um aparato matematico de facil aritculagéo
com a Fisica, se faz necessario para um bom resultado no que diz respeito a aprendizagem

significativa.
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4.1 Mapa Conceitual: hierarquizando conceitos cinematicos

De acordo com o que foi exposto acima, desenvolvemos um mapa conceitual de
Novak, ilustrado na Figura 43 que servird de orientador didatico para construcdo de um
material instrucional (o produto) contendo os elementos cinematicos modelados com a
algebra de Clifford. Este mapa segue os principios Ausubelianos para uma aprendizagem

significativa dos conceitos abordados.

Algébra de Clifford no
plano

contem

Constituido por

Parmite representar
I 1-vetor 2-vetor
Parmite represantar
PosigD

cuja varia¢ho temporal

produte de Grassman gera

Velocidade
angular

velocidade
linear

compdem

velocidade
multivetorial

cuja variagio temporal

aceleracao
multivetorial

Figura 43: Mapa conceitual norteador do material instrucional para a ergonomia cognitiva da cinematica em
mecéanica Newtoniana modelada pela algebra de Clifford
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4.1.2 Concebendo ergonomias cognitivas

A dlgebra de Clifford tem como caracteristica fundamental representar e manipular
objetos geométricos de forma algébrica. A partir disso, iremos representar os conceitos da
cinematica num plano, que sdo puramente geométricos, explorados no capitulo 3, com este
novo formalismo algébrico.

A élgebra de Clifford desenvolvida num plano bidimensional tem um elemento

chamado multivetor que é representado como:

M = 0-vetor + 1-vetor + 2-vetor (67)

O 0-vetor representa um escalar, o 1-vetor um segmento de reta orientado e o 2-vetor
uma area orientada.

Descrevendo os elementos cinematicos através dos elementos presentes na algebra de
Clifford, temos:

O TEMPO perfeitamente definido atraves de um valor numérico, ou seja, um escalar.
Nesta nova perspectiva, 0 tempo seré representado como um 0-vetor.

A POSICAO definida como um segmento de reta orientado com origem num ponto
privilegiado e extremidade no objeto em movimento, na algebra de Clifford sera representada
por um 1-vetor.

A VELOCIDADE LINEAR como vimos no capitulo 3, representa a taxa de variacao
em relacdo ao tempo (0-vetor) com que a posicdo (1-vetor) varia sua magnitude. Dessa forma,
podemos representar a velocidade linear como um 1-vetor neste novo formalismo, e serd

denotada por:

V=" (68)

Onde V é o 1-vetor velocidade linear, AP o 1-vetor variagdo de posicdo e At o O-
vetor intervalo de tempo.

A VELOCIDADE ANGULAR representa a rapidez com que a direcdo do 1-vetor
posicdo estd variando. A velocidade angular foi demonstrada no capitulo 3 desta pesquisa
através de um produto vetorial, que devido a notavel semelhanga com produto de Grassman,

um 2-vetor, podemos representa-la como tal,
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_PAV
Ik

@

(69)
No formalismo algébrico da algebra de Clifford podemos unificar as velocidades,

linear e angular, representando através de um multivetor da seguinte forma:
V=V+ow (70)

V' é chamado de velocidade multivetorial, dada pela soma de um 1-vetor velocidade
linear Vv com um 2-vetor velocidade angular @ . E o, € um fator de corre¢do dimensional
(PEZZAGLIA, 2008).

Veja que, a velocidade multivetorial representa de forma clara a velocidade de uma
particula num plano proporcionando uma visualizagdo geométrica bem mais adequada a
relacdo de mudanca de magnitude e orientacdo do vetor posicao.

A taxa de variacdo da velocidade multivetorial em relacdo ao tempo sera representada
por:

AV A€+oow. N Ao
A A & A (70)

O primeiro termo do lado direito da equacdo acima, mostra a taxa de variacdo da
velocidade linear em relagcdo ao tempo. Como a velocidade angular é dada pela equacéo 69, a
sua taxa de variacao sera:

P(t+At) AV(t++AL)  B(t) AV(E)
Ao |y B

At At

Aa _ B(t+AY) AT(t++AY| PO - B AVE) [Pt + AL
At At|p)[ | p(t+ At (71)

subtraindo e somando no numerador da equacéao (71) o termo p(t) /\\7(t)| f)(t)|2 temos,

At At

Ao P(t+AY)AT(E+AYPE) - ) AV(E
|
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[Iﬁ(t)lz P(t+At) AV(t+At) — 5(0/\\7('[)}_|i|5 (t)AV(t)|ﬁ(t+At)| —[p(t)| }
Aw At At

At P [p(t+ At (72)

Podemos escrever a equacédo (72) de acordo com a taxa de variagdo da seguinte forma,

) {Iﬁ(t)FA[j“)Af@{ﬁ(t)w(t)Mlz(:)'}
[

At (B [At-+ 0] (73)

Na equagéo 73, devemos calcular isoladamente a taxa de variagdo dada por:

A\btmb Hp Bt -+ ) Bt + A~ (0] V)
At (74)

Somando e subtraindo ao numerador da equacdo 74 o termo,

|p(t+ A p(t) (75)

Desenvolvemos a seguinte equacao:

A|I§ P(t+ At)|[p(t + At)|—| B(E)|| B(t)|- [Pt + AL)|| B(E)|+| B(t + At)] [ p()
At

_[Bt+an)| (e + A0|-[ )|+ [pe) e+ a0)-[pet)
At (76)

_ [pt+a0)-|B(o)| 4p(t+ A0)+[ B0
At

A partir da equacdo 76 podemos ver que:

b Lo 000 0

At At (77)
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Substituindo a equacdo 77, na equacdo 73 temos:

At At

) {ﬁ(t)ZAb(t)Av(q—{ﬁ(t)AV(t)[p(HAt)_p(t) %(tmt)ﬂ«@}
a) —
At B [t + At

(78)

Fazendo o intervalo de tempo A4t tdo pequeno quanto se deseja na equacdo 78, encontramos

que:

At At
At () (79)

ﬁ(t)z{Aﬁ(t)AV(tH () » M(‘)}—{ﬁa) Avm[AZf’ ¢|5(tq}

Na equacédo 79 podemos destacar alguns termos conhecidos, sao eles:

Velocidade linear

At (80)
Aceleracao linear
AV(t) _a()
At (81)
Maodulo da velocidade linear
Alp(t
APy
At (82)

p(t)| (83)
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Veja que na equacdo 83, o produto de Grassman entre as velocidades lineares vale zero,

portanto podemos reescrever a equacdo 83 da seguinte forma:

t [pof B (84)
Substituindo a equacdo 84 na equacao 70 pode-se ver que:
AV _AV p(tZAa;(t) 5 p(tZA\/g(t) V()
At At [6! |B()| (90)

onde no primeiro termo do lado direito da equacdo temos a aceleracdo linear da particula, no
segundo termo a aceleracdo angular e no terceiro e ultimo termo, temos a aceleracdo
centripeta. Estas séo as aceleracGes da particula se movendo no plano.

Utilizando a algebra de Clifford na descricdo do movimento da particula num plano,
representamos a taxa de variacdo da velocidade multivetorial em uma Unica entidade

matematica. Esta taxa de variagdo sera representada por A da seguinte forma:

A AV AT [B0ATO ,BOATO) g
At at L (R 10 o1

Este novo objeto definido pela algebra de Clifford serd& chamado de multivetor

aceleracéo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nosso objetivo neste trabalho de pesquisa foi construir um material didatico (o
produto) com os conceitos fisicos da cinematica em mecanica Newtoniana, usando um
ferramental mateméatico que possibilita uma visdo mais intuitiva das interpretagdes
geométricas, a algebra de Clifford. Vimos que os “escalares, os vetores e as areas orientadas”
estdo presentes nesta algebra como uma estrutura unificada chamada de multivetor.

A estrutura dessa algebra permite o tratamento matematico das areas da Fisica sem a
necessidade de outro ferramental matematico paralelo.

Foi notavel que na cinematica de uma particula no plano, a modelacdo com o
multivetor velocidade e multivetor aceleracdo tornou compacta e intuitiva a representacéo
algébrica das grandezas fisicas. Com este novo ferramental matematico ndo ha a necessidade
da abstracdo de elementos que ndo pertencam ao plano onde esta acontecendo o movimento,
como séo os casos das modelagdes das velocidades e aceleracfes angulares usando o produto
vetorial.

A modelacdo matematica feita neste trabalho, além de ser mais intuitiva, tem como
caracteristica fundamental a ordenacdo dos conceitos desde os mais gerais como até 0s mais
especificos. Esta ordenacdo de conceitos foi exposta no mapa conceitual de Novak, que esta
de comum acordo com a teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel. E sabido
que, um material instrucional preparado para uma aula expositiva da ciéncia Fisica, norteado
sob a luz da teoria ausubeliana tem se mostrado como grande aliado no processo de ensino-

aprendizagem conforme indicado em inimeros trabalhos publicados.
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