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RESUMO

Motivados pela escassez tanto de um ensino de Geometria orientado por problemas
mais genuinamente geométricos quanto do uso em sala de aula de construgdes geométricas
com régua e compasso, neste minicurso, destinado a professore(a)s que ensinam Matematica e
a licenciando(a)s de Matematica, nosso objetivo ¢ investigar métodos para divisao de um
circulo em partes de mesma area fazendo uso apenas de régua e compasso. As atividades
funcionardo da seguinte maneira: na primeira parte (95min), o(a)s participantes serdo
divididos em grupos para investigar quatro problemas de divisdo de um circulo em um
numero predefinido de partes com areas iguais; na segunda parte (25min), em uma abordagem
de construcdo e desconstru¢do geométricas, um algoritmo para a divisao de um circulo em um
numero qualquer de partes de mesma area serd apresentado, os grupos o executardo e, em
seguida, ele sera submetido a um escrutinio coletivo para justificativa e validacao. Ao final do
minicurso, espera-se que o(a)s participantes dominem, no minimo, construcdes geométricas

basicas com régua e compasso.

Palavras-chave: geometria euclidiana; construgdes geométricas; ensino de geometria.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento 001.
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1. INTRODUCAO

A problematica que nos motiva surge de nossa inquietacdo com a escassez tanto
de um ensino de Geometria orientado por problemas mais genuinamente geométricos
quanto do uso em sala de aula de construgdes geométricas com régua e compasso. Esta
proposta de minicurso, destina-se prioritariamente a professore(a)s que ensinam
Matematica e a licenciando(a)s de Matemadtica e tem por objetivo geral investigar
métodos para divisdo do circulo em partes de mesma area, fazendo uso apenas de régua
e compasso. Os objetivos especificos sdo os seguintes: 1) Estudar construgdes
geométricas elementares; 2) Investigar possibilidades de ensino de Geometria por meio
de problemas geométricos envolvendo processos de divisdo em partes iguais e
constru¢des elementares; 3) Abordar (im)possibilidades de constru¢do de poligonos

regulares.

Este trabalho é parte da dissertacdo de Mestrado Profissional em Matemadtica em
Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade Estadual da Paraiba (UEPB), intitulada
“Métodos para divisdo de segmentos, circunferéncias, areas e angulos em partes (quase)
iguais usando apenas régua e compasso”. Como parte do desenvolvimento dessa
pesquisa, estruturamos um primeiro minicurso, ministrado no ultimo Congresso
Universitario da UEPB. Apoés essa valiosa experiéncia, tivemos a oportunidade de
conduzir um segundo minicurso na ECI Monsenhor Manuel Vieira, direcionado aos
professores de Matematica da instituigdo. Nessa ocasido, trabalhamos algumas
construcdes geométricas fundamentais e a divisdo da circunferéncia em partes iguais,
primeiro com régua e compasso, ¢ depois com énfase na resolu¢do de problemas usando
0 GeoGebra. Essas duas experiéncias forneceram a base metodologica e tedrica para a
constru¢do desta nova proposta de minicurso, que se baseia na Metodologia de

Resolucao de Problemas de Pogorelov para o ensino de constru¢des geométricas:

1) Analise: Compreensdo do problema por meio da visualizagdo de uma
possivel solugdo; 2) Analise: Descoberta das propriedades essenciais de uma
solugdo para estabelecer uma estratégia para sua construgdo; 3) Construgdo:
Execugdo da estratégia para obtencdo da solugdo; 4) Investigacdo: Analise da
solugdo e da estratégia da construcdo, provando matematicamente que a
solugdo obtida ¢ correta, explorando possiveis restricdes ao método de
construcdo utilizado, conjecturando variagdes e generalizagdes provaveis do
problema. (Pogorelov, 1987', apud Baldin, 2004, p. 2)

' Pogorelov, A. Geometry, Mir Publishers, 1987.
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2. RECOMENDACOES CURRICULARES SOBRE O ENSINO DE

CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Em 2017 e 2018, o Ministério da Educacdo lancou a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), respectivamente, para Educacdo Infantil e Ensino Fundamental, e o
Ensino M¢édio, alterando o cendrio educacional brasileiro, detalhando “competéncias,
unidades tematicas, objetos de conhecimento e habilidades, os conhecimentos
considerados essenciais para o desenvolvimento das criangas e jovens em cada uma das
etapas e modalidades da educacdo basica” (CANS; MOSER; MORETTI, 2024, p. 16).

A BNCC esclarece como as construgdes geométricas devem ser trabalhadas no
Ensino Fundamental, na area de Matematica, incentivando a utilizacdo de instrumentos
de desenho e focalizando a teoria da Geometria em muitos pontos de seu texto.

De forma sintetizada, apresenta-se na Tabela 2.1, alguns pontos da BNCC para o
ensino fundamental que privilegiam as constru¢oes geométricas.

Tabela 2.1 — Alguns pontos da BNCC para o ensino fundamental que privilegiam as

construcdes geométricas.

Variaveis Descrigoes

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive
Competéncia 5 tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver
problemas cotidianos, sociais e de outras areas de
conhecimento, validando estratégias e resultados.

Habilidades para Construir figuras planas semelhantes em situagdes de
6° ano ampliacao e de reducao, com o uso de malhas quadriculadas,
(EFO6MAZ21) plano cartesiano ou tecnologias digitais.
Habilidades para Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares
6° ano para representacdes de retas paralelas e perpendiculares e
(EFO6MA22) constru¢do de quadrilateros, entre outros.
Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de
Habilidades para translacao, rotacdo e reflexao, usando instrumentos de
7° ano desenho ou softwares de geometria dinamica e vincular
(EFO7TMAZ21) esse estudo a representacoes planas de obras de arte,

elementos arquitetdnicos, entre outros.

Habilidades para Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las

7° ano como lugar geométrico e utiliza-las para fazer composicoes
(EFO7TMA22) artisticas e resolver problemas que envolvam objetos
equidistantes.
Habilidades para Construir triangulos, usando régua e compasso,
7° ano reconhecer a condi¢ao de existéncia do tridngulo quanto a

(EFO7TMA24) medida dos lados e verificar que a soma das medidas dos




angulos internos de um triangulo ¢ 180°.

Habilidades para Construir, utilizando instrumentos de desenho ou
8° ano softwares de geometria dindmica, mediatriz, bissetriz,
(EFOSMAL15) angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos regulares.
Habilidades para Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes
8° ano de transformagdes geométricas (translagdo, reflexdo e
(EFO8MA18) rotacdo), com o uso de instrumentos de desenho ou de
softwares de geometria dinamica.
Habilidades para Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e
9° ano aplicar esse conhecimento para desenhar objetos em
(EFOOMA17) perspectiva

Fonte: BRASIL (2017), adaptado.

As habilidades acima transcritas representam uma clara manifestacdo da
retomada do ensino das construgdes geométricas, mediante a utilizagdo “de
instrumentos manuais e digitais, vinculadas a teoria da Geometria plana, ratificando e
reconhecendo a sua importancia para a aprendizagem da Matematica”, a partir do
ensino fundamental (CANS; MOSER; MORETTI, 2024, p. 18).

Discutindo a aplicacdo das construgdes geométricas em sala de aula, a partir do que ¢

estabelecido pela BNCC, Cans; Moser e Moretti (2024, p. 4) afirmam que:

[...] as construgdes euclidianas elementares elencadas como sendo: paralelas,
perpendiculares, mediatriz, bissetriz, circulos, transporte de um angulo, o
arco capaz, divisdo de um segmento em partes iguais e o tracado das
tangentes a um circulo, devam ser ensinadas primeiramente com régua néo
graduada e compasso. Apos esse conhecimento, por praticidade e velocidade
de construgdo, pode-se usar quaisquer outros instrumentos.

A escola existe para instruir/formar o individuo para a vida e ndo tdo somente
para as coisas praticas, que facilitem sua vida. Por essa razao, a escola precisa trabalhar
com aquilo que também ¢ elementar, fazendo com que o individuo desenvolva a sua
capacidade de trabalhar, pensar e agir. Ao privilegiar a régua ndo graduada e o
compasso ao invés de fazer uso dos recursos tecnologicos, a escola esta fazendo com
que o aluno desenvolva algumas de suas multiplicas habilidades, oportunizando uma
melhor visdo sobre o uso e a aplicabilidade da geometria.

Desta forma, apds aprender as nogdes bésicas, o aluno poder ser instruido a
utilizar os recursos - inclusive, os recursos tecnologicos - na producao das construgdes
geométricas. Assim, o educando terd mais condi¢des de colocar em pratica seus
conhecimentos e fazer um melhor uso de tais constru¢cdes em seu dia a dia, seja no

trabalho na vida pessoal. Pois, com essa forma condu¢do do ensino da geometria, “o

aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender,
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descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que vive” (BRASIL, 1998, p.

51).

E importante relembrar que na educacao basica brasileira o ensino da geometria
viveu um tempo de gldria, mas isto entrou em declinio. No entanto, atualmente a
geometria encontra-se privilegiada na aprendizagem da Matematica. Na realidade, ela
possui um novo status, fruto de uma ascensdo proporcionada inicialmente pelos
Parametros Curriculares Nacionais € num contexto mais recente, pela Base Nacional

Comum Curricular.



3. DIVIDINDO O CIRCULO EM REGIOES DE MESMA AREA

Neste minicurso, em consonancia com o0s objetivos por nos almejados,
abordaremos problemas de divisdo de um circulo em n partes de mesma area, usando
apenas régua e compasso. Se quiséssemos, por exemplo, dividir um circulo em 2, 3, 4, 5
ou 6 partes de mesma area, poderiamos proceder da seguinte maneira: Se n=2, bastaria
dividir o circulo ao meio. Para n=3,4,5 e 6, bastaria dividir, usando uma régua e um
compasso, a circunferéncia desse circulo no mesmo numero n de arcos congruentes e
depois unir os vértices que delimitam esses arcos com o centro do circulo. E para outros
valores de n, como podemos proceder? Mais concretamente, nosso trabalho sera

orientado pelos seguintes problemas?:

1) Localize o centro de um circulo dado; em seguida, divida a circunferéncia desse

circulo em n=2,4,8,16,...,2-2" partes de mesma érea;

2) Divida a circunferéncia desse circulo em n=3,6,12,24,...,3-2" partes de mesma

area;

3) Divida a circunferéncia desse circulo em n=5,10,20,40,...,5-2" partes iguais de

mesma area;

4) Divida a circunferéncia desse circulo em n=15,30,60,120,...,15-2" partes

iguais de mesma area;
5) O que fazer quando ndo podemos dividir o circulo em partes iguais?

O minicurso sera dividido em duas partes. Na primeira parte, com duragdo de 95
minutos, os problemas serdo desenvolvidos de forma oral e escrita, um ap6s o outro, na
ordem em que foram listados acima, até o quarto problema (a cada problema,
destinaremos 20 minutos). Uma vez enunciado um problema, os participantes nele
trabalhardo livremente por algum tempo; em seguida, construiremos uma solucdo, a
qual sera validada de forma coletiva.

Na segunda parte, com duragdo de 25 minutos, investigaremos possibilidades e
exemplos referentes ao quinto problema. Para resolver esse problema apresentaremos

um algoritmo que descreve os passos necessarios (Barros e Lucchiari, 2003):

1) Trace um didmetro AB da circunferéncia a ser dividida em n partes de mesma

area;

2 Nos problemas de 1 a 4, o expoente K sempre denota um namero inteiro maior do que ou igual a zero.
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2) Divida o raio OA em n partes de mesmo comprimento e chame os pontos de

divisao de 0=0,,0,,0,,0;,,...,0,_,,0,_,,0,=A,
3) Determine o ponto médio, M, de OA;
4) Com centro no ponto M e raio MA, trace uma semicircunferéncia;

5) Trace perpendiculares ao diametro AB passando pelos pontos
0,,0,,0,,...,0,_,,0,_,, determinando na semicircunferéncia do passo 4 os

pontos C,,C,,Cs,...,C,_,,C,_y;

6) As partes desejadas sdo as seguintes: o circulo de centro O e raio OC,, os anéis
entre os circulos centrados em O e de raios OC; e OC,, para j=2,...,n=2,¢e0
anel entre os circulos centrados em O e de raios OC,_; e OA, todos contidos no

circulo original.

Para abordar esse algoritmo, seguindo o trabalho de Cans e Moretti (2024),
vamos adotar uma perspectiva de construcao e desconstrucao geométricas, esta ultima
imersa na Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica (TRRS) de Raymond Duval
(2022). Nesta perspectiva, as etapas constitutivas dos referidos métodos serao descritas,
executadas pelos grupos e sujeitas a um escrutinio coletivo por meio do qual serdo

justificadas e validadas.

Por entender que “discutir como construir e, em seguida, construir, sdo etapas
que se completam, sendo a segunda a propria materializagdo das idéias da primeira”
(Putnoki, 1988), vamos orientar as investigacdes, de forma explicita, tanto através das
instrucdes que daremos ao enunciar cada problema quanto por meio do material que
cada grupo receberd para as construgdes geométricas com régua € compasso.
Entregaremos a cada grupo um kit de desenho com régua, compasso, folhas, lapis e
borracha, cuja utilizagdo se dard primeiro de forma espontanea, depois com o auxilio
dos ministrantes e, por fim, seguindo os rumos da discussao coletiva. As justificativas
matematicas para todo o trabalho realizado também serdo contempladas. Para a
execucdo das atividades, necessitaremos apenas de uma sala de aula (se possivel, ampla,
para organizacao das pessoas participantes em grupos), quadro, pincéis, apagador e data

show (se possivel, também acesso a internet).
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Resolugdo dos problemas

Problema 1: Seja o circulo dado abaixo, localize seu centro; em seguida, divida a

circunferéncia desse circulo em n=2,4,8,16,...,2-2" partes de mesma érea;

Solucao

1. Marque trés pontos A, B e C sobre a circunferéncia ndo coincidentes;
2. Tragar as mediatrizes dos segmentos AB e BC;

3. Marcar O, a interseccao das mediatrizes;

4. Trace o didmetros AD dividindo a circunferéncia em duas partes iguais;
5. Trace o diametros EF perpendicular a AD dividindo a circunferéncia em 4 partes

iguais;
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6. Trace, em seguida, as bissetrizes dos angulos AOE e AOF, respectivamente,

dividindo a circunferéncia em 8 partes iguais, seguindo assim sucessivamente;

Problema 2: Dado o circulo de centro O abaixo, divida a circunferéncia desse circulo

em n=3,6,12,24,...,3-2" partes de mesma area;

Solugdo

1. Trace o diametro BP;

2. Com abertura do compasso igual a OP coloque a ponta seca do compasso em P e
desenhe um circulo completo;

3. Denomine os pontos de encontro das duas circunferéncias por A e C;

4. Trace os segmentos de reta AB, BC e CA para construir o tridngulo equilatero;5.
Trace, em seguida, as bissetrizes dos angulos AOB ¢ BOC e AOC, dividindo a

circunferéncia em 6 partes iguais, seguindo assim sucessivamente.
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Problema 3: Dado o circulo de centro O abaixo, divida a circunferéncia desse circulo

em n=5,10,20,40,...,5-2" partes iguais de mesma area;

Solucao

1. Trace os didmetros AB e CD perpendiculares;

2. Trace os pontos médios de AO e BO, obtendo os pontos P e Q, respectivamente;

3. Com a ponta seca do compasso em P e comprimento PO, trace a circunferéncia de
didmetro AO;

4. Com a ponta seca do compasso em Q com abertura PO, trace a circunferéncia de
diametro BO;

5. Trace o segmento CQ interceptando a circunferéncia em T;

6. Com a ponta seca do compasso em C com abertura CT, trace uma circunferéncia,
interceptando a circunferéncia em E e F, que sdo vértices consecutivos de um pentagono

regular inscrito na circunferéncia;
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7. Com abertura do compasso de E a F construcao os vértices M, D e L. Unindo todos
os vértices, Dividimos a circunferéncia em 5 partes de mesma area;
8. Fazendo a bisse¢ao dos angulos dividimos a circunferéncia em 10 partes de mesma

area, e assim sucessivamente.

Problema 4: Dado o circulo de centro O abaixo, divida a circunferéncia desse circulo

em n=15,30,60,120,...,15-2" partes iguais de mesma area;

Solugdo

1. Trace os diametros QP;; e SR perpendiculares;
2. Com a ponta seca do compasso em Q e abertura QO trace um arco de circunferéncia
cortando a circunferéncia de raio r em P; e Pgrespectivamente;

3. Trace os pontos médios de SO e RO, obtendo os pontos A e B respectivamente;
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4. Com a ponta seca do compasso em A e comprimento AQ, trace a circunferéncia de

didmetro SO;

5. Com a ponta seca do compasso em B e comprimento BO, trace a circunferéncia de
diametro RO;

6. Trace o segmento AQ interceptando a circunferéncia em T;

7. Com a ponta seca do compasso em Q e abertura QT, trace uma circunferéncia,
interceptando a circunferéncia de raio r em P, e Ps. Logo P, e P, sdo vértices
consecutivos de um pentadecagono regular inscrito na circunferéncia;

8. Com abertura do compasso de Pi e P2 construa os vértices Ps, P4,---, P14, Pis. Unindo
todos os vértices, dividimos a circunferéncia em 15 partes de mesma area;

9. Bissectando os angulos, dividimos a circunferéncia em 30 partes de mesma area e

assim sucessivamente.

Problema 5: Dado o circulo de centro O abaixo, divida a circunferéncia desse circulo

em n=7,14,21,42,...,7-2" partes de mesma area;
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Solucao

1. Trace um diametro AB da circunferéncia a ser dividida em 7 partes de mesma area;

2. Divida o raio OA em 7 partes de mesmo comprimento;

3. Determine o ponto médio, M, de OA;

4. Com centro no ponto M e raio MA trace uma semicircunferéncia;

5. Trace trés perpendiculares ao diametro AB passando pelos trés primeiros pontos de
divisdo do raio OA a partir de A, intersectando a semicircunferéncia em trés pontos;

6. Ligue o ponto O a cada um desses pontos que est"ao sobre a semicircunferéncia,
obtendo assim trés segmentos de reta, que sdo raios de trés outras circunferéncias;

7. Com a ponta seca do compasso em O e abertura igual aos comprimentos de cada
segmento, trace trés circunferéncias;

8. Por fim trace um diametro perpendicular ao didmetro da menor circunferéncia

passando por O, obtendo assim o que queriamos.
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4. RESULTADOS ESPERADOS

Ao final deste minicurso, espera-se que os participantes sejam capazes de
construir mediatrizes, bissetrizes, copiar angulos e segmentos, dividir um segmento em
partes iguais e dividir a circunferéncia em partes (quase) iguais, seguindo os métodos
discutidos. Além disso, espera-se que possam aplicar esses conhecimentos para
aprimorar o ensino de construgdes geométricas elementares em suas aulas de
Matematica, utilizando régua e compasso. Para isso, em vez de apenas seguir instrucoes,
os participantes serdo incentivados a experimentar, manipular e observar as construgdes
geométricas, promovendo uma aprendizagem mais ativa no decorrer do minicurso e
fomentando uma postura investigativa que repercuta nas praticas de ensino de

Geometria.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Nao ¢ possivel que alguém aprenda uma construgdo geométrica “[...] sem
explicagdes e comentarios, despida de motivagdo, desprovida de uma sucessdao de
principios, conclusdes e definigdes, capazes de revelar a razdo de ser de cada trecho do
desenho, de cada fase da construcdo [...]” (Carvalho, 1967), ao mesmo tempo que “[...]
ndo basta apresentar aos alunos os nomes, as particularidades ou os elementos e as
propriedades que caracterizam as figuras. Deve fazer parte do processo ir identificando
estas questdes no conjunto de problemas que serd proposto aos alunos para ser
resolvido” (Itzcovich, 2012, p. 11). Nossa proposta, com sua metodologia
cuidadosamente elaborada, combinando uma abordagem investigativa e semiotica,
contribuird positivamente para avangar e dirimir a problematica da qual ele emerge, pois
possibilitara que as pessoas participantes do minicurso trabalhem diretamente com os
problemas de divisdo do circulo propostos, por meio dos quais precisarao aprender,
acessar, investigar e utilizar uma série de procedimentos da Geometria euclidiana em
seus aspectos logico-dedutivos e de constru¢des. Ao abordar topicos nem sempre
presentes nas formagdes inicial e continuada, este minicurso contribuird para
licenciando(a)s e professore(a)s que ensinam Matematica, diversificando e
enriquecendo suas praticas e suscitando novos trabalhos e discussdes no ambito da

Educacdao Matematica.
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