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“(...)se imagindssemos um caso em que fosse acordado
que um triangulo de dimensoes dadas deveria existir, mas
sem nada nos dados de onde o tipo de triangulo poderia
ser derivado, teria que ser dito que Deus produziria um

triangulo equildtero (...)”

Gottfried Wilhelm Leibniz



RESUMO

Este trabalho consiste numa pesquisa feita a partir de uma proposta de ensino,
abordando dentro do ensino da geometria o tridangulo equildtero, pois este fornece um
contexto rico que pode ser bastante explorado. Sabemos que o estudo de geometria é de
fundamental importancia ao longo da experiéncia educacional do aluno no que diz respeito
aos conhecimentos necessarios para varias areas. Entendemos também que o estudo
da Geometria, de maneira mais investigativa, ja na Educacao Béasica proporciona um
conhecimento mais coerente e efetivo para o aluno, no sentido de aplicacao, contextualizacao,
utilidade e principalmente como agente motivador de forma como enxerga a matematica.
O objetivo dessa pesquisa é analisar aspectos avancados do tridangulo equilatero, propondo
a insercao de teoremas e propriedades através de discussoes, utilizando as demonstracoes
como agentes motivadores da aprendizagem e dando outra perspectiva, que se distancia da
forma engessada que esse tépico é visto, nao esquecendo o papel do tridngulo equilatero
na histoéria, e o quanto esse poligono estd presente muito significativamente nos principais
eventos da histéria universal. O triangulo equilatero pode ser estudado usando apenas
os rudimentos da matematica, e ha certa tentacao de descarta-lo como matematicamente
trivial. No entanto, existem aspectos do triangulo equilatero que sao matematicamente
profundos e incrivelmente belos. Vamos explorar nesse trabalho algumas das muitas facetas
desta brilhante joia que ¢ o triangulo equilatero.

Palavras-chave: Educacao. Ensino. Geometria. Tridngulo Equilatero.



ABSTRACT

This work consistes in a research made from a teaching proposal addressing within
the teaching of geometry the equilateral triangle, because It provides a rich context that can
be widely explored. We know that geometry studies have paramount importance throughout
the student’s educational experience on the regard to the knowledge needed for various
areas. We also understand that the studies of geometry, in a more investigative way, already
in basic education, provides a more coherent and effective knowledge for the student,in
the sense of explication,contextualization,usefulness and mainly as a motivator agent of
way to see the math. The objective of this research is to analyze the advanced aspects of
the equilateral triangle, proposing the insertion of theorems properties through discussions
using the demonstrations as motivators of barning and giving another perspective, which
distances itself from the shape that this topic is seen no forgetting the role of the equilateral
triangle in the history and how much this polygon is present very significantly in the main
events of universal history. The equilateral triangle can be studied using only the rudiments
of mathematics and there is a certain temptation to discard it as mathematically trivial,
however, there are aspects of the equilateral triangle that are profound and incredible
beautiful. Let’s explore in this work some of the many facets of this.

Keywords: Education. Teaching. Geometry. Equilateral Triangle.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Apresentacao do Tema

Muitas vezes, surgem questionamentos por parte de nossos alunos quando sao
apresentados a topicos relativos ao ensino de Geometria e isso acontece principalmente
nas primeiras séries do Ensino Médio, pois é comum nos abordarem com hesitagao, isso
porque, muitas vezes eles nao tém conhecimentos prévios dos conceitos e ideias sobre a
geometria. Percebemos também que mesmo os alunos que estudaram geometria bésica,
veem os conteudos basicos de uma forma rudimentar e superficial. Sabemos que o estudo
de geometria pode ser comparado a uma espécie de andaime ao longo da experiéncia
educacional do aluno no que diz respeito aos conhecimentos necessarios para varias areas
de conhecimento. Em relacao a geometria (FREUDENTHAL, 1973)[17] se expressa da,

seguinte maneira:

[...] ¢ uma das melhores oportunidades que existem para aprender matematizar
a realidade. E uma oportunidade de fazer descobertas como muitos exemplos
mostrardo. Com certeza, os nimeros sdo também um dominio aberto as
investigagoes, e pode-se aprender a pensar através da realizacao de calculos,
mas as descobertas feitas pelos proprios olhos e maos sdo mais surpreendentes
e convincentes. Até que possa de algum modo ser dispensadas, as formas no

espago sao um guia insubstituivel para a pesquisa e a descoberta [17, p. 407].

Com o advento das novas Leis de Diretrizes e Bases da Educac¢ado e dos Parametros
Curriculares Nacionais, observamos algumas mudancgas no que diz respeito a apresentacao
da geometria nos livros didaticos. Sabemos que essas mudangas nao sao suficientes para
que haja o avango esperado em relacao ao ensino de geometria, principalmente na educagao

basica. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais,
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[...] os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
Matematica, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de
pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma
organizada, o mundo em que vive .(BRASIL, 1997, p.55)[7].

Entendemos que o estudo da Geometria, de maneira mais investigativa, ja na
Educacao Bésica proporciona um conhecimento mais coerente e efetivo para o aluno, no
sentido de aplica¢ao, contextualizacao, utilidade e principalmente como agente motivador de
forma como enxerga a matematica. Geralmente alguns topicos sobre o triangulo equilatero,
é estudado dentro da Trigonometria de forma simpléria sem a devida importancia. Pois,
apesar de ser uma das figuras geométricas, que aparenta ser a mais simples da geometria,
tem propriedades surpreendentes que podem ser exploradas de maneira a facilitar a
compreensao de varios conteidos da geometria basica. Pretendemos examinar aspectos
avancados do tridngulo equilatero inserindo teoremas e propriedades através de discussoes
usando demonstragoes como aderecos para estimular a aprendizagem dando uma direcao

mas atrativa para estudo desse poligono nas aulas de matematica.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Analisar aspectos avancados do triangulo equilatero, propondo a inser¢ao de teore-
mas que nao sao vistos no Ensino Bésico, mas sua aplicagdo tem fundamental importancia

no avango dos conhecimentos matematicos.

1.2.2 Objetivos especificos

e Apresentar o tridngulo equilatero em outra perspectiva, que se distancia da forma

engessada tanto nas aulas de matematica e nos livros didaticos do Ensino basico.

e Apresentar o tridngulo equilatero na histéria, fazendo uma retrospectiva e constatando

sua presenca significativa na historia universal.

e Propor formas e meios de inserir teoremas e propriedades do tridngulo equilatero
através de discussoes, utilizando as demonstragoes como agentes motivadores da

aprendizagem.

e Dar visibilidade ao estudo da geometria do tridngulo equilatero no ambito do Ensino
Médio.
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1.3 Estrutura do trabalho

No capitulo 2 apresentaremos o papel do tridngulo equilatero na historia, faremos
uma retrospectiva e constataremos o quanto esse poligono estd presente muito signifi-
cativamente nos principais eventos da histéria universal. Suas apari¢oes remontam aos
primordios da histéria registrada e o interesse por ele transcendeu as fronteiras culturais.
Visualizamos o tridngulo equildtero na geometria babilonica e geometria egipcia. Encon-
tramos também em um dos mais antigos documentos matematicos existentes referéncias
ao tridngulo equilatero. Na Grécia antiga, vimos o papel primordial de Tales de Mileto
e Pitdgoras de Samos para o estudo da geometria. Ao conhecermos “Os Elementos de
Euclides”, curiosamente descobrimos que a primeira proposicao versa sobre o triangulo
equilatero. Voltando a FEuropa Ocidental em Lepenski Vir proximo ao rio Dantibio, temos o
sitio arqueoldgico localizado na Sérvia onde encontramos as primeiras aparigoes de padroes
com formatos de triangulos equilateros na histéria humana. Encontramos o tridngulo
equilatero presente também, na arquitetura, escultura, pintura e em varios monumentos
histoéricos espalhados pelo mundo. Esta viagem pela Historia nos proporcionou um contato
com as tradigoes religiosas do Hinduismo ao cristianismo, entao percebemos que essa forma
geométrica se estende além do mundo da matematica.

O capitulo 3 do trabalho é uma coleta de alguns dos teoremas, regras e conceitos
fundamentais da geometria plana, feita com base em (HARIKI, 1979)[22], que fornece uma
visao geral da terminologia envolvida na descricdo de um tridngulo e os diferentes tipos de
tridngulos que podemos encontrar no nosso trabalho de pesquisa, sao feitas demonstragoes
de identidades trigonométricas, Lei dos senos, Lei dos cossenos, Teorema do quadrilatero
inscritivel, Teorema de Ptolomeu com provas apresentadas fazendo uso de conhecimentos
prévios da geometria basica.

Introduziremos no capitulo 4 algumas das principais propriedades basicas dos
triangulos equildteros que aparecem em alguns livros didaticos, estes variam de topicos
elementares, como procedimentos de construcao, demonstragoes de algumas propriedades
até os varios tipos de simetria que sao estudadas e aparecem numa variedade de contextos,
tanto na geometria basica quanto em tépicos mais avancados.

Ja no capitulo 5 pensamos que o estudo do tridngulo equilatero pode ser explorado
por meio de diversas abordagens e aqui estamos propondo formas e meios de inserir, a
medida que nos aprofundamos no estudo, teoremas e propriedades surpreendentes desse
poligono. Ilustraremos essa ideia através de discussoes, utilizando as demonstragoes
como agentes motivadores da aprendizagem. Varios teoremas e propriedades especiais
do triangulo equilatero que geralmente nao sao validos em um tridngulo arbitrario foram
apresentados, como: os teoremas de Napoleao, Morley, Van Schooten, Viviani, Fermat,

Pompeiu, Toricelli, Eutigron. Sabemos que mais importante que os teoremas sao suas provas
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e ideias, e é nisso que iremos nos concentrar. Os teoremas podem até nao parecer tteis a
primeira vista, mas no decorrer das demonstracoes e com a utilizacao de determinadas
técnicas, percebemos varios topicos da geometria basica em todas as passagens das
demonstragoes.

Concluimos com o Apéndice A onde apresentamos o passo a passo da construgao

do triangulo de Morley no GeoGebra.



CAPITULO 2

A GEOMETRIA E O TRIANGULO EQUILATERO

2.1 Alguns antecedentes historicos

2.1.1 Breve contextualizacao

Todo conhecimento matematico adquirido pelo homem foi construido paulatina-
mente durante geragoes que o precedeu, possui uma histéria que chega até nés por meios
de registros seculares gravados nos diferentes meios que o conservaram ao longo do tempo,
como as pedras, os papiros, os pergaminhos, os papéis, dentre outros. Tais registros nos
permitiram conhecer parte dos diversos periodos da histéria da matematica. Afirmacgoes
sobre as origens da matematica seja da aritmética, dlgebra ou da geometria sao neces-
sariamente arriscadas, pois os primérdios sdo mais antigos que a arte de escrever. Foi
somente nos ultimos seis milénios que o homem se mostrou capaz de por seus registros e
pensamentos matematicos em forma escrita (BOYER, 1994)[6]. Como em outros campos,
o homem comecou a formular questoes fundamentais como: “Por que os angulos da base
de um triangulo isosceles sao iguais” e “Por que a soma dos angulos de um tridangulo
qualquer é igual a dois angulos retos.” Os processos empiricos do Oriente antigo, nao foram
suficientes o bastante para responder essas questoes e nao mais bastavam para indagacoes
mais cientificas. O homem precisou de mecanismos e instinto para julgar distancias,
angulos e altura. Historicamente as formas triangulares sao tao antigas quanto as antigas
civilizagoes do Egito e da Babilonia e estao entre os primeiros objetos documentados a
atrair a atencao dos geometras, a medida que as civilizagoes se desenvolviam, esses instin-
tos eram aumentados por observacoes e procedimentos, obtidos a partir da experiéncia,
experimentacao e intuicao. Os babilonios eram certamente gedmetras habilidosos, e os
egipcios desenvolveram uma matematica rica e complexa baseada em pesquisas. Ambas as

culturas passariam suas informagoes para os gregos.



21

2.1.2 A geometria babilonica

Os babilonios substituiram a antiga civiliza¢do suméria (4000 —2000) a.C. por volta
de 2000 a.C. Os sumérios ja haviam desenvolvido escrita cuneiforme! em tabletes de argila.
A matematica babilonica foi além da aritmética e desenvolveu ideias basicas em teoria
dos numeros, algebra e geometria. Os problemas que eles queriam resolver geralmente
envolviam estimativas de construgao, como perimetros, areas e outros calculos geométricos.
Essa mensuragao prética é descrita abaixo por (BOYER, 1994) [6], e nos leva a crer que

os babilonios realmente deveriam estar bem familiarizados com esses calculos geométricos.

[...] no vale da mesopotamio havia por essa época uma civilizagdo de alto nivel.
Ali os sumérios tinham construido casas e templos decorados com ceramica e
mosaicos artisticos em desenhos geométricos. Governantes poderosos uniram os
principados locais num império que realizou vastas obras piiblicas, como um

sistema de canais para irrigar a terra e controlar as inundagées.[6, p. 18]

Na Figura 2.1 temos em uma pastilha de argila um problema envolvendo triangulo
equilatero atribuido aos babilénios por volta de 1900 a.C. (FRIBERG, 2007) [18].

Figura 2.1: Problema matematico babilénico em um tablete de argila.

Fonte: (FRIBERG, 2007).

2.1.3 A geometria egipcia

Embora a geometria durante este periodo ainda estivesse no lado empirico, os
egipcios foram capazes de fazer com uma precisdao notavel o calculo de area de um

quadrado, trapézio, tridangulo, circulo, da altura, dos dngulos de uma piramide e até mesmo

LA escrita cuneiforme é a designacdo geral dada a certos tipos de escritas feitas com auxilio de objetos
em formato de cunha. E juntamente com os hierdglifos egipcios, o mais antigo tipo conhecido de escrita,
tendo sido criado pelos sumérios ha cerca de 3200 a.C.
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do volume de um cilindro. Eles usavam esse conhecimento para qualquer tipo de construcao,
sejam edificios, templos e principalmente as piramides. Assim, também era nitido o fascinio
do povo egipcio pelo tridngulo equilatero. Snefru (2613 — 2589)a.C., primeiro fara6 da
quarta dinastia, construiu a primeira piramide nao-degrau, conhecida como a piramide
curvada de Dahshur (Figura 2.2). E notével que, embora tenha comecado com um angulo
inclinado de 60° (o que teria produzido uma seccao triangular equildtero), a base foi
posteriormente ampliada resultando em um &dngulo inclinado de aproximadamente 54° (que
teria produzido faces triangulares equilaterais), mas, devido a instabilidade estrutural, foi
novamente alterada em parte até um declive de 43°. Outras piramides foram construidas
com uma inclinagao de aproximadamente 52°. Embora muitas pirdmides tenham sido
construidas na propor¢ao durea, sdo construgoes baseadas no tridngulo equildtero (CUNHA,
2009) [12].

Figura 2.2: Piramide de Dahshur Figura 2.3: PirAmides de Gizé.

Fonte: Site Lugares Histéricos[26]. Fonte: Revista Galileu[38].

A pirdamide Curvada de Dahshur tem 102 metros de altura e cerca de 190 metros
de didmetro em cada lado e possui duas entradas, nas direcoes Norte e Oeste. De fato, a
obra acabou servindo de experimento para a conclusdo das Piramides de Gizé (Figura 2.3),
que teriam formatos devidamente alinhados e levariam mais tempo para serem finalizada.
Entretanto, até hoje a piramide curvada é objeto de estudo de arquedlogos por sua imensa
complexidade histérica, da qual pouco se sabe (GABAGLIA, 1899)[19].

O Papiro Rhind

Um dos mais antigos documentos matematicos existentes é o papiro de Rhind, escrito
pelo escriba egipcio Ach-mos‘e (pronuncia-se Aah-mes) em algum momento entre 1585 a.C.
e 1542 a.C. Varios problemas encontrados nestes papiros tinham exemplos de triangulos

equildteros, isdsceles e escalenos. Tridngulos equildteros (Figura 2.6), eram visto apenas
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em papiros deméticos?, normalmente tém um lado como base horizontal e tém seu eixo
de simetria colocado verticalmente (Figura 2.5). Os tridngulos isésceles, se representando
piramides, também sdo posicionados com uma linha de base horizontal. Quando nao
representam piramides, elas tém eixos de simetria colocados na horizontal. Tridngulos
escalenos (Figura 2.4), ocorrem apenas no caso de triangulos retdngulos (EINSELOHR,
1877)[14].

Figura 2.4: Papiro Rhind,
Problemas 49 — 55.

Figura 2.5: Papiro Rhind,
Problemas 57 — 60.

Figura 2.6:  Papiro
Rhind, tridngulo equila-

tero.

Fonte: (EINSELOHR, 1877). Fonte: (EINSELOHR, 1877). Fonte: (EINSELOHR, 1877).

2.1.4 A geometria grega

Sobre o sétimo século a.C. uma relagao comercial ativa surgiu entre a Grécia e o
Egito, e naturalmente, surgiu um intercimbio de ideias, bem como de mercadorias. Gregos,
sedentos por conhecimento, procuraram os sacerdotes egipcios para instrugao, eles tinham
uma forte tendéncia especulativa e sentiam um desejo de descobrir as razoes para as coisas.
Foi quando a civilizagao grega comecgou a se afirmar desenvolvendo um modo particular de
pensar e promovendo discussdes que exigiam maior clareza com argumentacao. Citaremos
nessa secao alguns dos grandes nomes, os matematicos gregos que moldariam o curso da
geometria (CAJORI, 2007)[9].

2A escrita demética foi muito usada para relatar assuntos do dia a dia no Egito Antigo. Ao lado da
escrita hieroglifica, mais usada pelos escribas egipcios para assuntos religiosos e oficiais, a escrita demoética
representava uma evolucdo da lingua falada e era mais simplificada em comparacdo com a hieroglifica.
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Tales de Mileto

Tales de Mileto (624 — 548 a.C aproximadamente) foi quem introduziu o estudo da
geometria na Grécia. Durante a meia-idade ele se engajou em atividades comerciais, que o
levaram ao Egito, diz-se que residiu 14 e estudou as ciéncias fisicas e a matematica com os

sacerdotes egipcios. Dizia-se atribuir a Tales as demonstracoes que:
e Os angulos da base de um triangulo isésceles sao iguais.

e Se dois tridngulos sao tais que dois angulos e um lado de um sao iguais, respectiva-

mente a dois angulos e um lado de outro, entao os triangulos sao congruentes.

e A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois angulos retos, ou 180

graus.

Tales nao formulou as provas dessas proposi¢oes no sentido formal, ele observou
os resultados similares de seus calculos e mostrou por experimentos repetidos que suas
proposicoes e teoremas estavam corretos, e se nenhum de seus calculos tivesse resultado
contrario, ele provavelmente se sentia justificado em aceitar tais resultados como prova,
o processo usado era o método por exaustao. Estava ele, sem duvida, familiarizado com
outros teoremas, nao registrados pelos antigos. Foi inferido que ele sabia que a soma dos
trés angulos de um triangulo era igual a dois angulos retos e que os lados dos triangulos

equilateros eram proporcionais (EVES, 2008)[16].

Pitagoras de Samos

Pitagoras (580 — 500 a.C. aproximadamente) era natural de Samos, foi respon-
savel pelo surgimento da palavra “matemética”, e sua concep¢ao como um sistema de
pensamento baseado em provas dedutivas. Foi também fundador da Escola Pitagoérica,
onde formularam a teoria das proporg¢oes e descobriram as médias aritmética, geométrica
e harmonica, descobriram a construgao geométrica dos cinco solidos regulares e muitas
outras contribui¢oes. Em resumo, a Geometria Pitagoérica cobriu todos os assuntos da obra
de Euclides, que compilou e registrou todo o conhecimento existente nesta area, na antiga
Grécia. O termo tridngulo, é atribuido a Pitdgoras apesar de Tales por relatos ter citado
o termo em suas demonstracoes. Acredita-se que Pitagoras teria viajado e pesquisado
muito para chegar a defini¢ao da figura geométrica, tendo assim, contado com conceitos
da Asia Menor, Egito, India e China. De acordo com Pit4goras, a figura do tridngulo é
a unica que pode ser considerada perfeita dentro da geometria, diz-se que os pitagéricos
fizeram um juramento sobre um simbolo sagrado chamado tetraktys (Figura 2.7), que
é uma representacao visual da soma dos quatro primeiros niimeros, 1 + 2 + 3 + 4 = 10,

mostrados como pontos dispostos simetricamente em um tridngulo (EVES, 2008)[16].
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Figura 2.7: Tetraktys pitagérica.

Fonte: (McCARTIN, 2010).

A letra maitscula delta, no alfabeto grego, é um tridngulo equilatero /\, a seme-
lhanga entre o delta e os tetraktys pode ser uma coincidéncia, mas, como resultado dessa
semelhanca, os tetraktys podem servir como um conveniente lembrete para varias caracte-
risticas basicas do sistema ocidental convencional(McCARTIN, 2010)[29]. E atribuido a
Pitagoras a descoberta do teorema sobre triangulos retangulos, hoje universalmente conhe-
cida pelo seu nome, esse teorema ja era conhecido pelos babilonios, mais de um milénio
antes, mas sua demonstragao geral pode ter sido dada por Pitagoras. Também pertence
a Pitagoras a descoberta de que existem apenas trés tipos de poligonos regulares que
podem ser colocados de modo a preencher o espago em volta de um ponto; seis triangulos
equilateros, quatro quadrados e trés hexagonos regulares. Pitdgoras transformou o estudo
da geometria em uma educacao liberal, examinando os principios da ciéncia desde o inicio e
sondando os teoremas de uma maneira imaterial e intelectual, portanto pode ser discutivel.
Nao podemos negar o papel primordial de Tales e Pitagoras para o estabelecimento dos
conhecimentos matematicos, embora as reconstrucoes de seus pensamentos se baseiem em
narragoes fragmentadas e tradigoes elaboradas nos séculos posteriores (BOYER, 1994) [6].
De acordo com (EVES, 2008):

[...] a histéria dos 300 primeiros anos da matemética grega foram obscurecidos
pela Grandeza dos Elementos de Euclides, escrito por volta de 300 a.C. De fato,
essa obra eclipsou tanto os trabalhos matematicos gregos anteriores que eles

acabaram sendo descartados e por fim se perderam para 1n6s.[16, p. 96]

2.1.5 Os Elementos de Euclides

O “The Elements” de Euclides é indiscutivelmente a obra de matematica mais
influente ja escrito, e também tem a distingdo de ser a mais antiga continuamente usado no

mundo. Por volta de 300 a.C. Euclides escreveu sua obra constituida ao todo por 13 livros,
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contendo 465 teoremas e provas, descritos em um estilo claro, 16gico e elegante, usando
apenas uma bussola e uma borda reta. Sua obra possui muitos resultados envolvendo a
matematica elementar, mas o seu primeiro livro é dedicado a geometria plana, curiosamente
a primeira proposi¢ao versa sobre o tridngulo equilatero. A Figura 2.8 mostra o papiro
de Oxyrhynchus®, o qual contém um fragmento do livro “Os Elementos de Euclides”

(CAJORI, 2007)[9].

Figura 2.8: Papyrus Oxyrhynchus.

Fonte: Site Ancient Origins[3].

Proposigao 2.1. Construir um tridngulo equilatero sobre a reta limitada dada.

Prova. Seja AB o segmento dado. O que se pede é a construcao de um tridngulo
equilatero tendo AB como um dos lados. Com centro em A e distancia AB descrevamos
a circunferéncia BC'D [post. II]*; da mesma forma, com centro em B e distancia
BA descrevamos a circunferéncia AC'E [post. III]; a partir do ponto C, no qual as
circunferéncias se intersectam, tracemos dois segmentos CA e C'B até aos pontos A e B
[post.I]> Como o ponto A é o centro da circunferéncia C DB, AC é igual a AB [def. 15]°.
Da mesma forma, como o ponto B é o centro da circunferéncia CAE, BC é igual a BA [def.
15]. Mas, foi j& provado que C'A é igual a AB. Entao, qualquer dos segmentos C A, CB é
igual a AB. Portanto, coisas que sdo iguais a uma terceira sao iguais entre si [Axioma
1)7; CA é também igual a CB. Os trés segmentos CA, AB, e BC sao iguais entre si. O

3Papyrus Oxyrhynchus é um fragmento do segundo livro dos Elementos de Euclides em grego. Foi
descoberto por Grenfell e Hunt em 1897 em Oxyrhynchus

4(Postulado ITI do livro: Os Elementos de Euclides) E possfvel descrever uma circunferéncia com um
dado centro e passando por um dado ponto.

5(Postulado I do livro: Os Elementos de Euclides). E possivel prolongar um segmento, continuamente,
numa linha reta.

6(Defini¢do 15 do livro: Os Elementos de Euclides) Um circulo é uma figura plana contida por uma
linha tal que todos os segmentos com extremidades nessa linha e num ponto contido na figura sao iguais.
Este ponto chama-se centro do circulo.

"(Axioma 1 do livro: Os Elementos de Euclides) Coisas iguais a uma terceira sio iguais entre si.
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tridngulo ABC' é equilatero e tem o segmento AB como lado (ver Figura 2.9). O

Figura 2.9: Método de construgao de um tridngulo equilétero.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

2.2 O triangulo equilatero na arquitetura

O homem sempre precisou de abrigo, desde os primérdios das civilizagdes quando
eram nomades, cujas principais ocupacoes eram cacar e pescar. Para sobreviver, eles
mudavam de lugar para lugar com muita frequéncia. Eles se contentaram em viver em
cavernas e outros abrigos temporarios. Com o advento da agricultura, os homens puderam
se estabelecer em locais mais permanentes e construiram estruturas duradouras para usar
como casas. Foi entao, que a arquitetura surgiu.

Os triangulos sdo ferramentas eficazes para a arquitetura e sdo usados em projetos de
edificios e em outras estruturas, desde que o homem comegou a aplicar seus conhecimentos
geométricos adquiridos, seja de forma empirica ou teérica. Olhe a sua volta: os triangulos
estao em toda parte, qualquer estrutura que exija uma construcao forte e rigida depende de
triangulos para atingir seu objetivo. Mesmo que eles nao sejam 6bvios ou até mesmo vistos,
os triangulos estao no trabalho onde a forca e a rigidez sao importantes. O tridangulo é o
unico poligono bidimensional que, se construido de membros rigidos com cantos articulados,
tem uma forma absolutamente fixa até os limites de compressao e tracao de seus membros.
O tridngulo fornece resisténcia e estabilidade. Quando os materiais de construgao sao
usados para formar um tridngulo, o desenho tem que ter uma base pesada e o topo é
capaz de lidar com o peso por causa da energia distribuida por todo o triangulo. O mais
resistente dos triangulos é o equilatero, pois sua simetria ajuda na distribui¢ao de peso, por
isso, ele é, de longe, o triangulo mais comumente usado na arquitetura. Exemplos dessa

arquitetura ja vimos nas Figuras 2.2 e 2.3, piramides de Dahshur e Gizé, no Egito. Cada
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uma das quatro faces triangulares que formam as pirdmides sdo triangulos equilateros.
Estes sao exemplos da forca do tridngulo na arquitetura, ja que as piramides existem ha
mais de 4.000 anos (LONGMAN;, 1842)[25].

2.2.1 Lepenski Vir

Sabemos que nao foi no Egito nem com gedmetras famosos como Euclides, Tales e
nem tao pouco com Pitdgoras as primeiras apari¢oes de padrdes com formatos de tridngulos
equilateros na historia humana. Em Lepenski Vir sitio arqueoldgicos localizado na Sérvia
proximo do rio Dantbio, que data de mais de 9000 anos, a base das casas eram feitas
pelo homem, em forma de um setor circular de exatamente 60° truncado para formar um
trapézio associado a um triangulo equildtero (Figura 2.11). Todas as casas de Lepenski Vir
foram edificadas da mesma maneira e com materiais semelhantes, tem idénticas construgoes
internas e proporgoes similares e obedecem ao mesmo desenho basico, contudo nao tém
o mesmo tamanho, sdo aumentadas ou diminuidas, mas sempre mantendo esse desenho
(Figura 2.10). Porque adotaram essa disposi¢ao permanece o mistério. O conhecimento
do emprego de propor¢oes na pré-histéria surpreende, pois sé se identificava esse nivel de
competéncia matematica em culturas que empregavam a escrita, como os sumérios e os
egipcios. Somente com os gregos é que a teoria a cerca das proporg¢oes tomou uma forma
que podemos considerar moderna (ALMEIDA, 2013)[1].

) Figura 2.11: Base das casas por Dragos-
Figura 2.10: Cena mesolitica em Le-

lav Srejovic[41].
penski Vir nos portées de ferro, Dantbio.

1./2

Fonte: (SREJOVIC, 1969).

Fonte: Site Reddit[36].

2.2.2 Arquitetura moderna

Com o passar dos anos, o conhecimento do homem cresceu e os principios de

constru¢ao melhoraram. Os homens nao estavam mais satisfeitos em construir apenas
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casas, eles comecaram a projetar timulos para serem enterrados, monumentos para servir
como memoriais, palacios para abrigar os governantes e igrejas onde eles poderiam adorar
seus deuses. Para produzir estruturas que eram funcionais, bem como modelos de beleza
arquitetonica, os designers tinham que aplicar os principios geométricos em seu trabalho.
As vérias formas geométricas forneceram o maximo uso, bem como uma aparéncia agradavel
em todos os tipos de arquitetura. Geralmente os arquitetos usavam formas com padroes
tridngulares para construir seus edificios por ser um elemento estético e estrutural, e
também, por ter natureza adaptativa permitindo estruturas complexas (LONGMAN;

1842)[25]. Nas Figuras 2.12 e 2.13 temos exemplos de arquiteturas modernas com padrdes

triangulares.
Figura 2.12: The Gherkin, arranha-céu Figura 2.13: “Bola de Golfe” no EPCOT
comercial em Londres. no Walt Disney World.

Fonte: Site Xpecial Design[43]. Fonte: Site INTERCOT[23].

2.3 Geometria sagrada

H&a também algo misterioso sobre tridngulos que se estende além do mundo da
matematica. Na doutrina crista, por exemplo, a trindade (do latim trinitas “triade”, de
trinus “tripla”) é o mistério central da fé. Leonardo da Vinci faz alusdo a trindade através
do uso de quatro grupos de trés apéstolos. Nesta grande obra-prima, o corpo de Jesus
¢ um triangulo equildtero quase perfeito que simboliza a Trindade. Iniciado em 1495 e
concluido em 1498, foi pintado na parede dos fundos do refeitério, no Convento de Santa
Maria delle Grazie (Figura 2.14). O tridngulo equildtero ¢ ainda mais explicito na obra
do pintor italiano Jacques Pontormo, em 1525, em Emats (Figura 2.15). Nao apenas a
figura de Jesus é um triangulo equilatero, mas um triangulo radiante aparece acima da
cabega de Cristo com a figura de um olho em seu interior, simbolizando o olho de Deus,

com o proprio triangulo representando a Santissima Trindade de Deus o Pai, Deus o Filho
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e Deus o Espirito Santo, ponto central de algumas religioes, por exemplo: Triade Hindu,
Taoista, a Trindade Crista. Esta pintura retrata a ocasido da primeira apari¢ao de Cristo
a dois discipulos depois de Sua ressurreicio (PEROZIN, 2014)[32].

Figura 2.15: Ceia em Ematis, Pontormo.

Figura 2.14: A Ultima Ceia, Da Vinci.

»

L R

Fonte: Site Essential Architecture[15]. Fonte: (PEROZIN, 2014).

Na maconaria e algumas religioes, principalmente no judaismo, o triangulo positivo
e negativo, formam a estrela de Salomao ou escudo de Davi ou estrela de Davi. Foi ser
cimentada como um simbolo judaico quando se tornou uma decoracao arquitetonica favorita
nos edificios judaicos durante toda a Idade Média (Figura 2.16). O tridngulo isolado,
representa a neutralidade. Representa o equilibrio de trés forcas divinas. Representa acima
de tudo a trindade (PENNICK, 2009)|31].

Figura 2.16: Estrela de Davi.

Fonte: (PENNICK, 2009).

Em muitas civilizagoes foram introduzidas varios elementos simbdlicos em torno

do tridngulo equildtero. Na religido caldéia® simbolizava a luz da vida. Na escola de

8A Caldéia foi uma nagdo semitica que existiu entre o final do século X (ou inicio do IX) e meados do
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Pitagoras, a mesma forma significa luz, simbolo de satide e sabedoria. No antigo Egito
era um simbolo de terra boa e fértil. No hinduismo, tridngulo apontando para baixo
representava o simbolo da energia feminina (Shakti)?(Principio Shakti ligado & dgua e ao
poder do reino subterraneo). O tridngulo equilatero de ponta para cima era o principio
da energia masculina (Shiva)!®(Shiva simboliza fogo e poder celestial). Combinados os
dois triangulos juntos formara a estrela suprema, que significa a unificacdo do principio
masculino e feminino (Shiva-Shakti)(vitéria do espirito sobre a matéria) Figura 2.17
(PENNICK, 2009)[31].

Figura 2.17: Triangulo equilatero, simbolismo para os Hindus.

ESPACO

SHIVA SHAKTI
E"!e_;l_:; é;i? kS a%fjf
ESPIRITO TEMPO MATERIA

Fonte: Site Revista Bibliot3cal[37].

Para os Egipcios os movimentos de Deus comegam com um ponto conceitual, o
Olho de Horus!! (ver Figura 2.18), de onde surge a flor da vida cujo fruto é o universo. Dele
Deus cria o primeiro espago virtual do universo, faz isso, projetando-se para fora como
um ponto que avanca repetindo-se formando uma linha reta, a forma masculina, é o Deus
Pai, que manifesta sua energia e sua sabedoria. Sua vontade ativa é transformada pelo
Deus Mae, a substancia infinita, que gera no seu interior uma resposta, o Deus filho que
regressa com a percepc¢ao de um plano virtual reconhecido. Assim os egipcios entendem
a trindade, como um processo simultaneo, equilatero, de dados enviados, recebidos. Por
isso o triangulo equilatero é a base do tetraedro, o primeiro sélido puro, forma primaria,
masculina de tudo que foi criado (PEROZIN, 2014)[32].

século VI AC, apds o qual ela e seu povo foram absorvidos e assimilados a Babilonia. Estava localizada
na regido no sul da Mesopotamia, principalmente na margem oriental do rio Eufrates.

90 sistema indiano de divindades se refere & Shakti como a manifestacio do poder supremo. Shakti, a
deusa mae é considerada a personificacdo da energia cosmica em sua forma dindmica. Acredita-se que
Shakti seja a forca e a energia nas quais o universo é criado.

10F um dos deuses supremos do hinduismo, conhecido também como “o destruidor e regenerador” da
energia vital; significa o "benéfico", aquele que faz o bem. Shiva também é considerado o criador do Yoga
(Toga), devido ao seu poder de gerar transformacoes, fisicas e emocionais, em quem pratica a atividade.

110 Olho de Hérus, ou "Udyat’, ¢ um simbolo oriundo do Antigo Egito. Dentre seus muitos significados
e usos, 0s mais comuns e genéricos sao os de poder e protegdo, além da relagdo com Hoérus, o deus dos
farads. E um dos amuletos egipcios mais populares de todos os tempos.
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Figura 2.18: O Olho de Hérus.

5
‘: EW

4

Fonte: Site Pinterest[34].

Johannes Kepler publicou em seu livro Harmonices Mundi, em 1619 (ver Figura 2.19),
onde estao ilustrado os cinco sélidos platonicos. Kepler, no entanto, nao descobriu os
solidos platonicos, as obras de Platao as mencionam por volta de 360 a.C. Platao acreditava
que cada um dos solidos platonicos estava associado a um elemento em particular: fogo,
agua, ar e terra. Um s6lido platénico (regular) é um poliedro convexo cujas faces sao
poligonos regulares congruentes com o mesmo ntimero de faces se encontrando em cada
vértice. Assim, todas as arestas, vértices e angulos sdo congruentes. Trés dos cinco sélidos
platonicos possuem todas as faces sendo tridngulos equilateros, o tetraedro , octaedro
e icosaedro. Estes solidos foram adquirindo ao longo dos tempos diversos significados
misticos. Por exemplo, Kepler sentia uma grande admiragao e reveréncia por eles e chegou
a tentar explicar os movimentos planetarios a partir deles. Além disso, essas formas
impressionaram de tal modo Platao que ele usou para descrever, do seu ponto de vista,
o mundo perfeito. Platao estabeleceu uma explicacdo completa da natureza de todas
as coisas. Assim concebeu todas as coisas como sendo constituidas por cinco atomos
diferentes cada um com a forma de poliedro (McCARTIN, 2010)[29].

Figura 2.19: Poliedros de Platdo.

Fonte: Site geometiles.com[20].
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Nesse retrospecto histérico, ficamos conhecendo um pouco e vimos o apelo universal
do triangulo equilatero. Suas apari¢gdes que remontam aos primérdios da histéria registrada
e os interesses por ele, transcendeu as fronteiras culturais e da matematica. Vemos que o
triangulo equilatero sao especiais nao apenas no mundo fisico, mas também no mundo
intelectual. Nao se pode deixar de reconhecer que uma das figuras primarias da geometria
plana tenha o devido destaque, nao se pode deixar de imaginar os limites de sua forcga,

portanto, daremos nessa pesquisa o protagonismo merecedor para o tridangulo equilatero.



CAPITULO 3

CONHECIMENTOS PREVIOS

Um tridngulo é uma forma com a qual devemos estar familiarizado, pois é uma
das formas mais importantes da matematica. Um tridngulo tem trés lados e trés angulos
internos, ele pode ser completamente descrito pelos comprimentos dos trés lados e pela
medida dos trés angulos. Esse capitulo é a uma coleta de alguns dos teoremas e regras mais
fundamentais da geometria plana, feita com base em (HARIKI, 1979) [22], fornecemos
uma visao geral da terminologia envolvida na descricao de um tridngulo e os diferentes

tipos de triangulos que podemos encontrar no nosso trabalho pesquisa.

3.1 Conceitos fundamentais da geometria plana

3.1.1 Ponto, reta e plano

Na Geometria Plana, admitem-se como primitivo os conceitos de ponto, reta e
plano: estes sao as figuras geométricas mais simples, a partir das quais sao definidas as
outras figuras geometricas tais como segmento de reta, semirreta, angulo, triangulos etc.

Representaremos estas figuras fundamentais da seguinte maneira:

Figura 3.1: Entes primitivos da geometria.

,
/
o
= / £
/

Ponto Reta Plano

\\SD

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Axioma 3.1. Uma reta tem infinitos pontos e é ilimitada nos dois sentidos.



35
Axioma 3.2. Dados quaisquer dois pontos distintos, A e B, existe uma tnica reta que os
contém.

Definicao 3.3. Se um ponto é comum a duas retas, dizemos que este ponto é um ponto
de intersecao dessas retas. Duas retas que se interceptam num tnico ponto sao chamadas

de retas concorrentes.

Definicao 3.4. Pontos pertencentes a uma mesma reta sao chamados colineares; caso

contrario, sdo chamados nao-colineares.

3.1.2 Segmento de reta

Dados dois pontos distintos, A e B, o conjunto dos pontos A, B e todos os pontos
que estao entre A e B é chamado de segmento AB. Se A e B sao coincidentes, dizemos

que AB é o segmento nulo. Os pontos A e B sdao chamados as extremidades do segmento
AB.

O conceito abstrato de congruéncia entre segmentos ¢ definido da seguinte maneira:
e Dois segmentos sdo congruentes® se eles tém a mesma medida.

Representaremos congruéncia entre segmentos AB e C'D escrevendo AB = CD;
assim, AB=CD <— AB=CD.

Propriedade 3.5. (i) (Reflexiva) AB = BA.
(ii) (Simétrica) Se AB=CD = CD = AB.

(iii) (Transitiva) Se AB=CD e CD = EF = AB = EF.

Assim, satisfeitas estas propriedades a relacdo de congruéncia entre segmentos é

uma relagao de equivaléncia.

3.1.3 Semirreta

Um ponto P qualquer de uma reta r, divide esta em duas partes denominadas

semirretas de origem em P, essas semirretas sao chamadas opostas.

Figura 3.2: Semirretas de origem em P.

semirreta semirreta B
Ty g -
O
F)

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

1Usamos o termo congruentes representando por =, e ndo iguais, para distinguir do termo igual, que
significa, matematicamente, o mesmo objeto matematico.
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Proposicao 3.6. As semirretas AB e BA satisfazem as seguintes propriedades:

—
° /ﬁ U BA é a reta determinada por A e B, isto é, a reta fﬁ

—
° z@ N BA ¢é o segmento AB.

3.1.4 Angulos

Considere duas semirretas de mesma origem V. Elas dividem o plano em duas
regides denominadas angulos. Cada semirreta é chamada lado dos angulos e o ponto V' é

o vértice do angulos.

Figura 3.3: V vértice do angulos.

Anguld qul s

angulo nao-

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Um angulo é convexo quando dados dois pontos quaisquer A e B da regiao do
angulo, o segmento AB esta inteiramente contido nesse angulo, enquanto no angulo nao-
convexo existem dois pontos C' e D da regiao do angulo que sdo extremidades de um

segmento nao inteiramente contido nessa regiao angular (ver Figuras 3.4 e 3.5).

Figura 3.4: Angulo convexo Figura 3.5: Angulo nio-convexo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, Fonte: Elaborado pelo préprio autor,

2019. 2019.

No caso das semirretas opostas, os dois angulos determinados sao semiplanos e,
portanto sdo angulos convexos denominados rasos. Quando nos referimos ao angulo AV B,

estamos implicitamente considerando o dngulo convexo (ver figura 3.6).
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Figura 3.6: Angulo AV B.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Axioma 3.7. A todo angulo esta associado um tinico nimero real positivo. Este niimero

¢é zero se, e somente se, o angulo é constituido por duas semirretas coincidentes.
Utilizamos em geral, o grau (°) como unidade de medida.

Axioma 3.8. Dois angulos sao congruentes se suas medidas sao iguais.

Representaremos congruéncia de angulos A e B escrevendo A = B; assim, A =

o~ ~

B A=DB.

Classificacao de angulos

s

Se a medida de um angulo convexo é 90°, dizemos que ele é um angulo reto; se é
menor que 90°; dizemos que é um angulo agudo e se ¢ maior que 90°, dizemos que ele é

um angulo obtuso.

Figura 3.7: Classificacdo de angulos.

angulo reto angulo obtuso

-angulo agudo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Definicao 3.9. Dois angulos sdo chamados consecutivos se eles tém um lado em comum.
Se os outros lados dos angulos estao em semi-planos opostos, definidos pelo lado comum,

esses angulos sao chamados adjacentes.

Definicao 3.10. Dois angulos sao chamados suplementares se a soma de suas medidas
¢ 180°. O suplemento de um angulo é o angulo adjacente ao angulo dado obtido pelo

prolongamento de um de seus lados.
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3.1.5 Angulos opostos ao vértices

Angulos opostos pelo vértice sao aqueles em que os lados de um sao as respectivas

semirretas opostas aos lados do outro.

Teorema 3.11. Dois angulos opostos pelo vértice sao congruentes

Figura 3.8: Angulos opostos ao vértices.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Sejam AOB e COD dois angulos opostos pelo vértice. Como o angulo AOD é

suplementar a ambos, obtemos
AOB + AOD = 180°.

Dali.
COD + AOD = 180°.

Portanto,

AOB = COD.

3.2 Triangulos: definicao, classificacoes e proprieda-
des

Dados 3 pontos A, B e C, nao alinhados, a interseccao dos angulos BAC , CBA e
ACB é denominada triangulo de vértices A, B e C (ver Figura 3.9).
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Figura 3.9: Interseccio dos angulos BAC, CBA e ACB

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Os segmentos AB, BC' e AC' sao os lados do triangulo ABC' e seus angulos sao BAC,
CBA e ACB. Estes sdo denotados por A , B e C, respectivamente. Notacao “AABC”
lé-se “triangulo ABC'. os comprimentos dos lados AB, BC e AC sao, respectivamente,

designados por ¢, a e b.

3.2.1 Classificacdo quanto aos angulos

Os triangulos podem ser classificados, com respeito aos angulos, em acutangulo,

retangulo e obtusangulo.
e Um tridngulo é acutdngulo se tem 3 angulos agudos.
e Um tridngulo é retangulo se tem um angulo reto.

e Um tridngulo é obtusangulo se tem um angulo obtuso.

Figura 3.10: Classificacio quanto aos dngulos.

> -

@ ol A Ly

(a,) Triangulo acutangulo (b) Triangulo retangulo (C) Triangulo obtusangulo

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

3.2.2 Classificagao quanto aos lados

Os triangulos podem ser classificados, quanto aos lados em:

e Equilatero, se tem os 3 lados congruentes.
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e IsoOsceles, se tem pelo menos 2 lados congruentes.

e Escaleno, se tem 3 lados, dois a dois, nao congruentes.

Figura 3.11: Classificacio quanto aos lados.

[

A + B A B

T

(a) Triangulo equilatero (b)

Triangulo isésceles

AB = BC = AC AB = BC

A® t ® B
(C) Triangulo escaleno

AB # BC # AC # AB

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Num triangulo isosceles, chama-se de base o lado nao-congruente e angulo do vértice

o angulo oposto a base. Observe que todo triangulo equilatero é isosceles.

3.2.3 Elementos de um tridngulo

Destacamos num triangulo os seguintes elementos: mediana, altura, mediatriz e

bissetriz.

Medianas do triangulo

Seja dado um AABC'. Se My, M, e M3 sao respectivamente, os pontos médios dos
lados BC', AC e AB, entao, os segmentos AM;, BM,; e AMj3 sao denominadas medianas
do AABC.

Figura 3.12: Medianas

B

M 1

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Pode-se provar que as medianas se interceptam num tinico ponto chamado baricentro

do ANABC.
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Alturas do triangulo

Sejam H, Hy e H3 pés das perpendiculares baixadas, respectivamente, dos vértices
A, B e C sobre as retas suporte aos lados BC', AC' e AB. Entao os segmentos AH;, BH,
e AHs chamam-se alturas do AABC.

Figura 3.13: Alturas

B

H,

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Pode-se provar que as alturas se interceptam num tnico ponto chamado ortocentro

do AABC.

Bissetrizes do tridngulo

Sejam as semi-retas s;, so e S3 as bisetrizes dos angulos A , Be C do ANABC,
respectivamente. chamam-se bissetrizes do AABC' os segmentos AS;, BSs e AS3, onde
S1, S5 e S3 sdo respectivamente, os pontos onde as semi-retas si, sp € s3 interceptam os
lados BC', AC e AB .

Figura 3.14: Bissetrizes do tridngulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Pode-se provar que as bissetrizes se interceptam num tnico ponto I (incentro)

equidistante dos pontos S7, S5 e S3 portanto, centro da circunferéncia inscrita ao AABC.
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Mediatrizes do tridngulo

Figura 3.15: Mediatrizes do tridngulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Sao mediatrizes de um tridngulo retas perpendiculares py, po e p3 tragadas passando
pelo ponto médio de cada um dos seus lados My, My e Mj (ver Figura 3.15). Desta forma,

um triangulo possui 3 mediatrizes.

O ponto de encontro dessas trés mediatrizes X é chamado de circuncentro. Este
ponto, que esta a uma mesma distancia de cada um dos seus vértices, é o centro da

circunferéncia circunscrita no tridngulo.

3.2.4 Congruéncia de tridngulos
Tridngulos congruentes
Dois triangulos sao congruentes se tem ordenadamente congruentes os trés lados e

os trés angulos, ou seja, vai existir uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de

modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 3.16: Tridngulos congruentes.

‘ B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

AB = A'B’ A=A
Entdo: AABC = ANA'B'C’  se AC = A'CY e B=D
BC - B/C, o fg 6\”
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Observacao 3.12. Em dois tridngulos congruentes, sdo congruentes entre si:

a) Os lados opostos a angulos congruentes;

b) Os angulos opostos a lados congruentes.

Casos de congruéncia

Na definicao de congruéncia de triangulos temos condigoes que devem ser satisfeitas
para que dois tridngulos sejam congruentes. Existem condi¢bes minimas para que dois
triangulos sejam congruentes. Estas condi¢bes sao denominadas casos ou critérios de

congruéncia.

Caso: Lado-angulo-lado (LAL).

Axioma 3.13 (Caso LAL). Se dois triangulos ABC' e A'B'C" séo tais que AB = A'B’ |
A=A e AC = A'C’, entdo AABC = AA'B'C.

Figura 3.17: Lado-angulo-lado.

B
g
A &
A ¢

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

AB=A'B
AB=A'B', AC=AC', BC=BC(C"
AC=AC" = . __
o A=A B=B,6 C=C"
A=A
Caso: Angulo-lado-angulo (ALA).

Dois triangulos ABC e A'B'C’ sao tais que AC' = A'C’, A=A eC = 6\", entao
ANABC = ANA'B'C'.

Figura 3.18: Angulo-lado-angulo.

B
g
C A
¢

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Teorema 3.14. Em qualquer tridngulo isosceles, os angulos da base sdo congruentes.

Figura 3.19: Angulos da base congruentes.

A A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. De fato,
AB = AC = BA =CA.

Dai, pela propriedade reflexiva da congruéncia

-~ ~

A=A

Logo, o ABAC = ACAB pelo caso LAL. Portanto, B=C. 0

Teorema 3.15. Se um tridangulo possui dois angulos agudos congruentes, entao esse

triangulo ¢ isdsceles.

Figura 3.20: Tridngulo ¢ isésceles.

A A

B o G B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. De fato, sendo ABC = ACB e pela propriedade reflexiva de congruéncia BC' =
CB, portanto AABC = ANACB pelo caso ALA, logo AB = AC. 0

Caso: Lado-lado-lado (LLL).

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entao eles sdo congruentes.
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Figura 3.21: Lado-lado-lado.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

AB = A'B’ A— 7
AC = A0 EXAABC=AABC —={B-pB
BC = B'C' G-

Proposicao 3.16. Em um triangulo isosceles a mediana relativamente a base é também

a bissetriz, mediatriz e altura.

Prova. Seja ABC um tridngulo com AB = AC' . Seja AD a mediana relativamente a
base BC'. Considere os triangulos ABD e ACD. Como D é o ponto médio de BC', entao
BD = CD. Além disso ABC é um triangulo isésceles, o que implica que AB = AC
e B=C. Logo, os triangulos ABD e ACD sao tais que AB = AC, BD = CD e
ABD = ACD. Pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos, segue que AABD = AACD.
Em particular, BAD = CAD, o que implica que AD é a bissetriz do angulo BAC.
Além disso, temos ADB = ADC , € como estes angulos sao suplementares, segue que
ADB = ADC = 90°. Portanto, AD é altura e também mediatriz do triangulo O

3.2.5 Semelhanca de triangulos

A=A

A IR 5 AB __ AC __ BC
Dois triangulos AABC' e ANA’'B'C" sao semelhantesse{ B = B’ e B = e = B

c=C
Indica-se AABC ~ AA'B'C’ para designar que o AABC' é semelhante ao AA'B'C".

Figura 3.22: AABC ¢ semelhante ao AA'B'C’.

C
/O\ :
A® % A’A'

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Teorema 3.17. Toda reta paralela a um lado de um triangulo e que intercepta os outros

lados determina um triangulo semelhante ao primeiro.
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Figura 3.23: ACDE e ACAB sdo semelhantes.

C

Ab\\e r

A B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. A reta r, paralela a reta AB, encontra os lado AC e BC nos pontos D e FE,
respectivamente. Vamos mostrar que ACDE e ACAB sao semelhantes.
De fato, nos dois triangulos os lados correspondentes sao proporcionais. Entao, pelo

Teorema de Tales,
CD DA C(CA

CE FEB OB’

Logo, usando uma propriedade das proporc¢oes, segue-se que

CD CE

AT CB (8:1)

Por outro lado, se tracarmos uma paralela a reta AC, pelo ponto E, cortando o lado AB

no ponto F'.

Figura 3.24: Paralela a reta AC, pelo ponto E, cortando o lado AB no ponto F.

Cc

A E B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Logo, pelo Teorema de Tales
C’E_EB_CB:>CE_C’B
AF  FB AB AF  AB’
Como AADF = AEFD pelo caso ALA., pois

DFE = ADF (alternos internos.)
DF (lado comum.)
AFD = EDF (alternos internos.)
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segue-se que AF e DE sao congruentes. Portanto,

CE CB __CE DE

= = ) 2
DE_ AB _ CB _ AB (3:2)
De (3.1) e (3.2),
Ch DE C(CF
CA  AB CB
Portanto nos dois triangulos, os angulos correspondentes sao congruentes, isto é
A=D,B=EeC=C.
Dai,
ANCDE ~ ACAB.
O

Casos de semelhanca

Como no estudo de congruéncia de tridngulos, é conveniente determinarmos quais
as condig¢oes sufucientes para que dois tridngulos sejam semelhantes. Estas condigoes

suficientes sdo dadas pelos trés casos de semelhancas que seguem.

Caso: Angulo-Angulo

Sejam dois triangulos ABC' e DEF'. Eles serao semelhantes se, e somente se, dois

de seus angulos forem congruentes.

Figura 3.25: Caso de semelhanca: Angulo-angulo.

C

A® B D E

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

— ANABC ~ ADEF.

o
I

E.
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Caso: Lado-Angulo-Lado

Dois triangulos serao semelhantes se, e somente se, eles tiverem dois lados respecti-

vamente proporcionais e se os angulos formados por esses lados forem congruentes.

Figura 3.26: Caso de semelhanca: Lado-Angulo-Lado.

C
A F
5 - -/\'E

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

AC _ AB

br— DE — NABC ~ ADEF.
A=D.

Caso:Lado-Lado-Lado

Dois triangulos serao semelhantes se, e somente se, eles tiverem os trés lados

respectivamente proporcionais.

Figura 3.27: Caso de semelhanga: Lado-Lado-Lado.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

AC AB BC
DF DE EF

— ANABC ~ ADEF.

3.2.6 Desigualdades entre os elementos de um tridngulo

Teorema 3.18. A soma de dois angulos quaisquer de um triangulo é menor que 180°.

Figura 3.28: Soma de dois angulos quaisquer de um triangulo.

A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Prova. Vamos mostrar que B+ C < 180°. Seja M o ponto médio de BC' e A’ o simétrico
de A com relacao a M.

AM = A’M (por construgao)

AMC = A’MB (oposto ao vértice)

MC = MB ( M é ponto médio).

Logo, pelo caso LAL, AAMC = ANA'MB. Portanto, MBA' = MCA. Como o
angulo ABA’ é igual a soma de ABC e CBA’; logo é a soma de B e C. Como o ponto A’
nao esta na reta jﬁ, angulo ABA’ é menor que 180°. Isto implica que B+C <180°. O

Corolario 3.19. Todo triangulo tem pelo menos dois angulos agudos.

Angulo externo de um tridngulo

Os angulos adjacentes a cada angulo do tridngulo chamam-se dngulos externos do
tridngulo. Por exemplo, na figura, os angulos I e 1] sao angulos externos; eles sao
congruentes, pois sao opostos pelo vértice. Num tridangulo, existem 6 angulos externos,

congruentes, dois a dois.

Figura 3.29: Angulo externo de um tridngulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Teorema do angulo externo

Num triangulo, todo angulo externo é maior que qualquer angulo interno nao

adjacente a ele.

Figura 3.30: Teorema do angulo externo.

c

A B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Prova. Vamos provar que [ > A. Temos, Pelo teorema anterior
B+ C < 180°.,

Temos ainda

B+1=180°
Logo,
B+C<B+I
Portanto,
A<T
Prova-se, da mesma forma, que I>C. U

Teorema 3.20. Num triangulo, se um lado é maior que o outro, entao ao maior lado

opoe-se 0 maior angulo.

Figura 3.31: O maior lado opde-se ao maior angulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Suponha, como na Figura 3.31, que AB > AC. queremos provar que C > B. Seja
D o ponto de AB tal que AD = AC. O AADC é isosceles e, portanto, ADC = ACD.
O angulo ADC é externo ao ACDB. Portanto, ADC > DBC. Mas ACB > ACD =
ADC > DBC, isto é, C > B. O

E valida também a reciproca: Num tridangulo, se um angulo é maior que outro,

entao ao maior angulo opoe-se o maior lado.

Teorema da desigualdade triangular

Teorema 3.21. Num tridngulo, cada lado é menor que a soma dos outros dois.
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Figura 3.32: O lado é menor que a soma dos outros dois.

A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Queremos provar que AB < AC + C'B. Tomemos no prolongamento do lado AC,
o ponto D tal que C'D = CB. Desta forma, ABCD é iséscele e, assim, CBD = BDC e
ABD > CBD. Portanto, ABD > BDC. Pelo teorema anterior, AD > AB.

Mas, AD = AC+CD = AC + CB.

Dai, AB < AC + CB.

O

Do mesmo modo, podemos provar que AC' < AB+ BC e BC < AC + AB.

3.2.7 Area de um tridngulo

e A area S de um tridngulo pode ser calculada conhecidos o comprimento da base do

tridangulo e sua altura, “é dado pela metade da base multiplicada pela altura”,

Figura 3.33: Area de um triangulo.

h (altura)

a (base)

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
S = % -base - altura.

e Se nao ¢é conhecida a altura do tridangulo, podemos usar a férmula de Heron para

calcular a area do tridngulo. Para um tridangulo com lados de comprimento ¢, a e b:

S=\/plp—a)p—b)(p—o)

Onde p o semi-perimetro do triangulo e é dado por: p = %”“



52

3.3 Topicos de trigonometria e geometria basica

3.3.1 A Lei dos senos

Proposigao 3.22. Seja ABC um triangulo de lados AB =c¢, AC =be BC = a e R raio

da circunferéncia circunscrita ao AABC. Entao:

L (3.3)

senA  senB  senC

Prova. Trataremos apenas o caso em que o triangulo ABC' é acutangulo, pois os outros
casos podem ser feitos de modo andlogo. Sejam A o circulo circunscrito ao AABC e O seu

centro. Considere o ponto A’ sobre A\, tal que A’B é um didmetro de A\ (ver Figura 3.34).

Figura 3.34: O triangulo ABC é acutangulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Note que A" £ C e A" # A, pois do contrario o AABC seria retangulo, ja que um
de seus lados seria um didametro de A. Assim temos que o AA'BC' é retangulo em C' e ,

desse modo:
a

—~ a
senA = — = —— =2R.
2R senA’

Agora, veja que A = A’, pois, sendo angulo inscritos em A subtendendo o mesmo arco BC,

temos

A_;-BOC_?V.

Portanto obtemos:

¢ __ % _9p

senA  senA’

Argumentos andlogos ao executado acima para o vértice A pode ser feito com o vértice B
ou o vértice C', fornecendo as outras as igualdades:

b _9Re ¢ _9gm 0
senB senC
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A segunda parte do resultado a seguir traz uma primeira aplicagdo da Lei dos senos

ao calculo da area de um triangulo.

Corolario 3.23. Seja ABC' um triangulo cujos lados AB, AC' e BC' medem, respectiva-
mente, ¢, b e a. Se A|[ABC] denota a area do AABC entao

besenA  acsenB  absenC

A[ABC] = = 4
ABC) = "% : : (3.4)
Se R denota o raio do circulo circunscrito ao AABC, temos também que
AlABc] = (3.5)
AR '

Prova. Para a primeira parte isto é, para as formulas (3.4), é suficiente estabelecermos
a primeira delas, uma vez que as outras duas podem ser obtidas de modo analogo.
Primeiramente, o AABC' é retangulo em A, podemos ver AB como base e AC' como

altura do AABC' (ou vice-versa), de sorte que

A[ABC] = 1’2‘3

Entao,

be  besenA

A[ABC| = — =

[ABC] = 3 5

Suponha agora, que o AABC' é acutangulo (ver Figura 3.35). Sendo H o pé da altura

relativa ao lado AC' e h = BH, temos:

Figura 3.35: O AABC é acutangulo.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

h R
senA = — = h = csenA.
c

Entao.

A[ABC] = bzh - bCSZ"A.

O caso em que o AABC' é obtusangulo é inteiramente analogo e, por isso sera deixado
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como exercicio. Para (3.5), observe que a Lei dos senos da:

-~ a
A=
sen R

Substituindo tal expressdo na primeira igualdade em (3.4). obtemos

be - % abe

AJABC) = =R = .

3.3.2 A Lei dos cossenos

O objetivo desse material é demonstrar e exibir algumas aplicagdes do teorema abaixo,
que é uma generalizacao do Teorema de Pitagoras, conhecido como Lei dos cossenos. Antes,
porém, necessitamos estender a definicdo de cosseno a angulos retos e obtusos. Para tanto,

considere o um angulo obtuso. Temos:

90° < a < 180° & —180° < —ax < —90°

< 0° < 180° — v < 90°.
ou seja, 180° — a é um angulo. Entao, para 90° < o < 180°, definimos o cosseno de « por
cosa = —cos(180° — av).

Definimos, ainda, cos 90° = 0. Mais adiante, estudaremos o cosseno em situac¢oes mais

gerais e ficara claro o porqué das defini¢oes acima.

Proposigao 3.24. Seja ABC' um triangulo de lados AB = ¢, BC' = a e AC = b. Entao,
a? = b® + ¢ — 2bccos A. (3.6)
Prova. Iniciamos com o caso 4 = 90°. Como c0s90° = 0, temos:
b+ — 2bccos A = b2 + ¢ — 2bccos 90° = b + 2.
Por outro lado, como o AABC' é retangulo em A, o Teorema de Pitagoras garante que
b+ = a’

Entéo de (3.6) vale nesse caso. Suponha agora, que A < 90° ,seja H o pé da perpendicular
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ao segmento AB passando pelo vértice C, h = CH e x = AH. Se também tivermos

B < 90° a situaciio ¢ descrita (ver Figura 3.36).

Figura 3.36: A < 90° .

I
1
I

h

1

Ag rl -

H c
l_"'“C‘xi

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Como HB = ¢ — z aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos HC'A e HBC,

obtemos respectivamente,

V=nw+zea’>=n*+(c—1x)
Tais igualdades sdo equivalentes (também respectivamente) a
R =10?—2? e i = a®> + (c — z)?,

de sorte que b* — 22 = a® + (c — z)%. Mas,

b2—x2:a2+(c—:c)2@62—%:a2—02+2ca:—xz

sSal=0+ 2 - 2.

Agora, uma vez que o tridngulo HC' A é retangulo (veja novamente a figura anterior), a
razao %, entre o cateto oposto ao angulo Aea hipotenusa do triangulo, é igual a cos A.

Dali, obtemos = = ccos A e, portanto,
a? = b + & — 2bccos A.

Quando A> 90°, sejam H o pé da perpendicular baixada de C' ao prolongamento do lado
AB (ver Figura 3.37).
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Figura 3.37: A > 90°

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Seja h = CH e x = AH. Como no caso anterior, o Teorema de Pitdgoras aplicado

ao triangulos HAC e HBC fornece as igualdades
V=h+22ea’=h*+(c+2)?
ou, ainda,
h?=b*—a22eh®=a%— (c+ux)

A partir delas, temos

b —2* =a® — (c+ )

Também como antes,

62—x2:a2—(c+x)2@b2—%:a2—02—203ﬂ—,@/j
& a?=b+ + 2.

Uma vez que BAC > 90° (veja novamente a figura), temos
cos(BAC) = — cos(180° — BAC) = — cos(HAC).
Por outro lado, observando o tridngulo HAC, notamos que § = cos(H AC’) Portanto,
x = beos(HAC) = —bcos A,

e, assim, obtemos:
a? = b + 2 — 2bc cos A.
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3.3.3 Identidade trigonométrica
Arco triplo

Vamos mostrar que
sendz = sen(2x).cox + senx.cos(2x).
Prova.

sen3z = sen(2x).cox + senx.cos(2x)
= 2senx.cos’s + senw.(cos® — sen’z)
=9 2 2 3
= 2sen(l — sen“x) + senx.cos“xr — sen°x

= 3senx — 4sen’x

3
=4 - — 2)
SENT ( SEN

V3 V3
= 4senx > + senx | . o senx

= 4sen(sen60 + senz).(sen60° — senx

= 4senx 23671 (60 +x> .COS (60 —

60° + x) (60O +x
.COS

I {sen?z ooy
n (

60° — z)
)

v\/\—/

= 4senx |2sen (

r 60° +z
= 4senx sen( 7 )

= 4senx.sen ( .sen

60° + )
= 4senx.sen (60° + x) .sen (120° +

X
banssn(o4) (42
= asenxr.sen | xr —].sen |\ T — ] .
3 3
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3.3.4 Teorema do quadrilatero inscritivel

Teorema 3.25. Se um quadrilatero é inscritivel numa circunferéncia, entdo os angulos

opostos sao suplementares.

Figura 3.38: Quadrilatero inscrito.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Pelo teorema do angulo inscrito, temos que o angulo « € igual a metade do arco

BAD, ou seja a = Bé‘D.

Analogamente temos que o angulo 8 é igual & metade do arco BCD, ou seja
= BCD
5

Além disso, temos que BAD + BCD = 360°, Daf

BAD BCD  360°

— 180°
5 + 5 5 — a+pf 80

Analogamente provamos que 6 + p = 180°, ou ainda observando que como a soma

dos angulos internos de uma quadrilatero é igual a 360°, segue que 6 + p = 180°. U
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3.3.5 Teorema de Ptolomeu

Teorema 3.26. (Teorema de Ptolomeu) Num quadrildtero inscritivel, o produto das

diagonais ¢é igual a soma dos produtos dos lados opostos.

Figura 3.39: Relagdo de Ptolomeu: Quadrilatero inscrito.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Se AB=a, BC=b,CD =c¢, DA=d, AC =pe BD = q. Iremos mostrar que
p-q=a-c+b-d

Seja EF um ponto sobre a diagonal BD, tal que BAE = CAD = a. Observe que
ACB = EDA = B, pelo fato de serem angulos inscritos a circunferéncia de mesmo arco
AB. Portanto AAED ~ AABC, logo:

ED d

De forma similar os tridngulos AAEB e AADC também sao semelhantes, pois

ACD = ABFE = 6, angulos inscritos a circunferéncia de mesmo arco AD, Dali:

BE
7:g:>BE-p:a-c. (3.8)
c p

Somando as equagoes (3.7) e (3.8), teremos:

p(ED+ BE)==a-c+b-d=p-q=a-c+b-d.
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3.3.6 Desigualdade de Ptolomeu

Teorema 3.27. (Desigualdade de Ptolomeu) Seja ABC um tridngulo qualquer e P um
ponto do plano deste triangulo, entdao AB-CP + BC- AP > AC - BP. A igualdade ocorre

se, e somente se o quadrilatero ABCP ¢ inscritivel.

Prova. Sejam E € 23’ Fe %, D e @, tais que PDJ_@, PE'J_}@e PFJ_%.
Observe que ADP+AEP = 180°, dai o quadrilatero PDAFE é inscritivel com AP diametro
do circulo circunscrito, pelo fato de AEP = 90°. Temos também que EPD+ DAFE = 180°,
por outro lado DAE = 180°— A, onde A ¢ angulo interno do AABC.. Logo por substituicao
EPD = A.

Figura 3.40: Desigualdade de Ptolomeu: PDAE é inscritivel.

F

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Aplicando a Lei dos senos no APED, teremos:

ED ED

~ = AP = senA = ——. 3.9
senA AP (3.9)
Jé& aplicando a lei dos senos no AABC', temos:
~  BC
A=—. 3.10
sen 5R (3.10)

Sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao AABC'. Comparando as equagoes
(3.9) e (3.10), chegaremos a identidade:

_ BC-AP

ED
2R

Observe que os quadrilateros BFPD e CPEF também sao inscritiveis, dai por
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analogia, segaremos as identidades:

AC-BP
FD=—u=+—.
2R
e
AB-CP
FE = —r0—.
2R

Da desigualdade triangular no triangulo DEF', temos:

AB-CP BC-AP AC-BP
+ > .

FE+FED>FD = ¥ R ¥

Logo,
AB-CP+ BC - AP > AC - BP.

Do teorema de Ptolomeu (3.3.5) temos que:

AB-CP+ BC-AP > AC - BP.



CAPITULO 4

CONSTRUCOES E PROPRIEDADES DO TRIANGULO EQUILATERO

Uma maneira rapida e direta de identificar um triangulo equildatero é comparando
as medidas do seus lados. Se os trés comprimentos forem iguais, a estrutura do tridngulo
¢ determinada. No entanto, isso nem sempre ¢é possivel. O tridngulo equilatero é o
tnico poligono em que se conhecendo apenas a medida do lado é possivel determinar a
estrutura completa do poligono. Desta forma, o tridngulo equilatero esta em companhia do
circulo e da esfera cujas estruturas completas sao determinadas fornecendo apenas o raio.
Tomando como base os livros (DOLCE, 1985)[13] e (HARIKI, 1979)[22], introduziremos
neste capitulo algumas construgoes e propriedades envolvendo tridngulo equilatero, que sao
estudadas e aparecem numa variedade de contextos tanto na geometria basica quanto em
topicos mais avancados e serdo bastante uteis no decorrer do nosso trabalho. Os conceitos

e resultados gerais, para triangulos quaisquer, foram apresentados no capitulo anterior.

4.1 Propriedades basicas

Propriedade 4.1. Se um tridngulo é equilatero, entao é equiangular.

Figura 4.1: Triangulo equildtero

A

B | C

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Prova. Pelo teorema do tridngulo isdsceles (ver Teorema 3.14), dado que AB = AC,
sabemos que B = C e da mesma forma se AC = BC teremos A = B. Portanto, pela

propriedade da transitividade de congruéncia (ver Propriedade 3.5) A=B=C. O

Propriedade 4.2. Se um tridngulo é equiangular, entao é equilatero.

Figura 4.2: Tridngulo equiangular.

A

B - o

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Do teorema do tridngulo isésceles, dado que B = C, sabemos que AB = AC, pelo
mesmo teorema temos que e AC' = BC, dali, A=Be consequentemente A = C. Portanto,

pela propriedade da transitividade de congruéncia AB = AC' = BC. U

Observe que no triangulo equilatero A=B=C= 60°(Lei angular de Tales).

Portanto, é um tipo especial de triangulo isosceles.

Propriedade 4.3. As trés medianas de um tridngulo equilatero tém compri-

mentos iguais.

Figura 4.3: Medianas de um tridngulo equildtero.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Figura 4.4: Subdivisio de um tridngulo equilatero em relacio as medianas.

A

(@) (b) ©

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Sejam D, E e F os pontos médios dos lados AC', BC e AB respectivos. Se o
AABC é equilatero, entao:

AB = AC = BC.

Dali,

AB = AC
Que é equivalente a,

) AB _ 4AC

2 2
Portanto,

BF = DC. (4.1)

Considere agora os tridngulos BFC (Figura 4.4a) e CBD (Figura 4.4b), onde
CBF = BCD = 60°, BF = CD e BC élado comum, dai ABFC = ACDB, pelo caso
de congruéncia (LAL). Portanto FC' = BD.

Seja os tridngulos BFC' (Figura 4.4a) e BEA (Figura 4.4c), onde CBF = ABE =
60°, BFF = BE ¢ BC = BA, dai ABFC = ABEA, pelo caso de congruéncia (LAL).
Portanto, F'C' = E A e pela propriedade transitiva de congruéncia FC = BD = FA.

Propriedade 4.4. Em um tridngulo equilatero a mediana é também bissetriz,

mediatriz e altura.

Seja o triangulo equildtero ABC. Tracemos a mediana AM relativa ao lado BC' e
provemos que AM é bissetriz e altura.
Considere os triangulos ABM e AC'M, entao:

o AB = AC (pelo fato do AABC ser equilatero).
e BM = CM (defini¢cao de mediana, pois M é ponto médio de BC).

e AM (lado comum).
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Figura 4.5: Tridngulo equilatero: Mediana é também bissetriz e altura.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Pelo caso de congruéncia de tridngulos (LLL), temos AABM = AACM. Por

esses triangulos serem congruentes decorrem que:
1. BAM = CAM = % = 30° e dai AM ¢é bissetriz.

2. AMB = AMC e que sao angulos adjacentes, congruentes e suplementares, entao
sao angulos retos, dai AMB = AMC = 90°. Logo, AM 1 BC' e portanto AM, é

altura e mediatriz.

A demonstracao da préxima propriedade é decorrente das propriedades 4.3 e 4.4

que acabamos de provar.

Propriedade 4.5. As altura, bissetrizes, mediatrizes e medianas de um trian-

gulo equilatero tém o mesmo comprimento.

Figura 4.6: Comprimento da altura h.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Vamos encontrar o valor da altura em funcao das medidas dos lados do tridngulo.
Para isso, denotaremos como ¢ o comprimento comum dos lados e h a altura no tridngulo

equildtero de vértices A, B e C' (Figura 4.6).
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Fazendo uso do Teorema de Pitdgoras' encontramos a medida h da altura em

funcao do lado ¢ do tridngulo equildtero. De fato,

0\ 2
2 _ 32 t
E—h+<2>.

Entao,
E, dai,

Chegamos a igualdade,

03
h— T.

A propriedade a seguir decorre da Propriedade 4.4.

Propriedade 4.6. No tridngulo equilatero o baricentro, incentro, circuncentro

e ortocentro coincidem.

Figura 4.7: Ponto comum as bissetrizes, medianas e alturas.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Este ponto comum equidista dos vértices e, portanto, é centro de uma circunferéncia

que os contém. Para vermos isso, considere o tridngulo equilatero ABC (Figura 4.7a),

G representa o baricentro e M, N e P sao os pontos médios dos lados BC, AC e

AB respetivamente, ja vimos que pelo caso de congruéncia de tridngulos (LLL), temos

ANABM = AACM. observe também que:

e BM = CM (defini¢ao ponto médio).

10O teorema de Pitigoras é uma relacio matematica entre os comprimentos dos lados de qualquer
tridngulo retangulo. Na geometria euclidiana, o teorema afirma que: “Em qualquer tridngulo retdngulo, o
quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.”
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e GM (lado comum).

o AMB = AMC = 90° (por serem angulos adjacentes, congruentes e suplementares).

Entao, ABMG = ACMG pelo caso LAL, portanto BG = CG. Analogamente
os triangulos AGN e CGN também sao congruentes, que nos dd AG = CG, logo:
BG = CG = AG = R, onde R e o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC,
os seguimentos GP, GM e GN sao iguais e, portanto, G é também o centro de uma
circunferéncia de raio r inscrita no triangulo. A partir de agora chamaremos este ponto

comum de centro do triangulo.

Propriedade 4.7. A area S do tridngulo equilatero, conhecendo a altura em funcao da

medida do lado ¢, pode ser encontrada utilizando o resultado:

L.h
S=—.
2
Dali,
o é.%.
2
Portanto,
S = £v3

4.2 Triangulo equilatero inscrito

Veremos na sequéncia duas propriedades que envolvem o raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo equilatero.
Propriedade 4.8. Lado em funcao do raio.

Seja 0 AABC' equilatero inscrito a uma circunferéncia de raio R.

Figura 4.8: Tridngulo equildtero inscrito.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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No triangulo AAOC (ver figura 4.8), observe que AO = CO = R. Por outro lado,
o AOC = 120°, daf aplicando a Lei dos cossenos no AAOC, teremos

AC? = AO* + CO?* —2A0 - CO - cos120°
Fazendo AB = { temos,
=R+ R*+ R

Entao,
* = 3R?.

Portanto,

{=RV3.
Propriedade 4.9. Ap6tema em funcao do raio.

O apotema de um tridngulo equilatero é o seguimento de reta que une o circuncentro
do triangulo ao ponto médio de qualquer um dos lados, entao considere o AABC' equilatero

inscrito a uma circunferéncia de raio R.

Figura 4.9: Apétema de um tridngulo equildtero em funcio do raio de um

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Fazendo OM = a3 onde ag representa o apotema, e sendo o quadrilatero OBDC

um losango, temos:

OM = @
2
Logo,
R
ag = —.

2
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4.3 'Triangulo equilatero circunscrito

Na sequéncia duas propriedades que envolvem o raio da circunferéncia inscrita ao

triangulo equilatero.
Propriedade 4.10. Ap6étema em funcgao do raio.

A medida apotema OM = a3 de um tridngulo equilatero é igual a medida do
raio 7 da circunferéncia inscrita a ele (ver Figura 4.10). Considere o AABC equilatero

circunscrito a uma circunferéncia de raio 7.

Figura 4.10: Triangulo equilatero circunscrito.

=

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

as =1T|
Propriedade 4.11. Lado em fung¢ao do raio.

Como a altura coincide também com a mediana,

h =AM = 3r.
Entao,
3r = @
=
Dai,
(V3 = 6r.
Logo,
) o <¢3>
=7\
Portanto,

0= 2rvV3.
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4.4 Algumas construcoes do tridngulo equilatero

No capitulo anterior apresentamos a construcao de um triangulo equilatero tal qual
aparece na primeira proposicao do primeiro livro de “The Elements” de Euclides, dado
o comprimento de um lado. Nessa sec¢ao apresentamos uma versao mais didatica dessa
construgao e mais outras duas que sao construgoes de um triangulo equildtero inscrito em

uma circunferéncia.

4.4.1 Construgao de um tridngulo equilatero a partir de um lado

Existem varias possibilidades para a construcao de tridngulos equilateros cuja a
medida do lado é conhecida. Pode-se utilizar de régua e compasso, como também softwares,
esta construcao usa como argumento a propriedade do triangulo equilatero possuir os trés
lados congruentes, ou seja, possuem o mesmo comprimento. Entdo o que fazemos ¢é tracar
trés segmentos congruentes de modo que suas extremidades sejam coincidentes, duas a

duas.

e Trace um segmento AB.

e Com a ponta seca do compasso no ponto A e uma abertura igual a AB, descrevemos

um arco cujo raio sera igual a AB.

e Com a ponta seca em B e mesma abertura AB, descrevemos um outro arco, que

intersecta o primeiro no ponto C' .

e Unindo os pontos A com C, B e C, obtemos o tridngulo equilatero desejado (ver
Figura 4.11).

Figura 4.11: Construcio do tridngulo equildtero dado um lado.

- G i

-

- -

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Justificativa:

O AABC é equilatero, pois, B e C pertencem a circunferéncia com centro em A.
Logo AC' = AB. Por outro lado, A e C' pertencem a circunferéncia de centro em B, dai
AB = BC'. Portanto, pela propriedade da transitividade de congruéncia (ver Propriedade
3.5) AB = AC = BC.

4.4.2 Construgoes de um tridangulo equilatero a partir de uma

circunferéncia
1° método
e Construa uma circunferéncia de raio qualquer de centro O.

e Trage um didmetro da circunferéncia, marcando os pontos A e F.

e Com centro em FE e raio OA ou OF , trace um arco que intersecte a circunferéncia

nos dois pontos B e C.

Figura 4.12: Construcdes de um tridngulo equildtero 1° método.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Justificativa: O tridngulo com vértices A, B e C é equilatero.

Os pontos A, B e C dividem a circunferéncia em trés partes iguais, ou seja, os arcos
\B, BC e CA sdo congruentes (tem a mesma medida). Daf as cordas AB, BC' e CA da



72

circunferéncia, também sao congruentes. Logo, os pontos A, B e C sao os vértices de um

tridngulo equildtero(os trés lados tem medidas iguais)(ver Figura 4.12).

2° método

Usaremos nessa construcao a propriedade do tridngulo equilatero que diz que os
trés angulos internos sao congruentes, ou seja, possuem a mesma medida de 60°. Entao

dividiremos a circunferéncia em trés arcos congruentes, limitadas pelos vértices A, B e C.

e Construa uma circunferéncia de raio qualquer de centro O.
e Marcamos um ponto qualquer na circunferéncia, por exemplo C'.

e Com raio igual a OC, posicionamos a ponta seca do compasso em C' e descrevemos

um arco, marcando o ponto D na intersec¢ao com a circunferéncia.

e Com mesmo raio OC', com centro em D, descrevemos um novo arco marcando como

B a intersec¢do com a circunferéncia.

e Com raio igual a BC' e com a ponta seca do compasso em (', descrevemos um arco

marcando o ponto A a intersec¢ao com a circunferéncia.

e Unindo os pontos A, B e C, obtemos o tridngulo equildtero (ver Figura 4.13).

Figura 4.13: Construcdes de um tridngulo equildtero 2° método.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Justificativa:

Cada lado de um hexagono regular forma com o centro da circunferéncia circunscrita
a ele, um angulo central de medida 60°. Entao, cada lado do AABC forma com o
centro da circunferéncia circunscrita ele, um angulo central de medida 120° (ver Figura
4.14). Dai, o AAOC é isésceles, pois OA = OC (comprimento do raio). Por outro
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lado as medidas dos angulos OCA = OAC = 30° (teorema do angulo interno de um
tridngulo). Entao, AAOC = ABOC = ANAOB, pelo caso de congruéncia LAL. Logo,
OCB = OCA = 30°. Entéo, por substituicao ACB = 60°. De maneira similar, temos
ACB = ABC = BAC = 60°, portanto 0 AABC' ¢ equildtero.

Figura 4.14: Justificativa da construgdes de um tridngulo equildtero 2° método.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

4.5 Simetrias de um triangulo equilatero

A simetria pode ser observada em algumas formas geométricas e representa seme-
lhanga exata da forma em torno de uma determinada linha reta, ponto ou plano. Se, ao
rodarmos a figura, invertendo-a, por meios de transformacgoes geométricas associadas a
reflexdo, rotacao ou translacao e ela for mapeada ponto por ponto (segundo os principios
da geometria euclidiana) ela é simétrica. E o caso das imagens refletidas por um espelho.
O triangulo equilatero, possui 6 simetrias, trés linhas de simetrias em que o tridngulo é
refletido através de linhas que passam pelo vétice e ponto médio do lado oposto (retas
que sdo suportes as alturas, medianas ou bisetrizes) e trés simetrias rotacionais em que o
tridangulo é girado 0°, 120°, 240° sobre o seu centro (baricentro, icentro, circuncentro ou
hortocentro).

Observe que, o tridngulo equildtero tem trés linhas de simetria (ver Figura 4.15), o

tridangulo is6sceles tem uma linha, e o o triangulo escaleno nao tem nenhum.

Figura 4.15: Simetria em tridngulos.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Observe que, o triangulo equilatero espelhado em torno de cada um desses eixos

produz uma simetria (ver Figura 4.16).

Figura 4.16: Simetria em torno de eixos

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Na Figura 4.17 temos as simetrias rotacionais de um triangulo equilatero que é

girado 0°, 120°, 240° sobre o seu centro.

Figura 4.17: Simetrias rotacionais

| |
0°_
e
i )
A A
=
il 74N A
A
240°
e
i

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.



CAPITULO b

TEOREMAS ENVOLVENDO TRIANGULOS EQUILATEROS

No capitulo anterior vimos propriedades basicas do triangulo equilatero com de-
monstragoes que muitas vezes sao negligenciadas ao serem apresentadas para os alunos
do ensino béasico de uma forma bem simplificada. Mostramos que, podemos introduzir
essas propriedades de uma forma detalhada com argumentacoes e demonstracoes. Nesse
capitulo, pensamos que o estudo do triangulo equilatero pode ser explorado por meio de
diversas abordagens e aqui estamos propondo formas e meios de inserir, a medida que nos
aprofundamos no estudo do triangulo equildtero, teoremas e propriedades surpreendentes
desse poligono e ilustraremos essa ideia através de discussoes e utilizando as demonstragoes
como agentes motivadores da aprendizagem. Mais importante que os teoremas, sao suas
provas e ideias, e é nisso que iremos nos concentrar. Os teoremas podem até nao parecer
uteis a primeira vista, mas no decorrer das demonstragoes e com a utilizagdo de determi-
nadas técnicas, percebemos varios topicos da geometria basica em todas as passagens das
demonstragoes.

O triangulo equilatero tem algumas propriedades e teoremas especiais que geral-
mente nao sao validos em um tridngulo arbitrario. Essas propriedades foram estudadas
por muitos matematicos famosos, como Napoleao, Morley, Van Schooten, Viviani, Fermat,
Pompeiu, Torricelli entre outros. Alguns desses teoremas foram descobertos por mim,
durante estudos e pesquisas para disciplina Geometria que faz parte da matriz curricular
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). Dai tive a ideia
de adequar alguns meios de demonstracoes para o nivel bésico, testando e combinando
diferentes ferramentas matematicas, revisitando resultados bem conhecidos da geometria
bésica como axiomas e propriedades da geometria plana, lei dos senos, lei dos cossenos,
identidades trigonométricas, casos de congruéncia, teorema da area, entre outras. Em

uma das secgoes transportamos o triangulo equildtero para o sistema de coordenadas
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cartesianas para dar visibilidade aos seus elementos como as coordenadas dos vértices e
dos pontos notaveis onde podemos utilizar softwares educativos como GeoGebra para este
fim. Vimos que quanto mais se considera o triangulo equilatero mais pode-se encontrar
propriedades e relagoes adicionais, e esse processo de investigacao e descoberta contribuem
muito para a melhoria da educagdo matematica, tanto para com os professores como para

alunos no Ensino Médio.

5.1 Teorema de Viviani

Vincenzo Viviani (1622 -1703) foi um matematico e fisico italiano. Galileo Galilei,
ficou tao impressionado com o talento de Viviani que o contratou como um colaborador
com apenas 17 anos, sendo seu primeiro bidgrafo. Em 1656, Viviani editou a primeira
edicao das obras coletadas de Galileu. Reconstruiu também escritos de Arquimedes e
Euclides. E dele o teorema que apresentaremos abaixo. Teorema esse que destaca uma
propriedade surpreendente dos triangulos equilateros. Veremos duas demonstracoes desse
teorema. A primeira demonstracao é bem simples e pode ser explorado conhecimentos de
area de um triangulo (PICKOVER, 2009)[33].

Teorema 5.1. A soma das distancias aos lados de um triangulo equilatero de um ponto
pertencente ao seu interior ou a seus lados é constante e igual a medida da altura do

triangulo.

Prova. Considere um triangulo equilatero AABC' de altura h e lado ¢, seja P um ponto
qualquer do AABC' (ver Figura 5.1), denote por S; a drea do AAPB, Sy a area do
ANAPC, S3 a darea do ABPC e S a area do AABC (ver Figura 5.2). Sejam a, b e ¢ as
medidas das distancias de P aos lados AC, BC' e AB, respectivamente.

Figura 5.2: Triangulos: AAPB, AAPC
Figura 5.1: P ponto qualquer do AABC. e ABPC.

C

-y -

b

>
T

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019. Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Entao,
S =5 +85+S5s.
Dali,
L AB HC’—l AB +1 AC +1 CB-b
2 ~2 ‘T3 T3 '
Nesse caso, teremos
1
5-6 h=—--l-c+--4 atg b
Logo,
1 1
Portanto,
h=a+b+c.

O

Nessa segunda demonstracao que apresentaremos do Teorema de Viviani nao
precisaremos de palavras (KAWASAKIR, 2005)[24].

Prova. .

Figura 5.3: Prova do Teorema de Viviani.

/i
P N A N/ B N\ 4 {

Fonte: (KAWASAKIR, 2005).

5.2 Teorema de Van Schooten

Frans Van Schooten nascido em 1615, em Leyden, Paises Baixos, faleceu na mesma
cidade em 29 de maio de 1660. Foi um dos principais a promover a propagacao da geometria
cartesiana [8]. Um de seus teoremas que apresentaremos nessa secgao tem como pano
de fundo o tridngulo equildtero. Veremos duas demonstracoes utilizando ferramentas da

geometria basica.

Teorema 5.2. Para um ponto P pertencente a circunferéncia circunscrita a um triangulo
equilatero ABC', o maior dos segmentos PA, PB ou PC é a soma dos dois segmentos

mais curtos, ou seja, sendo PA o maior segmento entdao: PA = PB + PC.
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Figura 5.4: P pertencente a circunferéncia circunscrita a um tridngulo equildtero ABC.

A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Dividiremos essa primeira demonstracao em etapas, para que se tenha uma
abordagem mais didatica utilizando passo a passo conhecimentos da geometria basica
(ANDREESCU, 2013)[2].

i) Marque um ponto D no segmento PA de tal forma que PD = PB, provemos que o

tridngulo PBD é equilatero (ver Figura 5.5).

Figura 5.5: Tridngulo PBD equilétero.

A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato, os angulos DPB = APB = 60° (4ngulo um inscrito) ¢ PD = PB (por
construgao), portanto o tridngulo PBD é iséscele de base BD e possui seus angulos
das bases iguais, dai pelo teorema dos angulos internos de um triangulo. PBD =

PDB = 60°. Logo, o triangulo PBD ¢ equilatero.

ii) Trace agora uma corda BFE passando por D, e vejamos que o triangulo ADFE também

¢ equilatero (ver Figura 5.6).
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Figura 5.6: ADE ¢ equildtero.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Observe que os AEB = AED = 60° (angulo inscrito) e ADE = BDP = 60° (opostos
ao vértice D), consequentemente DAE = 60° ( teorema da soma dos angulos internos

de um tridngulo). Portanto, o tridngulo ADE é equilatero.
iii) Por ultimo provemos que o quadrilatero PCED (ver Figura 5.7) é um paralelogramo.

Figura 5.7: Paralelogramo PCED.

A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato, APC = CPD = BEC = CED = 60° (angulos inscritos) e PDE = 120°

por ser suplementar ao angulo ADE = 60°. Dai,
PCE = 360° — (DPC + CED + PDE) = 360° — (60° + 60° + 120°) = 120°.

O que mostra que os angulos opostos do quadrilatero PC'ED sao iguais. Portanto,

o quadrilatero PCED ¢é um paralelogramo.

iv) Observando a Figura 5.8, concluiremos neste item a prova do teorema 5.2.
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Figura 5.8: PA=PB+ PC

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato,
PA=PD+ DA— PA=PB+ DF—=— PA=PB+ PC.

O

Faremos uma outra prova do Teorema de Van Schooten de uma forma bem rapida,

utilizando o Teorema de Ptolomeu (3.3.5).

Prova. De fato, aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero PBAC' inscrito na

circunferéncia (ver Figura 5.4), temos
PA-BC =PB-AC+ PC - AB.
Como o AABC é equilatero AB = AC' = BC', teremos
PA-B€ = PB-AC + PC - AB.

Portanto,
PA=PB+ PC.

0

O Teorema de Van Schooten abordou o caso quando o ponto P pertence a cir-
cunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. O caso em que o ponto P nao pertence

circunferéncia sera abordado pelo nosso proximo teorema, o Teorema de Pompeiu.
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5.3 Teorema de Pompeiu

Dimitrie Pompeiu (1873-1954), foi um matemadtico romeno, cujas contribuigoes
foram principalmente no campo da andlise matematica, teoria de fungoes complexas e
mecanica racional. Em um artigo publicado em 1929, ele apresentou uma conjetura
desafiadora em geometria integral, hoje amplamente conhecida como o problema de
Pompeia. O Teorema que apresentamos aqui que leva seu nome e foi publicado em 1936, é
um teorema simples que aborda o “tridngulo equilatero” e tem uma demonstragao rica em

propriedades da geometria plana (QUINES, 2018)[35]. Afirma o seguinte.

Teorema 5.3. Dado um tridngulo equilatero ABC no plano e um ponto P no plano do

tridngulo ABC, os comprimentos PA, PB e PC formam os lados de um triangulo.

Vamos dividir a demonstragdo em trés situagoes:

i) O ponto P pertence a regiao interna do tridngulo.

Figura 5.9: P no plano do AABC Figura 5.10: Rotagao de 60° do AABC

A em torno de C.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019. Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Rotacionando o tridngulo 60° em torno do vértice C' encontraremos A’ e P’ as
imagens respectivas de A e P. Observe que B coincide com A apds a rotagdo. Olhando
para o tridngulo PP’ A vemos que o lado P'A é a imagem de PB, ou seja, PA= PBeo
tridngulo PP'C é equilétero, pois PCP' = 60° e PC = P'C' com cada angulo da base PP’
do tridngulo PP'C medindo 60°. Dai PP’ = PC, entao segue que os lados do triangulo
PP'Asao PA, PBe PC. O

ii) O ponto P pertence ao lado do triangulo.
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Figura 5.11: P pertence lado do )
AABC. Figura 5.12: Rotagdo de 60° do AABC em torno

do vértice C.

A
AI

F}

B c B

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019. Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Rotacionando o tridngulo 60° em torno do vértice C' encontraremos A’ e P’ as
imagens respectivas de A e P. Observe que B coincide com A apds a rotagao. Olhando
para o tridngulo PP'A vemos que o lado P'A é a imagem de PB, ou seja, PA= PBeo
tridngulo PP'C é equilétero, pois PCP' = 60° e PC = P'C' com cada angulo da base PP’
do tridngulo PP'C medindo 60°. Dai PP’ = PC, entao segue que os lados do triangulo
PP'Asao PA, PBe PC. O

iii) O ponto P pertence a regiao exterior ao tridngulo.

Figura 5.13: P pertence a regiao

exterior ao AABC .
Figura 5.14: Rotacdo de 60° do segmento PC' em

P torno do ponto C.

A

B ¢

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019. Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Prova. Rotacionando em torno do ponto C' segmento PC' 60° no sentido horario en-
contrando P’ e observe que o triangulo PCP’ é equilatero, pois PC P é isosceles com

PC = P'C e o angulo entre eles mede 60°, ou seja, PCP' = 60°. Dai, os angulos da base



83

do PP também mede 60°. Observe também que o APBC = AAC P’ pelo caso LAL com
BC = AC , PC = P'C e PCB = ACP'. por fim obseve que o tridngulo APP’ posui
medidas AP, PB e PC que sao lados de um tridngulo de Pompeiu. 0

Segue que A, P e P’ sdo colineares se e somente se P pertencer a circunferéncia
circunscrita ao tridngulo ABC, entao o tridngulo PP’'A é dito degenerado. observe na
figura 5.15 que o angulo APC = 120°( angulo inscrito) e o dngulo CPP' = 60°, pois PP'C

é equilatero.

Figura 5.15: A, P e P’ sdo colineares.

A

Fonte: Elaborado pelo proprio autor, 2019.

5.4 Teorema de Eutrigon

Eutrigon é um tridngulo com um angulo de 60° podendo ter outro angulo de 60°,.
Assim terfamos um tridngulo equilatero (ROBERTS, 2003)[39]. Nessa secgao, iremos
oferecer duas demonstragoes de um teorema envolvendo o Eutrigon que traz algumas
propriedades que se harmoniza com as do Teorema de Pitagoras, mas com o protagonismos
para o triangulo equilatero. O lado que se opoe ao angulo de 60° aqui também chamaremos

de “hipotenusa” para fazer uma referéncia ao Teorema de Pitagora.

Teorema 5.4 (Teorema de Eutrigon). Se tracamos tridngulos equildteros sobre os lados
suportes do eutrigon, a soma da area do tridngulo sobre a “hipotenusa” e da area do

eutrigon coincide com a soma das areas dos outros dois tridngulo equilateros.

O teorema afirma que, a soma das areas S com S; coincide com a soma das areas
Sy e S3 (ver Figura 5.16)
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Figura 5.16: S+ S; = Sy + Ss.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Ofereceremos dois métodos para provar o Teorema de Eutrigon, no primeiro mé-
todo utilizaremos conhecimentos prévios da geometria béasica e no segundo método nao

precisaremos de palavras:

Prova. Queremos mostrar que se A=60°= S+ S1 = S5 + 53. De fato, utilizando o

teorema da area nas somas S + S; e Sy + 53, temos

1 1
S+ 51 = ibc - sen60° + §a2 - sen60°

|5
|3

1
= 556n60°(bc+ a?) = (be+a?) =S+ S = ~(be+a*) | (5.1)

N =

1 1
So+ 55 = §b2 - sen60° + 502 - sen60°

“f%

1
= 58671600(192 + %) = (b +P) =[Sy + S5 = \f -(V*+ )| (5.2)

DNO| —

Por outro lado, recorrendo a Lei dos cossenos (3.3.2) e fazendo A = 60°, teremos

a2 =0+ % — 2ccos A = b% + ¢ — 2bccos 60°.
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Entao, como 2 cos60° = 1, vem
a> =0+ —bc = bc+a’> =0 + &

Multiplicando ambos os membros da equacao por ﬁ, chegaremos a igualdade

\/§ 2 7\/3 2 2
T'(chra)—T'(b +c). (5-3)

Portando, substituindo (5.1) e (5.2) em (5.3), temos

S+ S5 =5+ 5.
O
Prova sem palavras(ROBERTS, 2003)[39].
Figura 5.17: Teorema de Eutrigon.
Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
U

5.5 Teorema de Napoleao

Napoledao Bonaparte (15 de agosto de 1769 a 5 de maio de 1821) foi um general
militar e primeiro imperador da Franca, considerado um dos maiores lideres militares do
mundo. Ficou conhecido por suas muitas conquistas durante sua vida. No entanto, é um

fato pouco conhecido que Napoledao tinha um interesse pela matematica. Napoledao foi
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relatado por bidgrafos sobre seu talento para matematica desde a infincia, e interagiu
com grandes matematicos e cientistas de sua época, incluindo Fourier, Monge, Laplace e
Lagrange. Monge e Fourier o acompanharam na expedicao de 1798 ao Egito, junto com
150 outros cientistas e engenheiros, com quem Napoledo realizou longas discussoes sobre
assuntos cientificos. Mas, apesar desses relatos, nao existem evidéncias que nos possa levar
mais longe e o “Teorema de Napoleao” ¢, como muitos outros resultados matematicos,
atribuido geralmente a alguém que pouco teve a ver com sua descoberta ou sua prova. Na

realidade é um teorema que frequentemente é reinventado e ampliado (CRONIN, 2014)[11].

Usaremos na demonstracao feita nessa sec¢ao com base em ( MARTINI, 1996)[28],
a lei dos cossenos, teorema da area, razoes trigonométricas e outros conhecimentos bésicos

de geometria.

Teorema 5.5. Se construirmos trés triangulos equilateros a partir dos lados de um
triangulo qualquer, entdo os centros das circunferéncias que os circunscrevem sao vértices

de um triangulo equilatero.

Figura 5.18: Trés tridngulos equildteros a partir dos lados de um tridngulo qualquer.
AN

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Para provarmos esse teorema seguiremos algumas etapas, as quais descreveremos a

seguir.

Prova. Considere um triangulo arbitrario ABC', denotando os respectivos centros dos
tridngulos equilateros voltados para fora, nos lados AB, AC, e BC por E, F'e G . Com
lados de comprimento AB = ¢, AC =be BC = a (ver Figura 5.19).
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Figura 5.19: Triangulo de Napoledo.

M

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

i) Iremos inicialmente mostrar que nos tridngulos equilateros AABM e AAPC, EAC =
GAB = £ = 30°, e consequentemente EAG = a + 60°, onde BAC = a.

De fato, no triangulo equilatero o baricentro coincide com o incentro, ponto onde as
bissetrizes se intersectam, portanto AG e AF sdo segmentos suportes as bissetrizes
dos angulos MAB e PAC nos respectivos triangulos AABM e AAPC, daf

EAC = GAB = 8 = 30°.

ii) O objetivo desse item é aplicar as razoes trigonométricas para calcular, nos tridngulos
ABM e ACP visto abaixo separadamente (Figura 5.20 e Figura 5.21), as medidas

de t em funcao de ¢ e u em funcao de b.

Figura 5.20: Perpendicular baixada de

@ relativa a0 lado AB. Figura 5.21: Perpendicular baixada de

F relativa ao lado AC.

P

M

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019. Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.
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Baixando perpendiculares dos pontos G e E aos lados AB e AC respectivamente,

temos:

V& c
30 =2 Y22 Sy © 5.4
cos LTy Ty T 7 (5.4)
2 V3 b b
°_ 2 IR -
c0s30° = LS =g T 7 (5.5)

iii) Recorreremos neste item a férmula da lei dos cossenos [3.3.2], para podermos encontrar

no tridngulo EAG, ¢ em funcao dos lados a, b e ¢ (ver Figura 5.22).

Figura 5.22: Triangulo EAG, ¢ em funcio dos lados a, b e c

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Fazendo EG = ¢, AE = u e AG =t e plicando a lei dos cossenos no triangulo FAG,

temos:

% = u? + t* — 2ut.cos (o + 60°) . (5.6)

Sabendo que:

cosx \/gsena

cos(a + 60°) = cosa.cos60° — sena.sen60° = 5 5

(5.7)

Entao, substituindo as equagdes (5.4), (5.5) e (5.7) em (5.6).

Teremos,

2 2 2 2
() ) )

302 =% + % — be (cosa — \/§S€noz) )
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Portanto,

30> = 1> 4 ¢ — be.cosa — \/3besena. (5.8)

Observe que aplicando a lei dos cossenos, que no tridngulo ABC' (ver Figura 5.19)

que:

b? + 2 — a?

a’? = b + 2 — 2be.cosa = be.cosa = 5

(5.9)

E no mesmo triangulo ABC', temos o resultado:
25 = besena (5.10)

Onde S ¢é a area do triangulo ABC.

Agora substituindo as equacoes, (5.9) e (5.10) na equacao (5.8), termos:

b2 2 9 2 | 2 2
362:62+02_(—Fc2a>+2\/§5:a+2+0+2\/§5.

Dai,
2 a’+b* + 2 N 2v/39
B 6 3

Portanto,

E:\/a2+[§+62+2\é§5

Assim, por simetria, temos conforme necessario que EG = FF = FG = (. Portanto

podemos concluir, que o tridngulo de vértices E, F' e G (ver Figura 5.19) é equildtero. O

5.5.1 Ponto de Fermat

A maioria dos curriculos do ensino basico cita dentro do estudo de geometria os
quatro pontos notaveis de um triangulo: baricentro, circuncentro, incentro e ortocentro
mencionados algumas vezes neste trabalho, o objetivo dessa subseccao é apresentar, um
pontos que apesar de sua aplicabilidade é praticamente desconhecido no ambito do ensino
basico, na verdade, eu nunca tinha ouvido falar do ponto de Fermat até os conhecimentos
adquiridos no PROFMAT. Portanto, aproveitaremos os conhecimentos prévios do Teorema
de Napoleao para essa apresentagao.

Pierre de Fermat nasceu em 17 de agosto de 1601 em Beaumont-de-Lomagne
na Franca, ao se investigar a producao matematica de Fermat, percebe-se facilmente a

caracteristica amadora predominante em seus trabalhos. Na verdade, com pouquissimas
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excegoes, ele ndo publicou nada em vida e nem fez qualquer exposicao sistematica de suas
descobertas e de seus métodos, tinha as questoes da matematica mais como desafios a
serem resolvidos. Em uma carta a Evangelista Torricelli!, Fermat desafiou-o encontrar
um ponto dentro de um tridngulo ABC' de tal forma que a soma das distancias deste
ponto para cada um dos trés vértices seja minima. Esse ponto é chamado de ponto Fermat
(SINGH, 2014) [40].

Torricelli resolveu esse problema, e Viviani? publicou a solucdo em 1659. Primeiro,
considere um triangulo AABC' arbitrario. Assumindo o conhecimento prévio de construgoes
comuns (por exemplo, tridngulos, circunferéncias, etc.), construa um tridngulo equilétero
em cada lado suporte ao triangulo. Entao, construa circunferéncias ao redor dos trés
triangulos equilateros, como mostrado na Figura 5.24. A intersegao dos trés circulos é a
solugdo, chamada de Ponto de Fermat ou Torricelli (TORRICELI, 1640)[42].

Figura 5.23: Ponto de Fermat.

- -

-

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Dai, teremos o seguinte teorema.

Teorema 5.6. Seja ABC um tridngulo qualquer e em cada lado construa externamente
trés triangulos equilateros ABF, ACE e BCD.

i) As trés circunferéncias circunscrita aos tridngulos equilateros se intercepta em um

ponto P, ou seja. C(ABF)NC(ACE)NC(BCD) = {P}.

IFisico e matematico italiano, nasceu em 1608, em Romagna, e morreu em 1647, em Florenca. Inventou
o barémetro e aperfeicoou o telescépio e o microscopio. Os seus estudos levaram-no a descobrir os efeitos
da pressao atmosférica. No campo da geometria, ajudou ao desenvolvimento do célculo integral.

2Nasceu no dia 5 de abril em Florenca, Italia, tendo estudado em uma escola jesuita. Sua inteligéncia
foi percebida logo cedo e recebeu uma bolsa de estudos do Gran Duque Ferdinando de Medici para a
compra de livros matematicos. Foi aluno de Torricelli e o tltimo discipulo de Galileo.
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ii) Os segmentos AD, BE e C'F' sao concorrentes em P, ou seja. ADNBENCF = {P}
i) AD = BE=CF = PA+ PB + PC.

iv) Para todos os pontos M no plano do tridngulo ABC,
MA+ MB+ MC > AD =PA+ PB+ PC.

Isto é, o ponto P minimiza a expressao M A+ M B+ MC'. Dai, o ponto P é chamado

de ponto Torricelli-Fermat.
Prova.

i) Sejam A e P os pontos de intersecgdo das circunferéncias C(ABF) e C(ACE).

Entao, pelo fato do quadrilatero APBF ser inscritivel (Teorema 3.3.4), temos:
APB + AFB = 180° = APB = 180° — 60° = 120°.

De modo analogo, por APC'E ser inscritivel, temos:
APC + AEC = 180° = APC = 180° — 60° = 120°.

Além disso,
APB + APC + BPC = 360° = BPC = 120°.

Logo,
BPC + BDC = 180°.

Assim, BPC'D também ¢ inscritivel, isto é P € C(BCD). Portanto,

C(ABF)NC(ACE) N C(BCD) = {P}.

ii) Basta mostrar que, os pontos (C, P, F), (A, P, D) e (B, P, E) sao colineares.
De fato, sabemos que APC' = 120° ¢ APF = ABF = 60° (angulos inscritos ao
mesmo arco AB). Entao,
APC + APF = 180°.

Dai, os pontos C', P, e F' sao colineares. De modo analogo, chegaremos a conclusao

que os pontos (A, P, D) e (B, P, E) também sao colineares. Portanto,

ADNBENCF = {P}.
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Queremos mostrar que CF' = PA+ PB + PC.

Como P € C(AFB) e AABF é equilatero, pelo teorema de Teorema de Van
Schooten (5.2)
PF=PA+ PB.

Assim,

CF=PF+PC= CF=PA+ PB+ PC.

De modo analogo podemos encontrar o resultado para os segmentos AD e BE.

Portanto,
AD =BE=CF=PA+ PB+ PC.

Seja um ponto qualquer M no plano do AABC.

Figura 5.24: Ponto M no plano do AABC.

D

F

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Entao, ja que AABF esta contido nesse mesmo plano, aplicaremos a Desigualdade
de Ptolomeu (Teorema 3.3.6):

AM -BF + AF-BM > MF - AB.
Pelo fato de AABF ser equilatero temos,
AM - BF + A - BM > MF - AB = AM + BM > MF.
Dai, somando CM em ambos lados da desigualdade, teremos:

AM +BM +CM > CM + MF = AM + BM +CM > CF.
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Do item anterior, temos C'F = PA+ PB + PC. Logo,
AM + BM +CM > PA+ PB + PC.

Portanto, o ponto de um triangulo que minimiza a soma das distancias até os trés

vértices é o ponto Toricelli-Fermat.

5.6 Teorema de Morley

Atribui-se a Frank Morley (1860- 1937), matemadtico britanico, um dos mais fasci-
nantes teoremas do século XX, tanto pela simplicidade de seu enunciado como pela beleza
de sua demonstragao, foi descoberto por F. Morley em 1899 e provado em 1914. Faremos
nessa seccao uma demonstracao do Teorema de Morley abordando recurso da geometria
com contetdos do Ensino Basico, tais como a soma dos angulos dos triangulos, semelhanca
de tridngulos, lei dos senos e identidades trigonométricas (formula do arco triplo). Nao é
possivel a contrucao do triangulo de Morley com régua e compasso, pois as trissetrizes de
um angulo nao sao alcancaveis. Muitos matematicos tentaram conceber essa construcao
de triplicar um angulo, mas todos falharam, o primeiro mateméatico a publicar efetiva-
mente uma demonstracao da impossibilidade de se efetuarem determinadas construcoes
geométricas apenas com régua e compasso foi o francés Pierre Laurent Wantzel, em 1837.
A trisecgao de um angulo nao é alcancgavel com régua e compasso. Embora a adigao, a sub-
tracao, a multiplicacdo, a divisao e a raiz quadrada de um ntimero possam ser encontradas
usando esse recursos. Em nossa construcao foi utilizado como ferramenta o GeoGebra, que
torna a trissetrizes de um angulo possivel, ndo a partir de uma construgao euclidiana clas-
sica, mas através de uma construcao mais sintética com limites de precisdao numérica. Os

resultado sdo suficientes para nos permitir investigar teorema de Morley (BAKER, 2012)[4].

Teorema 5.7. Os pontos que intersectam as trissetrizes adjacentes de qualquer triangulo

sao vértices de um tridngulo equilatero.

Seguiremos separando a nossa demonstragdo em algumas etapas:

Prova.

i) A finalidade dessa etapa é tracar em cada dngulo de um tridngulo qualquer duas

cervianas distintas de modo que elas dividam o angulos respectivos em trés angulos
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congruentes, destacando os 12 pontos distintos, que sao os pontos onde as cervianas

(trissetrizes) se interceptam duas a duas.

O passo a passo dessa construgao feita GeoGebra esta descrito no Apéndice (A.1).

Figura 5.25: Pontos onde as trissetrizes se interceptam.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

ii) Nessa etapa considerando apenas os pontos representados pelas intersec¢oes das
trissetrizes adjacentes, construa o tridngulo com vértices em X, Y e Z. O objetivo é

investigar se o triangulo XY Z é equilatero.

De fato, podemos investigar se o triangulo XY Z é equilatero, medindo os lados do
tridngulo para verificar se eles sdo iguais (use a ferramenta distancia, comprimento e
perimetro no GeoGebra). H4 muitas maneiras de investigar, decolando em qualquer

direcao que desejar a descoberta vale a viagem.

Figura 5.26: O AXY Z é equildtero.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

iii) Considere o tridngulo ABC' (Figura 5.27), supondo que os angulos nos vértices A, B
e C sejam respectivamentes 3a, 30 e 3. As trissetrizes adjacentes encontram-se nos
pontos X,Y e Z, vértices do AXY Z. Os pontos D, E e F foram marcados sobre
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o segmento BC' de modo que BXE = FXC = 60° ¢ XDB seja um angulo reto.
O objetivo dessa etapa é determinar as medidas dos angulos internos do tridangulo
XEF em funcao de a, (e 7.

Figura 5.27: Angulos internos do AX EF em fungio de «, 3 e 7.

g N
B E B F

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato, aplicando o teorema do dngulo externo nos triangulos X FC' e X EB (Figura

5.28) respectivamente, temos:

XFE =~ +60°

XEF = 3+ 60°,

Figura 5.28: Teorema do dngulo externo nos tridngulos X FC e XEB

X

1 e0°

60°

."\li Ly
B E D F

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Por outro lado, usando a soma dos dngulos internos do tridngulo ABC' (Figura 5.27),

entao vem:
3V+30+3a=180°=~v+ 5+ a=60°=~v+ [ =60°—q.

Aplicando o teorema da soma dos angulos no triangulo £ X F' temos:

EXF =180° — (8 +60° + v + 60°) = 180° — (180° — a) = av.
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iv) Os triangulos XDFE e X DF sao retangulos em D (Figura 5.29), o propédsito desse
item é calcular as razoes sen (5 + 60°) e sen (v + 60°) nos respectivos triangulos

retangulos:

Figura 5.29: AXDFE e AXDF séo retangulos em D.
X

*
|

|
=l ? x
¢ Ogjo .

5" /
y. \\I |1 I"' ..

E D F

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato,

sen (B4 60°) = % (5.11)

DX
sen (y + 60°) = <F (5.12)

v) Nessa etapa a ideia é determinar as medidas dos dngulos AYC e AZB em funcio
de «, e 7y nos triangulos AYC' e AZB destacados (Figura 5.30) em seguida usar a

lei dos senos para encontra sen(AY C) e sen(AZB).

Figura 5.30: AYC e AZB em funcio de «, 3 e 7.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Logo,
AYC = 180° — (o +7) = 180° — (60° — ) = 5 + 120°.
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AZB =180° — (o + ) = 180° — (60° — ) = ~ + 120°.

Aplicando a lei dos senos (Proposi¢ao 3.3.1) em AAYC e AAZB teremos:

AC AY AC
= 1 °© = — 1
sen (311207~ sem = sen (5 + 120°) Ty e (5.13)
e
AB _ A2 = sen (v +120°) = A—Bsenﬁ. (5.14)

sen (v 4+ 120°)  senfs - AZ

vi) O objetivo dessa etapa é provar que a altura do tridngulo ABC pode ser expressa

por DX AC
h = 4AB.senﬁ.ﬁ.ﬁsen'y

ou

DX AB
h = 4AC.senv.ﬁ.ﬁsenﬁ.

Vamos utilizar as razoes trigonométricas para expressar a altura do triangulo ABC

(Figura 5.31) de duas formas.

Figura 5.31: Altura do tridngulo ABC

A
L g

y 3B 3y ‘
B o — g - %c

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

Entao,
h = AB.sen3 = 4AB.senf.sen (5 + 60°) .sen (8 + 120°) (5.15)

h = AC.sen3vy = 4AC.seny.sen (7 + 60°) .sen (7 + 120°) . (5.16)
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viii)
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Utilizaremos na demonstracao a identidade trigonométrica(5.13) abaixo que esté

demonstrada em (3.3.3).

sen3dx = 4senx.sen (x + 60°) .sen (z + 120°) |. (5.17)

Substituindo as equagoes (5.11) e (5.13) na equagao (5.15) teremos:

DX AC
=4AB. —— . Nl
h senf3 ~E Aysenfy (5.18)

Agora substituindo as equagoes (5.12) e (5.14) na equagao (5.16):
X AB

D
h = 4AC.sen”y.ﬁ.Esenﬁ. (5.19)

Queremos nesse etapa provar que os tridngulos XFE e AZY (ver Figura 5.27) sao

semelhantes.

Comparando as equagoes (5.18) e (5.19) do item anterior, temos:

DX AC DX AB

4AB.sen6.ﬁ.ﬁ.senv = 4AC.sen7.ﬁ.ﬁsenﬁ.
Dali,
XE.AY = XF.AZ.
Portanto,
XE _ 4z
XF AY’

Veja que AXFE ~ ANAZY pois, EXF = ZAY = a e os lados que o formam sao
proporcionais, dai
AYZ = XFE =+ 60°

AZY = XEF = 3+ 60°

Sabemos que se procedermos da mesma forma do item anterior encontraremos os
dngulos da base dos tridngulos ABXZ e ACY X (ver Figura 5.32). O objetivo desse

item é mostrar que o triangulo XY Z é equilatero.
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Figura 5.32: Angulos da base dos tridngulos ABXZ e ACY X.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

De fato,
XZY + AZY + AZB + BZX = 360°.
Dali,
XZY + B4 60° 4 v + 60° + a + 60° = 360°.
Logo,
XZY =360° — (8 + 60° + v + 120° + o + 60°) .

Entao,

XZY = 60°.
Analogamente,

YXZ = 60°.

(&
XYZ =60°.

Portanto, o triangulo XY Z é equilétero.



CONSIDERACOES FINAIS

Nao pretendo ter esgotado aqui as discussoes sobre o papel do triangulo equilatero
dentro do estudo da geometria. KEspero, porém, ter fornecido elementos para novas
discussoes e contribuido para suscitar outros questionamentos sobre o tema. Com essa
pesquisa ficou evidente que a geometria quando trabalhada com énfase em demonstragoes
de teoremas e propriedades, apresenta-se como um campo proficuo para o desenvolvimento
da capacidade de abstrair, generalizar, projetar, transcender que é um dos objetivos do
ensino da matematica. Nao podendo negar também, que no ensino matematica em geral
se faz necessario além da compreensao de diversos termos e defini¢oes, exercitar a leitura
a cerca de curiosidades e fatos histéricos relevantes de certos contetdos apresentados em
sala de aula, tendo em vista que o ensino de matemaéatica em geral nao se resume apenas
em fazer célculos.

Gostariamos de ressaltar dois aspectos complementares das exploragoes e provas
apresentadas nessa pesquisa. Por um lado, no que diz respeito aos nossos alunos, eles
podem descobrir as propriedades do tridngulo equilatero e aplicar esse estudos de teoremas
e construgoes para resolver problemas da vida real fazendo suas conjecturas em termos
geométricos simples. Por outro lado, as provas apresentadas fazem uso do conhecimento
prévio de muitos topicos em matematica, incluindo geometria, trigonometria, geometria
de coordenadas e desigualdades de nimeros. Isso oferece o oportunidade para professores
ou futuros professores verem como as ideias mateméaticas estao interligadas. Assim, as
exploragoes sobre o triangulo equilatero apresentadas aqui podem oferecer a eles uma
experiéncia nova dentro do ensino de geometria. Anseio que esse material inspire alunos e
professores pois, ha muito o que se descobrir dentro do universo dos triangulos equilateros,

tanto no que se refere ao ensino da geometria, como ao ensino em geral.
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APENDICE A

CONSTRUCOES NO GEOGEBRA

A.1 Construcao do tridngulo de Morley

Figura A.1: Tridngulo de Morley

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, 2019.

e 1° passo: Construa um triangulo qualquer utilizando a ferramenta poligono(Figura

A.2) nomeando os seus vétices A, B e C.

Figura A.2: Ferramenta poligono.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.

e 2° passo: Medir os angulos internos do triangulo ABC' usando a ferramenta an-

gulo(Figura A.3) nomeandos d, A e p.
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Figura A.3: Ferramenta angulo.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.

e 3° passo: Usar a ferramenta angulo com amplitude fixa (Figura A.4) para dividir os

angulos internos em trés angulos congruentes.

Figura A.4: Angulo com amplitude fixa.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.

e 4° passo: Tragar as retas suportes as trissetrizes dos dngulos internos com a ferramenta

reta definida por dois pontos (Figura A.5).

Figura A.5: Ferramenta reta.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.

e 5° passo: Determinar todos os pontos onde as retas suportes as trissetrizes dos
angulos internos se intersectam usando ferramenta interseccao entre dois objetos
(Figura A.6).

Figura A.6: Ferramenta intersecgio.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.
e (° passo: Esconder as retas suportes as trissetrizes e outros objetos desnecessario
clicando com botao direito sobre cada elemento e desmarca a opgao exibir objetos.

e 7° passo: Renomear os pontos X e Y e Z que representa os pontos onde as trissetrizes

adjacentes a cada lado se intersectam.

e 8° passo: Construir usando a ferramenta poligono regular (Figura A.7) o triangulo

equilatero de vértices X e Y E Z .
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Figura A.7: Ferramenta poligono.

Fonte: Barra de ferramentas do GeoGebra, 2019.



