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RESUMO

Este trabalho derivou das inquietagoes surgidas na disciplina Analise Real, do curso de
licenciatura em Matematica, tendo em vista que ainda enquanto estudante os objetivos
desta nao eram perceptiveis aos estudantes, ocasionando, assim, um questionamento
quanto aos reflexos do curso de Andlise Real na formacao docente. Nesta perspectiva,
lancamos os nossos olhares para os livros didaticos do ensino superior de Analise Real, ja
que estes desempenham papel fundamental no processo de ensino-aprendizagem, tanto
para os alunos quanto para os professores. Assim, foram analisados trés livros didaticos
que habitualmente sao utilizados nos cursos de licenciatura em matematica, segundo
Moreira e Viana (2008), que sio Analise Matematica para a Licenciatura — Geraldo Avila;
Analise I — Djairo G. de Figueiredo e Introdugao a Anélise Real — Elon L. Lima. Esta
pesquisa pode ser caracterizada como qualitativa, pois temos como finalidade realizar
uma analise descritiva das trés obras elencadas, apresentado aspectos que contribuam
para o aprendizado do futuro professor de Matematica. Além disso, também pode ser
classificada como pedagdbgica, ja que temos como preocupacao a matematica que esta
sendo ensinada aos licenciandos em matematica. Observa-se que os conteiidos que estao
sendo ofertados, tanto pelos professores como pelos livros didaticos nessa disciplina, nao
contribuem efetivamente para a formacgao do futuro docente. Para o desenvolvimento deste
trabalho, dividimos a pesquisa em dois momentos: o primeiro momento compreende as
analises das obras, no qual categorizamos os estudos conforme os seguintes tépicos: Prefécio,
a organizacao do capitulo, exemplos, notas historicas, demonstracoes e os exercicios; ja o
segundo momento, consiste nas observagoes sobre a anélise dos livros de Analise Real. Com
base nos resultados, constatamos que os s autores Lima e Figueiredo traduzem suas obras
voltadas ao bacharelado em matematica, ja que os aspectos pedagdgicos que auxiliam
o futuro docente no desenvolvimento profissional sdo pouco perceptiveis, apresentando
uma Matematica que nao é destinada ao licenciando em matematica. Entretanto, o livro
de Avila, voltado, especificamente, para a licenciatura em Matemdtica, demonstra certas
restricoes em trabalhar com o rigor e o formalismo, deixando de lado caracteristicas
essenciais da disciplina, trabalhando conceitos numéricos que se distanciam do objetivo
do curso. Deste modo, averiguamos nos capitulos vivenciados sobre os Ntumeros Reais,
que conceitos de grandes utilidades pertencentes a estes nao sao apresentados, ou pouco
trabalhados para a contribuicdo da formacao do professor. Por fim, concluimos que as
obras analisadas pouco se aproximam das necessidades dos licenciados em Matematica,
pois o material necessario para estes estudantes precisa apresentar aspectos pedagdgicos e

uma matematica que seja condizente com a realidade do futuro professor de Matematica.

Palavras-chave: Analise Real. Numeros Reais. Livro didatico. Formagao de Professor.



ABSTRACT

This work was derived from the concerns that arose in the Real Analysis course of the
undergraduate course in Mathematics, considering that even as a student the objectives of
this one were not perceptible to the students, thus causing a questioning regarding the
reflexes of the Real Analysis in the teacher training. In this perspective, we have looked
at the textbooks of Higher Education in Real Analysis, since they play a fundamental
role in the teaching-learning process, both by students and by teachers. According to
Moreira and Viana (2008), three textbooks that are usually used in undergraduate courses
in mathematics are analyzed (Mathematical Analysis for the Degree - Geraldo Avila,
Analysis I - Djairo G. de Figueiredo and Introduction to Analysis Real - Elon L. Lima).
This research can be characterized as qualitative, since we have as a purpose to perform a
descriptive analysis of the three works listed, presenting aspects that contribute to the
learning of the future teacher of Mathematics. In addition, it can also be classified as
pedagogical, since we are concerned about the mathematics that is being taught to the
licenciandos in mathematics. It is observed that the contents that are being offered by both
teachers and textbooks in this discipline do not effectively contribute to the formation
of the future teacher. For the development of this work, we divide the research into two
moments: the first stage comprises the analyzes of the works, in which we categorize
the studies according to the following topics: (Preface, chapter organization, examples,
historical notes, ; the second moment, consists of the reflections on the analysis of the
Books of Real Analysis. Based on the results, we verified that the books of the authors
Lima and Figueiredo translate their works directed to the baccalaureate in mathematics,
since the pedagogical aspects that helps the future teacher in the professional development
are little perceptible, presenting a Mathematics that is not destined to the licenciando
in mathematics. However, Avila’s book, specifically aimed at the degree in Mathematics,
shows a fear of working with rigor and formalism, leaving aside the essential characteristics
of the discipline, working on numerical concepts that are distant from the objective of the
course. Thus, we find that the chapters experienced on the Real Numbers, that concepts
of great utilities belonging to these are not presented, or little worked for the contribution
of teacher training. Finally, we conclude that the works analyzed do not approach the
needs of mathematics graduates, since the material needed for these students needs to
present pedagogical aspects and a mathematics that is compatible with the reality of the

future teacher of Mathematics.

Keywords: Real Analysis. Real Numbers. Textbook. Teacher Training.
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1 INTRODUCAO

Durante a licenciatura em Matematica, faz-se necessario cursar disciplinas com
objetivos mais diferenciados, convergindo na formagao de um profissional capaz de atuar
em uma era que busca constantemente inovagoes no processo de ensino, ja que a sociedade

frequentemente sofre um processo de metamorfose.

Desta forma, é cabivel promover uma reflexdo quanto a preparacao desses profis-
sionais, e verificar se as disciplinas ofertadas durante o curso de graduacao estao atingindo
as metas a serem cumpridas no processo de formacao dos professores. Formar um docente
no século X X I nao significa habilitar robos aptos a responderem indagagoes de exercicios,
mas capacitar professores com visoes criticas que despertem a veeméncia dos alunos a

novos olhares.

Voltando-nos para a formacao do professor de Mateméatica, podemos perceber que,
embora muitas mudancas ja tenham sido realizadas quanto a formacao destes profissionais,
muitos caminhos ainda precisam ser percorridos, tendo em vista ainda o nimero alarmante
de estudantes que possuem as mais diversas dificuldades em compreender a Matematica e

0s seus propésito,s nos mais diversos niveis de ensino.

Ao cursar a disciplina de Anélise Real no curso de licenciatura em Matematica,
foi possivel perceber o sentimento de incapacidade e inferioridade, que, por vezes, refletiam
sobre nés estudantes, fazendo-nos questionar sobre a contribui¢ao da referida disciplina
para a formacao do futuro docente. Bortoloti(2006), ao discorrer sobre diversos sentimentos
dos estudantes diante a disciplina de Anélise Real, destaca seis emogoes mais frequentes dos
estudantes, que prejudicam no processo de aprendizagem da disciplina: inseguranca com
relacdo ao dominio do conteido; preocupacao com o tempo; cobranga pessoal com relagao
ao proprio desempenho; dificuldade da prova; medo de nao corresponder as expectativas
do professor; preparacao inadequada. Ainda nesta perspectiva, Gomes, Otero- Garcia,
Silva e Baroni (2015) ressaltam que os estudantes, ao final da disciplina, ndo conseguem a
aprovagao, as palavras como trauma e tortura sdo mencionadas para descrever a relagao

com a disciplina.

A cadeira de Analise Real é cursada ao final da graduacao, ja que busca fazer
uma juncao dos conteuidos estudados durante a sua formagao em especial a cadeira de
Célculo Diferencial Integral, aprimorando o formalismo e o rigor. Existe também uma
preocupagao em relagao a forma como a disciplina vem sendo apresentada aos alunos
de licenciatura em Matematica, pois algumas universidades propdoem que os cursos de
licenciatura e bacharelado em Matematica cursem a disciplina juntos deixando de lado

a necessidade e especificidade de cada grupo. E ébvio que os objetivos dos licenciandos
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e bacharéis divergem quanto ao término do curso, como também quanto ao estudo da
disciplina de Analise Real, ja que os futuros professores de Matematica tém como uma de
suas finalidades, ao término do curso fundamentar os seus conhecimentos para a atuagao
no campo profissional da educagdo basica e os bacharéis utilizam a cadeira como subsidio

para futuros estudos.

Esta inquietacao é derivada da graduacao, periodo em que ao estudar a disci-
plina percebeu-se que os objetivos nao eram tao ébvios, ocasionando um questionamento
quanto a aplicagao desta na carreira profissional do licenciando, pois a cada aula os
conteidos mostravam-se cada vez mais inatingiveis, impossibilitando o acompanhamento
dos contetiidos de forma compreensiva. Repetir e decorar os exercicios e demonstracoes dos
teoremas eram os métodos utilizados para conseguir a aprovagao dos conteudos. Sabemos
que o rigor e o formalismo sdo caracteristicas da disciplina, entretanto esses atributos nao
contribuiam de forma significativa no processo de aprendizagem, ao contrario ocasionavam

um sentimento de inaptidao.

Neste sentido, apresentaremos algumas reflexoes especiais acerca dos livros
didaticos utilizados no ensino da Analise Real, j& que este tem desempenhado papel
fundamental no processo de ensino-aprendizagem tanto pelos alunos quanto pelos proprios
professores, repensando quanto a necessidade de algumas mudancas, que venham a favorecer
a aprendizagem. A sequéncia didatica e os conteudos selecionados nao atendiam as

necessidades do aluno de licenciatura em Matemaéatica.

O conjunto dos Numeros Reais apresenta diversos resultados que contribuem
imensamente para os estudos dos futuros licenciando em Matematica, porém a forma
intuitiva que estes conteidos sao expostos nao é suficiente para um estudo aprimorado
das propriedades, deste modo a Analise Real tras como finalidade um estudo dos Numeros

Reais, promovendo provas rigorosas que proporcionam alicerces para o futuro docente.

A importancia dos Numeros Reais na disciplina de Anélise Real corresponde nao
somente para subsidiar os estudos dos futuros discentes de um curso de Licenciatura em
Matematica, mas o mesmo deve proporcionar uma reflexdo sobre a importancia deste,

para o aprendizado dos estudantes do ensino basico em Matematica.

Desde modo, existe uma preocupacao da forma como este contetido vem sendo
tratado na disciplina de Analise Real, bem como da sua abordagem nos livros didaticos. Isso
nos leva a refletir sobre os reflexos da metodologia no contexto da formacao do professor
de Matematica do ensino basico, tendo em vista que a construcao deste conjunto permite

aos estudantes desta disciplina permear conhecimentos sobre a atuagao profissional.

Nao temos dividas que Numeros Reais é um dos contetidos que mais
contribuem na formacdo Matemaética do futuro professor, além de ser o
principal alicerce na Andlise Matematica. Porém a abordagem como esse
conteudo é trabalhado divide opiniGes entre professores e pesquisadores
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dos cursos superiores de Matematica. H4 quem prefira apresentar os
Numeros Reais como sendo um corpo ordenado completo mediante
Axiomas, dando um salto na passagem dos nimeros racionais para
0s numeros reais. Outros, porém, preferem construir o conjunto dos
Numeros Reais a partir do conjunto dos Numeros Naturais, explicando
detalhadamente cada etapa dessa construcao. (FERREIRA; MUNIZ,
2014, p.09).

O numero de pesquisas referentes ao ensino de Analise vem crescendo consi-
deravelmente, no entanto ainda é pequeno quanto aos problemas enfrentados. Dentre
as principais dificuldades, pode-se destacar o livro didatico que, muitas vezes, nao tem
suprido a necessidade dos futuros docentes do ensino basico. Gomes, Otero- Garcia, Silva
e Baroni (2015) abordam que o atual cendrio da disciplina de Andlise Real pouco mudou
desde o seu surgimento como disciplina no Brasil, e no que se refere a producao brasileira
de materiais voltados a licenciatura em Matematica, até meados do ano de 2001, eram

escassos os trabalhos envolvendo a relacao entre licenciatura e a disciplina de anélise.

O livro didatico, um dos tinicos ou o inico material de apoio atualmente utilizado
no processo de ensino-aprendizagem da Analise Real, ndo vem proporcionando aos alunos
o aprendizado dos conteiidos estudados. A linguagem utilizada pelos autores difere da
necessidade dos estudantes, os exemplos e exercicios apresentam algumas semelhancas,
entretanto os teoremas e as propriedades vistas em sala de aula aparentam nao ter aplicacao
nos exercicios a serem resolvidos. Nao sabemos se isso decorre da metodologia utilizada

pelo autor ou pelo fato do contetido nao condizer com a realidade do estudante.

Sabemos que nao ¢ facil ensinar e aprender Analise Real, pois requer do professor
e do aluno muita dedicagao e reflexao sobre os temas abordados, isto quer dizer que é
natural os alunos sairem da aula com dividas e perguntas a serem respondidas. Entretanto,
existe uma preocupac¢ao quanto a esta falta de compreensao pertinente dos alunos, ja
que 0s mesmos nao conseguem estabelecer uma coeréncia entre os assuntos abordados
com os tépicos ja estudados, refugiando-se aos matérias didaticos(livros didéticos) para o

entendimento da disciplina.

Estabelecer uma relagao dos conteiidos abordados no ensino superior com o
ensino elementar também nao é uma tarefa facil, principalmente no que diz respeito a
disciplina de Analise Real, tendo em vista que os conteudos pertinentes a esta nao tém uma
aplicacao direta na sala de aula do ensino béasico, mas busca subsidiar os conhecimentos

matematicos do professor.

Neste segmento, salientamos que os livros didaticos, assim como a formacao do
professor de Matematica, nao devem-se restringir ao conhecimento matematico, ja que o ato
de ensinar necessita de diversos conceitos que a Mateméatica por si s6 nao supre a caréncia.
Com base nisso Tardif e Raymond (2000) mostram que as fontes de conhecimentos dos

docentes sao dinamicas e variadas nao apenas quanto a sua base. Esses saberes, por sua



Capitulo 1. Introdugdo 15

vez, dizem respeito ao aciimulo de experiéncia de cada professor, seja na vida pessoal, na
vivéncia escolar, nas instituigoes religiosas e na sociedade de uma maneira geral. Trata-se de
uma concep¢ao bastante ampla, visto que os autores procuram relacionar o conhecimento
dos docentes com o processo de construcao da identidade de cada um. Por isso também,
os autores apontam a prépria carreira docente como processo formador de conhecimento,
posto que, ao iniciar a pratica profissional, os professores se deparam com a realidade (ou
as realidades) de sua profissdo, com seus problemas e limitagoes e passam a adaptar seu
pré-conhecimento a essa realidade, através do que os autores do chamam de “rotinizacao”.
A rotinizacao do oficio do professor é o processo através do qual ele explora e consolida

seu saber-fazer dentro da propria pratica de seu trabalho.

Nesta perspectiva, Tardif (2006) analisa a relagdo entre o tempo e trabalho na
construcao do saber docente, apontando que o tempo de trabalho desencadeia uma série
de saberes, como, o saber trabalhar - no caso do docente, o saber ensinar, transmitir. Dai
a importancia de sua experiéncia para a contribui¢do na construcao do conhecimento. No
entanto, os saberes ligados ao trabalho sao temporais, pois sao construidos e dominados
progressivamente durante um periodo de aprendizagem varidvel, de acordo com cada
ocupacao. “O desenvolvimento do saber profissional é associado tanto as suas fontes e
lugares de aquisicao quanto aos seus momentos e fases de construgao” (TARDIF, 2006, p.12
). Esta ideia reforga a colocagdo de Tardif(2006) quando chama o saber docente de saber
plural, pois nao é constituido apenas pela formacao técnica, mas também pela pratica
diaria que vai moldando a atuacao do profissional da educacao, por isso a relevancia da boa
relacdo do profissional com os meios de execugao do trabalho, que vai desde o ambiente
de trabalho até o acesso a informacodes que permitam a construcgao cotidiana do saber

(pesquisa/conhecimento).

Portanto espera-se que na formagao dos professores a produgao de sabe-
res docentes se aproxime o maximo possivel da realidade escolar, sendo
provenientes da ’préatica e ndo praticos’, rompendo com o modelo aplica-
cionista que considera o ambiente escolar o local onde sao aplicados os
conhecimentos que sdao produzidos na esfera académica. (CAVALCANTE,
2001, p.24).

A colocagao anterior reflete sobre o atual ensino da Analise Real, tendo em vista
a necessidade de novas perspectivas que proporcionem uma adaptacao dos contetudos a
realidade dos estudantes, ja que os aspectos de um curso de bacharelado predominam no

que diz respeito ao ao ensino restrito da disciplina.

A Analise Real, quando voltada ao ensino da licenciatura em Matematica, busca
realizar um estudo aprimorado dos Nimeros Reais, contudo, diversos professores universi-
tarios, bem como livros didaticos, adotam uma metodologia que prioriza contetidos que
nao beneficiam o estudante enquanto professor do ensino bésico. Deste modo, procuramos

analisar este topico em trés livros didaticos: Andlise Matematica para a Licenciatura —
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Geraldo Avila, Anélise I — Djairo G. de Figueiredo e Introducio & Analise Real — Elon L.
Lima, elencados por Moreira e David (2008), quando destacam em suas pesquisas os livros

mais utilizados na disciplina de Analise Real por professores universitarios.

O licenciando em Matemaética estuda os conjuntos numéricos desde o ensino funda-
mental até a universidade, porém é na disciplina de Anélise Real, ao estudar os conjuntos
numéricos, que consegue perceber a presenca do formalismo e o rigor da Matematica
aspectos, que nao eram trabalhados anteriormente. Entretanto, esta Matematica vista
pelo estudante nao é aplicada no seu campo profissional, mas ira contribuir para os seus

conhecimentos enquanto professor.

Como ja apresentado em outras pesquisas, esta também lanca luzes sobre os
conteudos de Numeros Reais oferecidos na disciplina de Analise Real, tendo em vista
que alguns conteidos nao assistem as necessidades do licenciando em Matematica. Esta
afirmacao provém do fato de que a Analise Real tem como finalidades promover um estudo
aprimorado dos Numeros Reais, porém, ao elaborarem seu livro, diversos autores priorizam

contetidos que nao contribuem para a formagao do professor.

Esta pesquisa caracteriza-se como qualitativa, ja que os objetivos tragados
viabilizam realizar uma andlise mais profunda, compreendendo dados subjetivos que
auxiliaram a responder a questdao norteadora deste trabalho. Neste sentido, conforme
Ludke e André (2008, p.6), "a pesquisa qualitativa supoe o contato direto e prolongado do

pesquisador com o ambiente e a situagdo que esta sendo investigada.'

A preocupagao referente ao contexto da sala de aula permite-nos classificar esta
pesquisa como pedagdgica, pois segundo Lankshear e Colin(2008), uma pesquisa pedagdgica
¢é aquela onde existem profissionais atuantes, independente do nivel de escolaridade que
intervenham, realizando pesquisas para o aprimoramento da sala de aula. Assim, temos
como finalidade realizar um estudo sobre os livros didaticos utilizados nos cursos de
licenciaturas em Matematica, j4 que os contetidos e os recursos (notas histéricas, exemplos,
linguagem ...) ndo enriquecem os conhecimentos dos estudantes, tendo em vista que os

livros apresentam objetivos adversos para a formagao do professor do ensino basico.

1.1 QUESTOES NORTEADORAS

Como os livros didaticos de Analise Real especificamente o conjunto
dos Numeros Reais, na licenciatura em Matematica, podem estabelecer uma
ligacao com o trabalho do professor de Matematica no ensino basico? Qual o

papel da disciplina Analise Real na licenciatura em Matematica?
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

e Analisar livros didaticos de Anélise Real referente ao conjunto dos Ntumeros Reais,
utilizados nos cursos de Licenciatura em Matematica, a fim de identificar dificuldades

no processo de ensino- aprendizagem.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Promover uma reflexdo sobre o papel do livro didatico na disciplina da Andlise Real

voltado ao conjunto dos Numeros Reais.

e Fragmentar elementos do capitulo dos niimeros reais, com intuito de aprofundar a

andlise dos livros de Anélise Real.

e Identificar as caracteristicas didaticas apresentadas pelos livros didédticos de Anélise

Real referente ao conteido dos Numeros Reais.

1.2.3 Momentos da pesquisa

Capitulo 1- Este trabalho consiste em compreender a contribui¢ao do material
didatico, em especial do livro didatico utilizado na disciplina de Analise Real, na com-
preensao dos contetidos pelos licenciandos. Buscamos apresentar a metodologia utilizada

neste trabalho, bem como apresentar os objetivos desta obra.

Capitulo 2- Este trabalho busca salientar a importancia da disciplina de Anélise
Real, para a formagao do licenciando em Matematica, mostrando que a finalidade nao é
apresentar conceitos que possam ser utilizados na sala de aula do estudante, mas subsidiar

conceitos ja estudados pelos discentes.

Capitulo 3- O livro didatico apresenta-se como um dos principais recursos didaticos
utilizados no estudo da matematica, tanto pelo professor como pelo estudante. Na disciplina
de Anélise Real também nao é diferente, tendo em vista que por diversas vezes o professor
utiliza aquele recurso para ministrar as suas aulas, o aluno também o utiliza como
recurso para a continuacao dos seus estudos fora da universidade. Entretanto, alguns
docentes utilizam o livro didatico para “terceirizar” alguns materiais, isto quer dizer que os
professores utilizam como suporte o livro ou livros didaticos para elaboracao de matérias

didaticos (Lista de questoes, apostilas, slides...) para o acompanhamento da disciplina.

Nesse sentindo, dedicamos este capitulo a apresentar uma analise dos trés livros
didaticos mais utilizados na universidade pelos estudantes, segundo os estudos ja ressaltados

nesta metodologia.
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1.3 DESIGN DA PESQUISA

Neste trabalho, nos restringiremos a analisar apenas trés livros didaticos do ensino
superior, pois nao temos como finalidade apresentar dados quantitativos, mas compreender,
a partir desta amostra, dados subjetivos que proporcionem conhecimento sobre o atual

cenario do ensino dos Numeros Reais no curso de licenciatura em Matematica.

Percebemos que a quantidade de material analisado é reduzida para a nossa pesquisa,
mas a analise derivada desta amostra proporciona uma reflexdo sobre aspectos pertencentes
aos livros de Andlise Real, e, consequentemente contribuira para a formacao do professor

de Matematica do ensino fundamental.

Os pesquisadores que utilizam os métodos qualitativos buscam explicar o
porqué das coisas, exprimindo o que convém ser feito, mas ndao quanti- ~
ficam os valores e as trocas simbélicas nem se submetem a prova de fatos,
pois os dados analisados sdo nao métricos (suscitados e de interagio) e se
valem de diferentes abordagens. (GERHARDT; SILVEIRA, 2009, p.32).

Quanto a analise dos livros didaticos do ensino superior, houve um questionamento
sobre o procedimento “como fazer?”. Assim, realizou-se um estudo sobre os trés livros
didaticos de Analise Real, em especial sobre os Niimeros Reais, refletindo sobre tépicos
pertencentes ao material didatico que contribuissem na visualizacdo do material para o
entendimento da disciplina, como também destacar aspectos que pudessem ser lapidados
para a formacao do professor do ensino basico. Assim, quanto ao procedimento adotado,
apontamos esta pesquisa como documental, visto que se vale de materiais que nao receberam
ainda um tratamento analitico, ou que ainda podem ser reelaborados de acordo com os

objetos da pesquisa.

Falar sobre o relacionamento desta disciplina com o lado pedagodgico, torna-se
delicado, tendo em vista que os fundamentos da Anélise Real trazem caracteristicas de
uma Matematica superior. Diante deste argumento é que validamos a nossa pesquisa como
pedagogica, pois trouxemos um problema derivado do contexto da sala de aula do ensino

superior.

Desse ponto de vista, identificamos os pesquisadores como "profissionais
da sala de aula, em todos os niveis, da pré- escola ao ensino superior;
envolvidos, individualmente ou em grupos, em investigagdo automotivada
e autogeradora, sistematica e informada, realizada visando aprimorar
sua vocacao como educadores profissionais"(LANKSHEAR; KNOBEL,
2008, p.18).

A disciplina de Anélise Real nos faz refletir sobre a Matematica que esta sendo
ensinada aos professores de Matematica, ja que os conteiidos que estao sendo ofertados,
tanto pelos professores como pelos livros didaticos, nao contribuem para a formagao do

futuro docente. A Matematica ofertada, especialmente pelos livros didaticos, ndo exprime
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uma preocupacgao quanto ao lado pedagogico do futuro professor que deve atuar no ensino

bésico.

O contexto pedagdgico parece nao existir, os resultados e as demonstragdes parecem
nao ter ligagdo com os conceitos do ensino basico, existe a necessidade de solucionar um
problema que afeta diversos estudantes, e ndo somente a dificuldade dos licenciandos em
compreender a disciplina, o problema consiste no reflexo da disciplina perante a formagao

do docente.

Para o desenvolvimento deste trabalho, houve uma preocupacao em relacao ao
roteiro da pesquisa, quais as etapas a serem seguidas. Deste modo, inicialmente atentamos

para o referencial teérico que subsidiaria a presente pesquisa.

Dentre os autores utilizados, Moreira, Cury e Vianna (2005) se destacam por
salientarem a relevancia da Analise Real para o futuro professor de Mateméatica. Os
mesmos também ressaltam a preocupacao de como essas disciplinas estao sendo ministradas,

considerando que os objetivos do curso nao condizem com as necessidades dos alunos.

O segundo ponto compreende a realizagdo das analises dos livros didaticos de
Analise Real do curso de licenciatura em Matematica, pois este procedimento proporcionou
efetivar um estudo da sua estrutura e dos seus objetivos, com o propésito de verificar a
ligagao dos contetidos com a realidade dos futuros docentes. Assim, utilizaremos como
parametro a pesquisa de Moreira e Viana (2016), que apresenta trés livros (a saber: Analise
Matemética para a Licenciatura — Geraldo Avila, Andlise I — Djairo G. de Figueiredo e
Introducao a Anélise Real — Elon L. Lima como pioneiros na disciplina de Analise Real

em curso de Licenciatura em Matematica.

Neste andlise, apresentamos dois momentos. O primeiro momento consiste em
apresentar de forma descritiva alguns parametros estabelecidos na tabela 1, que se destina

a observar aspectos dos livros de Anéalise Real restritos ao capitulo dos Nuimeros Reais

Deste modo, para a realizagao da analise dos livros didaticos do ensino superior,
estabelecemos critérios para que assim pudéssemos aprimorar o capitulo dos nimeros reais
com o intuito de verificar aspectos que nos auxiliassem quanto a realizacao de um estudo

mais aprimorado.

Elaboramos uma tabela, contendo topicos a serem analisados nas trés literaturas
ressaltadas anteriormente. Os critérios estabelecidos na tabela seguinte decorreram da
experiéncia como estudante da disciplina de Analise Real, conjuntamente por observar que

estes aspectos sao considerados elementares para a realizacao do estudo desta disciplina.

O primeiro critério analisado foi o Prefacio do livro, por compreendermos que, neste
item, o autor demonstra ao leitor as expectativas do material produzido, como também a

justificativa da elaboracao daquele material.
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Conhecemos também a organizagao do capitulo dos Numeros Reais dos livros
analisados. Este fato nos levou a manter a nossa indagacao do inicio deste trabalho, questi-
onando quais contetdos precisam ser ensinados na disciplina de Analise Real. Percebemos
que os conteudos presentes no capitulo dos Numeros Reais divergem bastante um do outro,

nos levando a pensar na existéncia de um preceito para a construgao do livro didatico.

Analisar os exemplos presentes ao decorrer do texto do livro didatico também
foi um critério, tendo em vista que este tépico pode proporcionar ao aluno uma maior
compreensao do que foi exposto, bem como compreender a aplicagao do conteido tedrico.
Dentro desta vertente, analisou-se a existéncia da Matemaética superior com a Matematica

elementar, assim como a apresentacao de exemplos para cada tépico exposto pelo livro.

As notas histéricas também fizeram parte desta andlise, pelo fato de que cada
dia vem ganhando mais espa¢o no ambito da Matematica, ja que a mesma contribui
nao somente para ter conhecimento sobre a histéria, mas na compreensao do conteudo,
pois possibilita ao aluno a compreender gradativamente a construcao do resultado a ser

estudado.

As demonstragoes nao poderiam deixar de ser analisadas, ja que traduzem um dos
objetivos da Analise Real. Desta forma, é conveniente conhecer que tipos de demonstragoes
estao sendo ofertadas por estes livros didaticos, ja que a finalidade da licenciatura difere do
bacharelado. O ato de demonstrar deve fazer parte da rotina do professor de Matematica,

pois acreditamos que a arte de demonstrar deve ser intrinseca ao licenciando de Matematica.

Por fim, lancamos os nossos olhares para os exercicios ofertados pelos os livros
analisados. Este fato demonstra a sua relevancia, pois esta disciplina exige que o aluno
dedique diversas horas a resolucao de exercicios, ja que os exercicios diferem uns dos outros.
Verificamos também se os exercicios apresentados relacionavam-se com o contetido exposto

anteriormente.

Deste modo, realizou-se a andlise de cada livro levando em conta os aspectos
presentes na tabela 1. J4 o segundo momento consiste em apresentar as nossas consideragoes

sobre estes temas.

Neste momento, apresentaremos as nossas reflexoes quanto aos matérias analisados,
como também demonstramos caracteristicas presentes nos livros que sdo relevantes para o
estudo da Analise Real, assim como também realizamos comparacoes entre os materiais

analisados.
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Tabela 1 — Critérios para Anélise dos Livros Didaticos

1- Prefacio

2 A organizacao do capitulo dos Numeros Reais;

3.0 Como os exemplos sao utilizados ao decorrer do texto

3.1 Apresenta aspecto que relacione a Matematica superior com a Matematica elementar;

3.2 A cada tépico apresentado existem exemplo para exemplificacao;

4- Notas historicas;

5- Demonstracoes;

6- Exercicios.

Fonte: Elaborada pela Autora




2 A ANALISE REAL NA LICENCIATURA EM MATEMA-
TICA: UM OLHAR AO CONJUNTO DOS NUMEROS RE-
AIS

Frota (2009) destaca que a educagdo Matematica, desde 1980, vem langando os
seus olhares para o ensino superior, tendo como uma de suas vertentes a formacao inicial
do professor de Matematica, quanto ao conhecimento necessario para a sua atuagao. Neste
sentido, os educadores matematicos questionam as contribui¢oes de algumas disciplinas no
curso de licenciatura em Matematica, visto que algumas disciplinas presentes nas grades

curriculares nao apresentam grandes ou nenhum significado para os estudantes.

Discutir sobre a formacao do professor de Matematica implica debater um amplo
contexto, porém este trabalho enfatizara o reflexo da disciplina de Analise Real restrito ao
conjunto dos Numeros Reais na sala de aula do ensino basico. Ainda sobre este aspecto,
é viavel debater sobre o aporte do livro didatico utilizado na disciplina de Analise Real

como ferramenta na construcao do saber matematico do licenciando em Matematica.

Este capitulo busca refletir acerca da contribuicao da disciplina de Analise Real
com énfase ao conjunto dos Numeros Reais na formagao do professor do ensino bésico de

Matemaética, considerando o atual cenario da disciplina formacao de professor.

Ao planejar sua aula, o professor precisa refletir sobre diversos aspectos que a
aula deve abranger, nao somente isso, também deve apresentar grande dominio sobre o
conteiido a ser ministrado, isto quer dizer que o docente ao se preparar para ministrar
a sua aula deve estudar além do contetido que é proposto. E nesta caracteristica que a

Anélise Real vem demonstrar a sua contribuicao para os licenciandos em Matematica.

E vélido refletir sobre a contribuigdo da disciplina de Analise Real na formacao
do professor do ensino basico de Matematica, neste sentido, buscamos apresentar novos
olhares que possam somar no processo de ensino-aprendizagem, pois o contexto deste curso

mostra-se bastante distante da realidade destes docentes.

Nao podemos negar que ¢ arduo o caminho para o processo de aprendizagem,
contudo, nao podemos ficar de bracos cruzados, ja que precisamos de pessoas que saibam

Matematica e a saibam bem.

O método de exaustao (repetir diversas vezes o mesmo exercicio com o proposito
de decorra-lo) utilizado pelos estudantes na busca da compreensao do contetido mostra-se
irrelevante ao aprendizado, no entanto, a repeticao é um dos poucos recursos utilizados
pelos alunos na busca da aprovagao da disciplina. O montante por muitas vezes apresentado
pelos estudantes consiste na busca incansavel em compreender o amontoamento de letras

contidas no quadro considerado por muitos insignificantes.
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A disciplina de Analise Real busca desenvolver habilidades analiticas na resolugao
de problemas em um sentido mais amplo, ponderando as hipdteses envolvidas e as possiveis
ferramentas que poderdo ser utilizadas. Segundo Avila (2001), “[...] aliada a essa tarefa de
praticar a arte de enunciar e demonstrar teoremas, o aluno de licenciatura tem na disciplina
de Analise: a oportunidade de se familiarizar com uma das partes mais importantes da

Matematica]...]”

As palavras Rigor e Formalismo nos transmitem a ideia de "rigidez", ou seja, uma
disciplina que utiliza como recurso a Matematica pela Matematica. Este fato nos preocupa,
por que o curso de Anélise Real ofertado por diversas universidades vem proporcionando
este sentimento ao estudante. Neste sentido, exite uma preocupac¢do quanto ao tipo de
formacao proporcionada aos licenciandos em Matematica, ja que muitos licenciandos
deixam as universidades sem um pensar critico, pois grande parte estd centrada na
resolugao e memorizacao de exercicios. Acreditamos, assim, que o professor em sala de
aula esta criando barreiras com os métodos utilizados, sendo o rigor uma caracteristica
da disciplina de Anéalise Real que, por vezes, faz confundir o objetivo dos licenciados
com os bacharéis em Matematica focalizando apenas o estudo em uma Analise Real mais
avangada. De acordo com Otero- Garcia, Baroni e Martines (2013), desde a implantacao
da disciplina de Anélise Real para licenciando em Matematica no Brasil, o curso apresenta

caracteristicas mais voltadas para bacharéis.

As universidades, consideradas cérebro do processo de pesquisa no ambito educa-
cional, vém demostrando uma divergéncia quanto as areas de pesquisa da Matematica.
Atualmente, na academia, o que se percebe é uma rivalidade quanto aos campos de
pesquisa,de modo que ministrar a disciplina de educacao Matemaética torna-se adverso aos
conhecimentos dos docentes de Matemaética, sendo esse processo reciproco. Isto significa
que a educagdo Matematica e a Matematica em si divergem quanto a formacao do professor

do ensino bésico.

Tais apontamentos derivam do atual cenéario da formagao inicial dos professores
do ensino basico de Matematica, pois em sua grande maioria os alunos saem da graduacao
com um grande "deficit de integracao dos contetdos'vivenciados durante o curso, ou
seja, o processo de integracao dos contetiddos mateméaticos com os contetidos pedagbgicos
nao integra-se no processo de ensino, formando assim s6é mais um docente no campo
educacional. Este argumento busca chamar atencao do papel do professor formador dos
cursos de licenciatura em Matemaética, pois ser professor de uma determinada area de

ensino nao implica desprezar o papel de outras dreas no processo de formacao do discente.

Este topico proeminente corrobora o nosso trabalho, pois o livro didatico con-
tribui significativamente para entrelacar o elo da Matematica superior com a educacao
Matematica. Neste sentido, o livro diddtico da disciplina de Andlise Real do curso de licen-

ciatura em Matematica pode atenuar a dificuldade encontrada pelo docente em estabelecer
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a ligacao dos contetidos desta disciplina com os contetidos da Mateméatica basica.

-

E necessario chamar a atencao do educadores do ensino superior quanto a
importancia da disciplina de Analise Real no curso de Matematica, considerando que
o professor da escola basica precisa conhecer certos conceitos e métodos a partir do
ponto de vista da academia. De acordo com Moreira, Cury e Vianna (2005), existe um
consenso quanto a obrigatoriedade da disciplina de Anélise Real no curso de licenciatura
em Matematica, ainda que exista uma dicotomia nas visdes dos educadores matematicos e
matematicos quanto aos objetivos da disciplina. Na visao dos educadores matematicos, a
Anadlise Real tem como objetivo possibilitar aos graduandos o contato com a Matemética
superior, tendo em vista que essa pode ser a unica oportunidade para tal. Preocupando-se
também com a metodologia adquirida pelos professores, em controvérsia, os matematicos
apresentam a necessidade de estudar a disciplina como forma de favorecer ao futuro
professor subsidio para um pensar matematico, tratando-se de familiarizar o licenciando

com um método proprio da ciéncia Matematica.

As habilidades e competéncias adquiridas ao longo do curso de licenciatura
e bacharelado em Matematica possuem finalidades diferentes, visto que o bacharelado
objetiva a preparagao de profissionais para a carreira de ensino superior e pesquisa ao

passo que a licenciatura busca a formacao de professores para a educacao basica.

Segundo as Diretrizes Curriculares para Cursos de Matematica (BRASIL, 2001),
o curso de bacharelado em Matemaética garante aos alunos ingressantes uma sélida formacao
de contetdos de Matematica, como também uma formacao que permita enfrentar desafios
decorrentes das rapidas transformacoes da sociedade, do mercado de trabalho e das
condigoes de exercicios profissionais.A licenciatura, por sua vez, busca desenvolver o papel
social do educador, levando-o a refletir sobre o papel da aprendizagem da Matematica na
sociedade, como também buscar métodos que possibilitem conhecimento matematico a

todos.

E nitida a relacio existente entre os cursos de bacharelado e licenciatura em
Matematica, no entanto, os objetivos e finalidades de suas profissoes serao distintos,
haja vista que o processo de formagao deve ser diferenciado, embora atualmente diversas
universidades utilizem a mesma turma e o mesmo professor para o processo de ensino-

aprendizagem das disciplinas intersectadas para ambos os cursos.

Indagar sobre os conhecimentos necessarios para o professor de Matematica tem sido
uma das preocupacoes da educagao Matematica, neste sentido, buscamos também promover
uma reflexao a respeito dos conhecimentos necessarios para o docente de Matematica
do ensino basico e os saberes decorrentes do curso de licenciatura, ja que os objetivos
das disciplinas do curso de graduacao, muitas vezes, divergem quanto aos objetivos da

docéncia.
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Nosso interesse pela disciplina de Anélise Real na Licenciatura decorre do fato de
acreditarmos na relevancia desta cadeira na da construcao do conhecimento do licenciando,
entretanto, a dificuldade em compreender os conceitos e desenvolver as habilidades que
esta disciplina exige vem ganhando cada dia destaque, pois de acordo com as pesquisas o

método de ensino adotado pela disciplina nao contribui na compreensao.

Em suas pesquisas, Moreira, Cury e Vianna (2005) retratam a influéncia da
comunidade cientifica no processo de ensino- aprendizagem na licenciatura em Matematica,
questionando os docentes sobre a obrigatoriedade da disciplina de Andlise Real na formagao
do profissional. Os professores ressaltaram a importancia desta disciplina e a sua relevancia
quanto ao desenvolvimento do pensar matematico e uma maior maturidade intelectual ao
aluno, desenvolvendo métodos e técnicas que venha a favorecer o estudante a adotar uma

postura ativa no conhecimento matematico superior.

Como catalizadores da sociedade do conhecimento, os professores devem
ser capazes de construir um tipo especial de profissionalismo, no qual: a)
promovam um aprendizado cognitivo profundo; b) sejam comprometidos
com uma aprendizagem profissional continua; c¢) aprendam a ensinar
de modo diferente de como foram ensinados por seus antigos mestres;
d)trabalhem e aprendam com os seus pares(em grupos ); e)desenvolvam
a capacidade de mudar, arriscar e pesquisar; f) construam, nas escolas,
organizagoes de aprendizagem. (PIMENTA, 2002, p. 188).

A arte de ensinar perpassa técnicas e métodos adquiridos na universidade, pois como
docentes esperamos que o aprendizado atinja todos os discentes da sala de aula. Entretanto,
para que este processo se concretize, faz-se necessario compreender o lado subjetivo de
cada aluno, uma vez que trabalhamos com pessoas distintas e, consequentemente, com

métodos de aprendizagem diferentes.

Continuamente, como professores, somos desafiados pela sociedade a mudar e
adaptar o processo educacional & atual realidade. A insercao da tecnologia na sociedade faz
com que repensemos as nossas metodologias, ja que os nossos alunos necessitam vivenciar

O Novo.

2.1 O CENARIO DO ENSINO DE ANALISE REAL: UM OLHAR A PARTIR
DAS PESQUISAS

Esta secgdo visa esbocar algumas consideracoes sobre o atual cenédrio da disciplina
de Analise Real. Neste sentido, Otero- Garcia, Baroni e Martins (2013) realizam uma
pesquisa bibliografica sobre a trajetéria da disciplina de Anélise Real nas respectivas
universidades: Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras (FFCL) da Universidade de Sao

Paulo (USP). Este trabalho confirma que poucas mudancas foram vivenciadas no curso de
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Analise Real, tendo em vista que grande parte de seus preceitos esta mais voltada para o

bacharelado em matematica.

Os fundamentos desta disciplina pouco se modificaram para adaptar as necessidades
dos licenciando em matematica, como ressaltamos anteriormente, o direcionamento da
disciplina, bem como a sua estrutura, pouco contribui para que os conhecimentos derivados

desta disciplina contribuissem para o real objetivo na licenciatura.

[...] o que entendemos por uma disciplina de anélise hoje em dia s
comega a ganhar forma na década de quarenta e efetivamente compde a
grade do curso na década de sessenta. Além disso, em ambos os cursos,
os conteudos trabalhados nos atuais cursos de analise, bem como a sua
sequéncia, foram herdados daqueles primeiros cursos que indistintamente
tratavam do célculo e da anélise e nao sofreram maiores transformacoes ao
longo dos anos. Também, uma vez estabelecidas as disciplinas especificas
de andlise na década de setenta, sua estrutura geral pouco se alterou até
os dias de hoje. (OTERO-GARCIA, 2011, p. 214-215).

O embasamento da disciplina vivenciada na década de setenta difere dos objetivos
tracados para a disciplina de Analise Real diante um curso de licenciatura em matemaética.
Ou seja, sera que o material didatico, bem como a metodologia utilizada nos dias atuais,

se adequariam as décadas anteriores?

A finalidade de um curso de licenciatura em Matematica consiste em formar
docentes aptos a atuarem no ensino basico. Desta forma, as institui¢oes de ensino devem
ofertar disciplinas que preparem os futuros docentes para o desenvolvimento profissional.
Assim, a Andlise Real, apesar de apresentar o rigor e o formalismo como caracteristicas,

deve relacionar os seus conceitos as necessidades do professor do ensino.

A disciplina de Anélise Real, ao ser direcionada a licenciatura em Matematica, ndo
deve deixar de lado as suas caracteristicas essencias, mas deve abordar contetidos voltados
a formagao de professores do ensino bésico. Segundo Otero-Garcia (2011, p.77), “Assim
sendo, o curso de Licenciatura em Matematica deve estar voltado para formar o professor
com conteudos, métodos a serem aplicados no ensino bésico e pode-se afirmar que isso é

possivel dentro de cada disciplina estudada, bem como a de Analise Matematica.”

Diante de todas as literaturas ja utilizadas em consonancia com a nossa, percebemos
que o numero de pesquisas existentes sobre o ensino dos Nuimeros Reais na Licenciatura
em Matematica ainda é pequeno, quando comparamos com os problemas que esta vem
apresentando. O ensino dos Numeros Reais na Licenciatura apresenta um leque de dificul-
dades quando nos referimos ao processo de ensino-aprendizagem, pois diversos fatores sao

destacados a este procedimento.

Neste mesmo sentido, Bolognezi (2006), em sua pesquisa, apresenta um quadro
apontando fatores que contribuem para a dificuldade do aprendizado da disciplina, segundo

a visao dos estudantes do curso de Licenciatura e Bacharelado em Matemética.
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Figura 1 — Fatores que contribuem para o aprendizado dos licenciandos

3.8. Fatores que contribuem para a dificuldade segundo os alunos

LICENCIATURA

BACHARELADO

LICENCIATURA E
BACHARELADO

FATORES QUE + Conteddo denso, * Falta de empenho « Falla de empanho
CONTRIBUEM 3%, dos alunos, 50% dos alunos, S0
PARA A
DIFICULDADE = Rigar nas = Conlelddo denso,
APONTADA PELOS | demonstragbes, 18%, Sl
ALUNOS E EM
PERCENTUAL = Falta de prepan ng

decormar do Curso,
9%,

* Poueo bmpomuitd
contaddo, 9%,

* Prodissones
pracCupddes com o
conteddo @ nko com a
formagho do docenta,
32%

Fonte: QUESTIONARIO APLICADD ADS ALUNOS PELA PESQUISADORA (APENDICE 1)

Fonte: Bolognezi (2006)

Os alunos de Licenciatura apontaram os seguintes tépicos como fatores que dificul-
tam a aprendizagem da disciplina: Conteido denso; Rigor nas demonstracoes; falta de
preparo no decorrer do curso; Pouco tempo, muito contetido; professores preocupados com
o conteudo e nao com a formagao do docente. Ja os estudantes de Bacharelado afirmam a

falta de compromisso com a disciplina.

Diante desses resultados, percebemos que um dos fatores que mais se destacam
diante os alunos de Licenciatura em Matematica é o grande ntimero de contetdos apre-
sentados pelo professor, desconsiderando a relevancia dos temas para a formacao do
profissional. Este aspecto traduz a preocupacao do docente formador em cumprir a grade
curricular estabelecida pelo curso, levando-nos, assim, a refletir sobre a relagdo quantidade
X qualidade que também se acentua na formagao do professor, evidenciando que ainda
as academias estao bastante preocupadas com os nimeros de conteidos estudados pelos

graduandos e omitindo a qualidade da aprendizagem.

De acordo com os dados fornecidos no quadro, percebemos as relagoes existen-
tes entre a profundidade que os contetidos sao vivenciados na disciplina e o rigor nas
demonstragoes, pois a esséncia destes implica no rigor utilizado no estudo da disciplina,
que é caracteristica essencial dela, porém, acreditamos que o problema central traduz a
abordagem de conteudos que nao sao voltados para a licenciatura em matematica. Assim,
Matos (2016) considera que a formagao inicial do professor de Matematica deve considerar
a diversidade do conhecimento e da experiéncia matematica, de maneira que o conteudo

do ensino superior esteja articulado as questoes que permeiam a pratica docente.

Outros estudantes apontam que a falta de preparo é a consequéncia do insucesso
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na disciplina, ou seja, que o problema vivenciado hoje pelos estudantes é um reflexo da ma
lapidacao desenvolvida durante o curso. A quantidade de contetido e o tempo disponivel

para “degustar” a disciplina, nao sao compativeis para que ocorra a aprendizagem.

Em ambito geral, percebemos que existem muitas lacunas a serem trabalhadas, ja
que o atual cenario dos ensino dos Numeros Reais deve ser modificado para que, assim,
possa existir um aperfeicoamento na formacgao do professor de Matematica do ensino

bésico.

2.2 PESQUISAS E REFLEXOES A RESPEITO DOS LIVROS DIDATICOS DOS
NUMEROS REAIS NA DISCIPLINA DE ANALISE REAL UTILIZADOS
NOS CURSOS DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

De acordo com as mais diversas literaturas, entre elas o Acervo : revista do Arquivo
Nacional (1995) o homem tinha a necessidade de registrar os mais diversos acontecimentos
histéricos, derivando-se, assim, o surgimento do livro. De acordo com Mendes (2016),
os primeiros livros didaticos eram produzidos por fibras de vegetais, tecidos e barro
cozido. Entretanto, percebemos as mais diversas formas que os livros vém se manifestando,

tornando-se um instrumento tecnolégico de memoria humana.

O livro para ser apresentado em seu costumeiro padrao passou por modificagdes em
diversas provincias.Segundo Mendes (2010), na Idade Média, na Europa, o livro sofre os
efeitos do excessivo fervor religioso, passando a ser considerado um objeto de salvagao. A
caracteristica mais marcante da Idade Média ¢é o surgimento de monges copistas, homens
dedicados em periodo integral a reproduzir as obras, herdeiros dos escribas egipcios ou dos
libraii romanos. Nos Monastérios era conservada a cultura da Antiguidade. Nessa época,

aparecem os textos didaticos destinados a formagao dos religiosos.

Mas, a invenc¢ao mais importante, ja no limite da Idade Média, foi a impressao no
século XIV, que consistia originalmente na gravagao em blocos de madeira do contetido de
cada péagina do livro; os blocos eram mergulhados em tinta, e o contetdo transferido para
o papel, produzindo varias copias. Mas, foi na China que a méquina impressora passou a

provocar uma revolucao cultural.

De acordo com as mais diversas literaturas, o livro restringia-se a burguesia e
ao clero, acredita-se que o primeiro livro escrito em portugués buscava traduzir a obra
de Sexao de Bernardo de Alcoboga a pedido da rainha Leonor. Registra-se ainda que o

primeiro livro impresso no Brasil destinava-se ao clero na busca de evangelizar os indios.

O livro tem as mais diversas finalidades em nosso cotidiano, suprindo a necessidade

na busca de lazer, de aventuras, romances, como também de conhecimento cientifico. Seja
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qual for a sua finalidade, o livro torna-se um companheiro que dialoga com o pensamento
e faz refletir sobre o contexto em que o mesmo esta inserido, possibilitando ao leitor ler e

reler quantas vezes for necessario.

O livro é também considerado como um tipo de midia que pode ser
veiculo e suporte de difusdo de informagoes; meio capaz de transmitir
mensagens; recurso portatil que pode ser lido e relido por pelo menos uma
pessoa; artefato tecnolégico que pode proporcionar, ao mesmo tempo,
aprendizagem \ divertimento, informagio \ emoc¢ao e conhecimento \
imaginagdo. (MENDES, 2016, p.27).

A tecnologia vem sendo uma importante aliada no processo educacional, por
apresentar diversos recursos que permitem uma leitura prazerosa e comoda, ja que o livro,

por maior que seja, pode caber dentro de um celular, por exemplo.

A grade curricular adotada por grande parte das instituicoes de ensino elenca
disciplinas ditas como especificas que nao contribuem de forma significativa na formacao
do docente, por apresentar contetidos aparentemente sem significado. No entanto, antes
de discutirmos a importancia da grade curricular, devemos analisar a opg¢ao por uma
determinada metodologia ou recursos metodoldgicos, posto que a pratica pedagdgica deve
ser pautada na reflexdo e compreensao sobre que papel a Andlise Real representa na

formacao Matematica dos estudantes.

De acordo com Reis (2001), os contetidos da disciplina de Analise Real ja sao
estudados durante a disciplina de Céalculo Diferencial Integral, isso porque os tépicos
fundamentais de um curso de licenciatura em Calculo sdo os mesmos de um curso de
Analise Real. Todavia, o curso de célculo Diferencial Integral fundamenta-se em aplicagoes,
a0 passo que o curso de Analise trabalha uma perspectiva logico- formal, com defini¢es
rigorosas dos objetos estudados. Neste mesmo sentido, percebe-se que a disciplina de analise
real a cada dia vem ganhando mais abstracao, no sentido de que as teorias estudadas durante
o curso e revistas na disciplina nao conseguem ser aplicadas na resolucao de problemas.
Definigoes e teoremas, como também as demonstragoes realizadas pelos docentes, fazem
sentido em sala de aula, no entanto, ao passo em que é cogente ao aluno desenvolver
o pensar matematico, o mesmo nao consegue enxergar a necessidades da aplicacao. Na
verdade, nem sempre as demonstragoes e defini¢oes sdo compreendidas pelos alunos, pois
a cada demonstragao realizada nao é compreendida a fundamentacao existente em cada

teorema.

Cabe ressaltar que os contetidos estudados durante o curso precisam serem vistos
sob uma nova otica, tendo em vista que pesquisas apontam que conceitos e teoremas
sao compreendidos, mas nao apreendidos na resolucao de problema. A teoria vivenciada
pelos estudantes parece nao ser aplicdvel no processo de demonstragao. A teoria estudada

consegue uma maior abstracdo do que da propria realidade.



Capitulo 2. A Andlise Real na Licenciatura em Matemdtica: Um olhar ao conjunto dos Nimeros Red®

De acordo com a literatura Matematica, a maioria dos livros utilizados, tanto no
curso de licenciatura como de bacharelado em Matematica, apresentam uma sequéncia de
topicos considerados relevantes para a edificagdo do conhecimento do estudante. Nesta
perspectiva, Bolognezi (2006) apresenta em sua pesquisa de mestrado uma rela¢ao de
contetudos vistos no programa da disciplina de Andlise Matematica pela universidade
abordada.

1. Numeros Reais;

2. Limite e Continuidade;

3. Derivacao;

4. Funcgoes trigonométricas;

5. Integracao;

6. Fungdes Logaritmicas e Exponenciais;
7. Sequéncias e Séries de Funcoes.

Moreira, Vianna e Cury (2005) também retratam em seu trabalho uma pesquisa
realizada por trinta e um matematicos em relagao a importancia da disciplina Anélise
Real no curso de licenciatura em Matematica. Apresentam também um sumario formado
por topicos considerados relevantes para o curso de Anélise.

1. O conjunto dos ntimeros reais como corpo ordenado completo;
2. Sequéncias e séries de niimeros reais;

3. Continuidade de funcgoes reais de variavel real;

4. Derivada de fungoes reais de variavel real;

5. Integragdo (Riemann) de fungoes reais de varidvel real. .

Conforme as pesquisas apresentadas acima, existe um encadeamento quanto
aos conteudos a serem ministrados na disciplina, no entanto, percebe-se que os trabalhos
apresentam resultados distintos. A sequéncia utilizada pelos autores difere quanto aos

contetidos e a ordem. Questionar sobre a melhor sequéncia a ser utilizada é valido, como

também questionar qual dessas sequéncias é a melhor a ser seguida.

A Anélise Real é uma disciplina que se fundamenta no conhecimento matematico

do futuro professor do ensino bésico, ainda que nao seja uma disciplina de aplicacao direta
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na pratica docente, buscando realizar uma conexao entre a Matematica do ensino superior

com a Mateméatica do ensino bésico.

A disciplina de Analise Real deveria propiciar aos estudantes uma "autonomia
Matematica", que permite aos estudantes consolidar e formalizar uma jun¢ao de conheci-
mentos trazidos pelas disciplinas cursadas durante o curso, prezando por demonstracoes

rigorosas e por um raciocinio bem articulado.

O livro didatico assume papel fundamental na disciplina de Analise Real, visto
que este recurso é utilizado como importante instrumento na construcao do conhecimento.
Porém, o que vem sendo discutido ¢ a utilizacao deste recurso que vem proporcionando
aos estudantes uma dependéncia quanto aos conteudos estudados e aos exercicios a serem
resolvidos. Essa dependéncia questionada nao se restringe apenas aos métodos utilizados

pelos alunos, mas também pelo professor.

O rigor e argumentacao utilizados pelo professor formador diferem da linguagem
utilizada pelo futuro professor com os seus alunos. Qual o significado do conjunto dos
numeros reais no curso de licenciatura em Matematica? Questionar acerca desse fator nos
faz refletir sobre a compreensao desta disciplina na sua carreira profissional, bem como as

contribuig¢oes da mesma em seu cotidiano.

Os professores ministrantes da disciplina de Analise Real, como qualquer outro
docente, trazem consigo as suas crencas e metodologias desenvolvidas no decorrer do curso
de formacao. A caracteristica do curso de Anélise Real apresenta, geralmente, os mesmos
aspectos em relacao ao professor, notas de aulas, sequéncias didaticas, como também as
atividades a serem desenvolvidas no processo de ensino e aprendizagem. Ser um bom
docente nao significa apenas ter conhecimento matemético e sim saber aplicid-lo de forma

adequada para que possa provocar uma maior compreensao dos alunos.

A tecnologia a cada dia vem ganhando mais espaco na sociedade e na educacao.
Atualmente, diversos aplicativos foram criados com intuito de uma melhor compreensao
de contetidos matematicos que tém como finalidade o tracejado do grafico na compreensao

das defini¢bes e teoremas.



3 0S NUMEROS REAIS NOS LIVROS DIDATICOS DE
ANALISE REAL

3.1 As CONTRIBUIGOES DO LIVRO DIDATICO DE ANALISE REAL PARA
O CONHECIMENTO DOS NUMEROS REAIS

O livro didatico é importante em qualquer nivel de ensino, constituindo-se como
instrumento de capacidade em definir conceitos e organizar contetidos, servindo de referéncia
para a elaboracao de estratégias de ensino, bem como para direcionar uma sequéncia
didatica a ser planejada pelo professor, que tem toda a liberdade de dar outros enfoques
dentro do assunto, bem como acrescentar, modificar, complementar e também inserir novos

problemas de acordo com as necessidades surgidas e com o desenrolar do contetdo.

Nesta perspectiva, o modo como o professor lida com o livro didatico é que
favorece o processo de aprendizagem dos estudantes. Desse modo, que professor e alunos
podem juntos construir um saber que nao decorre apenas da simples transmissao de
informagoes contidas no livro didatico, mas, através de uma convivéncia mutua, na qual
ambos tém o seu papel ativo: o professor como orientador e facilitador da aprendizagem, e

o aluno como descobridor, através de suas indagacoes e questionamentos.

E necessério refletir sobre a contribuicdo deste material no processo de ensino-
aprendizagem tendo, em vista que este recurso tem grande valia para os professores no
processo de ensino e na elaboracao da aula, como também para os alunos que, muitas

vezes o utilizam como tUnico recurso didético.

Um problema a ser destacado estd no ato da utilizacao do livro didatico, pois os
alunos e professores nao concebem este material como um processo dialético, uma troca
de ideias entre autores e interlocutores, mas consentem o que esta escrito como verdade,
deixando de lado o senso critico ou até mesmo nao realizando uma reflexao sobre a intenc¢ao

do autor em escrever uma determinada observagao, por exemplo.

Buscando definir a principal funcao do Livro didatico, delineamos que ele propoe
agucar e desenvolver o pensamento dos alunos quanto as diversas concepc¢oes do que esta
escrito. Nesse sentido, interessa-nos compreender as contribuigoes do livro na pratica do
professor de Matemaética que podem contribuir no processo de ensino-aprendizagem da

Analise Real no ensino superior.

Ao discutir sobre o capitulo dos Nimeros Reais no livro didatico de Analise Real
de Anélise Real em um curso de licenciatura em Matemaética, convém falarmos de quatro
elementos importantes para a validagao do material didatico. Entende-se por validagao

a utilizacao do livro didatico no processo de ensino-aprendizagem, com a finalidade de
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Figura 2 — Troca de conhecimentos: Aluno, sabe,Livro didatico e Professor

LIVRO DIDATICO

PROFESSOR

Fonte: Elaborada pela Autora.

discutir as ideias apresentadas pelo autor do livro.

Os quatro elementos ressaltados no paragrafo anterior e apresentados também
na figura 3.1, abordam o processo de aprendizagem com o recurso do livro didatico. Cada
sujeito (Livro didético, aluno, professor) apresenta sua particularidade e sua contribui¢ao
em busca do saber. A finalidade da figura apresentada é apresentar o processo educacional
decorrente da troca de conhecimento, em uma sala de aula ou nao. Assim, esses sujeitos
interagem proporcionando conhecimento, onde cada participante contribui de forma

significativa de acordo com a sua especificidade.

O aluno, ao conduzir-se ao curso de Anélise Real, traz conhecimentos derivados
de outras disciplinas que, possivelmente o subsidiarda na compreensao dos conteidos da
disciplina. O professor, um mediador do conhecimento, tem a incumbéncia de proporcionar
aos estudantes um leque de informagoes que necessitam de um recurso para o processo
de troca de saberes. O livro didatico, recurso de grande utilidade para esta disciplina,
deve apresentar um estudo aprimorado dos nimeros reais, com reflexos de uma Mate-
maética voltada para o ensino basico. O SABER, na verdade, é um produto da troca de

conhecimentos aluno, professor e livro didatico.

A partir de agora, voltaremos os nossos olhares para os requisitos necessarios
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da elaboragao de um livro de Analise Real. Cabe esclarecer que este topico nao busca
apresentar contetudos para a criagao do livro, mas trazer a tona aspectos subjetivos inerentes
ao livro de Analise principalmente no tépico Numeros Reais voltados ao ensino do curso
de licenciatura em Matematica. Acreditamos assim, que qualquer livro didatico necessita
atender a alguns requisitos, pois um livro nao compreende apenas em contetido especifico,

mas abrange uma diversidade que ajuda a compreender o conteudo estabelecido.

Figura 3 — Caracteristicas essenciais que devem estar presentes nos livros diddticos de um
curso de Licenciatura em Matematica

1 ‘ 3
Conhecimento Educacdo
Diversos 2 Matematica

Fonte: Elaborada pela Autora.

Do ponto de vista da educagao Matematica, um livro didatico pode restringir-se
apenas a conteudos especificos, mas deve apresentar uma diversidade de assuntos que
auxiliem na compreensao da Matematica na sociedade. Desta forma, acreditamos que para
a construcao de um livro de Numeros Reais voltado para o docente do ensino bésico deve

haver uma ligacao do que ¢ estudado e do que é vivenciado pelo educando.

Em decorréncia das diversas literaturas e reflexdes, a imagem 3.2 tenta expressar
um esquema necessario para a construcao do material didatico de Analise Real. Assim, o
esquema ilustrado busca apresentar um englobamento de trés conjuntos (os contetdos da
Matematica superior, da Educacdo Matematica e os diversos contetdos - Aplicabilidade
da Anélise Real no ensino bésico), considerados importantes para a elaboragao do material
didatico de Analise Real.

1. A Matematica e os conhecimentos diversos: Este ponto representa uma das principais
dificuldades encontradas pelos alunos, pois durante a graduagao dedicam boa parte do
tempo as disciplinas da Matematica superior e, muitas vezes, nao conseguem relacionar

a aplicabilidade daquele contetido na sociedade, ocasionando a indagacao "para qué
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estudar este conteido?". Salientamos que a Anélise Real ndo possui uma aplicabilidade
direta nos contetdos do ensino basico, porém, na disciplina o aluno estuda conceitos que
permitem aprimorar o seu conhecimento enquanto professor. Um estudante da disciplina
de Analise Real nao ira utilizar aqueles conceitos exatamente na sala de aula do ensino
béasico, mas, certamente, terd mais propriedade na abordagem dos contetidos. (Os
conhecimentos adquiridos sobre o conjunto dos Ntumeros Reais, adquirido na disciplina

de Anélise Real serao apenas subsidio para a sua atuagdo como docente.)

2. Neste segundo topico, apontamos a relagao existente entre a educagao Matematica e
os conhecimentos diversos. Este ponto se destaca pelo fato da educagao Matematica
acreditar que a Matematica ndo, restringe as quatro paredes da escola, mas considera
que a Matematica estd em todos os lugares do nosso cotidiano. Esta visao deve fazer
parte da formacao do professor, tendo em vista que as consideracoes que os atuais
alunos do ensino basico tém sobre a Matematica é decorrente do que o professor traduz

ao aluno.

3. A ligacao estabelecida na figura nao é o que realmente acontece, ja que estes campos
de estudos ainda se mostram distantes um do outro. Falamos isto de forma hipotética,
porém quando discorremos sobre os Numeros Reais, acreditamos que os docentes
da Matematica superior defendem a necessidade de um estudo mais abrangente da
Matematica cientifica e os educadores matematicos acreditam na necessidade de um
olhar pedagogico para esta disciplina. Entretanto, o que falamos com propriedade é que
algo deve ser feito sobre o ensino de Andlise Real, pois o aproveitamento da disciplina

esta sendo pequeno se comparado ao a que poderia ser.

4. Na realidade este item expressa a uniao entre todos os pontos aqui citados, pois
acreditamos que qualquer livro de Matematica utilizado em qualquer disciplina deve
apresentar este encadeamento, ja que esta juncao possibilita a formacao de um livro

que proporcione a criticidade Matematica.

3.2 A TRANSICAO DO CALCULO PARA A ANALISE REAL

E primordial a realizacio do estudo do Célculo, para que posteriormente possamos
realizar uma erudi¢do mais aprofundada referente ao ensino da Anélise Real. Nesse seg-
mento, cabe ressaltar a importancia da transicao do Célculo para Anélise, ja que apresenta
uma diferenciacdo nao somente nas questoes histéricas, mas também por motivagoes
cientificas e pedagdgicas. Faz-se necessario considerar o amadurecimento progressivo do
estudante que apreende os conceitos do Célculo de maneira intuitiva para, em um estagio

posterior, retornar aos mesmos conceitos, dessa vez vestidos a rigor.

Existia uma necessidade quanto a uma formulacao rigorosa do célculo, de acordo

com Evens (2009), pois o célculo tinha uma grande aplicabilidade no cotidiano dos
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matematicos, porém os mesmos manipulavam os processos analiticos de uma maneira
quase cega, guiados, em sua maioria, pela intui¢do, carecendo de um entendimento real dos
seus fundamentos. Diversos matematicos dispuseram a busca pela formalidade e, apesar

das diversas tentativas que vieram a fracassar, contribuiram para outros resultados.

Segundo Evens (2009) o calculo surgiu no século XVII, por um desenvolvimento
gradativo, tendo como percursos: Kepler (1571-1630), em que sua linha de pesquisa era
calcular o volume dos tonéis, tendo como apoio o livro de Galileu (1564-1642), intitulado
Dialogos sobre Duas novas Ciéncias, que contém diversas ideias da nova Matematica.
Também, nao podemos deixar de ressaltar alguns mateméaticos que contribuiram para a
primeira fase, tais como: Pierre de Fermat (1601-1663), René Descartes (1638-1675), Issac
Barrow (1630-1677), James Gregory (1638-1675), entre outros, que tiveram importancia
significativa. No tocante a transigao do calculo para Anélise trabalhada por Cauchy (1789
— 1857), Weierstrass (1815 — 1897) defendeu a necessidade de que o sistema de niimeros
reais fosse tornado rigoroso, o que veio a concretizar com Dedekind (1831 -1916) e Peano
(1858 — 1932), que mostraram como o sistema dos nimeros reais pode ser deduzido de um

conjunto de postulado para o sistema dos niimeros naturais.

Um dos resultados principais, concentra-se no Teorema Fundamental do Célculo
que estabelece a importante conexao entre o Célculo Diferencial e o Calculo Integral.
Entretanto, foram Newton e Leibniz os precursores, que independentemente exploraram
essa conexao e desenvolveram o Calculo. Em particular, eles perceberam que o Teorema
permitia encontrar a area de uma figura plana de uma forma muito facil, sem a necessidade
de se calcular a soma de areas de um nimero indeterminadamente grande de retangulos,

mas sim usando a antiderivada da funcao envolvida.

Como um professor formador pode contribuir no processo de ensino-aprendizagem
dos Numeros Reais a um licenciando em Matematica? Quanto a intuicao utilizada no
ensino de Célculo deve ser deixada de lado no ensino de Andlise? O rigor utilizado no

ensino de Analise Real deve prevalecer no ensino?

O perfil atualmente encontrado pelo professor formador de Analise Real condiz
com um matematico que traz consigo suas crencgas e opinides que venham a contribuir no
processo de aprendizagem do aluno. No entanto, como ja foi dito neste trabalho, existe uma
preocupacao quanto a dificuldade encontrada pelos alunos na compreensao dos conceitos da
Analise Real, ja que o método utilizado no processo de ensino nao tem uma especificidade

quanto ao processo de ensino-aprendizagem.

Ao entrar na graduagdo, o aluno traz consigo conhecimentos matematicos que
tendem a contribuir para sua formacao. Logo apds, ele passa a ter seus primeiros contatos

com a Matematica elementar, como também a Matematica dita como avancada.

Por Matematica avangada, entende-se aquela que ¢ ensinada nas universidades e que



Capitulo 3. Os Numeros Reais nos livros diddticos de Andlise Real 37

reflete em sua estrutura os aspectos considerados essenciais do conhecimento matematico
produzido pelos matematicos profissionais; em especial, aqueles relacionados a objetos

construidos a partir de defini¢oes e a nocao de prova.

Geralmente, as instituicoes de ensino ofertam disciplinas béasicas, se tornam
coadjuvantes no pensar matematico, sao elas: Matematica Basica [; Matematica Basica
IT; Matematica Basica I1I; Matematica Basica IV; Matematica Basica V; Calculo Dife-
rencial; Calculo Integral e Série; Calculo Vetorial; Fungdes de Varias Variaveis; Equacoes
Diferenciais Ordinarias; Algebra Linear I; Estruturas Algébricas; Introducio & Teoria dos
Numeros; Introducao a Légica Matematica; Histéria da Matematica; Desenho Geométrico;
Toépicos de Geometria I; Topicos de Geometria II; Introdugao a Probabilidade; Analise
Real; Fisica Geral I; Fisica Geral II; Laboratorio no Ensino de Matemaética I; Laboratorio

no Ensino de Matematica II.

Os autores que realizam estudos sobre o ensino de Anélise Real enfatizam a
conexao existente entre o calculo e analise real, até mesmo pelo seu contexto historico,
contudo a disciplina de analise real é estudada geralmente no ultimo periodo do curso,
proporcionando aos alunos uma ligacao nao somente com as disciplinas de calculo diferencial

integral, mas também com as outras disciplinas estudadas no decorrer do curso.

Figura 4 — O pensar matematico.

A

Fonte: Elaborada pela Autora.
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De acordo com a figura 4, podemos observar o crescimento do pensar matematico
que se da de forma gradativa, tendo como ponto de partida os conhecimentos trazidos pelos
alunos, e que sao criticados pela maioria dos professores de Matematica. A dificuldade
trazida pelos alunos em sua formacao basica refletird de forma negativa no processo de
ensino e aprendizagem na graduacao, implicando uma missao dialética dos professores nas
universidades, ja que os mesmos terao que cumprir os objetivos da disciplina e ao mesmo

tempo suprir as dificuldades dos estudantes.

O segundo ponto da figura 4, indica os primeiros contatos do aluno com a
Matematica superior, em que sao apresentados a diversos conceitos e exemplos que
retratam as diversas aplicagoes da Matematica no cotidiano. Nao é objetivo deste trabalho
tratar as dificuldades encontradas pelos alunos no curso de Calculo Diferencial Integral,
no entanto para compreendermos o processo de aquisicao do pensar matematico é valido
refletir sobre a metodologia utilizada pelos professores nesta disciplina que vem acarretando

um grande nimero de reprovagao, segundo pesquisa.

Os alunos finalmente chegam ao terceiro ponto, onde os mesmos, que antes
trabalhavam com as ideias intuitivas passam a ter o primeiro contato com a Matematica
formal ligada ao rigor. Nesta perspectiva sao apontados diversos fatores que dificultam no

processo de ensino-aprendizagem dos Numeros Reais, em um curso de Anélise Real.

Crengas trazidas pelos alunos: Um dos fatores que inibe o processo de aquisicao é
derivado das crencas trazidas pelos estudantes de Matematica, que, desde os seus primeiros
contatos com outros alunos ja da graduacao, transferem um sentimento de angustia e

insatisfacao da disciplina estudada.

Metodologia de ensino: De acordo com Moreira, Cury e Vianna (2005) a disciplina
de Analise Real é um dos pilares para os futuros estudos dos bacharéis em Matematica,
no entanto, a metodologia utilizada pelo professor ministrante da disciplina de Analise
Real é a mesma para os bacharéis e os licenciados, ndo apresentando uma especificidade

no processo de aprendizagem, pois cada curso possui objetivo e significados diferentes.

Livros Didaticos: Os livros didaticos em suas diversas situagoes atuam como
aliados do ao processo de ensino-aprendizagem. No entanto, a elaboracao ou metodologia
utilizada pelo livro, pode apresentar alguns aspectos negativos ao aprendizado do aluno.
O material didatico quando nao direcionado a finalidade de um grupo de estudo, como
muitas vezes é o caso da disciplina de andlise, manifesta sensagao de inferioridade, pois a
sua formalidade e o rigor excessivamente utilizado ndo condizem com as necessidades dos

alunos.

O afeto dos alunos perante a disciplina: E comum e ao mesmo tempo preocupante
o cenario vivenciado pelos estudantes do curso de licenciatura em Matematica, visto

que os mesmos que dedicam diversas horas para as disciplinas especificas do curso nao
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atribuem a mesma importancia as disciplinas pedagogicas. Visto que para a formacgao
de um professor em Matematica nao é necessario apenas saber manusear nimeros mas

desenvolver estratégicas que possibilitem uma compreensao do que esta sendo estudado.

Dificuldades dos alunos: As institui¢oes de ensino apontam como uma das
principais dificuldades no processo de ensino-aprendizagem a deficiéncia trazida pelos
alunos desde o ensino bésico que influi na metodologia de forma direta a metodologia de
ensino dos professores de Matemaética, impossibilitando o professor de apresentar novos

conceitos, como em ensinar aos alunos o que eles deveriam ja ter aprendido.

Avaliagao: O processo que ocorre entre a intui¢ao e o formalismo faz com que
os alunos sintam muita dificuldade no processo de aquisicao de significado. Entretanto, o
método avaliativo desta disciplina consiste na aplicagao de prova, onde as questoes sao

meras repeticoes de exercicios vistos ou vivenciados nos livros didaticos.
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4 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

A analise dos livros didaticos possibilitou-nos identificar pontos auspiciosos que
contribuem no processo de aprendizagem, mas também detectar pontos que nao favorecem
a aquisicao do conhecimento. Iremos utilizar como parametro a pesquisa de Moreira e
Viana (2016), que aponta os trés livros didaticos mais indicados a um curso de Anélise Real
na licenciatura de Matemaética pelos docentes Andlise Matemaética para a Licenciatura —
Geraldo Avila, Anélise I — Djairo G. de Figueiredo e Introducio & Analise Real — Elon L.

Lima.

Para a construcao dos Numeros Reais, faz-se necessario um estudo dos conjuntos
numéricos e suas diversas propriedades, porém, percebe-se a auséncia de defini¢oes e
conceitos quanto aos conjuntos numéricos, além de uma caréncia de demonstracoes,
visto que esses contetidos sao primordiais tanto na formacao quanto no desenvolvimento

profissional do professor.

Cabe, entao, repensar os conteudos a serem ministrados em um curso de Analise
Real, visto que sao de grande importancia para o aluno os contetdos vivenciados em
sala, pois buscam fundamentar os seus conhecimentos, como também sera um dos poucos
momentos que alguns alunos entram em contato com a Matemaética superior (Exemplo:
Por que a multiplicacao de dois niimeros reais negativos terd como resultado um ntmero
real positivo). Atualmente, os livros diddticos apresentam uma divergéncia em relacao a

alguns pontos, enfatizando determinados contetidos e deixando outros a desejar.

Apesar do livro didatico ser uma das ferramentas mais utilizadas pelos alunos, nao
cabe responsabilizar os autores pela elaboragao de um roteiro que garanta a aprendizagem
dos estudantes, pois cada aluno possui a sua especificidade no processo de aprendizagem,
como também existe a necessidade de todos os estudantes buscarem os mais diversos
recursos didaticos que ofertem novas informagoes, ja que a Matematica a cada dia vem

apresentando novos resultados.

No entanto, nao podemos deixar de avaliar um dos materiais didaticos mais
utilizados no processo de ensino-aprendizagem, tanto pelos alunos como pelos professores.
Os livros de Analise Real, em sua maioria, apresentam uma linguagem direcionada aos
bacharéis em Matematica. Apresentam também contetidos que nao vém contribuir de
forma significativa para os licenciados muitas vezes de forma descontextualizada aplicando

os calculos pelos calculos.

A analise Matematica busca esclarecer conceitos que desde sempre eram tidos
como verdade, tendo como exemplo os conjuntos numéricos e suas propriedades. Neste

mesmo sentido, busco apresentar conceitos do ponto de vista analitico, que realiza uma
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ligacdo da Matematica superior com a Matemética elementar.

Este topico tenta explicitar uma conexao entre a Matematica superior e a
Matematica elementar. Questionando também como os alunos do curso superior em
licenciatura em Matematica identificam os conceitos estudados na graduagao nos conceitos

do ensino basico.

Perguntar, questionar e duvidar, poucos fizeram e fazem parte do nosso ciclo
de estudo, principalmente no que diz respeito a disciplina de Matematica, visto que o
professor assume um “autoritarismo de conhecimento”, mesmo que ele nao queira adotar
essa postura, existe uma cultura em que o docente nao erra, como também a Matematica
nunca terd equivoco, ja que esta é a disciplina da verdade. Neste contexto, a Anélise Real,
com o rigor e o formalismo, expostos de maneira erronea, faz justificar as afirmativas

anteriores.

O conjunto dos nimeros naturais é apresentado aos alunos sempre da mesma
forma com conceitos histéricos que buscam justificar o seu surgimento, em seguida, sao
expostas as propriedades do conjunto aceitas sem nenhum questionamento. Desta forma,
a disciplina de Analise Real, que se apresenta como uma disciplina de exatas, traz uma
esséncia metodolégica que auxilia no processo de ensino-aprendizagem..A disciplina nao
pode ser vivenciada igualitariamente no ensino basico, mas subsidia professores a promover
reflexoes sobre indagacoes ja vivenciadas como também duvidar de conceitos que nunca
foram questionados. Podemos exemplificar a formacao do conjunto dos Numeros Naturais,

a sequéncia dos nimeros nao sao aleatorios, existe uma teoria na construcao dos elementos.

No decorrer deste texto, diversas vezes foi utilizado o termo pensar matemaético,
nao tendo como finalidade nos restringir no estudo da Matematica pela Matematica,
mas do pensar duvidoso que busca solucionar, questionar e verificar a veracidade de
certas afirmacoes. Neste seguimento, a dificuldade é explicita no processo de insercao do
"porqué'na boca dos alunos, ja que os mesmos estao acostumados a aceitar o que vem dos

livros, da Matematica e dos professores como verdade absoluta.

Desenvolver o pensar matematico nao é facil, isso requer tempo e diversas horas
de dedicagao, posto que é arduo o processo de aprendizagem, pois exige uma ligacao de
conceitos ja estudados com os novos conceitos. Em outras literaturas, o desenvolver dessas
habilidades nas demonstracoes acarreta um sentimento de angustia e incapacidade, pois

0s mesmos conseguem compreender a teoria mas nao consegue aplica-la.

Este capitulo destina-se apresentar a andlise do capitulo de nimeros reais nos
livros de Andlise Real, levando em consideragao critérios estabelecidos na tabela 1 da
metodologia, onde acreditamos que os tépicos elencados na tabela podem proporcionar
uma reflexao sobre os livros didaticos que atualmente estao sendo utilizados nas disciplinas
de Anélise Real.
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Este fragmento também possibilitara compreender a forma como o capitulo dos
Numeros Reais estd sendo abordada pelos literarios, posto que a finalidade da disciplina de
Analise Real busca aprimorar conhecimentos sobre os Numeros Reais, visto que algumas

obras apresentam contetidos que nao estao voltados para os cursos de licenciaturas.

Neste sentido, os proximos paragrafos destinam-se a apresentar a andlise dos livros
dos seguintes autores: Elon Lages Lima, Djaro Guedes Figueiredo e Geraldo Severo de

Souza.

O primeiro topico a ser tratado corresponde ao Prefacio, onde busca-se identificar
o didlogo existente entre o autor e o leitor da obra. Posteriormente, verificou-se como esta
organizado o capitulo dos Niimeros Reais, se o contetdos selecionados pelos autores do

livros analisados coincidem.

Nessa discussao, é valido analisar os exemplos dos livros didaticos, tendo em vista
que estes fortalecem e ajudam a compreender o que foi exposto pelo livro didatico. Assim,
cabe perguntar como os exemplos sao utilizados no livro didatico, como também indagar
sobre a existéncia da ligacdo da Matematica superior com a Matematica elementar, e se

nos materiais analisados existem exemplos para cada tépico apresentado.

Ao longo desta pesquisa, ndo poderiamos deixar de verificar a presenca das notas
histéricas no livro de Analise Real, também consideradas importantes para o aprendizado
do estudante. Outro ponto que demonstra a sua relevancia refere-se aos exercicios propostos
pelo literario em sua obra. Este item merece uma grande atencao, ja que os exercicios
permitem ao alunos testarem, errarem, pensarem e indagarem sobre tudo aquilo que foi
estudado durante a disciplina de Anélise Real. Assim, o processo de ponderamento de

cada livro obedecerd & ordem listada anteriormente.

4.1 Livro DIipATICO 1 (CURSO DE ANALISE- ELON LAGES LiMA)

4.1.1 Prefacio

O livro do autor Elon Lages Lima trouxe inimeras contribui¢oes quanto a literatura
Matematica. Entretanto, almejamos realizar uma andalise das concepgoes desta obra no
cenario da educagao Matematica, mais especificamente, na formacao do professor de

Mateméatica do ensino basico.

Sabemos da relevancia do livro didatico no processo de ensino-aprendizagem, porém
voltaremos os nossos olhares em compreender aspectos que dificultam a assimilagao dos
conteudos da disciplina de Analise Real no que diz respeito ao material estudado. Esta
preocupagao condiz que "Ao estudar o livro, o aluno esta sendo conduzido pela mao do
autor."(LIMA, 2004, Prefacio)

A importancia de analisarmos os prefacios dos livros consiste em compreendermos
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as ideias centrais das obras analisadas, pois o autor ira expor as suas expectativas ao

produzir este recurso didatico.

O autor a que nos referimos apresenta um prefacio contendo algumas recomendagdes
para que ocorra a compreensao do conteudo apresentado. Uma de suas primeiras orientagoes
é a experiéncia de dois semestres no curso de Célculo, pois assim os estudantes terao

subsidio para apreender a disciplina de Analise Real.

Consideramos que o livro de Anélise Real deve apresentar caracteristicas contun-
dentes para o grupo ao qual é destinado, proferimos isto por acreditarmos que um livro de
Analise Real ndo pode atender as necessidades de um curso de licenciatura e bacharelado
ao mesmo tempo, ja que os mesmos apresentam objetivos diferentes. Neste segmento, o
autor Lima (2004) nao aponta para quem o material é destinado, induzindo-nos a acreditar
que aquele material atendera a qualquer aluno que sinta a necessidade de estudar Analise
Real.

Uma das grandes dificuldades dos alunos do curso de Analise Real é aplicar as
defini¢oes e teoremas nos exercicios propostos pelo livro, pois, de acordo com Lima (2004,
Prefacio), “Os livros ensinam a usar conceitos e proposicoes, desfazendo mal- entendidos,

ajudam a fixar na mente ideias novas, dao oportunidade para explorar.”

Os ultimos paragrafos destinam-se a apresentar um guia na ministrac¢ao da disciplina,

pois ele estabelece alguns critérios para iniciar os estudos.

Ao adotar este livro num curso, o professor deve considerar a possibilidade
de omitir o Cap. I, que contém apenas generalidades sobre o conjuntos
e fungoes. Se os alunos ja estudaram antes coisas, o curso podeiniciar
pelo Cap. II, servindo o Cap I apenas para recordar certas definigoes, se
necessario. Também o Cap II pode ser omitido, se os alunos, se os alunos
ja tiveram aprendido s teoria dos nimeros naturais e as diferencas entre
conjunto finito, enumeravel e ndo- enumerdvel (num curso de Algebra,
por exemplo). Assim para alunos com tal experiéncia, a leitura deste
livro pode comecgar no Cap III, onde sdo introduzidos os nimeros reais
(LIMA, 2004, Prefacio).

De acordo com a citagdo acima, percebemos a atribuicao e a significancia de cada
conteudo para o literatos, contradizendo os objetivos da disciplina, ja que a mesma sublima

o aprimoramento dos conjuntos dos niimeros reais e as suas fungoes reais.

4.1.2 A organizacao do Capitulo dos Niimeros Reais

Em sua obra, para tratar dos Ntimeros Reais, Lima (2004) considera necessério
tratar outros temas que possam auxiliar na compreensao do conteiido. Assim, dedica
um capitulo voltado para conjuntos e fung¢oes (Conjuntos, operagoes entre conjuntos,
fungdes, composicao de fungoes, Familias e Exercicios); e elabora um capitulo destinado

aos Conjuntos finitos, Enumeréveis e Nao- Enumeraveis (Numeros naturais, Boa ordenagao



Capitulo 4. Andlise dos Livros Diddticos 44

e o segundo principio de Indug¢ado, Conjuntos finitos e infinitos, Conjuntos enumeraveis e

Conjuntos nao- enumeraveis), para posteriormente tratar sobre os nimeros reais.

Em ambito geral, Lima (2004) considera importante trabalhar alguns temas que
serao relevantes para a compreensao dos nimeros Reais. Esta caracteristica faz com que
o seu trabalho se diferencie dos demais, por oferecer um leque de informacoes que pode

contribuir para a compreensao dos numeros reais que € a principal tematica.

O autor, ao abordar os conjuntos numéricos, como as fungoes e o segundo principio
de indugao, apesar de ja fazer parte do conhecimento do aluno, ajuda com que o estudante

possa compreender as caracteristicas dos niimeros reais.

Como as nogdes de corpo e de corpo ordenado possuem interesse algé-
brico préprio, apresentamos os axiomas dos nimeros reais por etapas,
deixando em ultimo lugar a existéncia do SUP, precisamente o axioma
nao- algébrico, aquele que desempenharéd o papel mais importante nos
capitulos seguintes. (LIMA, 2004 p.59)

Desse modo, apresentamos a tabela 2, que visa apresentar o roteiro estabelecido
por Elon para a apresentagao do capitulo dos Numeros Reais, onde apesar de restringir a

poucos topicos abrange um grande dimensionamento de resultados.

Tabela 2 — Sequéncia do livro didatico do capitulo dos Ntumeros Reais- Elon Lages Lima

Corpos

Corpos ordenados

Numeros Reais

Exercicios

Fonte: Elaborada pela Autora

4.1.3 Exemplos

Lima (2004) utiliza uma linguagem mais cientifica do que os outros autores, porém,

dispoe de um embasamento tedrico mais amplo.

O livro "Curso de Anélise"apresenta um leque de exemplos. Isto é verificavel ja
nas primeiras paginas do capitulo quando o autor define Corpo e, em seguida apresenta

exemplos, conforme destacamos:

Definigdo: Um Corpo ordenado é um corpo K no qual destacou um
subconjunto P contido K, chamado o conjunto dos elementos positivos
de K, tal que as seguintes condigdes sao satisfeitas:
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P1: A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos. Ou seja,
z,yeP—>x+yePexycP.

P2: Dado z € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes:
r=0,oux € Pou—xé€P.

(LIMA, 2004, p.65).

Exemplo: Q é um corpo ordenado, no qual o conjunto P é formado pelos
nameros racionais p/q tais que p.g € N. (Intuitivamente, isto significa
que os inteiros p e ¢ tém “o mesmo sinal”).(LIMA, 2004, p.66).

Como ressaltado anteriormente, esta obra traz um grande niimero de exemplos,
porém, o mesmo utiliza uma linguagem que, por vezes, nao demonstra proximidade com
a realidade de um estudante de Licenciatura em Matematica, apesar de apresentar um

exemplo a cada tema exposto.

Acreditamos que o autor em algumas linhas preliminares, do exemplo exposto
ressaltasse, por exemplo; Um corpo sera ordenado quando houver uma ordem entre seus
elementos, isto é, comparando dois deles, pudermos dizer qual é o maior. Intuitivamente,
equivale a dizer que o maior sera aquele em que, a diferenca entre ele e o outro sera
positiva. Mas o que é positiva em um corpo qualquer ? para justificar formalmente temos

que ter um subconjunto de elementos que serao os elementos positivos do corpo.

No final, ainda teria o mesmo poderia acrescentar as razoes que da existéncia do

conjunto dos positivos satisfizesse as condigoes pl e P2.

Quanto a ligacao da Matematica superior com a Matematica elementar, nao
encontramos aspectos que demonstrassem esta preocupacao, porém averiguamos que o
autor acentua o conteido da Matematica superior buscando apresentar diversos exercicios

e demonstragoes.

4.1.4 Notas Historicas

Embora saibamos da contribuicao dos conceitos historicos para a compreensao dos
Numeros Reais na disciplina de Analise Real,, ndo encontramos nenhuma nota histérica
nos capitulos analisados desta obra. O autor, no capitulo correspondente aos conjuntos
finitos, enumeraveis e Nao- enumeraveis, ressalta Cantor para justificar a descoberta da

diversidade de conjuntos infinitos, entretanto, delimita a este fato.

4.1.5 Demonstracgoes

As demonstragoes caracterizam o livro, ja que sao apontadas como um dos principais

recursos da Anédlise Real. Constatamos, ainda, que as demonstragoes presentes neste livro
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utilizam uma linguagem cientifica, exigindo dos estudantes grandes subsidios de outros

contetudos para compreender o segmento da demonstracao.

Percebemos que o autor, ao utilizar como recurso o formalismo e o rigor, deixa
evidenciar a importancia destes componentes para o aprendizado do aluno, pois todas
as demonstragoes englobam estes recursos. Estas afirmativas ressaltam que o autor em
suas colocagoes nao se sente intimidado em expor o conteuido, porém acreditamos que a
linguagem e a metodologia utilizada nas demonstragdes nao condizem com os objetivos da

licenciatura em Matematica.

Neste mesmo segmento, é cabivel falar sobre algumas observacgdes que o autor faz
ao decorrer no texto. Compreendemos que estes tépicos surgem com a intengao de alertar

o estudante acerca de algumas particularidades como:

Exemplificagao sobre os exemplos presentes no livro Curso de Analise

O principio da Boa Ordenagdo néo se aplica imediatamente ao conjunto
Z dos inteiros. Existem conjuntos nao- vazios de niimeros inteiros que nao
possuem um menor elemento. O proprio Z é um deles: qualquer que seja
n € Z, o inteiro n — 1 é menor do n, logo existe um inteiro ny menor do
que todos os outros. Também o conjunto A ={...,—4,-2,0,2,... }dos
inteiros pares, ou seja A = {2n;n € Z}, ndo possui um menor elemento.
Em geral X C N for um conjunto infinito de nimeros naturais, entdo o
conjunto —X = —n;n € X é um conjunto nao- vazio de nimeros inteiros
que nao possui elemento minimo. (LIMA, 2004, p.70).

Entretanto, podemos constatar o seguinte: se um conjunto nao- vazio X C Z for
limitado inferiormente, isto é, se existir algum a € Z tal que a < x para todo v € X, entdao

X possui um elemento minimo.

Ainda sobre esta exemplificacao, percebemos o quanto ela nos ajudou a compreender
o conteudo que quer ser transmito pelo autor, apresentando uma exemplificagdo numérica

para que assim os leitores pudesse melhor visualizar.

4.1.6 Exercicios

A palavra exercicio nos faz refletir sobre o ato de colocar em pratica tudo aquilo
que foi vivenciado. E quando nos referimos aos Niimeros Reais, falamos sobre a aplicacao

de toda teoria estudada a sobre os diversos resultados que a mesma proporciona.

O livro do professor Elon traz uma quantidade expressiva de exercicios a serem
praticados pelos estudantes. O autor aglutina a sua lista de exercicios variando o grau
de dificuldades, acreditamos que esta metodologia tem como finalidade aprimorar o

)

desenvolvimento do pensar matematico dos estudantes.

O rigor e o formalismo também categorizam as sequéncias das listas de exercicios

deste autor, percebemos isto até mesmo quando o autor trabalha contetidos rotineiros nas
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suas listas de questoes:
Exercicio do livro do Elon (2004, p.87):
1— Dados a, b, ¢, d num corpo K, sendo b e d diferentes de zero, prove:

¢ _ ad+be
+ d—  bud

Q

.C

b.

[SUISERSIS]
alo
g

Acreditamos que o autor deveria realizar comentarios, antes e depois do exercicio,

COIMo:

e Alertar os alunos que essas formulas foram definidas como as operagoes soma e
multiplicagdo no conjunto dos nimeros racionais, e que agora nao poderao ser usadas

de modo geral, pois nao se sabe se valerao para quaisquer reais.

e Para a demonstracao, os alunos devem usar a caracterizagao dada pelo autor aos
nimeros reais e as suas operagoes, ou usar propriedades que valem em qualquer

corpo, inclusive o dos reais, e também elementos da logica matematica, como:

e Provar uma igualdade entre duas expressdes numéricas pode ser feita mostrando que

a soma de um dos membros com o oposto aditivo do outro que da zero

e Interpretar o traco de divisdo e como multiplicagao pelo inverso do divisor.

Percebemos que o livro de Elon (2004) apresenta um grande embasamento teérico,
bem como oferta um nimero expressivo de exercicio para que assim o estudante se debruce

sobre os estudos. Porém, indagamos sobre o perfil a que este material é destinado.

4.2 LivkRo DIDATICO 2(ANALISE I- DJAIRO GUEDES DE FIGUEIREDO

)

4.2.1 Prefacio

Djairo Guedes de Figueireido, graduado em Engenharia Civil, possui o grau de
Master of Science (1958) e Doctor of Philosphy (1961). Em seu livro, apresenta dois
prefacios (Primeira edi¢ao e segunda edi¢ao). A segunda edigdo, a qual estamos analisando,
passou por diversas modificagoes. Na verdade, esta obra teve origem do trabalho de
conclusao de curso denominado Funcgoes Reais, posteriormente, o texto foi expandido e
constituiu um dos cursos do 9° Coldéquio Brasileiro de Matematica, e juntamente com

outras alteragoes chegou-se a forma presente.

O literato destina o livro aos alunos da graduacao da universidade que ele compoe.

E também ressalta que existe a necessidade dos alunos ja terem cursado a disciplina de
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Célculo Diferencial Integral de funcoes reais de uma variavel, uma vez que a disciplina sera
uma continuidade do que os alunos ja vivenciaram, pois utilizara a linguagem exigida a rigor
pela disciplina. Acredita-se que a disciplina de Analise é um embasamento para diversos
ramos da Matematica, pois a mesma proporciona conhecimentos que serao suportes para

futuros estudos.

Segundo Djaro, um dos aspectos que diferencia o seu trabalho dos demais é uma
continuagao do curso de calculo, como também o fato de apresentar exercicios que buscam

solidificar os conhecimentos adquiridos ao decorrer da disciplina.

4.2.2 Organizagao do Capitulo dos Numeros Reais

Para iniciar o capitulo dos Ntiimeros Reais, o autor considera importante ressaltar o
estudo dos conjuntos e das fungoes, visto que pertencem aos fundamentos da Matematica
moderna. Apesar do mesmo fazer uma explanacao sobre estes conteidos, por considerar

necessario apenas definir alguns termos que serao necessarios para estudos futuros.

Posteriormente, o autor busca um didlogo com o leitor quando fala dos niimeros
racionais, expondo que os niimeros racionais nada mais sao do que as fra¢oes aritméticas
do curso do primeiro grau. “Quando lhe ensinaram a operar com fracgoes, a rigor, o que
estavam fazendo era definir as operagoes de adi¢do e multiplicacdo.” (FIGUEfREDO, 1996,
p.9)

Os Numeros Reais tratam de diversos resultados que sao de grandes importancias
para o contexto do estudante, como, por exemplo: o valor absoluto, a desigualdade
triangular e a desigualdade de Bernoulli. Porém, estes topicos, quando apresentados, sao
exposto como exercicios ou de forma ampla para o estudante, deixando lacunas para a

formagao d professor.

Assim, o literato utiliza estes topicos para a compreensido dos estudantes perante

0S numeros reais.

4.2.3 Exemplos

O capitulo de Numeros Reais, na disciplina Analise Real, apresenta conteidos
bastante complexos que necessitam de uma exemplificacdo, para que o aluno possa
compreender o que foi mencionando anteriormente. No livro do Figueiredo, este fato
chamou atencao tendo em vista que em determinado momento, quando o autor comeca a
apresentar a se¢ao de Infimo e Supremo, existem denominagoes que podem confundir o
entendimento do aluno, por a sua denominag¢ao nao condizer com o seu significado. Esta
caracteristicas diferenciam dos demais, quando o autor utiliza um exemplo para mostrar
a ideia de infimo e outro exemplo para mostrar que um determinado conjunto nao tem

infimo.
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Tabela 3 — Sequéncia didatica utilizada para apresenta os Niumeros Reais- Djaro Guedes

Conjunto e funcgoes,

Ntumeros racionais,

INF e SUP,

Ntumeros reais,

Desigualdades,

Sucessoes numeéricas,

Propriedades de limite,

Exemplos de Sucessoes,

Sucessoes mondtonas,

O Teorema de Bolzano- Weierstrass,

O critério de Cauchy,

Séries numéricas,

Representacao decimal,

Conjuntos enumeraveis.

Fonte: Elaborada pela Autora

Quanto a ligacao da Matematica superior com a Matematica elementar, o autor
traz um exemplo sobre os nimeros Racionais, ressaltando que existe dificuldade por parte
dos alunos em visualizarem os Nuimeros Racionais na reta, porém os racionais sao obtidos
por subdivisdes adequadas do segmento da unidade. Se imaginar os niimeros racionais
marcados sobre a reta, iremos ver que eles formam um subconjunto da reta, que é denso.
Exemplificando que a hipotenusa de um triangulo retangulo isésceles nao é comensuravel
com os catetos, isto é, se os catetos tém comprimento igual a um, entdo a hipotenusa nao

é racional.

Como em qualquer outra disciplina, o grau de dificuldade em compreender os
contetudos vai aumentando ao decorrer das aulas. Os exemplos podem auxiliar os estudantes
a compreender gradativamente os conteidos apresentados pelos livros didaticos. Neste
segmento, em cada topico apresentado, é exposto algum exemplo que embasa a assimilagao

do conteudo.

4.2.4 Notas Histodricas

Sabemos da contribui¢ao das notas historicas no processo didatico do ensino da
Anadlise Real, ja que a mesma possibilita ao estudante tomar conhecimento histérico sobre

aquele determinado assunto, bem como compreender o desenvolvimento da teméatica até
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os dias atuais.

A presente literatura apresenta breves contextos historicos relacionados aos comen-
tarios do proprio autor, o qual, nas primeiras paginas do seu trabalho, justifica a opcao
de considerar os Ntumeros Reais como um corpo ordenado, ressaltando o postulado de
Dedekind na realizagao de seus estudos, e acrescentando a dificil missao em demonstrar
a existéncia de um corpo nas condigoes estabelecidas. O contexto histérico o qual autor
apresenta, delimita a pequenos fragmentos, isto €, existe um restringimento da apresentacao
do contexto histérico exibindo pequenas discussoes sobre o processo gradativo daquele

conteudo.

4.2.5 Demonstracgoes

Uma das peculiaridades da disciplina de Analise Real sdo as demonstracoes, pois é
este processo que exige do aluno um conhecimento amplo do que estéd sendo demonstrado.
Em outras palavras, o rigor e o formalismo, caracteristicas novas para o estudante,

dificultam o processo de aprendizagem.

Deste modo, o processo de ensino-aprendizagem exige cautela, tendo em vista o
dificil ato de aprender e lecionar esta disciplina. Compreendemos que os livros didaticos
devem estar preocupados com as demonstragoes, pois como este fator é um dos empeci-
lhos para o aprendizado dos estudantes, é necessario atentar para recursos que possam

proporcionar uma maior compreensao.

O livro trabalhado, em suas demonstragoes, apresenta o rigor e o formalismo como
caracteristicas, porém um fator a ser destacado é que, por diversas vezes, ao realizar as
demonstragoes, o autor consegue estabelecer um elo de conversa com o leitor. Isto quer
dizer que nas demonstragoes nao ficam limitadas as “letras”, mas existe uma justificar

cada tépico escrito.

Apesar de o autor conseguir manter um didlogo com o leitor, o mesmo nao apresenta
um leque de demonstracoes, deixando uma lacuna quanto a este topico. Esta particularidade
se faz importante por sabermos que a demonstragao é uma das principais dificuldades do

aluno.

4.2.6 Exercicios

Como ja ressaltado anteriormente neste trabalho, a disciplina de Anélise Real requer
que os alunos exercitem bastante o que foi estudado. Assim, o autor disponibiliza diversas
questoes (exercicios) a serem respondidas a cada subsec¢do. A estrutura do questionario
constitui-se de questoes semelhantes, em se tratando de um menor grau complexidade,

mas também apresenta questoes que demandam um maior raciocinio do estudante.
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Quanto aos exercicios do livro didatico, o proprio autor comenta em seu prefacio
a contribuicdo deles para o aprendizado do aluno, propondo uma grande variedade de
exercicios, sendo este um dos destaques do seu livro, remetendo para a seccao de exercicios

a proposigoes e propriedades que nao sao demonstradas ao decorrer do texto.

Nos exercicios foram exploradas proposicoes e propriedades dos niimeros reais com
énfase nas demonstragoes de desigualdades. O conjunto dos niimeros reais foi explorado
levando em consideracao os seguintes aspectos: enquanto corpo; corpo ordenado e finalmente
enquanto corpo ordenado completo. Ou seja, todo corpo nao- vazio de niimeros reais,

limitado superiormente, possui supremo.

4.3 L1vRO DIDATICO 3 (ANALISE MATEMATICA PARA LICENCIATURA-
GERALDO AVILA)

4.3.1 Prefacio

Avila (2008), que tem como uma de suas propostas trazer um livro de Andlise
Real voltado para graduacao em licenciatura em Matematica, busca iniciar o seu trabalho
de forma contextualizada, transmitindo a ideia de que os nimeros reais fazem parte do
cotidiano, objetivando com o capitulo dos Ntumeros Reais introduzir alguns tépicos que

serao necessarios para o estudo, dentre eles a chamada propriedade do supremo.

Avila (2008), em seu livro "Analise para Licenciatura', afirma apresentar alguns
aspectos que diferem o seu trabalho dos demais, visto que costumeiramente sao utilizados
livros que tem um maior direcionamento ao curso de bacharelado em Matematica. Em
seu livro, verifica-se a auséncia de certos topicos considerados de pouca relevancia para o
estudo de um licenciando em Matematica como, por exemplo: continuidade uniforme e
a teoria da integral e a equicontinuidade. Ele apresenta um capitulo dedicado a alguns

conceitos dos niimeros reais ditos importantes para a formagao do professor de Matematica.

O livro, primordialmente, apresenta uma linguagem diferenciada dos demais traba-
lhos utilizados pelas universidades, até mesmo pelo préprio titulo, e transmite uma ideia
de dialogo, apresentando objetivos e significados que, por diversas vezes, estao implicitos
tanto na sala de aula como nos livros didaticos. Nesta perspectiva o exemplar apresenta

uma sequéncia didatica cujo estudo de determinado assunto é justificado a cada ponto.

4.3.2 Organizacao do Capitulo dos Niimeros Reais

Para a construgdo dos Numeros Reais, faz-se necessario um estudo quanto a esse
sistema numérico e suas diversas propriedades. No trabalho em analise, percebemos a

auséncia de defini¢oes e conceitos quanto aos conjuntos numéricos, como também uma
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caréncia de demonstragoes, visto que esses conteidos sao primordiais na formagao e no

desenvolvimento profissional do professor.

Tabela 4 — Sequéncia do livro diddtico do capitulo dos Ntimeros Reais- Geraldo Avila

Supremo e infimo de um conjunto;

Exercicios;

Sugestoes e solugoes;

Desigualdade do triangulo;

O principio de inducao e a desigualdade de Bernoulli Exercicios;

Sugestoes e solugoes;

Notas historicas e complementares;

Qéumconjuntoenumeravel,

OconjuntoRnaoéenumeravel,

Os nameros reais, de Eudoxo a Dedekind;

Definicao de corpo;

Fonte: Elaborada pela Autora

4.3.3 Notas Histodricas

Ao realizar uma breve leitura do livro do Avila, ja podemos perceber a principal

caracteristica desta obra (Notas histdricas) e a sua importancia para a compreensao do

Grandezas incomensuraveis

Historicamente, a primeira evidéncia da necessidade dos ntimeros irracio-
nais ocorre com a ideia de 'incomensurabilidade’, que explicaremos logo
adiante. Comecemos lembrando que na Grécia antiga, os inicos nimeros
reconhecidos como tais eram os niimeros naturais 2, 3,4, etc. O préprio 1
nao era considerado nimero, mas a 'unidade’, a partir da qual se formava
os nimeros. As 'fracbes s6 apareciam indiretamente, na forma de razao
de duas grandezas, como, por exemplo, quando dizemos que o volume de
uma esfera estd para o volume do cilindro reto que a circunscreve como’
2 estd para 3. Os numeros que hoje chamamos de ’irracionais’ também
ndo existiam na Matematica grega. Assim como as fragoes, eles iriam
aparecer indiretamente, também como razoes de grandezas da mesma
espécie, como comprimentos, areas ou volumes; e, ao que parece, foram
descobertos no século V a.C. Nao sabemos se essa descoberta foi feita
por um argumento puramente numérico, pode ser que os gregos tenham
utilizado alguma construgdo geométrica, como a que vamos descrever
adiante, envolvendo a diagonalidade o lado de um quadrado. (AVILA,
2001, p.09).
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O contexto histérico sobre determinado teorema, por exemplo, nos situa sobre o
desenvolvimento da constru¢ao do determinado conceito. O fator historico nos levar a
refletir gradativamente sobre determinado estudo, proporcionando ao estudante ter contato
com as possiveis dividas que grandes estudiosos também tiveram. Neste sentido, Avila
(2001), ao falar sobre grandes incomensuraveis, realiza uma abordagem histérica sobre este

processo.

Ao afirmarmos que o contexto historico é importante para Andlise Real, nao
buscamos apenas concordar com a literatura, mas o exemplo a seguir nos faz comparar
como os outros autores abordam este conceito. Neste tépico, ressaltamos a relacao existente
entre os exemplos e o contexto historico, por percebermos que, por vezes, o autor nao

distingue em seu texto a especificidade de cada artificio.

4.3.4 Exemplos

O processo de exemplificacao é de suma importancia para o estudo dos niimeros
reais, pois faz com que o estudante possa compreender a aplicacdo do conteiido em um
determinado contexto. Vale ressaltar que, por diversas vezes, o autor faz uso dos exemplos
para compreender determinada definicao, como é o caso da enumerabilidade dos ntimeros

racionais.

E surpreendente que o conjunto Q seja equivalente a varios de seus sub-
conjuntos proprios, mais surpreendente € que o conjunto Q dos ntimeros
racionais também seja equivalente a N | isto é, seja enumeravel. Para pro-
var isso ¢é suficiente trabalhar com o conjunto Q. dos racionais positivos.
Comegamos reunindo as fragoes em grupos, cada grupo contendo aquelas
que sao irredutiveis e cuja soma do numerador com o denominador seja
constante. Por exemplo,

é o grupo das fragées com numerador e denominador somando 7, enquanto

ol w
ol ot
—1 =

=

é o grupo correspondente a soma 8. Observe que cada grupo desses tem
um numero finito de elementos. Basta entao escrever todos os grupos, um
apos outro, na ordem crescente das somas correspondentes, e enumerar
as fragdes na ordem em que aparecem. E claro que todos os nimeros
racionais aparecerdo nessa lista. (AVILA, 2001, p.15).

De acordo com este exemplo, podemos averiguar a relevancia do exemplo para
a compreensao do contetido. Apesar de o autor ter omitido a demonstragdo, pudemos
compreender a ideia central da proposi¢ao. Diante de tal afirmacao, sabemos da contribuicao
das demonstragoes para o conhecimento matematico, porém, por vezes, os exemplos facilita

a compreensao do contetudo estudado.
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Ainda decorrente dos exemplos do livro de Avila (2001), destacamos a preocupagao
do escritor em conectar a Matematica superior com a Matematica elementar. Este ponto
mostra-se relevante, pois a disciplina de Analise Real, por trazer preceitos de uma disciplina
de cunho didatico, deve apresentar temas que abordem a realidade do futuro professor do

ensino fundamental de Matemaéatica.

Os exemplos deste material por ora confundem-se como corpo do texto, tendo em
vista que as exemplificages utilizadas por vezes sao numéricas, o que gera uma confundem-

se a maioria dos exercicios nao adere a forma numérica.

Numeros Irracionais

O primeiro nimero irracional com que nos familiarizamos ainda no ensino
fundamental é o niimero 7 , razao do comprimento de uma circunferéncia
pelo seu didmetro -".Mas, como a demonstragao da irracionalidade desse
numero esta fora do alcance da Matemaética do ensino fundamental e
médio, o aluno é apenas informado de que a expansdo decimal desse
nimero ¢é infinita e ndo periédica. Um pouco mais tarde, ainda no
ensino fundamental, o aluno trava conhecimento com os radicais, e,
novamente, é apenas informado de que nimeros como v/2, v/3 etc., sdo
numeros irracionais (embora esteja perfeitamente ao seu alcance entender
a demonstracao de irracionalidade de; 2 que fizemos atras, bem como
outras demonstracoes dadas nos exercicios).(AVILA, 2001, p.16).

Esse "aprendizado'dos niimeros irracionais pode deixar no aluno a impressao de
que nimeros irracionais sao o 7 e alguns radicais; e ele talvez até forme a ideia de que
o conjunto desses ntimeros seja bem reduzido, no méaximo enumeravel. Mas isto nao é

verdade, trata-se de um conjunto infinito e ndo enumeravel.

Um fator relevante nesta obra é o fato de autor conseguir relacionar o contexto
historico com a sua defini¢do, proporcionando ao leitor a compreensao da “linguagem
Matemaética”, que, por vezes, nao ¢ tao clara. Esta afirmacao pode ser vista no exemplo a

seguir:

As contribuic¢oes das notas histéricas sado bastante significativas para o estudante,
pois discutem algumas ideias de Georg Cantor, que foi o fundador da teoria dos conjuntos e
o primeiro a demonstrar que existem infinitos de diferentes ordens. Também sdo discutidos
alguns paradoxos que surgiram no inicio da teoria dos conjuntos, o que possibilita ter uma

visao geral do processo de construcao dos conceitos matematicos.

4.3.5 Demonstracoes

A palavra demonstragao torna-se palavra chave quando nos referimos ao ensino
de Analise Real, tendo em vista que a mesma tem como recurso apresentar formalmente

aspectos da Matematica superior.
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Uma peculiaridade do presente livro analisado, ao abordar os niimeros reais no
requisito demonstracao, apresenta alguns conceitos de forma sutil que nao utilizam com
tanta precisao esta ferramenta, uma contradicdo ji que o autor ressalta tamanha im-
portancia das demonstracoes na disciplina de Anélise Real, pois, de acordo com suas
ideologias, “nao é permitido a um professor de Matematica nao conseguir desenvolver

provas e demonstracoes em sala.”(Avila, 2001, preficio)

Como ja foi ressaltado, ao decorrer deste trabalho, a disciplina de Andlise apresenta-
se como alicerce para os licenciandos em Matematica, por ofertar diversos recursos que
possibilitam o contato direto com a Matematica superior, proporcionando uma reflexao
quanto aos conteudos estudados durante o curso e uma concretizacdo dos conceitos

matematicos no processo de demonstracao.

\/2 é niimero irracional

Parece que o primeiro nimero irracional a ser descoberto foi v/2. Em
geral, ¢ dificil saber se um dado nimero é irracional ou ndo, como é o
caso do numero 7, cuja demonstracao de irracionalidade nao é simples.
Bem mais facil é demonstrar que o niimero \/2 é irracional. Vamos fazer
essa demonstracao raciocinando por absurdo.

Se /2 fosse racional, haveria dois inteiros positivos p e g, tais que /2 = %
, sendo % uma fragao irredutivel, isto é, p e ¢ primos entre si, ou seja,
eles, ndo tém divisor comum maior do que 1. Elevando essa igualdade ao
quadrado, obtemos 2 = p?/¢? , donde

p2 — 2q2

(1.1)

Isso mostra que p? é par, donde concluimos que p também é par (se p
fosse fmpar, p? seria fmpar), digamos p = 2r, com 1 inteiro. Substituindo
na Eq. (1.1), obtemos:

4r? = 2¢2, ou ¢* = 2r?

Daqui concluimos, como no caso de p,que o ntimero ¢ também deve ser
par. Isto é absurdo, pois entao p e g sao ambos divisiveis por 2 e £ nao é
fracao irredutivel. O absurdo a que chegamos é consequéncia da hipdtese
que fizemos no inicio, de que v/2 fosse racional. Somos, assim, forcados a
afastar essa hipétese e concluir que /2¢é irracional. (AVILA, 2001, p.08).

O autor, ao utilizar as demonstragoes, buscava apresentar de forma clara e cautelosa,
para que nao ficasse duvida aos leitores sobre o procedimento. Avila (2001), ao fazer um
estudo sobre os niimeros irracionais, demonstra de que nao existe nimero racional cujo

quadrado seja 2.

4.3.6 Exercicios

Acredita-se que, por mas que um livro didatico faca uma boa abordagem sobre

Anadlise Real, é necessario que o aluno busque responder os exercicios indicados pelo livro,
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ja que este processo contribuird para que ele coloque em pratica tudo aquilo que foi

vivenciado durante o estudo.

Deste modo, ao logo do capitulo Nuimeros Reais sao apresentados diversos exercicios
relacionados aos niimeros racionais com énfase na fracao geratriz, como também voltado aos
numeros irracionais. Igualmente trata dos niimeros reais com destaque para demonstragoes

com cortes e densidade dos racionais e irracionais.

4.4 UMA REFLEXAO SOBRE OS LIVROS ANALISADOS

Como ja apresentado durante a metodologia, posteriormente a anélise dos livros
didaticos, apresentariamos uma sec¢ao destinada as nossas expectativas quantos aos

critérios estabelecidos na tabela 1.

Todos os critérios estabelecidos na tabela 1 justificam-se por compreendermos que

cada topico listado nos ajudard a responder a pergunta norteadora do nosso trabalho.

4.4.1 Prefacio

A analise do material iniciou-se com a observagao dos aspectos do prefacio, tendo
em vista que este topico é destinado ao autor, que descreve todas as suas expectativas na
producao do material perante a compreensao do leitor, possibilitando um didlogo entre o

autor e leitor.

Este tépico possibilitou compreender o tipo de material analisando. Ou seja, neste
item, encontramos de forma ampla a justificativa da elaboracao de cada material, a
formagcao do autor, os conteudos que o autor considera relevante perante aquela disciplina

e algumas vezes o procedimento com que tratara os conteudos.

Neste sentido, sabemos que a formacao do autor reflete no material que ele produz.
Assim, neste paragrafo, apresentamos algumas reflexdes sobre a formacgao inicial dos
autores, como também sobre os seus estudos posteriores. O professor Elon Lages Lima,
um dos principais autores da Analise Real, por dedicar grande parte de sua vida com
estudos referentes a este ramo da Matematica, possui bacharelado em Matematica, e fez
pos- graduagao na universidade de Chicago, onde obteve os graus de Mestre e Doutor (ph.
D). Entretanto, o professor Djaro Guedes Figueiredo ndo tem formagao em Matemaética,
apenas em Engenharia Civil, onde obteve os graus de Master of Science e Doctor of
Philosophy. Quanto ao professor Geraldo Avila, ele ndo expde esta informacio em sua

obra.

Frente a essas informagoes, questionamos como estes professores podem compreender
as necessidades dos alunos do curso de Licenciatura. Podemos ainda questionar como estes

escritores podem estar lecionando em um curso de formagao de professores de Matematica,
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uma vez que as suas formagoes nao os preparam para este ato. Estes argumentos nao
busca afirmar que os seus livros nao sao adequados aos licenciandos em Matematica, mas
busca propor uma reflexdo sobre as obras que costumeiramente sao utilizadas no ensino

da disciplina de Analise Real.

Ainda nos referindo ao paragrafo anterior, indagamos sobre as dificuldades existentes
do licenciandos na referida disciplina, ja que os cursos ofertados, em sua grande maioria,
podem apresentar diversos aspectos de um bacharelado em Matematica. Destacamos ainda
a hipotese de que nem todo professor ou aluno adere um livro didatico para o estudo
desta disciplina, porém os matérias didaticos utilizados por estes, em um ambito geral sao

derivados destes livros, o que ainda demonstra caracteristicas de um curso de bacharelado.

O livro de Avila (2001), especialmente, apresenta um prefacio que nos chama
atencao, quando o autor diferencia o seu trabalho do demais, apontando que o seu material
busca aprimorar contetdos voltados ao licenciando, enfatizando o desenvolvimento de

ideias e aspectos historicos da disciplina.

Difere no contetido, por nao incluir tépicos mais especializados, como
a continuidade uniforme, a teoria da integral e a equicontinuidade, de
interesse maior no bacharelado e secundario na licenciatura; mais difere
também por incluir, no capitulo 1, uma apresentagao de certos tépicos
sobre os niimeros reais, relevantes nos cursos de licenciatura. Uma terceira
diferenca esta na maneira de apresentacao dos varios assuntos, maior
atencdo ao desenvolvimento das ideias e aspectos histéricos da disciplina
(AVILA, 2001, prefacio).

Nesta seccao, é cabivel falarmos sobre a relacdo existente entre os autores Elon e
Avila, ao dedicarem um espaco no seu preficio salientando a importancia da dedicagao
dos alunos ao estudo perante a disciplina, pois ter bons materiais e bons professores nao
significa ter um bom aprendizado, ja que o curso necessita de muita reflexdo e muito

estudo.

Por isso mesmo nao espere que o livro seja completo, sem lacunas a serem
preenchidas pelo leitor; do contrario, esse leitor serd induzido a uma
situacao passiva, quando o mais importante é desenvolver habilidades
para o trabalho independente, despertando a capacidade de iniciativa
individual e a criatividade. (AVILA, 2001, preficio).

Ainda neste topico, os trés autores entram em um consenso quando apontam a
contribui¢ao dos exercicios para o aprendizado da disciplina. Ressaltam que os exercicios
tém a missao de ensinar conceitos e proposigoes, desfazendo mal- entendidos, ajudando
a fixar na mente ideias novas, apresentando aplicagoes dos teoremas, demonstrando e
informando o leitor sobre resultados adicionais que nao foram expostos ao decorrer do

texto.

isto quer dizer, nao basta realizar
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Os exercicios lhe fornecem o ensejo de caminhar mais solto e, assim, ir
ganhando independéncia. Para quem esta convencido da importancia de
resolver os exercicios deste livro, um esclarecimento: eles variam muitos
em seus graus de dificuldade. Nao se desencoraje se nao conseguir resolver
alguns (ou muitos) deles. E que vérios sio dificeis mesmos. Volte a eles
depois, quando tiver lido mais do livro e sentir confiante (LIMA, 2004,
preficio).

Este paragrafo nos faz refletir sobre a "maturidade'necesséria aos estudantes perante
os exercicios de Analise Real, isto quer dizer que nao basta realizar uma quebreve leitura
do conteudo, é necessario rescrever o que foi dito pelo autor, rabiscar, e visualizar detalhes
omitidos durante o corpo do texto. Tentar refazer exercicios nao significa retrocesso, mas
aprimorar o que foi estudado. Nesse sentido, Medeiros (2005) aponta o pragmatismo dos
alunos em quererem aprender rapidamente o que é exposto pelo professor, comparando o

aprendizado com uma mercadoria que se consome sem que a produza e se compreenda.

Djaro, no prefacio do seu livro, ndo demonstra uma preocupacao quanto ao didlogo
com leitor, mas, resume os seus preficios (ele apresenta dois prefacios referente as duas
edicoes dos livros) a uma breve justificativa da elaborac¢ao daquele trabalho e da necessidade
do estudante ter cursado as disciplinas de Calculo diferencial e integral, porém ressalta

que a sua obra busca despertar o senso critico do discente.

Ao decorrer deste trabalho, ja expressamos a contribui¢ao da disciplina para o
professor do ensino basico de Matematica, contudo, os professores Djaro Guedes e Elon,
nio expdem em suas obras as suas opinides sobre este fato. O professor Geraldo Avila traz
uma afirmacao forte sobre a importancia do estudo da disciplina de Anélise Real para a

licenciatura.

[...] um dos objetivos principais de um curso de Andlise é a pratica em
demonstracao. Enunciar e demonstrar teoremas é uma das ocupacoes
centrais de todo professor estudioso da Matemaética, nao sendo admissivel
que alguém que pretende ensinar Matematica sinta-se deficiéncia neste
mister. Dai uma das principais razées de uma disciplina de Anélise nos
cursos de Licenciatura. (AVILA, 2001, preficio).

Diante dos trés livros elencados para o desenvolvimento desta pesquisa, a pesqui-
sadora ja tinha conhecimento sobre o livro do Elon Lages Lima durante a graduacao,
entretanto, buscou-se evitar qualquer consideracao prévia da andlise. Durante a apresenta-
¢ao do prefacio, Djaro Guedes expressou que inicialmente o seu livro surgiu do Trabalho
de Conclusao de Curso, que teve como orientador o Professor Elon Lages Lima. Este fato
contribuiu para acreditar que os livros desses dois autores fossem semelhantes, porém o
que nos chama atencao é que eles apresentam tracos semelhantes, entretanto a obra final

difere bastante uma da outra.

Ainda neste contexto, os livros didaticos, quando elaborados para qualquer nivel

de ensino, devem direcionar o publico-alvo.. Desta forma, averiguamos que Geraldo Avila
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¢é o unico autor dos livros analisados que direciona restritamente o livro para o curso de
licenciatura em Matematica, ao passo que o autor Djaro Guedes conduz este material para
os alunos do final da graduagao da universidade em que ele leciona (podemos compreender
este fato, ja que a realidade de cada universidade é tinica). Neste caso, questionamos o

porqué de outras universidades também aderirem a esta obra.

Este é um livro de Analise Matematica, uma das areas mais béasicas da
Matemdtica. Analistas, gedmetras ou matematicos aplicados necessitam
desse embasamento para prosseguir seus estudos nas areas respectivas.
Esse é um curso que segue o curso de Calculo das nossas universidades.
Contém parte substancial daquele curso apresentado de modo cuidadoso
dentro do rigor imprescindivel para os cursos de Matemética. (FIGUEI-
REDO,1996, prefacio).

Decorrente desta citagao, podemos atentar para alguns fatos. Primeiramente, o
autor ressalta que é um livro de Analise Matematica, porém a licenciatura tem como
finalidade promover um estudo sobre a Anéalise Real, contudo esta é um ramo da anélise
Matematica que lida com o conjunto dos niimeros reais, ou seja, existe um restringimento
quando falamos de Analise Real. O segundo ponto relevante é que a obra é remetida ao
curso de Matematica, porém questionamos: de licenciatura, de bacharelado ou ambos?

Quanto ao autor Elon, o mesmo deixa tais aspectos omissos.

O prefacio apresenta aspectos subjetivos de cada autor, sendo um ambiente reser-
vado para um didlogo entre o autor e o leitor. Deste modo, para melhor compreender a
expectativa do material produzido perante a formagao do licenciando em Matematica,
estabelecemos alguns critérios para a realizacdo da andlise dos prefacios destas obras

especificas.

4.4.2 A organizacao do capitulo dos Numeros Reais

Este topico demonstra a sua importancia quando, ao comparar livros didaticos de
Analise Real, percebemos a divergéncia que existe em relacao a selecao dos contetidos para

a compreensao dos Numeros Reais.

Sabemos que cada autor, ao escrever o seu material, julga a significAncia de cada
conteudo para a compreensao do leitor. Porém, o que estamos analisando é que certos
topicos considerados muito importantes sao apresentados de maneira sutil por outros. Por
exemplo, ao iniciar o capitulo dos ntimeros reais se faz necessario realizar um estudo dos
conjuntos numéricos. A esse respeito, Avila faz uma breve explanacio sobre os conjuntos

numéricos, ao passo que Elon apresenta diversas propriedades deste tema.

Um topico ndo abordado no livro do Avila é o produto cartesiano entre dois

conjuntos A e B, definido como o conjunto:

Ax B={(a,b);ac Aebe B}
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Figura 5 — Empecilhos na aprendizagem da Anélise Real
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Fonte: Elaborada pela Autora

O produto cartesiano é fundamental quando se quer definir o que é uma funcao.

O conceito de funcao somente é abordado no livro do Avila no inicio do capitulo, apods

uma rapida abordagem histérica. O autor define funcdo como uma “lei” que associa a

cada elemento de um conjunto um tnico elemento de outro. Uma forma mais precisa de

definirmoss fungao é através de relagoes. Uma relacao de um conjunto A em um conjunto

B é, basicamente, um sub-conjunto qualquer do produto cartesiano A x B. Uma fungao f

pode ser definida como um tipo de relagao, que no texto aparece com o nome de “grafico’

da funcao, definido da seguinte maneira:

Definigao 4.1. Uma funcao f: A — B é uma relagao na qual todo elemento do conjunto

A figura em um tnico par ordenado.

Em outras palavras, temos duas condigdes essenciais:

e Para qualquera € A | existe um par ordenado(a, b) na relagao.

e Se (a,by) e (a,by) pertencem a relacao, entao by = bs.

A este tnico elemento b € B tal que (a, b) pertenga a relacdo denominamos f(a),

ou seja, o valor da funcao f no elemento a. Também denotamos
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f:A— B.
a— f(a)

E importante ndo confundir a funcdo em si com o valor da funcdo em um deter-
minado elemento do dominio. Muito embora utilizemos abusos de linguagem como “seja
a fungdo f(z)” ou “seja a fungdo f = f(x)”, estas frases ndo devem ser tomadas como
corretas, devemos ter sempre em mente que elas sao apenas abreviagoes para uma ideia

muito mais precisa que o que elas veiculam.

A primeira coisa a se notar é que o Elon formula os axiomas de Peano a partir do
numero 1, enquanto a maioria dos autores formula os mesmos axiomas a partir do niimero
0, que é mais “natural” para definir a operagao soma nos naturais como tendo elemento

neutro aditivo. A formulagdo dos axiomas de Peano a partir do 0 fica:

1 . Existe um conjunto nao vazio N e uma funcao injetiva s: N — N que associa a

cada n € N um elemento as(n) € N um elemento denominada “sucessor”.
2 . Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 € s(n) para todo n € N.

3 . Se um subconjunto A C N é tal que 0 € A e s(A) C A (isto é, se n € A ). Entao
s(n) € A), entao A = N.

O livro nao atenta para este fato, mas realmente sdo quatro as proposicoes equiva-

lentes em N:

e Axioma 3 de Peano: Se um subconjunto A C N é tal que 0 € A e s(A) C A (isto é,
sen € A entao s(n) € A), entao A = N.

e Principio da Boa Ordem: Todo subconjunto nao vazio de N possui um menor

elemento.

e Primeiro Principio de Indugio: Se A(n) é uma afirmagdo para cada nimero natural

n € N tal que:

a) A(0) é verdadeira.

b) Sempre que a(n) for verdadeira, tivermos que a(s(n)) também é verdadeira. Entao

A(n) é verdadeira para todo n € N.

e Segundo Principio de Indugao: Se A(n) é uma afirmagao para cada nimero

natural n € N tal que:

a) A(0) é verdadeira.
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b) Sempre que a(k) for verdadeira para todo 0 < k < n, tivermos que a(s(n)) também

é verdadeira. Entao A(n) é verdadeira para todo n € N

Os autores Djaro e Avila ndo utilizam os conjuntos numéricos como suporte para
o ensino dos nimeros reais, salientamos que estudar os conjuntos numéricos é de suma
importancia, nao somente por o aluno compreender as propriedades destes conjuntos,
mas por aprimorar o conhecimento referente aos Axiomas de Peano, ja que estes axiomas

sustentam diversas teorias.

De acordo com as tabelas apresentadas anteriormente sobre o conjunto dos nimeros
reais, percebemos que existe uma grande divergéncia, pois alguns autores atribuem uma

maior significincia a certos tépicos e outros apenas realiza uma breve explanacao.

Quanto a este tépico, destacamos que Geraldo Avila é receoso quanto & quantidade
de tépicos apresentados por ele, restringindo-se a poucos contetidos dos niimeros reais.
Entretanto, Elon e Djaro, apresentam um leque de tépicos quanto aos ntmeros reais.
Porém, questionamos: quais os conteiidos que devem ser abordados para o ensino dos

numeros reais?

Nao temos como finalidade apresentar os contetidos considerados "importantes"para
o estudo dos Numeros Reais, entretanto, acreditamos que os livros possam apresentar

semelhangas entre estes temas.

4.4.3 Exemplos

Uma das principais caracteristicas de um livro de Matematica sdo os exemplos que
eles trazem. Neste sentido, buscamos o significado da palavra exemplo, quer dizer:: tudo
que pode ou deve ser imitado; modelo. Isto é, nos livros o autor busca aplicar os contetidos

estudados.

Os exemplos nos livros didaticos auxiliam o aluno a compreender o que foi definido
ou apresentado, ja que, por vezes, a forma como o material didatico apresenta alguma
definicdo nao fica claro ao aluno. Entao, cabe aos exemplos demonstrar a aplicacao do

contetudo e parcialmente explicar o que nao foi compreendido.

Costumeiramente, os livros didaticos utilizam exemplos afins para que os alunos
compreendam o que foi exposto em definicdo ou em teorema e, por conseguinte, consiga
responder exercicios semelhantes ao exemplo apresentado. Porém, nas disciplinas de
Anélise Real, um exemplo nao contribuird tanto para que o aluno possa responder a outras
indagacoes, visto que o exemplo nao sera modelo para responder outras indagacoes, pois
a Analise Real exige que o aluno tenha conhecimento do material tedrico para conseguir

responder as perguntas.
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Quanto ao Livro do Elon, caracteriza-se como um livro que traz inimeros exemplos
para o entendimento do contetido, porém estes exemplos sao distantes das necessidades do

licenciando em Matematica.

Djaro, ao apresentar a sua obra, utiliza diversos artificios para que ocorra a
compreensao por parte do leitor. Porém, o mesmo ao decorrer de cada tépico restringe-se
a expor um unico exemplo, deixando, assim, lacunas em explorar conceitos que viabilizem

relacionar a Matemaética superior com a Matematica elementar.

Ao falarmos do livro Anélise para licenciatura, de Avila, percebemos que o autor, ao
tentar produzir um material voltado ao ensino da licenciatura em matematica, ocasional-
mente, distancia-se do sentido de estudar Numeros Reais na disciplina de ,Analise, quando
aborda o tema por um rigor substancial dedutivo e nao por uma linguagem simbélica
formal. Falamos isto, pois o autor, ao decorrer do seus textos, faz o uso de exemplos

numéricos distantes do real sentido da Anélise Real.

E muito diffcil em uma disciplina com a de Andlise Real conseguir relacionar a
Matematica superior com a Matematica elementar, pois ndao podemos nos restringir a
demonstragoes, como também nao abusar de “exemplos numéricos”, mas deve existir uma
mesclagem. A titulo de exemplo, Monteiro ( s/d), em suas notas de aulas, faz a seguinte

abordagem:
Definicao 4.2. Um corpo é um conjunto K munido de duas operacoes, adicao e multipli-
cagao, que satifaz os seguintes axiomas:
e Adicao
(A1) A adicdo é associativa: (z+y) +2z =2+ (y+ 2),Vz,y,2 € K.
(A2) A adigao é comutativa: z +y =y + z,Vz,y € K.
(A3) Existe um elemento 0 tal que0 + z = z,Vx € K.

(A4) Para cada x € K existe em K um elemento oposto, indicado por —z tal que
x+ (—x)=0.

(M1) A multiplicagao é associativa:(xy)z = x(yz),Vx,y,z € K.
(M2) A multiplicagdo é comutativa: xy = yx,Va,y € K.
(M3) Existe um elemento 1 tal que lx = z,Vz € K.

(M4) Para cada x € K tal que = # 0 existe um elemento inverso, indicado por 27! € K

tal que x. 27! = 1.

(D) Distributiva: z(y + z) = zy + zz,Vz,y,z € K.
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Observemos que o conjunto N = {1,2,3,...} dos ntimeros naturais satisfaz apenas
os axiomas (A1), (A2), (A3), (M1), (M2), (M3) e (D). O conjunto Z dos inteiros,
satisfaz todos os axiomas, exceto (M4). O conjunto Q satisfaz os nove axiomas e, portanto,
¢ um corpo. Os axiomas (Al) e (M1) garantem que a adigdo e a multiplicagdo de uma

quantidade finita de nimeros estao bem definidas, isto é, ndo ha ambiguidade.

Por exemplo, = + y + z denota tanto (z +y) + z como = + (y + z), j& que sdo iguais.
Da mesma forma, z+y+z+w = ((z+y)+2)+w=(x+(y+2)+w) =+ ((y+2)+w) =
v+ (y+(z+w)) = (r+vy)+ (2 +w). A subtragao é definida como z —y =2+ (—y) e a

divisdo é dada por z ~y = z.y 7! .

Com esses nove axiomas, ¢ possivel demonstrar outras importantes propriedades

que costumamos ensinar aos alunos e que sao essenciais para se resolver equacoes.
e (P1) Cancelamento por adi¢io Se a + b = a + ¢ entdao b = c.

Demonstragao Suponha a + b = a + c. Entao:

(A3+A2)

Il &

1)

(hipdtese)

(a+b)+ (—a) =
AzrAY)

)¢

+ (—a)] W eto

b 040 b+ [a+ (-
c+

= (ato)(—a) P ctla

o (P2) cancelamento na multiplicagcao: Se ¢ # 0 e ac = bc entdao a = b.
Demonstracao: exercicio.

e (P3) o produto de qualquer nimero por 0 é 0.

Demonstragao Se a é um nimero qualquer do corpo K entao a.0 =a.(0+40) =

a.0 + a.0. Podemos escrever

0+a.0=a.0+a.0

e, usando o cancelamento (P1), chegamos a.0 = a.0.

Como consequéncia de (P3), vemos que nio existe um nimero 0~! que satisfaz

0.0~ = 1. Consequentemente, nao existe G, ou seja, divisao por 0 ¢ sempre indefinida.

o (P4) se um produto é 0 entdo um dos fatores é 0.

Demonstracao: Suponha a.b = 0 Se a # 0 entdo, pelo axioma M4, existe a™! e

at. (ab) = a™!
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Usando M1 e P3, obtem-se (a~'.a).b =0 e, por M3, conclui-se que b = 0.

Pode acontecer que a = 0 e b = 0. Essa possibilidade nao é excluida quando dizemos
“a =0 oub=0". Em Matematica, a palavra “ou” é sempre usada no sentido de “um ou

outro,ou ambos”.

A propriedade (P4) é usada frequentemente na resolugao de equagoes. Por exemplo,
se quisermos resolver a equacgio (2 — 7z + 10) podemos, por (P4), concluir que ou equacio

¢ equivalente a (x — 5)(x — 2) = 0, cujas solugbes sdo x =5 ou x = 2.
e (P5) regras de sinais: (—a)b = —(ab) = a(—0b) e (—a)(—b) = ab.

Para poder entender como demonstrar a regra de sinais (vocé nunca teve curiosidade
de saber por que elas valem?) precisamos entender o significado do que se quer provar.
Por exemplo, para provarmos que (—a)b = —(ab), o que vamos fazer é provar que “ (—a)b
é o oposto de ab ”. Agora fica facil: de acordo com o axioma A4, basta somar ab e ver que
o resultado é nulo. De fato, como (—a)b+ ab D [(—a) +a].b=0.b 20, concluimos que

(—a)b é o oposto de ab.

A igualdade —(ab) = a(—0b) é provada de modo andlogo. (Faca como exercicio!)

Finalmente, como (—a)(—=b) 4+ [—(ab)] = (—a)(=b) + (—a)b = (—a)[(=b) + b] =
(—a).0 = 0, temos que {(—a)(=b) + [—(ab)]} + (ab) = 0 + (ab). Com isso, obtemos
(—a)(=b) = ab.

Assim, o fato que o produto de dois niimeros negativos é positivo é uma consequéncia

dos axiomas de corpo.

Um outro exemplo da propriedade distributiva é o funcionamento do algoritmo
de multiplicacao entre dois inteiros, que aprendemos na escola. Por exemplo, as contas
sao nada mais do que uma maneira pratica de escrever as propriedades distributivas das

multiplicagoes de 4 unidades por 3 unidades e 2 dezenas, na primeira conta:
23.4=(2043).4 2 20.443.4=80+12=80+(10+2) ‘2 (841).10+2=90+2 = 92

e, na segunda conta, completando com o produto de 5 dezenas por 3 unidades e 2 dezenas:

23.54=23.(5.10 + 4) 2 23.5.10 + 23.4 =. ..

= 115.10+ 90 + 2 2 (115 + 9). 10 + 2 = 1242

A questao apresentada traz contetudos rotineiros do professor em sala de aula,
entretanto, apresenta-se em uma linguagem mas formal que auxiliard o futuro professor

na sala de aula.
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4.4.4 Notas Histdricas

O campo historico nao consiste em apresentar uma historia sobre algum teorema,
mas uma construcao gradativa daquele resultado, ali estudado, que pode contribuir para

uma melhor compreensao do aluno.

Quanto a este contexto das notas histéricas, ja ressaltamos diversas vezes a sua
contribuicao para o ensino, em especial ao ensino de Analise Real. Assim, diante dos livros
analisados, destacamos o livro de Geraldo Avila, onde enfatou seja, busca-seou seja busca

manter um cruzamento das ideias.

O autor Djaro, ao decorrer do seu trabalho, dedica alguns trechos do capitulo para
o contexto historico do contetido estudado. Nao existe uma maior preocupagao como no
livro de Geraldo Avila, mas percebemos que as notas histéricas que ele apresenta de forma

descritiva, facilita a assimilagdo do contetido que o autor busca expor.

O texto do autor Elon revela a sua preocupacao quanto ao conteudo a ser ministrado,
porém, o mesmo nao considera relevante a utilizacao do contexto historico da disciplina
para o aluno. Esta afirmativa decorre do fato do escritor nao utilizar o contexto historico

para o aprendizado do aluno.
Geraldo Avila
Dedekind e os nimeros reais

Varios matematicos do século X7X cuidaram da construcao dos ntimeros reais,
dentre eles Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charles Méray e Georg Cantor. Mas as
teorias dos niimeros reais que permaneceram foram a de Dedekind e a de Cantor. Nao
faremos uma exposicao tecnicamente detalhada, antes vamos nos concentrar nas ideias de
Dedekind, procurando dar uma boa compreensao de todo o seu trabalho, principalmente

da propriedade de completude dos niimeros reais.

Richard Dedekind (1831-1916) estudou em Cottingen, onde foi aluno de Gauss
e Dirichlet. Em 1858, tornou-se professor em Zurique, transferindo-se em 1862 para

Braunschweig (ali Brunswick), sua terra natal, onde permaneceu pelo resto de sua vida.

Dedekind, apud Avila(1985), conta que no inicio de sua carreira em 1858, quando
teve de ensinar Célculo Diferencial, percebeu a falta de uma fundamentagao adequada
para os numeros reais, principalmente quando teve de provar que uma funcao crescente
e limitada tem limite. Conta também que foi buscar inspiracao para sua construcao dos
numeros reais na antiga e engenhosa teoria das propor¢oes de Eudoxo. Assim, em 1887,

ele escreve: "... e se interpretamos niimero como razao de duas grandezas, ha de se convir
que . Tal interpretacao ja aparece de maneira bem clara na célebre definicao dada por
Euclides sobre igualdade de razoes. "Af reside a origem de minha teoria ( ... ) e muitas

outras tentativas de construir os fundamentos dos niimeros reais".
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Cortes de Dedekind:

Djaro Guedes:

4.4.4.1 Nossas reflexoes

Observe que a definicdo de Eudoxo associa, a cada par de grandezas,
digamos (A, B), dois conjuntos de pares (m,n) de nimeros naturais: o
conjunto E ("E"de esquerda) dos pares para os quais mB < nA (que
fariam m/n < A/B se A/B tivesse significado numérico) e o conjunto D
("D"de direita) dos pares para os quais mB > nA (que fariam AI B < mf
n. se A.I B tivesse significado numérico).

Inspirando-se na definicdo de Eudoxo, Dedekind parece ter notado que o
procedimento do sabio grego leva a uma separagdo dos niimeros racionais
em dois conjuntos. Assim, qualquer niimero racional r efetua um "corte"ou
separacao de todos os demais ntimeros racionais no conjunto F dos
numeros menores do que r e no conjunto D dos niimeros maiores do que
r; O proprio niimero r pode ser incluido como o maior elemento de E ou
o menor elemento de D.

Mas, além desses ’cortes’ , ha outros, como exemplifica o cldssico caso de
V2 O processo de encontrar a raiz quadrada de 2 conduz & separacio dos
numeros racionais em dois conjuntos: o conjunto E das raizes quadradas
aproximadas por falta (af incluidos o zero e os racionais negativos), e o
conjunto D das raizes aproximadas por excesso. SO que agora esse corte
nao tem elemento de separacgao; de fato, que o conjunto das raizes por
falta nao tem elemento maximo e o conjunto das raizes por excesso nao
tem elemento minimo. No modo de ver de Dedekind, o niimero irracional
V2 deve ser criado como elemento de separacio entre os conjuntos desse
corte. Dedekind generaliza esse procedimento, primeiro definindo corte de
maneira geral, no conjunto Q dos nimeros racionais.(Avila, 2001, p.29)

Somente a titulo de ilustracdo, fazemos alguns comentarios sobre o
método de Dedekind.

Cortes de Dedekind. O método consiste em partir o corpo ordenado Q dos
nimeros racionais e construir um corpo do seguinte modo: primeiramente,
um subconjunto A dos racionais é chamado um corte, se as trés condi¢oes
seguintes sdo satisfeitas; (i) A é ndo- vazio e ndo contém todos os racionais;
(if) se r € A, se s < r, entdo s € A; (iii) dado r € A, existe t € A tal que
r < t. Considere o conjunto C' de todos os cortes. (Um elemento de C
é um subconjunto de Q) Em C, pode-se definir operagoes de adigdo e
multiplicagdo e provar que,com essas operagoes, C' é um corpo. Define-se
também uma relagdo de ordem e prova-se, entdo, que C' é um corpo
ordenado. Finalmente, demonstra-se que esse corpo satisfaz o postulado
de Dedekind. Observe que, seguindo essa apresentagdo, o dito postulado
deve ser chamado de Teorema de Dedekind! Exemplo de um corte: o
conjunto A formado pelos niimeros racionais negativos e pelos racionais
positivos r tais que 2 < 2. O leitor poderéd produzir facilmente outros
exemplos. (FIGUEIREDO, 1996, p.85).

Ao analisarmos esses dois autores, percebemos a divergéncia entre eles. A principio,

é necessario destacar que nao apresentamos toda a sequéncia utilizada pelo autor Gerlado

Avila, por considerarmos que nao teria utilidade para o nosso estudo. Porém, averiguamos

novamente como os autores se diferenciam nas abordagens tematicas. Djaro Guedes é
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bastante sucinto ao falar sobre os cortes de Dedekind, diferentemente do Geraldo Avila,
que realiza uma abordagem profunda, apresentando anteriormente um contexto historico

em que trabalha a relacao de Dedekind e os niimeros reais.

Todo este contexto serve para compreendermos a importancia do contexto histérico
para o entendimento do estudante para estudos futuros. Dialogamos isto, pois a forma
como Geraldo Avila trata este contetido nos faz entender gradativamente a compreensao
do Teorema de Dedekind.

Avila apresenta este contexto para que, posteriormente, pudesse definir o que seria
corte e, consequentemente, apresenta o teorema de Dedekind, expondo o demonstragao
correspondente a este. Ao realizar o estudo, verificamoss que a metodologia de Geraldo
Avila nos fez compreender com mais facilidade, apesar do Djaro buscar apenas realizar

alguns comentarios.

4.4.5 Demonstracoes

A palavra Demonstracao torna-se um Paradigma para a disciplina de Analise Real,
tendo em vista a contribuicao da disciplina em oportunizar o aluno a ter um contato direto
com a demonstracao, ja que ao decorrer do curso ele trabalhava demonstragoes de forma

intuitiva.

A seguir, faremos uma comparagao dos autores Geraldo Avila e Elon Lages Lima,
quando definem Conjuntos finitos e infinitos.Buscavamos realizar uma comparagao entre os
trés autores, contudo, Djaro Guedes nao aborda este topico durante capitulo dos niimeros

Reais.
Geraldo Avila

Conjuntos finitos e infinitos

O estudo sistematico dos conjuntos, que acabou levando a uma teoria
axiomdtica desse campo de estudos, comegou com Georg Cantor (1845-
1918), por volta de 1872. Nessa época, Cantor estava iniciando sua
formacao profissional e se ocupava do estudo da representagao de funcoes
por meio de séries trigonométricas. Isto fez com que ele investigasse
os conjuntos de pontos de descontinuidade de tais fungdes, os mais
simples dos quais sd@o conjuntos com apenas um numero finito de pontos.
Mas o aparecimento de conjuntos cada vez’ mais complicados acabou
levando Cantor a investigar conjuntos infinitos em sua generalidade.
Neste Estudo ele introduziu um conceito simples, que logo se revelaria
da maior importancia o conceito de equivaléncia de conjuntos.

Segundo Cantor, dois conjuntos sdo equivalentes, ou tém a mesma car-
dinalidade ou a mesma poténcia, quando é possivel estabelecer uma
correspondéncia que leve elementos distintos de um conjunto em elemen-
tos distintos do outro, todos os elementos de um e do outro conjunto
sendo objeto dessa correspondéncia. Em termos precisos, a correspon-
déncia de que estamos falando chama-se bije¢do. Escreveremos A <+ B
para indicar que existe uma bijecdo entre A e B. .
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Observe que é essa nocao de equivaléncia que da origem ao conceito
abstrato de niimero natural. De fato, o que faz uma crianca de quatro ou
cinco anos de idade constatar que numa cesta ha trés laranjas, noutra
trés macas, e noutra ainda trés ovos? Ela chega a essas conclusoes -
mesmo sem perceber — por constatar que é possivel "casar'os elementos
de qualquer uma dessas cestas com os elementos de qualquer outra
de maneira biunivoca. E essa abstracdo dos elementos concretos dos
conjuntos equivalentes de diferentes objetos que nos leva a formar a
nocao de nimero natural, um fenémeno que ocorre muito cedo em nossas
vidas.

Assim, denotando com F), o conjunto dos primeiros niimeros naturais,
F, = {l,2,3,...n}, é precisamente o fato de um conjunto A ser equi-
potente tente a F,, que nos faz dizer que A tem n elementos, ou tem o
mesmo nimero de elementos que F),.Dai definirmos: um conjunto A se
diz finito quando existe um nidmero natural n tal que A seja equipotente
ao conjunto Fy,.

Um conjunto se diz infinito quando ndo for finito.

No caso de conjuntos finitos, serem equivalentes corresponde a terem o
mesmo numero de elementos, de sorte que o conceito de cardinalidade
é o recurso natural para estender, a conjuntos infinitos, o conceito de
‘ntimero de elementos de um conjunto’.

Diz-se que dois conjuntos quaisquer A e B tém a mesma cardinalidade,
ou o mesmo numero de elementos, se eles forem equipotentes. Como se vé,
essa defini¢do, no caso de conjuntos finitos, ndo traz nada de novo; mas
estende, para conjuntos infinitos, a no¢do de 'ntimero de elementos de um
conjunto’. Tais nimeros sao os chamados numeros tmnsﬁm’tos,(AVILA,
2001, p.14)

Elon Lages Lima

Conjuntos finitos e infinitos

Neste pardgrafo, indicaremos pelo simbolo I, o conjunto {1,...,n} dos
ntmeros naturais desde 1 até n. Mais precisamente, dado n € N, temos

I,={peN;1<p<n}

Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para
algum n € N, uma bijecao

p: I, - X.

No primeiro caso, diremos que X tem zeros elementos. No segundo caso,
diremos que n € N, é o numero de elementos de X, ou seja, que X
possui n elementos.

Os seguidores fatos decorrem imediatamente das definigoes:

a) Cada conjunto I,, é finito e possui n elementos;

b) se f: X — Y é uma bijegdo, um dos conjuntos é finito se, e somente se, o outro é.

Intuitivamente, uma bijecao ¢: I,, — X. significa uma contagem dos
elementos de X. Pondo ¢(1) = z1,9(2) = z9,...,p(n) = x,, temos
X ={x1,29,...,2,}. Esta é a representacio ordindria de um conjunto
finito.
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Para que o ntimero de elementos de um conjunto nao seja uma nogao
ambigua, devemos provar que existe duas bijegbes ¢: I, - X e¢: I, —
X, entdo m = n. Considerando a funcio composta f = ¢ Lov: I,, — I,,,
basta entao provar que se existe uma bijecao f: I, — I, entdo tem-se
que m = n. Para fixar ideias, suponhamos m < n. Dai I,, C I,. A
unicidade do niimero de elementos de um conjunto finito sera, portanto,
uma consequéncia da proposi¢do da proposi¢do mais geral seguinte:

Teorema 4.1. Seja A C I,,. Se existir uma bijecio f: I, — A,entdo A =1I,.

Demonstrag¢do. Usaremos indugdo em n. O resultado é ébvio para n = 1. Suponhamos que ele
seja valido para um certo n e consideremos uma bijecao f: I,,+1 — A. Ponhamos a = f(n+1). A
restricio de f a I, fornece uma bijegdo f': I,, = A — {a}. Se tivermos A — {a} C I,,, entao, pela
hipétese de inducao, concluiremos que A — {a} = I,,, donde a =n+1e A = I,,41. Se, porém,
nao for A — {a} C I,, entdo deve-se ter n + 1 € A — {a}. Neste caso, existe p € I,41 tal que

f(p) = n+ 1. Entao definiremos uma nova bijecao g: I,4+1 C I,,. Logo, pela hipdtese de indugao,
A —{n — 1} = I,,. Isto conclui a demonstracio.(LIMA, 2004, p.42)

O

4.4.5.1 Nossas Reflexoes

Segundo o professor Geraldo Avila, ao elaborar o livro de Andlise Real para
licenciatura com propésito de um curso introdutério de analise para alunos de licenciatura
em Matematica, realiza uma apresentacao mais elementar. Muitas vezes, as demonstragoes
sao simplificadas, escondendo algumas refinamentos formais que ocorrem quando analisamos
com cuidado e rigor. Salientamos a importancia das demonstracoes no estudo de Numeros
Reais, porém percebemos nesta literatura uma preocupacao do autor em dar muitos
exemplos numéricos e ficar em casos particulares, evitando generalizagoes e abstragoes
sempre que possivel. Obviamente, esta pode ser uma boa estratégia quando se pretende
apresentar pela primeira vez os conceitos de andlise a um aluno de licenciatura, mas,

certamente, o autor poderia ser mas ousado em termos de abstragoes.

Enquanto pesquisadores, atentamos para a forma como os autores tratam os
conteudos, o aprofundamento dos temas. Discutimos isso pois, decorrente dos exemplos
acima, verificamos que o literato Geraldo Avila faz uma abordagem buscando um didlogo
entre o autor e o leitor, uma conversa intuitiva, ja o professor Elon traz o formalismo como
caracteristica em sua colocacao, levando-nos a questionar: até que ponto o formalismo e o
rigor devem prevalecer na disciplina de Anélise Real para um curso de licenciatura em

Matemaética?

Ao tentar responder a indagagao anterior, refletimos sobre alguns pontos: O objetivo
da disciplina para a licenciatura em Matematica, as contribui¢des de um curso de Analise
Real para a formagao do professor de Matemética do ensino bésico e o atual cenario desta

disciplina no processo de ensino-aprendizagem.

Ou seja, todas as estas reflexdes nos levam a afirmar que o rigor e o formalismo devem
se fazer presentes na disciplina de Anédlise Real, que sdo caracteristicas elementares da

disciplina, ndo obstante a finalidade desta disciplina nao restringir-se a isso. O objetivo que a
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mesma traz consigo possibilita que o estudante tenha um olhar pedagdogico, compreendendo

que um professor de Matematica nao deve saber apenas de Matematica.

Imaginemos que para construir a casa dos nossos sonhos, é necessario um projeto,
materiais de construcao, pedreiros, engenheiro etc. Também assim é o nosso processo de
formacao, para sermos o professor que idealizamos necessitamos de outras pessoas e de

outros recursos, pois o saber advém da partilha do conhecimento.

O livro didatico do ensino superior deve abranger estas mesmas caracteristicas,
tendo em vista que a demonstragao traduz como um dos principais significados, porém nao
resume a isso. O livro, especialmente direcionado a formagao de professor de matematica,
deve levar em conta que o saber nao é a principal missao do professor, mas saber ensinar

a saber retrata esta missao.

Elon, ao tratar sobre conjuntos finitos e infinitos, traz diversos resultados, como
também vérias demonstracoes sobre este tema, enquanto Geraldo Avila substitui as
demonstragoes por notas historicas. Nao queremos afirmar que as notas histéricas nao
sao importantes para as demonstracoes, todavia esta deve ser um complemento para as
demonstragoes, ao contrario do Elon, que delimita o processo de demonstrar a letras,

esquecendo a importancia do didlogo neste procedimento.

O recurso que quase exclusivo as técnicas algébricas, cujo objetivo em Ma-
tematica é o de reduzir a linguagem, economiza-la, impede a construcao
da generalizacao e das abstragbes Matematicas pelo aluno. A abstragao é
algo a ser atigido no ensino da Matematica. O uso precoce e exclusivo de
tais técnicas, porém, induz comumente o aluno ai automatismo segundo
as regras de um jogo, com a nao apreensao das operacoes efetuadas sobre
0s numeros e a nao apreensao dos significados matematicos presentes nos
problemas que se pretende resolver. (MEDEIROS, 2005 p.20)

Ainda nesta seccao, trataremos a forma como os autores apresentam a defini¢ao
dos conjuntos enumeraveis, como também expoem alguns teoremas.Exibiremos, assim, o

cruzamento das ideias do trés livros analisados.

Elon Lages Lima - Conjuntos Enumeraveis

Um conjunto X diz-se enumerdvel quando é finito ou quando existe
uma bijecdo f: N — X. No segundo caso X diz-se infinito enume-
ravel e, pondo-se x1 = f(1),z2 = f(2),...,2, = f(n),..., tem-se
X = {z1,22,...,2p,...}. Cada bijegdo f...N — X chama-se uma
enumeragio (dos elementos) de X.

Teorema 4.2. Todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito enumerdvel.

Demonstracdo. Basta definir uma funcdo injetiva f: N — X. Para isso, comegamos escolhendo em
cada subconjunto nao- vazio A C X, um elemento x4 € A. Em seguida, definimos f por inducao.
Pomos f(1) = z, e, supondo ja definidos f(1),..., f(n), escrevemos 4, = X — {f(1),..., f(n)}.
Como X néo é finito, A, ndo é vazio. Poremos f(n + 1) = 24, . Isto completa a defini¢do intuitiva
da funcado f: N — X. Afirmamos que f é injetiva. Com efeito, dados m # n em N tem-se, digamos
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m < n. Entdo f(m) € {f(1),..., f(n — 1)} enquanto que f(n) € C{f(1),..., f(n —1)}. Logo
flm) # f(n). A imagem f(N) é, portanto, um subconjunto infinito enumerdvel de X. O

Teorema 4.3. Seja X um conjunto enumerdvel. Se f: X — 'Y € sobrejetiva, entdo, Y é enumerdvel.

Demonstragdo. Existe g: Y — X tal que fog = id,. Logo f é uma inversa & esquerda de g, e
portanto, g é injetiva. Segue-se que Y é enumeravel, decorrente do teorema anterior. O

Teorema 4.4. Sejam X,Y conjunto enumerdveis. O produto cartesiano X XY ¢é enumerdvel.

Demonstracio. Existem fungoes injetivas ¢: X — N e ¢¥: Y — N. Logo g: X XY — N x N,
dada por g(z,y) = (p(z),¥(y)) é injetiva. Assim sendo pelo corolario( Um subconjunto de um
conjunto enumerdvel é enumerdvel. Ou: se f: X — Y € injetiva e Y é enumerdvel, entdo X ¢é
enumerdvel.) O

Teorema 4.5. Sejam X,Y conjuntos enumerdveis. O produto cartesiano X XY € enumerdvel.

Demonstracdo. Existem fungoes injetivas ¢: X - Ne$:Y — N. Logo g: X xY — N x N, dada
por g(z,y) = (¢(x),¥(y)) é injetiva. Assim sendo pelo corolério ressaltado anteriormente, basta
provar que N x N é enumeravel. Para definimos a fungao f: N x N — N, onde f(m,n) = 2".2".
Pela unicidade da decomposicao em fatores primos, f é injetiva, donde fornece uma bijecao de

N x N sobre o conjunto enumerdvel f(N x N) C N O

(LIMA, 2004, p.48)

Djaro Guedes- Conjuntos Enumeraveis

Um conjunto A é enumerdvel, se for possivel definir uma bijegdo f: N —

A.
Exemplo 4.1. O conjunto dos ntimeros pares {2,4,6,. .. } é enumerdvel; basta tomar f(n) = 2n,n €
N
Exemplo 4.2. O conjunto, Z dos inteiros {...,—2,—1,0,1,2,...} é enumerével; basta tomar

f(1)=0,f2n)=ne f(2n+1)=—-n

Exemplo 4.3. Um subconjunto qualquer N é finito ou enumerédvel. A fungdo f nesse caso é a
ordem natural em N. (A rigor, a possibilidade de definir tal fungéo decorre do chamado Principio
da Boa Ordenagdo dos Inteiros. Ver [16].

Exemplo 4.4. Usando o exemplo anterior temos: seja B um subconjunto de um conjunto enume-

ravel, entao B ¢ finito ou enumeravel.

Exemplo 4.5. O conjunto Q* dos racionais positivos é enumeravel. Demonstraremos que o conjunto
F de todos os p/q,p,q € N é enumerdvel. Como QT C N e Q" néo ¢ finito segue do exemplo 4.4.5.1
que Q é enumeravel. Para ver se F' é enumeravel, basta olhar a tabela

Seguindo-se as setas, obtém-se uma ordenacao do conjunto F’; e a funcdo f: N — F'| neste caso,
serd assim definida: f(n) = n-ésimo elemento de F'.

Observacgao 4.1. A unifdo de um conjunto finito A com um conjunto enumerével B é enumerével.
De fato, sejam

A:{al,...,ap}eB:{bl,bg,...}

entdao, AU B é enumeravel, pois podemos definir f: N — AU B como se segue

_ an, ,s¢ 1<n<p
f(:c){ an—p, ,s¢ p+1<n.

(FIGUEIREDO, 1996, p.45)
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Figura 6 — Ordenagao do Conjunto F

Fonte: Figueiredo (1996,p.45)

Geraldo Avila- Conjuntos Enumeraveis

O primeiro conjunto infinito com que nos familiarizamos é o conjunto N
dos ntimeros naturais. Chama-se conjunto enumeravel a todo conjunto
equivalente a N.

Um dos primeiros fatos surpreendentes que surge na consideracdo de
conjuntos infinitos diz respeito a possibilidade de haver equivaléncia entre
um conjunto e um seu subconjunto préprio. Por exemplo, a correspon-
déncia n — 2n, que ao 1 faz corresponder 2, ao 2 faz corresponder 4,
ao 3 faz corresponder 6, etc., estabelece equivaléncia entre o conjunto
elos niimeros naturais e o conjunto elos nimeros pares positivos. Veja:
o conjunto elos niimeros pares positivos é um subconjunto préprio do
conjunto N; no entanto, tem a mesma cardinalielade que N, ou seja, o
mesmo nimero de elementos. Este fenémeno é uma peculiaridade dos
conjuntos infinitos e em nada contradiz o que ja sabemos sobre conjuntos
finitos (AVILA, 2001, p.15)

4.4.5.2 Nossas Reflexoes

Neste momento, nao buscamos apenas apresentar um teorema e refletir somente
sobre a demonstracao correspondente, mas buscamos perpassar esta ideia, apresentando
de forma ampla como os autores expoem o conteiiddo dos Conjuntos Enumeraveis, a fim de
compreender a profundidade que eles abordam o contetido e as caracteristicas presentes
durante o corpo do texto. Argumentamos isto,por acreditarmos que o ato de demonstrar
nao condiz somente em utilizar teoremas, corolarios que justifiquem a ideia que esta

querendo ser provada, mas o corpo em que esta presente.



Capitulo 4. Andlise dos Livros Diddticos 74

Observando de forma ampla como os autores apresentam os conjuntos enumeraveis,
destacamos as diferengas em abordar o mesmo contetdo, levando em consideracao que cada
autor tem uma forma de expor o seu pensamento, mas o que salientamos é o distanciamento

nao somente na apresentacao, mas no conteido por completo.

Devemos salientar que nao expomos por completo a ideia do Elon, pois 0 mesmo
apresenta diversos resultados, que nao seriam convenientes ser apresentados, todavia

retratamos alguns trechos que transmitem as principias convic¢oes do escritor.

Entrelacando as ideologias dos trés autores, podemos perceber a divergéncia exis-
tente entre eles quanto ao modo de expor o contetiddo proposto. Neste sentido, o professor
Elon, mas uma vez, apresenta como caracteristica nas suas demonstragoes o rigor e o
formalismo, exibe também um leque de teoremas e corolarios que busca fortalecer o
conhecimento do estudante. Porém, o que indagamos é se todo este material ofertado é

relevante para a formagao do professor do ensino basico.

Quanto a estrutura do trabalho, o literario apresenta a definicao, seguido de um
exemplo, e, posteriormente, exibe diversos teoremas e corolarios. Quanto ao fator historico,
o mesmo é deixado de lado, como também a conexao das ideias do ensino superior com o
ensino basico. Enfatizando ainda sobre as demonstracgoes, percebemos que nao existe uma
conversa do escritor com o leitor, a linguagem cientifica prevalece durante todo o corpo do

texto.

O autor Djaro Guedes apresenta algumas semelhancas quanto ao autor ressaltado
anteriormente, porém quando nos referimos aos conjuntos enumeraveis, percebemos a
relacdo existente com autor Geraldo Avila, tendo em vista que, ao apresentar qualquer
definicao, também utiliza como recursos exemplos niimeros para que, assim, o leitor nao

restrinja-se somente a exemplos abstratos.

O contexto histérico também nao esta relacionado aos conjuntos enumeraveis,
entretanto o livro utiliza como artificio exemplos numéricos que nao sao de costume deste
escritor, assim como apresenta uma tabela que diferencia os exemplos que rotineiramente

estamos acostumados ao ver nos livros didaticos do ensino superior de Matematica.

Geraldo Avila, ao definir os conjuntos enumeraveis, apresenta uma linguagem mais
acessivel a um estudante de licenciatura em Matemética, dizemos isto por acreditarmos
que os estudantes de licenciatura nao tém subsidio para uma linguagem tao cientifica.
Evidenciamos, ainda, o fato do autor utilizar exemplos numéricos que nos faz enxergar o
contexto em que a defini¢ao foi aplicada, porém, por mais que seja importante o processo
de contextualizacdo da disciplina, nao podemos deixar de lado as caracteristicas do ensino

dos Numeros Reais.

A estrutura do livro de Geraldo Avila, quanto a este tépico, consiste em apresentar

a definicao e, posteriormente, dialoga sobre a enumerabilidade dos conjunto do racionais
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(exemplo este que ja apresentamos durante este trabalho). Assim, questionamo-nos sobre
exemplos analiticos que nao fazem parte em nenhum momento, ja que eles sao cobrados

na seccao dos exercicios.

Quantas e quantas vezes, ao final de uma demonstracdo a pergunta
mais comum entre colegas era: ‘reminou a demonstracao’? O que estava
demonstrando? Por que estava demonstrando? O caracter psicolégico
da demonstracdo nao era levado em consideracao. Quando algo esta
demonstrado? Demonstravel é o que pode sr visto, captado. E isso, ndo
era enfatizado como importante. O aluno néo era convidado a vivenciar
o 'ver claro’ daquilo que estava sendo demonstrado. (MEDEIROS, 2005

p.15)

Uma reflexdo a ser proposta é o questionamento de como as demonstragoes vém
sendo apresentadas, e quais as contribuig¢oes destas para a formacao do professor de
Matematica. Propomos esta reflexao por acreditarmos que uma das maiores dificuldades
dos estudantes na disciplina de Analise Real estd no ato de compreender e demonstrar,
parece nao ter muito sentido aquelas diversas letras no quadro. Assim, é primordial que
existam mudancas quanto a esta lacuna, pois saber demonstrar também é uma tarefa de

um professor de Matematica.

4.4.6 Exercicios

Por fim, comentaremos sobre os exercicios propostos pelos livros didaticos analisados.
Os exercicios nao tem somente a finalidade de refletir o que foi estudado na sala de aula,
mas ele perpassa este pensamento, buscando levar o aluno a indagar o que esté sendo

questionado.

Devemos destacar que todos os livros didaticos do ensino superior de Numeros
Reais analisados apresentam um grande niimero de exercicios a serem explorados pelos
alunos. Destacamos também a preocupagao dos autores em destinar um espaco dos seus
livros para respostas e sugestoes das atividades propostas, esta fato mostra a sua relevancia
por sabemos a complexidade em responder os exercicios sugeridos pelos livros. Apesar de
nem todos os exercicios contemplarem as necessidades dos estudantes de licenciatura em
Matematica, este artificio contribui para que os leitores possam direcionar o seu raciocinio

perante a atividade.

Falamos ainda sobre a atribuicao dos autores perante os alunos ao responderem
o maximo de exercicios para o aprendizado do contetido. Temos que concordar com os
escritores, quando eles realizam esta abordagem, tendo em vista que para o aprimoramento
da compreensao da Analise Real é necessario que os alunos dediquem boa parte do seu

tempo a responderem exercicios, pois, diferentemente de outras disciplinas, ndo existem
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modelos a serem seguidos, sendo assim, é imprescindivel a reflexao sobre o ato de demonstrar.
Entretanto, ndo concordamos quando os escritores preconizam listas de questoes que nao

refletem em sua formacao.

Os autores Elon e Djaro ofertam listas de exercicios compativeis com a teoria
abordada em seu livros, ou seja, com aspectos cientificos que influenciama diretamente na

aprendizagem dos estudantes.

Nenhuma palavra era dita, nenhum questionamento levantado sobre esses
modo de fazer e de pensar. Nada se perguntava sobre o objetivo e o
significado desta atividade que se chama Matematica. Havia subjacente
a ideia de fazer Matemadtica, sem refletir-se sobre essa a¢do. havia uma
preocupacao com as respostas a serem obtidas, com os modos de pro-
cedimentos j& estabelecidos, de uma forma tal que nao se permitia um
distanciamento das palavras usadas para que nao se pudesse captar as
ideias a elas subjacentes.(MEDEIROS, 2005, p.14)

O posicionamento acima justifica a ndo utilidade dos exercicios quando nao sao
propostos para os licenciandos em Matematica, os mesmos impossibilitam os alunos a pen-
sarem, refletirem sobre o que esta sendo estudado, utilizando simplesmente a Matemética

pela Matematica.

Os exercicios ou as listas de exercicios que sao retiradas dos livros tém grande
importancia para os alunos, ja que as provas sao elaboradas semelhantes aos exercicios que
foram propostos, ocasionando um estudo repetitivo dos exercicios em aprender a responder

e nao a como responder.

O livro do Geraldo Avila, apesar de apresentar diversos exercicios numéricos, mescla
a sua lista de exercicio quando expoe algumas atividades que trabalham a generalizagao,
contudo, concebemos que esse autor deveria utilizar o rigor e formalismo como ferramentas
para o ensino da disciplina, ja estes sao indispensaveis para o ensino da Analise Real.
Proferimos isto por acreditar que nao se pode comecar a provar teoremas sobre niimeros
reais, sem que se tenha deixado claro sobre o que exatamente estd sendo falado, ou seja,
esta particularidade é o que especifica a disciplina. Diferencialmente, o calculo tem como
finalidade aprender a aplicar conceitos e teoremas (da analise Matematica), realizando
calculos. Ja na analise, procura-se desenvolver formalmente toda a teoria que garante o
funcionamento daqueles teoremas, fazendo-se uma analise dessa teoria, levando em conta
toda a estrutura logica que interliga tais teoremas. Em certo sentido, em calculo usam-se

os teoremas para fazer contas, e na andlise usa-se a légica para fazer teoremas.

4.4.7 Encontros e Desencontros

Quanto a apresentacao do conjunto dos Numeros Reais, percebemos que todos os

autores expoem este conjunto como um corpo ordenado, todavia diferenciam um dos outros
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quando nos referimos a abordagem que cada autor utiliza ao trabalhar este conjunto. Djaro
Guedes é o autor que mais se distancia da realidade dos estudantes da licenciatura em
Matematica, tendo em vista que, ao realizar a abordagem dos Ntumeros Reais, realiza uma
breve explanacao dos conjuntos numéricos, nao apresentando os axiomas de Peano, ja que
estes desempenham grande papel no que se refere a formacgao do professor de Matematica.
J4 o autor Avila realiza uma breve explanacio sobre os conjuntos numéricos, contudo
utiliza os axiomas de Peano na realizacao dos estudos. O professor Elon prefere construir
o conjunto dos Niimeros Reais a partir do conjunto dos Niimeros Naturais, explicando

detalhadamente cada etapa dessa construgao.

As propriedades vivenciadas pelas obras analisadas desencontram em seus mais
diversos aspectos, tanto pelo enaltecimento que cada autor atribui, como pelos artificios
utilizados para a compreensao do conteido. O autor Elon ousa quando falamos sobre
o leque de resultados trabalhados perante os Nimeros Reais, porém a falta de didatica
e a preocupacgao sobre a contribuicao da disciplina perante a formacao do professor de
Matematica do ensino basico faz com que esta obra nao atribua significado a um docente
do ensino basico. O livro do Djaro Guedes, durante o capitulo dos Numeros Reais, trabalha
aspectos que pouco contribuem para o aprendizado do estudante, deixando de lado ou
trabalhando de forma superficial pontos esséncias ao conhecimento da temética (Conjuntos
numeéricos). O autor Avila deixa evidenciar a sua preocupacdo quanto & conexao dos
conteudos da Matematica superior com a Matematica elementar, apresentando resultados
dos Numeros Reais voltados ao ensino da Matematica como, por exemplo, em seu livro

realiza a abordagem dos ntimeros racionais.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tem como principal objetivo refletir sobre o papel do livro didatico
do ensino superior na disciplina de Analise Real na licenciatura em matematica e as suas

implicagoes pedagogicas para o professor de Matematica do ensino bésico.

O capitulo dos Numeros Reais, especifica do curso de Matematica, apresenta uma
divergéncia quanto as necessidades do curso de licenciatura, haja vista que grande parte
dos matérias didaticos utilizados nesta, trazem caracteristicas de um curso de bacharelado

em Matemaéatica.

As anélises dos livros didaticos utilizados costumeiramente pelos cursos de licencia-
tura em Matematica, nos fizeram refletir sobre o tipo de formagao que os docentes em
Matematica do ensino basico estao recebendo, aspirando, que o topico de Niimeros Reais
tende a fundamentar os conceitos matematicos que serao utilizados no desenvolvimento

profissional do futuro docente.

Os estudos realizados sobre os livros de Andlise Real que habitualmente sao
utilizados nos cursos de licenciatura, nos fizeram perceber a caréncia de materiais voltados
a esta modalidade. Tendo em vista que, apesar da disciplina ter como peculiaridade o
rigor e o formalismo, os mesmos nao demonstram preocupacoes quanto as caracteristicas

pedagégicas de um curso de licenciatura em Matematica.

A conexao entre o "saber matematico"e o "saber pedagégico'deve se fazer presente
na formacao do professor em Matematica, ja que estas competéncias proporcionam aos
docentes aperfeicoarem os seus conhecimentos, as necessidades dos estudantes, isto é,
nao basta restringir-se aos conhecimentos matematicos, bem como aos conhecimentos
pedagogicos, é necessario entrelacar os saberes para que assim o ato de ensinar seja
efetivado. Deste modo, acreditamos que os livros didaticos também devem apresentar estas

caracteristicas, porém o resultado da nossa pesquisa constatou a auséncia destas conexoes.

Nossa pesquisa realizou as andlises das seguintes obras: Analise Matematica para a
Licenciatura — Geraldo Avila, Anélise I — Djairo G. de Figueiredo Introducio a Anélise
Real — Elon L. Lima, nas quais onde buscamos apontar aspectos presentes nas literaturas
que dificultassem, bem como contribuissem na formagao do professor do ensino bésico de

Matematica.

Os autores dos referidos livros trazem caracteristicas intrinsecas que consideram
relevantes para o estudo dos Numeros Reais. Desta forma, para a realizacao de um estudo
mais aprofundado, categorizamos o capitulo analisado dos livros, em cinco partes, onde
observamos: Prefacio, a organizacao do capitulo, exemplos, notas historicas, demonstragoes

e os exercicios. Este método condiz por acreditarmos que a particularidade nos proporciona
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a realizacdo de um estudo mais especifico, como também nos permite entrelagar as

semelhancas e as diferencas presentes nestes materiais.

O livro Analise Matematica para licenciatura traz como proposta uma Matematica
voltada para as necessidades do futuro docente em Mateméatica do ensino basico. Desta
forma, percebemos a cautela do autor em apresentar os conteiidos dos Numeros Reais,
porém, o excesso de "cuidado'em apresentar um contetiido que nao seja condizente com a
realidade dos estudantes, faz com que o literario fuja das caracteristicas primordiais da

disciplina.

No prefacio, bem como em todo corpo do texto, o autor consegue manter um
didlogo com o leitor, buscando elencar a realidade do futuro professor com a Matematica
superior. As notas histéricas tornam-se caracteristicas primordiais do livro, tendo em vista

que este recurso é utilizado ao longo do capitulo.

Porém, ressaltamos a dificuldade do escritor em trabalhar as demonstragoes, ja que
o mesmo utiliza o contexto histérico para justificar o resultado apresentado, entretanto, o
rigor e o formalismo, aspectos primordiais desta disciplina, pouco aparecem neste contexto.
Os exercicios e os exemplos, em sua grande maioria, sao numéricos, o que em nada contribui
para o objetivo da disciplina, ja que esta permite ao estudante ter um contanto maior com

a Matematica superior.

Estas afirmativas nao tém como finalidade manifestar que a Matematica é a esséncia
da disciplina, mas que é fundamental que o rigor e o formalismo estejam presentes ao
decorrer do estudo. O contexto pedagdgico apresenta-se presentes durante todo o texto o

que especifica esta das outras duas obras analisadas

O livro do Djaro Guedes de Figueiredo mostra um grande distanciamento dos
conteudos necessarios para a formagao do futuro professor do ensino basico em Matematica.
A linguagem cientifica é primordial em seu trabalho, apesar do mesmo utilizar pequenos
recortes histéricos, mas este artefato pouco contribui para a compreensao do estudante
perante a disciplina, tendo em vista que o autor ao empregar as notas histéricas, nao tem
a preocupacao em demonstrar que aquele contexto se estende na construcao de outros

resultados.

Em relacao as demonstracoes, percebemos que o autor busca estabelecer um
didlogo com o leitor, porém, nao explora este recurso com tanta propriedade, ja que sao
apresentadas poucas demonstracoes ao decorrer do texto. Existe a presenca de diversos
exemplos, contudo sentimos a falta destes exemplos serem explorados na perspectiva da
Analise Real, a partir de um "didlogo cientifico". A organizagao dos topicos foi um dos
critérios que mais nos chamou atencao, pelo fato de que o autor apresentou tépicos muitos

distante da realidade dos estudantes, e que pouco tiveram relagao com as outras obras.

Quanto ao contetudo a ser analisado, nos limitamos ao capitulo dos Numeros Reais,
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tendo em vista que a Andlise Real tem como objetivo, promover um estudo sobre o
conjunto dos nimeros reais, bem como, estes conteidos refletem diretamente no processo

de ensino do futuro docente.

O conjunto dos Numeros Reais, precisa abranger topicos que relacionem-se com o
ensino basico, ja que a finalidade da disciplina compromete-se em fortalecer o conhecimento
do futuro licenciando em Matematica. Entretanto, esta caracteristica nao é apresentada ao
decorrer das analises dos livros. Os autores preferencialmente abordam questdes que pouco
contribui para a formacao do professor de matematica, apresentando aspectos voltados ao

bacharelado.

A disciplina de Andlise Real permite ao licenciando um dos poucos contatos com a
Matemaética superior, contudo este motivo nao induz esquecer os objetivos da disciplina
perante as necessidades do professor do ensino bésico. Esta consideracdo nos nos inspira a
falar sore a obra do professor Elon Lages Lima, tendo em vista que o autor prioriza os
aspectos matematicos, deixando a desejar caracteristicas que contribua para a compreensao

do estudante de licenciatura.

De fato, percebemos que a obra do Professor Elon Lages Lima apresenta uma
maior preocupagao quanto ao nimero de contetidos a ser trabalhados, expondo diversos
resultados que a disciplina permeia. Nao julgamos este aspecto como negativo para a
aprendizagem, mas questionamos se todos aqueles contetidos sdo necessarios para o futuro
docente. Salientamos também sobre as diversas demonstragoes utilizadas para tratar os
numeros reais, todavia, o excesso da linguagem cientifica utilizada por ele nao contribui
para a assimilacao do aluno, levando em consideracao que este tipo de linguagem nao é

habitual a estes estudantes.

Os exemplos sempre sao utilizados para demonstrar a aplicabilidade de um resultado,
contudo percebemos a preocupacao do autor com este artefato, ao expor um grande ntimero
de exemplos para que os estudantes pudessem ter uma visao ampla do que foi tratado.
Quanto ao contexto histérico, o escritor nao considera esta ferramenta relevante, nao
fazendo o uso deste artificio para o estudo da disciplina. Os exercicios concretizam o seu
pensar, tendo em vista que o literario argumenta que para ocorrer a compreensao da

disciplina se faz necessario exercitar bastante as atividades.

Diante de todo o contexto, concluimos que nenhuma das obras analisadas atendem
as necessidades de um curso de licenciatura em Matematica. Especificamente, duas das
obras elencadas ( — Djairo G. de Figueiredo Introdugao a Anélise Real — Elon L. Lima)
traduzem um cenario especifico de um curso de bacharelado em Matematica deixando de
lado aspectos primordiais para o entendimento dos estudantes (Notas historicas, Linguagem
adequada aos licenciados, ligagao da Matematica superior com a Matematica do ensino
bésico...), direcionando os alunos a uma Matematica que nao condiz a sua realidade.

O rigor e formalismo empregados nestas obras evidenciam o quanto estes artefatos sao
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importantes para os autores em apresentar a disciplina de Analise Real, os mesmos nao
demonstram uma preocupacao quanto a concepcao do estudante perante a disciplina. Os
resultados e as demonstragoes apresentados tumultuam também a compreensao da obra,

ja que a forma e os contetdos nao sao destinados aquela modalidade.

Por sua vez, o livro analisado do Geraldo Avila, apesar de apresentar o titulo da sua
obra voltado a licenciatura em Matematica, ndo trata a Analise Real e nem os Nuimeros
Reais com os seus aspectos fundamentais, ou seja, apesar de apresentar um 6timo contexto
histérico para a compreensao dos conceitos de Analise Real, nao fundamenta os seus

teoremas com as caracteristicas necessarias do rigor e do formalismo.

O autor apresenta um cuidado perante os resultados derivados da disciplina,
porém, tais cuidados fazem com que ele tenha receio do rigor e do formalismo para
as apresentacoes dos conteiidos. Ainda nesta perspectiva, sabemos da importancia em
relacionar a Matematica do ensino basico com a Matematica superior, porém o ato de
relacionar nao significa tornar implicito a esséncia da Andlise Real, tendo em vista que o

rigor e o formalismo proporcionam uma visao mais ampla da Matematica superior.

Desta forma, concluimos que, enquanto pesquisadores, devemos explorar os materi-
ais didaticos que estao sendo utilizados para o ensino-aprendizagem da Andlise Real, ja
que estes demonstram particularidades a serem revistas e modificadas para um melhor
aproveitamento da disciplina. Defendemos esta ideia por acreditarmos que esta nao é
apenas mais uma disciplina a ser estudada durante a graduacao, mas que esta permite ao
estudante de licenciatura ultrapassar fronteiras, conhecer novos horizontes e fortalecer os

seus argumentos enquanto professor de matematica do ensino basico.
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RESUMO

Como cumprimento das exigéncias do Programa de Mestrado em Ensino de Ciéncias e
Educacao Matematica da Universidade Estadual da Paraiba elaboramos e apresentamos
este Produto Educacional para obtencao do titulo de mestre. Esta obra apresenta alguns
topicos do conjunto dos Numeros Reais utilizados na disciplina de Anélise Real do curso de
licenciatura em matematica, expondo um elo da matematica superior com a matematica
elementar. Apresenta também o uso da historia matematica para que esta ferramenta possa
possibilitar a compreensao da evolucao do formalismo na Anélise Real. O material a seguir,
condiz em um recorte de alguns materiais sobre a disciplina de Andlise Real (MONTEIRO,
M. S, AVILA, G. Série Matemética na Escola). Na verdade, sdo apresentados alguns tépicos,
onde expoe a ligacao da matematica superior com a matematica elementar.Esta proposta
de sequéncia didatica tem o objetivo de apresentar um material, envolvendo questoes que
exploram este universo, oferecendo um suporte para os estudantes da disciplina de Andlise

Real que serao futuros professores do ensino basico de Matematica.

Palavra chaves: Numeros Reais. Ensino dos Nuimeros Reais. Formacao de Professor.



ABSTRACT

In compliance with the requirements of the Master’s Program in Teaching of Science
and Mathematical Education of the State University of Paraiba we have elaborated and
presented this Educational Product to obtain the title of Master. This work presents
some topics from the set of Real Numbers used in the Real Analysis course of the
undergraduate mathematics course, exposing a link between higher mathematics and
elementary mathematics. It also presents the use of mathematical history so that this
tool can enable the understanding of the evolution of formalism in Real Analysis. The
following material matches a few excerpts from the Real Analysis subject (MONTEIRO,
M. S, AVILA, G. School Mathematics Series). In fact, some topics are presented, which
exposes the link between higher mathematics and elementary mathematics. This proposal
for a didactic sequence aims to present a material, involving questions that explore this
universe, offering a support to the students of the subject of Analysis. Real that will be

future teachers of basic education of mathematics.

Keywords: Real Numbers. Teaching of Real Numbers. Teacher training.



91

SUMARIO
1 PROJETO EDUCACIONAL . ... ... ... ... ... 92
1.1 PRIMEIRAMENTE, POR QUE NAO PODEMOS DIVIDIR 5 POR 07 . . . . 92
1.2 NUMEROS NATURAIS . . . o o o v it i e e e e e 93
1.2.1 Axiomasde Peano . . . . . . . ... ... ... L. 94
1.2.2 Numeros Racionais . . . . . .. ... ... ... ... ... ..... 97
1.2.3 Conjunto Finito, Infinito, Enumeravel e Nao- Enumeravel . . . 98
1.2.4 Hotel de Hilbert . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 100
1.2.5 Conjuntos enumeraveis e Nao- Enumeraveis . . . ... ... .. 103

REFERENCIAS . . . o et e e e e e e e e e s s s s s s, 105



92

1 PROJETO EDUCACIONAL

1.1 PRIMEIRAMENTE, POR QUE NAO PODEMOS DIVIDIR 5 POR 07

Este capitulo apresenta alguns topicos do conjunto dos Ntumeros Reais utilizados
na disciplina de Anélise Real do curso de licenciatura em matematica, expondo um elo da
matematica superior com a mateméatica elementar. Apresenta também o uso da histéria
matematica para que esta ferramenta possa possibilitar a compreensao da evolucao do
formalismo na Andlise Real. O material a seguir, condiz em um recorte de alguns materiais
sobre a disciplina de Anélise Real MONTEIRO, M. S, AVILA, G. Série Matemadtica na
Escola). Na verdade, sdo apresentados alguns tépicos, onde expoe a ligagdo da matematica

superior com a matematica elementar.

Caros estudantes, vocés como futuros docentes em matematica reconhecem a grande
importancia dos conceitos do sistema de numeracao para o ensino fundamental, desta
forma buscamos apresentar o contetdo citado em uma disciplina de Analise com um olhar
pedagdgico, para que assim possa fortalecer os conceitos ja construidos e desenvolver de
forma significativa concepcoes que subsidiardo a acdo pedagdgica. Buscamos também
desenvolver a importancia da Analise na construcao do pensar matematico, que antes
trabalhdvamos com dados indutivos e agora trabalharemos com o formalismo.As demons-
tragoes e os conceitos foram detalhados de forma que contribuam para uma conexao do

nivel superior com o nivel elementar.

A analise real é uma area da analise matematica que estuda o conjunto dos nimeros

reais e, principalmente, as propriedades analiticas das fungoes reais a valores reais.

Afirmamos que para o estudo da disciplina de Analise Real é necessario a presenca
do formalismo, tendo em vista que, este instrumento proporciona ao licenciando em

Matematica, conhecimentos que subsidia o conhecimento matematico.

O que distingue a disciplina de Calculo Diferencial Integral da disciplina de Analise
Real: Em que calculo o mais importante é aprender a aplicar os conceitos e teoremas
(da andlise matematica), realizando calculos. Na andlise Real, procura-se desenvolver
formalmente toda a teoria que garante o funcionamento daqueles teoremas, fazendo-se uma
analise dessa teoria, levando em conta toda a estrutura logica que interliga tais teoremas.
Em certo sentido, em calculo usam-se os teoremas para fazer contas, e na andlise usa-se a

logica para fazer teoremas.

A formacao inicial do professor de matematica, busca responder a indagagoes que
surgirao durante o seu percurso de estudo com o conhecimento adquirido na formacgao

escolar, tem-se ainda apenas uma ideia intuitiva do que sdo os niimeros reais. As vezes nao
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se tem a familiaridade necessaria com esse conceito para poder responder com seguranca

questoes como:
Por que nao se extrai raiz quadrada de nimeros negativos, como /—17
Por que nao se pode dividir por zero, e escrever 0 ?

Estas perguntas provavelmente ja forma feitas por vocés, mesmo que o seu professor
buscasse responde, alguns alunos nao ficaram satisfeitos com a explicacao. Sabendo que
mesmo que a resposta nao fosse tutil para muitas pessoas, para os futuros matematicos, e

professores de matematica, é preciso oferecer alguma explicacao convincente.
Na verdade:

Pode-se, sim, extrair raiz quadrada de niimeros negativos, mas o resultado serd um
numero complexo. J& se alguém quisesse definir a segunda expressao como sendo algum
nimero real (e admita, até vocé ja quis fazer isso, nao?), imediatamente seriam deduzidos
fatos contraditérios. Um exemplo (talvez um pouco informal) de uma tentativa frustrada

de definir essa tltima expressao, mas que oferece alguma intuicao a respeito é:

5 5
Se — fosse igual a 20, ou seja, — = 20 entao ao multiplicar ambos os membros pelo
denominador (as vezes chamado de passar o zero para a direita) seria concluido que 5 = 20.

Nada é mais absurdo que isso!

Sendo assim, ja que qualquer tentativa de escolher um valor real para atribuir a
.5 - . . e g .
expressao — leva a uma contradi¢do como a anterior, ¢ muito mais util deixar tal expressao

indefinida, do que estudar uma teoria cheia de contradigoes!

Desta forma averiguamos, a tamanha importancia da disciplina de Anéalise Real
para a formagao do professor de Matematica do ensino bésico. Apesar da disciplina ainda,
apresentar um contexto distante da realidade de um curso de Licenciando em Matematica,
é necessario apresentar a relevancia da Anélise Real, na formacao de conceitos matematicos

dos futuros professores.

1.2 NUMEROS NATURAIS

Nesta secgao apresentaremos uma breve exposi¢ao dos nimeros naturais, como
também a eficiéncia do Principio de Indugao , como ferramenta das demonstragoes
no que se refere aos nimeros naturais, conhecendo o seu significado e sua importancia
dentro da estrutura da matematica. Apresentaremos conceitos e propriedades que permeiam

este curso até a sua futura sala de aula.

Os niimeros naturais surgiram a partir de nossa experiéncia com o mundo fisico,
entretanto deixaremos claro que o niimero zero nao sera utilizado como um ntimero natural,

tendo em vista que o zero nunca foi "natural'alids, levou muito tempo para os matematicos
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considerarem o zero como um nimero, porém com a definicdo tedrica dos conjuntos se

tornou conveniente incluir o zero como cardinalidade do conjunto-vazio.

Desde crianca utilizamos os nimeros naturais para realizarmos comparacao de
objetos com a escala abstrata, tornando mais precisa a no¢ao de quantidade; esse processo

pressupoe, portanto, o conhecimento da sequéncia numérica.

Existe uma axiomatica, idealizada no final do século X I X pelo matematico italiano
Giuseppe Peano, que, trés axiomas, consegue nao so definir a adi¢ao e a multiplicacdo nos

naturais, como também deduzir as demais propriedades.

O conjunto dos nimeros naturais é representado pela letra maitscula N e estes

numeros sao construidos com os algarismos:

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9..}

Caros leitores, para uma melhor compreensao do conjunto dos Ntiimeros Naturais,
iremos utilizar os famosos Axiomas de Peano que subsidiarao todos os seus conceitos e

propriedades.

O autor italiano Giuseppe Peano introduziu os famosos axiomas de Peano, os
quais sustentam diversas construgoes rigorosas da Algebra e da Analise. O que motivou seu
trabalho foi o desejo de expressar toda a matematica em termos de um calculo 16gico. Em
seu Formulaire de Mathématiques, que contém cinco volumes ( escrito com a participacao
de colaboradores ) publicados a partir de 1894, desenvolveu uma linguagem formalizada
que continha nao s6 a légica matematica como todos os ramos mais importantes da
matematica. Atraiu um grande numero de colaboradores e discipulos pelo fato de evitar o
uso de uma linguagem metafisica e de introduzir simbolos: tais como € (pertence a classe
de), U (soma logica ou uniao), N (produto légico ou intersecgao) - muitos deles usados
até hoje. Para seus fundamentos da Aritmética, ele escolheu trés conceitos primitivos -
zero, nimero ( que, no contexto, se refere a inteiros positivos), e a relagdo "é sucessor

de- satisfazendo os postulados seguintes:

1.2.1 Axiomas de Peano

Seja N € 0, o qual chamara do conjunto dos niimeros naturais é caracterizado pelos

seguintes axiomas.

Axioma 1.1. Existe um tnico ntimero natural 1 € N, tal que,

1# S(n),Yn € N,

1 € N, é o tinico que nado possui sucessor. (N — S(N) =1).
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Axioma 1.2. Se X C N, tal que, 1 € X;

Axioma 1.3. S(X)C X, (Vn e X = (n) € X).

Podemos concluir que se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1
e, além disso, contém o sucessores de cada um de seus elementos, entao esse conjunto

coincide com N, isto é, contém todos os ntimeros naturais.

Denotaremos os niimeros naturais como N, e utilizaremos a notacao m,n € N para

nos referir quer n,m sao nimeros pertencentes aos naturais.

Faremos o uso das notagoes s(n), s(m) para os sucessores dos nimeros naturais

n, m. Exemplificando teremos que

Isto quer dizer ao utilizaremos o termo s(1), estamos representando o sucessor de 1

que é 2.

O Axioma 6.3 pode ser enunciado da seguinte forma. Seja P uma propriedade
referente a nimeros naturais. Se P ¢é valida para o nimero 1 e se supondo P vélida para o
nimero n dai resulta que P é vélida também para o seu sucessor S(n), entdao P é valida

para todos os niimeros naturais.

Devemos ressaltar a importancia do Principio de Inducgao, ja que o mesmo

possui grande importancia no processo de compreensao dos nimeros naturais.
Exemplo 1.1. Prove por inducao que

Demonstracdo. Passo base: Paran =1,12=1¢

n(n+1)(2n + 1)6 123
===

1.

O passo base é verdadeiro. Passo indutivo: se a férmula é verdadeira paran =k, k > 1

entao deve ser verdadeira para n = k + 1. Hipdtese indutiva:

k(k+1)(2k +1)

124+224+ . +k = c

E>1

Deve-se mostrar que: :

(k+1)(k+2)(2k + 3)
6

P4+22+  +kE+(k+1)?2=
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Sabe-se que:

k(k+1)(2k+1)
5 +

P+22 4. 4+ 4+ (k+1)? = (k+1)?

k(k+1)(2k+ 1)+ 6(k + 1)?
(k+ 1)[k(2k f 1)+ 6(k +1)]
(k + 1)[2k2+2+6k+6]

(k +1)(2k? i 7k +6)

(k + 1)(k%2)(2k+3)

Exemplo 1.2. Prove por inducao matemaética que
1+3+5+...+2n—-1)=n>n>1

Demonstracio. Passo base: Para n = 1,1 = 12. O passo base é verdadeiro.
Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k, k > 1 entao deve ser verdadeira para
n==k+1.

Hipotese indutiva:
1+3+5+...+2k-1)=kk>1
Deve-se mostrar que:
143+5+... +2k—1)+2k+1)=(+1*k>1
Sabe-se que:

14+3+5+...+2k—1)+2k+1) =k +2k+1)=(k+1)°

Exercicio 1.1. Use o Principio da Inducao Matemaética para provar que:
1+34+5+7+..+(2n 1) =n*n=123,...

Exercicio 1.2. Sabemos das Progressdes Aritméticas que:

2n
(n+1).

1+2+3+...+n=

Prove esse resultado por inducao.
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Exercicio 1.3. Prove que P(n) : 2" — 1 ¢ divisivel por 3 para n > 1.

Exercicio 1.4. Dados os nimeros naturais a e b, com a < b, prove que existe um numero

natural m tal que a + m = b.

Exercicio 1.5. Um elemento a I IN chama-se antecessor de b I IN quando se tem a < b
mas nao existe a € N tal que a < ¢ < b. Prove que, exceto 1, todo numero natural possui

um antecessor.

1.2.2 Numeros Racionais

Como o leitor bem sabe, os niimeros racionais costumam ser representados por
fragoes ordinarias, representacao essa que ¢ Unica se tornarmos as fragoes em forma
irredutivel e com denominadores positivos. Vamos considerar a conversao de fragoes
ordindrias em decimais, com vistas a entender quando a decimal resulta ser finita ou
periédica. Como sabemos, a conversao de urna fragao ordinaria em decimal se faz dividindo-
se o numerador pelo denominador. Se o denominador da fragdo em forma irredutivel s6
contiver os fatores primos de 10(2e/oub), a decimal resultante serd sempre finita; e é assim
porque podemos introduzir fatores 2 e 5 no denominador em nimero suficiente para fazer

esse denominador uma poténcia de 10. Exemplos:

s 2
5 2x5 10
27 3 3 3x5

36 22...30 22 52 x22
Vocé deve ter notado que, depois de simplificada ao maximo, se a fracao resultante,
p e q tem denominador que se fatora em poténcias de 2 ou de 5, entdo, multiplicando-se
por poténcias de 2 ou de 5 convenientes, esse denominador pode ser transformado em uma
poténcia de 10. Consequentemente, esse racional tem uma representacao decimal finita,
isto é, uma representacao na forma decimal com uma quantidade finita de casas decimais

depois da virgula.

O que acontece se o denominador de uma fragao irredutivel contiver algum fator

primo diferente de 2 e 57

Observe que nao é possivel multiplicar denominador e numerador por um nimero
inteiro de forma a transformar o denominador em uma poténcia de 10. Por qué? Bem, isso
é consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética, conhecido pelos alunos desde o
Ensino Fundamental. Esse teorema nos ensina que “qualquer niimero natural pode ser
escrito como produto de fatores primos, de modo tinico a menos da ordem dos fatores ”.
Sendo assim, qualquer poténcia de 10 se fatora, de modo tnico, como produto de poténcias

de 2 e poténcias de 5.
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No caso geral, p o demos dizer que, se um racional se escreve, na forma de fragao

irredutivel, como p e ¢ contém algum fator distinto de 2 e de 5, entao:

e (i) é impossivel transformar o denominador em uma poténcia de 10, o que torna a

representacao infinita;

e (ii) os possiveis restos da divisdo de p por ¢ sdo 1,2,3,...,q — 1. (Note que o resto

da divisao nunca ¢ igual a 0.)

Portanto, sendo uma divisdo infinita e apenas uma quantidade finita de restos
possiveis, a partir de algum momento, algum resto ira se repetir. A partir dai, ird aparecer
um periodo no quociente. Assim, concluimos que a representacao decimal de um nimero
racional, se nao for finita, serd necessariamente periddica. Com a discussao acima podemos
concluir que a representacao decimal de qualquer niimero racional é finita ou é infinita e

periddica.

)

, € posteriormente anote as suas consideragoes,

~|
~| ©

5
Exercicio 1.6. Realize a divisao 7

embasada nas observacoes acima.

1
Exercicio 1.7. O ntmero T2 tem representacao decimal finita, infinita, periddica ou

infinita e nao periddica?

Exercicio 1.8. Reescreva os resultados encontrados anteriormente, buscando generalizar

o resultado obtido a todas as fragoes que apresenta o denominador primo diferente de 2 e
5.

1.2.3 Conjunto Finito, Infinito, Enumeravel e Nao- Enumeravel

O estudo sistematico dos conjuntos, que acabou levando a uma teoria axioméatica
desse campo de estudos, comegou com Georg Cantor (1845 — 1918), por volta de 1872.
Nessa época, Cantor estava iniciando sua carreira profissional e se ocupava do estudo
da representacao de funcgdes por meio de séries trigonométricas. Isto fez com que ele
investigasse os conjuntos de pontos de descontinuidade de . tais fungoes, os mais simples
dos quais sao conjuntos com apenas um numero. finito de pontos. Mas o aparecimento
de conjuntos cada vez’ mais complica-’ dos acabou levando Cantor a investigar conjuntos
infinitos em sua generalidade. Nesse .estudo ele introduziu um conceito simples, que logo se
revelaria da maior importancia - o conceito de equivaléncia de conjuntos. Segundo Cantor,
dois conjuntos sao equivalentes, ou tém a mesma cardinalidade, ou a mesma poténcia,
quando é possivel estabelecer uma correspondéncia que leve elementos distintos de um
conjunto em elementos distintos do outro, todos os elementos de um e do outro conjunto
sendo objeto dessa correspondéncia. Em termos precisos, a correspondéncia de que estamos

falando chama-se bijecao..
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Observe que é essa noc¢ao de equivaléncia que da origem ao conceito abstrato de
numero natural. De fato, o que faz uma crianca de quatro ou cinco anos ele idade constatar
que numa cesta ha trés laranjas, noutra trés macas, e noutra ainda trés ovos? Ela chega a
essas conclusdes - mesmo sem perceber - por constatar que é possivel "casar'os elementos
de qualquer uma dessas cestas com os elementos de qualquer outra de maneira biunivoca.
E essa abstracdo dos elementos concretos dos conjuntos equivalentes ele diferentes objetos
que nos leva a formar a no¢ao de nimero natural, um fenémeno que ocorre muito cedo em

nossas vidas.

Nao é raro encontrarmos exemplos equivocados de conjuntos infinitos, como “a
quantidade de graos de areia na praia” ou a “quantidade de estrelas no céu”. Acontece que
essas quantidades, embora muito grandes, sao finitas! Um exemplo de conjunto infinito é o
conjunto dos nimeros naturais: mesmo tomando-se um nimero natural n muito grande,
sempre existe outro maior, por exemplo, seu sucessor n + 1, ou também o dobro de n, 2n,

ou ainda seu triplo 3n.

Existem diferentes tipos de infinito! Desde criancas aprendemos a contar... O que
¢é contar 7 Se dermos a uma crianca um pacote com 5 lapis e pedirmos a ela que conte,
no fundo o que ela faz é estabelecer uma bije¢ao entre os lépis e o conjunto {1,2,3,4,5}.
Outra situacgao corriqueira é comparar quantidades de dois conjuntos. Imagine que estamos
em uma sala com muitas cadeiras e varias pessoas. Se alguém perguntar se ha mais cadeiras
ou mais pessoas, nao ha necessidade de se contar quantas sao as cadeiras, quantas sao 1
as pessoas. Ao invés disso, podemos pedir a todos que se sentem. Se sobrarem cadeiras
vazias, ha mais cadeiras. Se sobrarem pessoas em pé, ha mais pessoas! Assim pudemos
responder rapidamente a pergunta feita, sem a necessidade de contar cada conjunto. Do
ponto de vista da matematica, o que foi feito? Ao pedirmos para as pessoas que se sentem,
estamos estabelecendo uma funcdo que a cada pessoa associa a cadeira onde ela se sentou.

Se essa fungao for bijetora, o niimero de cadeiras e de pessoas é o mesmo!

A funcao ¢ injetora, pois estamos subentendendo que s6 pode ter uma pessoa em
cada cadeira. Se a fungdo nao for sobrejetora, ha cadeiras sobrando. Alguém poderia
argumentar sobre a possibilidade de haver pessoas em pé. Nesse caso, nao esta estabelecida
uma correspondéncia que a cada elemento do dominio associa um no contra- dominio.
Matematicamente, a funcao nao estaria bem definida. O que ¢é feito no estudo de conjuntos
infinitos é basicamente encontrar uma funcao bijetora para comparar o conjunto alvo de

nosso estudo com outro ja conhecido.

Para o nosso propoésito, quanto ao nimero de elementos de um conjunto, é necessario
a penas distinguir trés tipos de conjuntos: os finitos, os enumeraveis e os nao-enumeraveis.
A nocgao de conjunto enumeravel esta estreitamente ligada ao conjunto N dos ntimeros
naturais, em que os empregamos para a contagem dos conjuntos finitos, mostrando

como eles podem ser considerados como niimeros cardinais e completando, portanto, sua
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descricao.

Um professor vai aplicar uma prova e nao tem certeza se a sala destinada a este
feito tem um numero suficiente de cadeiras para acomodar os alunos. Ele pode contar as
cadeiras e os alunos e comparar os resultados para obter a resposta. Uma alternativa 6bvia
a este método é pedir aos alunos que se acomodem e trés coisas podem acontecer ao final

do processo:

e (i) existem alunos de pé e toda s as cadeiras estdo ocupadas;
e (ii) existem cadeiras livres e todos os alunos estao sentados;

e (iii) todos os alunos estao sentados e todas as cadeiras estao ocupadas.

No primeiro, caso tem que o nimero de alunos é maior que o de cadeiras; no
segundo caso, ocorre o contrario e, finalmente, no terceiro eles sao iguais. Obtemos, assim,
a resposta a pergunta “qual conjunto tem mais elementos?” sem necessariamente conhecer
os nimeros de elementos dos conjuntos envolvidos. Estas consideragdes motivam a seguinte

definicao.

1.2.4 Hotel de Hilbert

David Hilbert foi grande entusiasta das descobertas de Cantor, chegando a afirma
que “ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor criou para nés”. Para ilustrar o conceito
de infinitude e enumerabilidade, Hilbert imaginou um hotel de infinitos quartos. Vamos

explorara ideia de Hilbert com uma do se (extra) de ficgao.

O Hotel de Hilbert fica ao bordo do Mar Mediterraneo, em Saint Tropez, na
badalada Cote d’Azur. Seu edificio, cinza e branco, construido em 1925 é um belo exemplo
do estilo art-déco dos anos 20 e 30 do século X X. Grande e confortavel, o hotel tem
uma infinidade enumeravel de quartos suficientes para hospedar clientes dos mais diversos
gostos. O gerente, o préprio David Hilbert, é um homem muito gentil, de barba bem

tratada que nunca é visto sem seus 6culos e chapéu branco.

Como é alta temporada, o hotel esta lotado. Porém, o painel localizado em sua
entrada informa que ha vagas disponiveis! Chega um homem de camiseta florida, carregando

uma pequena e elegante valise marrom. Ele pede um quarto a Hilbert que responde:

— Apesar de o hotel estar completamente lotado, providenciarei um quarto vazio
para o senhor. Aguarde um minuto, por favor. Aproveitando que os héspedes sdo muito

solicitos, pelo alto-falante, Hilbert se dirige a eles:

— Perdoem-me por incomodé-los. Gostaria de pedir a cada um de vocés que troque de
quarto. Quem estd ocupando o quarto n passara ao quarto n+ 1. Grato p ela compreensao.

E o cliente, satisfeito, se instala no quarto ntimero 1.
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A época é de muita procura. Chega um o6nibus de excursao com uma infinidade
enumeravel de cadeiras. Todas estao ocupadas mas, de acordo com as estritas normas de
seguranga do lugar, ninguém viaja em pé. O animador do grupo, facilmente reconhecivel
por sustentar uma pequena famula vermelha com a marca da agéncia, dirige-se a Hilbert

solicitando os quartos que havia reservados para seus clientes.

Confirmando a reserva, Hilbert solicita um minuto para providenciar os quartos.

Novamente pelo alto-falante, dirige-se aos héspedes:

— Perdoem-me por incomoda-lo s outra vez. Peco novamente que troquem de quarto,
desta vez, obedecendo a seguinte regra: quem estiver ocupando o quarto n mudara para o

quarto 2n. Mais uma vez, agradeco a compreensao.

Hilbert informa ao animador que ele seu grupo podem acomodar-se. Quem esta na

cadeira m ocupara o quarto 2m — 1.

Fim do verao e o hotel se esvaziam. Outra excursao chega. O animador, com bandeira
amarela, ¢ menos experiente que seu colega e nao reservou os quartos antecipadamente
pois acreditava em baixa ocupacao no outono. O 6nibus esta cheio mas, novamente, nao ha
pessoas em pé. Além disto, para cada niimero real ha uma cadeira no 6nibus com aquele
numero! Surpreendentemente, Hilbert informa que, apesar do hotel estar completamente
vazio, nao ha vagas suficientes para acomodar a todos. E, amavelmente, sugere o Hotel

Real que é maior que o seu.

Indicaremos pelo simbolo I,, conjunto 1,2, ...,n dos nimeros naturais, desde 1 até

n. Mais precisamente, dado n € N, temos [, =p e N;1 < p < n.

Definigao 1.1. Para cada n € N seja F,, = {1,2,3,...,n}.

(a) Um conjunto A é finito se existir uma funcao bijetora de F,, em A, para algum n.

Dizemos, nesse caso, que A tem n elementos. Consideramos o vazio um conjunto finito.
(b) A é infinito se A nao for finito.
(¢) A é enumeravel se A N.
(d) A é nao enumeravel se A nao for finito nem enumeravel.
(e) A é no maximo enumeravel se A for finito ou enumerével.

Exemplo 1.3. O exemplo mais simples de conjunto enumeravel é o que serve de modelo
para essa ideia é o conjunto N dos ntimeros naturais. O conjunto P = {2,4,6,...} dos
numeros pares também ¢é enumeravel. Neste caso, ¢é facil ver que a funcao f: N = P dada

por f(n) = 2n é bijetora.
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1.2.5 Conjuntos enumeraveis e Nao- Enumeraveis

O primeiro conjunto infinito com que nos familiarizamos ¢é o conjunto N dos niimeros

naturais. Chama-se conjunto enumeravel a todo conjunto equivalente a N.

Um dos primeiros fatos surpreendentes que surge na consideragao de conjuntos
infinitos diz respeito a possibilidade de haver equivaléncia entre um conjunto e um seu
subconjunto proprio. Por exemplo, a correspondéncia n — 2n, que ao 1 faz corresponder

2, ao 2 faz corresponder 4, ao 3 faz corresponder 6, e assim sucessivamente.

Estabelece equivaléncia entre o conjunto nimeros naturais e o conjunto dos nimeros
pares positivos. Veja: o conjunto elos niimeros pares positivos é um subconjunto préprio do
conjunto N; no entanto, tem a mesma cardinalidades que N, ou seja, o mesmo nimero de
elementos. Este fendmeno é uma peculiaridade dos conjuntos infinitos e em nela contradiz

o que ja sabemos sobre conjuntos finitos.
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Exercicio 1.9. Usando apenas a definicao de enumerabilidade, demonstre que se B é um

conjunto finito e C'; um conjunto enumeravel entao B U C' é enumeravel.

Exercicio 1.10. Usando apenas a definicdo de enumerabilidade, demonstre que se F' e GG

sao conjuntos enumeraveis entdao F'U G é enumeravel.

Exercicio 1.11. Seja P, (Z) o conjunto de todos os polinémios de grau menor ou igual a

n e com coeficientes inteiros. Prove que P,(Z) é enumeravel.

Sugestao: Verifique que P,(Z) é equivalente a {Z X Z X Z ... x Z}{n + 1}

Exercicio 1.12. Seja P(Z) o conjunto de todos os polindémios com coeficientes inteiros.

Prove que P(Z) é enumeravel.
Exercicio 1.13. O conjunto dos ntimeros irracionais é enumeravel?

Exercicio 1.14. Prove que se a,b € R e a < b entdo o intervalo [a, b] é um conjunto nao

enumeravel.
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