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RESUMO

Esta pesquisa investiga as contribui¢des da Resolucao, Exploracdo e Proposi¢cao de Problemas
(REP) ao processo de ensino e aprendizagem da Combinatoria nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, tomando como base estudos relacionados a metodologia da Resolugdo de
Problemas e a Educacdo Combinatdria. Mediante o levantamento bibliografico e os estudos
discutidos no referencial teorico, observa-se que, embora o niimero de pesquisas no ambito da
Educagdao Combinatoéria tenha aumentado progressivamente nos tltimos anos, ainda sdo poucos
os estudos direcionados especificamente ao trabalho pedagdgico nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. O estudo da pesquisa de campo possui cunho qualitativo, em razao de que se
empenhou em descrever e analisar detalhadamente os dados coletados por meio de observagdes,
notas de campo, registro escrito feito pelos alunos e gravagdes de audio (BOGDAN; BIKLEN,
1994; OLSEN, 2015). Como sujeitos da pesquisa, adotaram-se 16 alunos de uma turma de 5°
ano do Ensino Fundamental de uma escola da rede ptblica municipal do Estado da Paraiba. As
acOes pedagogicas realizadas em contexto de sala de aula apoiaram-se na perspectiva
metodologica da Resolugdo, Exploracdo e Proposi¢do de Problemas defendida por Andrade
(1998; 2017), bem como em estudos que discutem o processo de ensino e aprendizagem da
Combinatoria. Na oportunidade, trabalharam-se os quatro tipos de problemas combinatorios
(combinagdo, arranjo, permutagdo e produto cartesiano [BORBA, 2010]) que precisam ser
abordados nos anos iniciais do Ensino Fundamental, a partir de problemas combinatorios
retirados da pesquisa de Pessoa (2009) e propostos pelos alunos. Conclui-se que a proposta
metodologica da Resolugdo, Exploracao e Proposi¢ao de Problemas contribui para a promocao
da aprendizagem combinatoria dos alunos, possibilitando o desenvolvimento de um processo
educativo reflexivo. Constatou-se que as problematizacdes provocadas durante o processo de
Resolucgado, Exploragao e Proposicao de Problemas potencializaram o trabalho de reflexdo sobre
os invariantes dos problemas combinatorios, o que favoreceu o desenvolvimento do raciocinio
combinatério, generalizante e logico dos alunos, além de também ter possibilitado aos
pesquisadores explorar diferentes dimensdes dos problemas propostos.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas. Combinatoria. Anos Iniciais do Ensino
Fundamental. Educacao Estatistica.



ABSTRACT

This research investigates the contributions of Problem Solving, Exploration and Posing to the
teaching and learning process of Combinatorics in the early years of Elementary School, based
on studies related to the Problem Solving methodology and Combinatorial Education. By means
of bibliographical survey and studies discussed in the theoretical frame of reference, it is
observed that, although the amount of research in the domain of Combinatory Education has
increased progressively in recent years, there are still few studies specifically focused on
pedagogical work in the early years of Elementary Education. Field research is characterized
by a qualitative nature, as it has been endeavored to describing and analyzing in detail the data
collected through observations, field notes, written record by the students and audio recordings
(BOGDAN; BIKLEN, 1994; OLSEN, 2015). As subjects of the research, 16 students from a
5th grade class from Primary School of a municipal public institution in the State of Paraiba
were adopted. Pedagogical activities carried out in classroom context were supported by the
methodological perspective of Problem Solving, Exploration and Posing advocated by Andrade
(1998; 2017), as well as by studies related to teaching and learning process of Combinatorics.
On that occasion, the four types of combinatorial problems (combination, arrangement,
permutation and Cartesian product [BORBA, 2010]) — which need to be approached in the early
years of Elementary Education — were worked on, taking as basis combinatorial problems
extracted from Pessoa's research (2009) and proposed by the students. The conclusion is that
the methodological proposal of Problem Solving, Exploration and Posing contributes to
promoting combinatorial learning for the benefit of students, making it possible to develop a
reflective educational process. It was found that the discussions that arose during the process
of Problem Solving, Exploration and Posing maximized reflection on the invariants of the
combinatorial problems, which favored the development of logical generalizing combinatorial
reasoning on the part of the students, while it made possible to explore different dimensions of
the proposed problems dealing with these aspects.

Keywords: Problem Solving. Combinatorics. Early Years of Primary Education. Statistical
Education.
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1 PARAINICIAR O ASSUNTO

Ao longo da nossa experiéncia profissional e académica como educadores
matematicos, continuamente precisamos nos questionar em que aspectos precisamos
aprimorar nossa pratica para o favorecimento da qualidade do processo de ensino e
aprendizagem da Matemadtica. No que se refere & Educacdo Combinatoria, questdes
metodologicas e de conteuido podem vir a nos inquietar. Os problemas combinatorios
possuem diferentes caracteristicas e requerem o entendimento dos diferentes caminhos
de resolug¢ao. Enquanto professores de Matematica, cabe-nos questionar, por exemplo:
como podemos fazer para que nossos alunos consigam compreender as ideias essenciais
da Combinatéria? Quais seriam estas ideias essenciais? Em que nivel de ensino este
contetdo deve ser abordado?

As contribuigdes dos conceitos combinatorios ao desenvolvimento da
aprendizagem da Matematica e em diferentes areas do conhecimento tém despertado a
atencdo de diversos pesquisadores, tais como: Borba (2016); Pessoa e Borba (2009);
Pessoa (2009); Almeida (2010); Santos (2016); e Silveira (2016). O raciocinio
combinatorio contribui para a formagao do raciocinio 16gico-dedutivo, do raciocinio
formal e do raciocinio generalizante, que sdo tipos de raciocinios extremamente
importantes para a construcao de conceitos matematicos, que influenciam em conceitos
oriundos de outras ciéncias e que nos ajudam a interpretar diversas situagdes do cotidiano
em que a contagem de agrupamentos de elementos ¢ essencial.

Com relagdo a isso, identificamos em pesquisas (PESSOA; SILVA, 2012;
PESSOA; SANTOS, 2012) realizadas no ambito da Educacdo Combinatoria que a
sistematizagdo como forma de organizacdo da estratégia de resolugdo ¢ uma das
competéncias que compete ao raciocinio combinatorio. Quando os alunos conseguem
enumerar as possibilidades, seja por listagem, arvore de possibilidades ou outra estratégia
de resolugao, eles seguem uma logica para organizar seu raciocinio de forma sistematica,
percebendo, assim, regularidades que os permitem generalizar os resultados.

Em razdo de tal relevancia, os documentos oficiais (BRASIL, 1997; PARAIBA,
2010; BRASIL, 2014) que norteiam as praticas educativas em nosso pais e Estado
apontam a necessidade do ensino da Combinatdria comegar ainda nos primeiros anos de
escolaridade do Ensino Fundamental. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Fundamental (PCN) — Anos Iniciais (BRASIL, 1997), que tém como designio apresentar

propostas para o processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica, pontuam que as
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caracteristicas da “vida contemporanea trazem ao curriculo de Matematica uma demanda
em abordar elementos da estatistica, da Combinatoria e da probabilidade, desde os ciclos
iniciais” (BRASIL, 1997, p. 84).

Diante tais apontamentos, na condi¢do de professores de Matematica, cabem-nos
questionar nesse momento: Que assuntos referentes a Combinatoria, probabilidade e
estatistica precisam ser trabalhados neste nivel de escolaridade? Entendemos que a

finalidade do ensino da Combinatdria nos anos iniciais € fazer com que o aluno consiga:

[...] construir procedimentos para coletar, organizar, comunicar ¢
interpretar dados, utilizando tabelas, graficos e representacdes que
aparecem freqiientemente em seu dia-a-dia. Relativamente a
Combinatoria, o objetivo ¢ levar o aluno a lidar com situagdes-problema
que envolvam combinacdes, arranjos, permutagdes e, especialmente, o
principio multiplicativo da contagem (BRASIL, 1997, p.40).

Todavia, ndo basta atentar apenas para aspectos relacionados ao dominio e selegao
do contetdo a ser ensinado, ¢ necessario também que sejamos capazes de transformar
esse conteido em algo pedagogicamente Util e adaptavel para os diferentes niveis de
escolaridade e desenvolvimento cognitivo de nossos alunos. E importante que fagamos
uma reflexdo acerca das estratégias metodologicas adequadas para o ensino da
Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Os PCN (BRASIL, 1997) orientam que o ensino a ser desenvolvido nesse nivel
de escolaridade precisa estimular os alunos a fazerem perguntas, estabelecerem relagdes,
construirem justificativas, pois a medida que eles progridem na vida adulta, precisam ser
autdnomos em suas tomadas de decisdo. A vista disso, compreendemos que a perspectiva
metodologica da Resolugdo de Problemas pode ser uma eficiente alternativa
metodologica para o ensino deste contetido nos anos iniciais. De modo geral, a agdo
pedagogica do professor sobre tal perspectiva, busca provocar no aluno a reflexao sobre
o que ele estd fazendo ao longo do processo de resolugdo dos problemas (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2004; SERRAZINA, 2017).

Pensando no seu emprego para o ensino da Combinatoria, confiamos que a
metodologia da Resolug¢do de Problemas quando bem empregada permite que o aluno,
através de sua aprendizagem escolar, resolva problemas combinatorios imbricados em
situacdes de seu cotidiano. Todavia, mais do que um processo para solucionar problemas
cotidianos, a Resolucdo de Problemas precisar ser vista como um meio que favorece a

apropriagdo e construcdo dos conceitos combinatérios. Ela ndo ¢ somente uma atividade
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para ser desenvolvida como aplicagdo da aprendizagem, “mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apreender conceitos,
procedimentos e atitudes matematicas” (BRASIL, 1997, 33).

Em nosso trabalho, a Resolucio de Problemas possui uma dimensdo mais ampla,
sendo considerada como uma alternativa metodologica que possibilita ao aluno aprender
Matematica, mais especificadamente, conceitos combinatorios, através do processo
Resolugdo, Exploracao e Proposi¢ao de Problemas.

Diante de tais potencialidades para o ensino e aprendizagem da Matematica, e
possivelmente da Combinatéria, e em razdo de se tratar de uma temética recente! no
ambito de pesquisa da Educagdo Matematica, questionamo-nos: Que contribui¢ées a
proposta metodolégica da Resolugéo, Exploragcdo e Proposicdo de Problemas pode
promover ao processo de ensino de aprendizagem da Combinatdria nos anos iniciais do
Ensino Fundamental? Almejando encontrar uma resposta consistente para tal

questionamento, partimos dos seguintes objetivos de pesquisa:

— Objetivo Principal:

— Analisar as contribui¢cdes da Resolugdo, Exploracdao e Proposi¢cdo de Problemas
ao processo de ensino e aprendizagem da Combinatoria nos anos iniciais do

Ensino Fundamental.

— Objetivos Especificos:

— Avaliar a mobilizagdo dos conhecimentos combinatérios ao longo do processo de
resolucdo, exploragao e proposi¢do dos problemas;

— Averiguar as principais estratégias de resolugdo utilizadas pelos alunos;

— Analisar o desenvolvimento dos argumentos utilizados pelos alunos ao longo do
estudo;

— Examina as contribui¢cdes da Resolugdo, Exploragdo e Proposi¢do de Problemas

para o processo de ensino da Combinatoria.

! Consideramos a temédtica recente pois os primeiros estudos voltados as contribui¢des da perspectiva
metodologica da Resolucdo, Exploragdo ¢ Proposicdo de Problemas para o ensino e aprendizagem da
Matematica apareceram apenas nos anos finais da década de 90, sob autoria do pesquisador Andrade (1998).
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Nossa pesquisa possui cunho qualitativo, uma vez que descreve ¢ analisa
detalhadamente os dados coletados. Teve como participantes alunos de uma turma do 5°
ano do Ensino Fundamental de uma escola da rede publica do estado da Paraiba,
localizada na cidade de Nova Floresta. As acdes pedagogicas realizadas ao longo do
trabalho em sala de aula apoiaram-se na perspectiva metodologica da Resolugdo,
Exploracdo e Proposi¢ao de Problemas, defendida por Andrade (1998; 2017), bem como
em estudos que discutem o processo de ensino e aprendizagem da Combinatéria. No
trabalho de campo, trabalhamos com quatro problemas combinatorios retirados da
pesquisa de Pessoa (2009) que tratam dos quatro tipos de problemas combinatorios
(combinagao, arranjo, permutagdo e produto cartesiano), que precisam ser abordados nos
anos iniciais do Ensino Fundamental.

Para tanto, organizamos o nosso trabalho em seis capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos a introdu¢do do trabalho, onde destacamos perspectivas para o ensino e
aprendizagem da Combinatoria através da Resolucao de Problemas. No segundo capitulo,
discutimos diferentes perspectivas da Resolugdo de Problemas (POLYA, 1985;
ONUCHIC; ALLEVATO, 2004, 2011, 2015; KILPETRICK, 2017; ANDRADE; 1998,
2017; SERRAZINA, 2017) e algumas orientacdes curriculares, didaticas e metodologicas
voltadas para o ensino e aprendizagem da Combinatéria no Ensino Fundamental, em
especial nos anos inicias.

O panorama das atuais pesquisas realizadas no ambito da Educacdo Combinatéria
na Educacdo Bésica ¢ apresentado no terceiro capitulo. Nele, pontuamos diferentes
estudos com os mais variados enfoques de investigacdo, a fim de ilustrar como as
pesquisas no ambito da Educa¢ao Combinatoria tém sido desenvolvidas nos ultimos anos.

No quarto capitulo, elucidamos as caracteristicas do raciocinio combinatério. A
partir dos estudos de Vergnaud, discutimos os processos cognitivos para a sua construgao.
Sdo abordados também os diferentes significados e invariantes dos quatros tipos de
problemas combinatérios (produto cartesiano, permutagdo, arranjo ¢ combinacdo) que
precisam ser trabalhos deste os anos iniciais do Ensino Fundamental.

No quinto capitulo, descrevemos os procedimentos metodologicos utilizados para
o desenvolvimento da pesquisa de campo. As descrigdes e andlises dos encontros
encontram-se no sexto capitulo. Por fim, apresentamos as consideragdes finais e

referéncias.
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Como ja dito anteriormente, na proxima secdo, discutiremos as possiveis
contribui¢des da metodologia da Resolugao de Problemas para o ensino da Matematica,

mais especificamente, da Combinatoria, apontadas pelas pesquisas e documento oficiais.
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2 A RESOLUGAO, EXPLORACAO E PROPOSICAO DE PROBLEMAS NO
ENSINO DA COMBINATORIA

Iniciamos nosso estudo apresentando as orientagdes curriculares e didaticas para
o ensino da Combinatéria no Ensino Fundamental, em especial nos anos iniciais.
Fundamentados pelas orientagdes apresentadas por alguns documentos oficiais® e
pesquisas realizadas no ambito de pesquisa na tematica, discutimos como o trabalho
pedagogico com este conteudo deve ocorrer em contexto de sala de aula, apoiado na

perspectiva metodologia da Resolugdo, Explorag@o e Proposicao de Problemas.

2.1 CONCEPCOES DE PROBLEMA

Resolver problemas ¢ uma atividade que desempenhamos constantemente durante
o cotidiano para responder diversas situagdes que vivenciamos. No decorrer de nossa
vida, resolvemos problemas de diferentes tipos (financeiros, familiares, profissionais,
amorosos etc.) e de distintas maneiras. Muitos destes problemas, se ndo a maioria,
envolvem conceitos matematicos. O conceito da Combinatoria, por exemplo, esta
presente em problemas profissionais que envolvem a ideia de combinagdo de elementos
para a formacao de grupos. Um exemplo que podemos citar ¢ a tomada de decisdao que
um técnico de futebol precisa delimitar para a formag¢do do time que ird jogar no
campeonato brasileiro de futebol, ou mesmo a decisdo que um diretor geral de uma
empresa de jornalismo, precisa tomar para formar uma equipe de jornalistas que ficardo
responsaveis em fazer a cobertura de uma certa reportagem. Em ambas situagdes, os
profissionais precisam testar diferentes possibilidades de combinagdes de escolha para
entdo tomar sua decisdo.

Existem diferentes concepgdes de problema, dependendo da definicdo de cada
autor. Acreditamos que a definicdo de um problema depende da pessoa ou do grupo de
pessoas que estejam interessados em resolvé-lo, pois para os que ja sabem seu método de
resolugdo ou resposta, o problema deixa de ser um problema e passa a ser apenas um
exercicio de fixagdo ou um conhecimento. Sobre isso, Lester (1980 apud SILVA, 2013,

p.96) afirma:

2 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental — Anos iniciais (PCN) (BRASIL, 1997), os
Referenciais Curriculares do Ensino Fundamental do Estado da Paraiba (RCEFEP) (PARAIBA, 2010) e o
Pacto Nacional pela Alfabetizagao na Idade Certa (PNAIC) (BRASIL, 2014).
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Um problema ¢ uma situacdo em que um individuo ou um grupo ¢
solicitado a desempenhar uma tarefa na qual ndo existe nenhum
algoritmo disponivel que determine completamente o método de
resolucdo. A realizagdo desta tarefa tem que ser desejada pelo individuo
ou grupo. De outro modo a situagdo ndo pode ser considerada um
problema.

O problema surge a partir do interesse em descobrir o0 método de resolugdo da
situagdo imposta. Por essa razdo, ¢ importante que o individuo tenha interesse no
problema que se depara, tendo em vista que a busca por estratégias de sua resolucdo ¢é
motivada pelo seu interesse em encontrar ou determinar a solu¢do do problema proposto.
E em compreender com significado as acgdes realizadas em torno da resolucdo
desenvolvida.

E comum acreditarmos que um problema matematico ¢ apresentado sempre como
um enunciado. No entanto, os problemas matemadticos podem ser expressos de diferentes
maneiras, basta que a situagdo na qual ele se encontra nos desafie, motivando-nos a buscar
uma solu¢do ainda nao conhecida por nés. No ensino da Combinatoria, por exemplo, pode
se propor aos alunos situagdes rotineiras que exijam um raciocinio combinatorio melhor
estruturado, onde a sistematizagdo para a organizagdo e escolha dos elementos em um
dado conjunto seja um dos requisitos para a sua solu¢do. Relativo aos anos iniciais, um
tipo de situacdo como esta, dependendo do nivel de desenvolvimento cognitivo dos
alunos, pode ser encarada como um problema; ja em relagao aos alunos do Ensino Médio,
que ja devem ter desenvolvido tais capacidades, este tipo de situagdo pode ser encarada
apenas como um exercicio de Combinatoria, pelo fato de que ja conhecem os métodos
para sua resolugao.

No que concerne a concepgao de problema, Serrazina (2017) destaca algumas
defini¢des apresentadas por Kantowski (1980) e Krulik e Rudnik (1993). Para Kantowski
(1980 apud SERRAZINA, 2017), um problema pode ser considerado como sendo uma
situagdo em que uma pessoa se depara e que ndo tem de imediato um procedimento ou
algoritmo que o conduza a sua resolucdo. De maneira semelhante, Krulik e Rudnik (1993
apud SERRAZINA, 2017) explica que um problema ¢ uma situagao na qual um individuo
ou um grupo de pessoas se confronta em busca de uma solugdo para a qual ndo tem
prontamente uma resposta.

Tais autores enfatizam ainda a distin¢do entre questao, exercicio e problema. Uma

questdo ¢ entendida como uma situagdo que necessita recorrer aos conhecimentos
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prévios; um exercicio € visto como uma situacdo onde o objetivo ¢é treinar e reforgar
algoritmos ja aprendidos; e um problema ¢ considerado como uma situagdo onde ¢ preciso
raciocinar e sintetizar o que ja foi aprendido. Em conformidade com que o acreditamos,
Serrazina (2017) também defende que uma mesma situagao pode constituir um problema
em um dado momento, mas pode passar a ser um exercicio numa fase posterior, 1SS0
dependera dos conhecimentos que o sujeito possui no determinado momento que em o
problema ou exercicio ¢ apresentado a ele.

Enquanto alguns autores consideram o problema como uma tarefa de
investigagdo, Ponte (2005) pontua alguns aspectos que o diferenciam. Para esse autor, o
que ¢ dado e o que ¢ pedido no problema estd perfeitamente indicado pela situacao
imposta por ele, tratando-se de “uma tarefa fechada com elevado grau de desafio”
(PONTE, 2005, p.4). Na tarefa de investigagdo, a questdo ¢ apresentada, as informagdes
sao dadas, porém, ¢ deixado para o aluno “muito trabalho para fazer, quer em termos de
elaboragdo de uma estratégia de resolucao, quer em termos de formulagao especifica das
proprias questdes a resolver”. Ao contrario do problema, a tarefa de investigac@o ¢ “uma
tarefa aberta com um elevado grau de desafio” (SERRAZINA, 2017, p.60).

De maneira geral, compreendemos que um bom problema precisar estimular a
mobilizagdo de conhecimentos ja adquiridos para o auxilio na construgdo de novos
conhecimentos. Num processo reflexivo sobre a situagdo apresentada pelo problema, ¢
importante que ele seja encarado pelo aluno como um desafio, almejando motiva-lo a
buscar diferentes métodos de resolugdo que o conduza a um processo de construgdo e
consolidacdo dos conhecimentos matematicos. Todavia, destacamos que esta visdo de
desafio precisa motivar esse movimento de investigagdo ¢ reflexdo sobre o problema, e
ndo se apresentar como algo que desperte no aluno um sentimento de incapacidade ou
impossibilidade em resolver o problema proposto. Em consonéncia, o Conselho Nacional
de Professores de Matematica (NCTM, 1991, p.11) refere que:

[...] um problema genuino ¢ uma situagdo em que, para o individuo ou
grupo em questdo, uma ou mais solu¢des apropriadas precisam ainda
de ser encontradas. A situacdo deve ser suficientemente complicada
para construir um desafio, mas ndo tdo complexa que surja como
insoluvel.

Em seu estudo, Serrazina (2017, p.60) defende que um bom problema precisa:
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(1) ser desafiante e interessante a partir de uma perspectiva matematica;
(i1) ser adequado, permitindo relacionar os conhecimentos que os
alunos ja ttm de modo que o novo conhecimento e as capacidade de
cada aluno possam ser adaptadas e aplicadas para completar tarefas;
(iii) ser problematico, a partir de algo que faz sentido e onde o caminho
para a solucdo ndo estd completamente visivel.

Como j& visto, um problema pode ser interpretado de diversas maneiras.
Diferentemente das concepcdes defendidas pela maioria dos estudiosos na area
(LESTER, 1980; KRULIK; RUDNIK, 1993; SERRAZINA, 2017; KILPATRICK, 2017,
entre outros) em que o problema ¢ encarado como sendo um desafio a se resolver, em
nosso estudo fundamentamos nossa concepgdo em pressupostos tedricos defendidos por
Andrade (1998). Entendemos que um problema pode ser conceituado como sendo um
instrumento que pode impulsionar uma acdo de trabalho reflexivo sobre as ideias
matematicas presentes nas situagdes impostas por ele (ANDRADE, 1998). Este trabalho
estimula o aluno a refletir, organizar e sintetizar as informacdes fornecidas que o levarao
a construc¢ao de novos conhecimentos.

Os documentos oficiais (BRASIL, 1997; PARAIBA, 2010; BRASIL, 2014) que
norteiam as praticas educativas em nosso pais pontuam a necessidade da formagao de um
educando capaz de responder as demandas da sociedade atual de maneira critica e segura,
respondendo de maneira eficaz os problemas promovidos pelas cobrancas sociais. Para
que isso acontega ¢ necessario, primeiramente, que o educando consiga interpretar a
situagdo imposta e, posteriormente, consiga de identificar que tipos de conhecimentos o
auxiliardo a respondé-la.

Especificamente aos problemas que tratam de contetidos matematicos, os PCN
(BRASIL, 1997, p.38) pontuam que um olhar mais atento para nossa sociedade evidencia
“anecessidade de acrescentar a esses conteudos aqueles que permitam ao cidadao ‘tratar’
as informagodes que recebe cotidianamente, aprendendo a lidar com dados estatisticos,
tabelas e graficos, a raciocinar utilizando idéias relativas & probabilidade e a
combinatéria”.

Todavia, mais do que um processo para solucionar problemas, a Resolucao de
Problemas precisa ser vista como um meio que favorece a apropria¢do e construgdo de
conceitos matematicos. Ela ndo ¢ somente uma atividade para ser desenvolvida como
aplicagdo da aprendizagem, “mas uma orientagdo para a aprendizagem, pois proporciona
o contexto em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas”

(BRASIL, 1997, p.33).
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22 O CAMINHAR DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS NA EDUCACAO
MATEMATICA

Em nosso trabalho, a Resolugdo de Problemas® possui uma dimensdo mais ampla.
A consideramos como sendo uma alternativa metodologica que possibilita ao aluno
aprender matematica através do processo de Resolucdo, Exploracdo e Proposigcdo de
Problemas, desenvolvendo, a partir de um processo dialdogico e um trabalho reflexivo
sobre o problema, uma compreensdo com significado do conteudo matematico estudado.

Tal perspectiva parte dos pressupostos teoricos defendidos por Andrade (1998,
2017), para quem ndo somente o processo de Resolucdo, mas também o de Exploragdo e
Proposi¢do dos Problemas podem ser utilizados em prol da aprendizagem matematica do
aluno. Esclarecemos que a proposta do referido autor, pauta-se em uma perspectiva
social/politica/cultural discutida a luz da Educacao Critica de Paulo Freire. Todavia, em
nossa proposta, voltamos nossos olhares especialmente para as suas potencialidades ao
desenvolvimento cognitivo do aluno. Logo, atentamos em compreender o perfil das acdes
pedagogicas fundamentadas por tais estudos e que possam vir a potencializar a
aprendizagem da Matematica.

A Resolugao de Problemas como um caminho para o ensino de Matematica vem
sendo discutida ao longo dos ultimos anos. A reforma no ensino da matematica durante o
século XX, ocasionada por trés movimentos internacionais, influenciou o comecgo da
discussdo sobre a utilizacdo da Resolucdo de Problemas para o processo educativo da
Matematica (ONUCHIC, 1999).

De acordo com Onuchic (1999), no inicio do século XX, o ensino da Matematica
apoiava-se na repeticdo, de modo que o recurso a memorizagdo era extremamente
importante. O processo educativo consistia na apresentacdo direta do conteudo pelo
professor ¢ o recebimento da informagdo pelo aluno, onde este deveria escrever,
memorizar e repetir os métodos de resolugao apresentadas pelo educador. A repeticao de
exercicios para serem resolvidos em casa era uma pratica adotada na época. O
aprendizado do aluno era mediado por meio de testes, nos quais se o estudante
conseguisse repetir bem o que o docente tinha apresentado, concluia-se que ele havia

aprendido o conteudo. Infelizmente, nos dias de atuais, podemos encontrar este tipo de

3 Serd usado Resolugdo de Problemas quando nos referirmos a sua teoria como metodologia de ensino, e
resolucdo de problemas quando nos referirmos a a¢ao de resolver problemas.
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abordagem nas salas de aula aqui do Brasil, segundo os PCN de Matematica, “[...] o
ensino de Matematica ainda ¢ marcado [...] pela formalizacdo precoce de conceitos, pela
excessiva preocupacdo com o treino de habilidades e mecanizagdo de processos sem
compreensdo” (BRASIL, 1998, p.19).

Falando especificamente no ensino da Combinatodria, este tipo de abordagem
também ¢ bastante comum ainda. Em sua tese de doutorado, Roa (2000) verificou que as
principais dificuldades apresentadas por um grupo de estudantes dos ultimos periodos de
um curso de licenciatura em Matematica para resolver problemas de combinatoria
estavam motivadas pela deficiéncia do ensino oferecido na educagao basica, onde a énfase
foi dada ao estudo das formulas.

Anos depois, a partir da década de 1920, houve um segundo movimento, que
possuia duas vertentes: a progressivista e a ndo diretiva. A primeira defendia o ensino da
Matematica com compreensdo, cabendo a educacdo a responsabilidade ndo somente de
ensinar “as criangas contetidos elaborados, mas sim fazé-las ‘aprender a aprender’
(LUCKESI, 1994, p. 154), de modo que elas se desenvolvam espontaneamente. O método
de ensino deveria valorizar a ideia de “aprender fazendo”. Ja a segunda vertente defendia
que a finalidade da escola era auxiliar na formagao de atitudes, portanto, voltava-se mais
a aspectos psicologicos do que pedagogicos e sociais, o professor tinha como dever
desenvolver seu proprio método de ensino para facilitar a aprendizagem
(CAVALHEIRO, 2017).

Sobre essa década, Onuchic (1999) explica que o aluno precisava “entender’” o
que fazia. E pontua que foi a partir dessa época que se comegou a falar em resolver

problemas. Segundo a pesquisa de Andrade (1998, p. 7-8),

[..] a primeira vez em que a resolucdo de problemas ¢ tratada como um
tema de interesse para professores e alunos, nos niveis superiores, foi a
partir do livro How to solve it, de Polya, cuja primeira edi¢do data de
1945. Antes desse periodo, entretanto, houve algumas experiéncias ¢
alguns estudos enfatizando os produtos da resolucdo de problemas.

Por fim, nas décadas de 1960 e 1970, o ensino e a aprendizagem da Matematica
no Brasil, ¢ em varios paises, sofreram influéncias renovadoras de um terceiro
movimento. Neste movimento, a Matematica era apresentada de forma fundamentada,
principalmente nas estruturas logicas, algébricas e topologicas de ordem, enfatizando a
teoria dos conjuntos (ONUCHIC, 1999). O ensino da Matematica passou a ter uma

preocupacdo excessiva com abstragdes matematicas, apresentava uma linguagem
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matematica universal, e acentuava o ensino de simbolos em uma terminologia complexa.
O professor, por muitas vezes, abordava o assunto sem estar seguro daquilo que estava
ensinando. O aluno ndo conseguia relacionar todas aquelas propriedades matematicas
apresentadas em situagdes da vida real, tampouco com a matematica dos problemas. A
preocupacdo excessiva em formalizar o ensino da Matematica fez com que seu estudo se
distanciasse de questdes praticas (ONUCHIC, 1999).

Podemos relacionar tais aspectos apontados nessa época com a Educagdo
Combinatoria atual. Infelizmente, ainda hoje, muitas praticas de ensino deste contetido
priorizam a formalizacdo da linguagem matematica em detrimento da compreensao das
ideias essenciais dos conceitos combinatorios. O apego em apresentar de maneira direta
as definicdes e formulas que representam de maneira generalizada o raciocinio
combinatorio ¢ algo bastante comum na Educacdo Basica, principalmente no Ensino
Médio.

Elucidando os trés movimentos que antecedem a discussao sobre a Resolucao de
Problemas, Onuchic (1999) afirma que somente em 1980 ¢ que se comegou a perceber
sua importancia, pelo menos na teoria, ao processo de ensino e aprendizagem de
Matematica. E importante esclarecer que, no fim dos anos 70, a Resolugio de Problemas
ganhou destaque mundial nas pesquisas; entretanto, somente na década de 80, com a
publicacdo do documento “Uma agenda para a¢ao” do NCTM dos Estados Unidos da
América, ¢ que passou a ser um dos temas centrais da matematica escolar no curriculo
norte-americano. As acdes recomendadas por este documento enfatizavam que a
capacidade de resolver problemas deveria ser o foco da matematica escolar nos anos 80.

Além disso, conforme Onuchic (1999, p.205), o documento enfatizava que:

— O curriculo matematico deveria ser organizado ao redor de
resolugdo de problemas;

— A definigdo ¢ a linguagem de resolugdo de problemas em
matematica deveria ser desenvolvida e expandida de modo a incluir
uma ampla gama de estratégias, processos e modos de apresentacdo
que encerrassem o pleno potencial de aplicacdes matematicas;

— Os professores de matematica deveriam criar ambientes de sala de
aula onde a resolugao de problemas pudesse prosperar;

— Materiais curriculares adequados ao ensino de resolugdo de
problemas deveriam ser desenvolvidos para todos os niveis de
escolaridade;

— Os programas de matematica dos anos 80 deveriam envolver os
estudantes com resolucdo de problemas, apresentando aplicagdes em
todos os niveis;

— Pesquisadores e agéncias de fomento a pesquisa deveriam priorizar,
nos anos 80, investigagdes em resolugdo de problemas.
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Muitos recursos em resolugdo de problemas foram desenvolvidos durante a
década de 1980. Visando o trabalho em sala de aula, foram elaboradas: cole¢des de
problemas, listas de estratégias, sugestdes de atividades e orientacdes para avaliar o
desempenho em resolu¢do de problemas. Muitos destes materiais auxiliaram os
professores a tornarem a resolucdo de problemas como ponto central de seu trabalho.
Entretanto, Onuchic (1999) explica que a discordancia de concepgdes entre as pessoas €
grupos sobre o significado de “resolucdo de problemas ser o foco na matematica escola”
dificultou uma boa condugao para com o ensino da Matematica apoiado na resolugao de
problemas.

Com relacdo a esses diferentes olhares, no proximo subtopico, pontuamos
brevemente algumas perspectivas sobre a Resolucdo de Problemas com a intengdo de

situar o leitor sobre essas diferentes interpretacdes sobre a Resolucao de Problemas.

2.3 DIFERENTES OLHARES PARA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

De acordo com Stanic e Kilpatrick (1992 apud CAVALHEIRO, 2017, p.45), a
Resolugao de Problemas pode ser interpretada nos curriculos matematicos escolares em

trés perspectivas diferentes:

a) a resolucdo de problemas como contexto — baseado na nog¢do de que
os problemas e a RP* sdo meios para se alcangar fins importantes; b)
RP como capacidade — este insere a RP no topo da hierarquia das
capacidades fundamentais a serem adquiridas pelos alunos; e c) RP
como arte — no qual a RP ¢ vista como a arte da descoberta, mais
especificamente uma arte oriunda de imitagdo e pratica.

Shroeder e Lester (1989) explicitam trés abordagens distintas para se trabalhar a
Resolugdo de Problemas em contexto de sala de aula: (1) ensinar sobre Resolugdo de
Problemas; (2) ensinar matematica para resolver problemas; e (3) ensinar matematica
através da Resolugdo de Problemas.

A primeira delas consiste em teorizar sobre o tema, tem como finalidade ensinar
técnicas ¢ estratégias para resolver problemas matematicos. A segunda abordagem

considera a Resolu¢@o de Problemas como um meio de aplicagdo da Matematica, onde o

4 RP — Resolucio de Problemas.
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professor primeiro apresenta o conteudo formalmente para, depois, propor aos alunos
problemas como meio de aplicacdo do contetdo estudado. Por fim, na terceira
abordagem, o problema ¢ visto ndo somente como uma aplicagdo matematica, mas como
um ponto de partida para a constru¢do de novos conhecimentos, sendo os alunos os
coadjuvantes de seu proprio conhecimento, e os professores, os responsaveis em conduzir
este processo (ONUCHIC; ALLEVADO, 2011). Observamos que, na teoria, essas trés
abordagens de se ensinar resolu¢do de problemas podem ser separadas, contudo na
realidade, na pratica elas se sobrepdem e podem acontecer em combinagdes e sequéncias
variadas (ONUCHIC,1999).

O professor que ensina sobre resolucdo de problemas identifica esta como uma
“arte” da descoberta e fundamenta seu trabalho no modelo de resolugdo de problema de
Polya (1985) (ONUCHIC, 1999; CAVALHEIRO, 2017). Este modelo descreve um
conjunto de quatro fases que se relacionam no processo de resolver problemas
matematicos: (1) compreender o problema; (2) planejar um plano de resolugdo; (3)
executar o plano; e (4) fazer a retrospectiva do problema original. Destacamos que estas
etapas concebidas pelo autor ndo necessariamente precisam ocorrer de maneira
sequenciada e rigida, posto que o trabalho de Polya (1985) valoriza a investigacao
matematica, as descobertas, a tentativa e o erro, a busca por um problema mais simples
para a compreensao de um problema mais complexo, a generalizagdo e a retrospectiva ao
problema original para a verificagdo das ideias levantadas (SILVA, 2013).

No ensino de Matematica para resolver problemas, a resolugdo de problemas ¢é
interpretada como “uma capacidade” a ser desenvolvida pelo aluno. A ideia essencial do
processo educativo ¢ desenvolver no aluno a capacidade de solugdo de situagdes
rotineiras, ou ndo, que envolvem aplicagdes matematicas (ONUCHIC, 1999;
CAVALHEIRO, 2017). Embora essa capacidade seja importante, consideramos essa
visdo estreita ¢ limitada para com o trabalho em sala de aula, uma vez que os alunos
podem ficar condicionados a resolver somente os tipos de problemas propostos pelo
professor e a possibilidade de levantamento de ideias propulsoras de novos
conhecimentos pode ficar limitada apenas ao que foi apresentado formalmente pelo
educador inicialmente.

Comumente, muitos professores confundem essa perspectiva de resolucdo de
problemas com a terceira (ensinar através da resolu¢dao de problemas), explicitada por
Schroeder e Lester (1989). Acreditando que ao propor diferentes exercicios (que, muitas

vezes, sdo equivocadamente considerados problemas) o ensino estd apoiado através da
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resolucao de problemas. Baseados nesse equivoco, alguns docentes propdem aos alunos
uma bateria de exercicios apos a apresentacao formal do conteudo que, por muitas vezes,
tem como finalidade fixagdo dos algoritmos de resolug@o e ndo auxilio para o processo
de construcdo de novos conhecimentos. A respeito disso, Cavalheiro (2017) afirma que
este tipo de pratica atualmente é algo ainda bastante adotado por varios docentes em suas
aulas, limitando as potencialidades que a resolu¢do de problemas pode promover ao
ensino da matematica.

Com a grande atencdo dada pelos estudos ao processo de resolucdo de problemas,
ndo se limitando a busca pela solucdo, somente nos anos finais da década de 80, com
todas as recomendagdes de agdo, ¢ que, segundo Andrade (1998), a Resolugdo de
Problemas passou a ser pensada como uma metodologia de ensino, como um ponto de
partida e um meio de se ensinar Matematica.

O ensino de Matematica através da Resolugdo de Problemas ampliou o olhar em
relacdo ao papel da resolucao de problema no processo educativo, que passou a ser vista
como um “contexto”. Nesta abordagem, os problemas nao sdo somente um proposito para
aprender Matematica, mas também um primeiro passo para se fazer isso (ONUCHIC,
1999). O processo educativo € iniciado por uma situagao-problema que expressa aspectos
chaves do conteudo abordado. Um dos objetivos da aprendizagem matematica ¢ o de
desenvolver no aluno a capacidade de transformar certos problemas ndo rotineiros em
rotineiros (ONUCHIC, 1999).

No ensino da Matematica através da resolugdo de problemas, o problema nio ¢é
um exercicio no qual o aluno aplica o que “aprendeu”, quase de maneira mecanica, ele ¢
visto “como um elemento que pode disparar um processo de construgdo do
conhecimento” (ONUCHIC, 1999, p.207). Ao contrario da segunda perspectiva (ensinar
para resolver problemas), esta inicia o processo de ensino nao pela defini¢do formal do
conceito, mas pelo problema. Nesta otica, Andrade (1998) defende que os problemas
propostos t€ém como finalidade principal contribuir para a formagdo dos conceitos antes
mesmo de serem apresentados em linguagem matematica formal. O foco do processo
educativo volta-se a acdo do aluno.

Pensando no processo de avaliacdo como parte integrante do processo de ensino
e aprendizagem, Onuchic e Alevatto (2011) apresentam a abordagem Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas. A
autora afirma que fundamentar a a¢do pedagogica para o ensino da Matemadtica nesta

abordagem exige do professor e dos alunos uma mudanca de postura e atitude com relagdo
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ao trabalho em sala de aula. O professor precisa ter cautela na escolha do problema, bem
como analisar cuidadosamente quais problemas sdo mais apropriados para o conteudo e
conceito que pretende construir, pois “o que € problema para um aluno pode ndo ser para
outro, em fun¢ao do seu nivel de desenvolvimento intelectual ¢ dos conhecimentos de
que dispde” (BRASIL, 1997, p.33).

E importante que o aluno seja o centro do processo educativo e entenda que ele é
o principal responsavel pela sua aprendizagem. Nao ¢ uma mudanca muito fécil para se
atingir, porém Onuchic e Allevato (2011) pontuam boas razdes para esse esforgo.
Reunindo as ideias registradas por Onuchic e Allevato (2004) e Van de Walle (2001), as

autoras destacam que a:

— Resolugdo de problemas coloca o foco da atengdo dos alunos sobre
as ideias matematicas e sobre o dar sentido. (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011, p.82).

As ideias matematicas levantadas pelos alunos durante a resoluc@o dos problemas,
corretas ou ndo, devem ser valorizadas. As ideais matematicas podem revelar aos
professores o desenvolvimento intelectual real do estudante, além de permitir que sejam
utilizadas para ajudar o aluno a dar sentido a sua aprendizagem, uma vez que o professor
pode direcionar as possiveis problematizagdes a partir delas.

Nessa perspectiva, ¢ importante que no decorrer da resolucdo dos problemas
combinatorios o professor preste bastante atengdo em que o aluno se fundamenta para
construir as ideias que o auxiliaram compreender os invariantes dos problemas, posto que
o raciocinio empregado neste processo evidencia a compreensao real do aluno em relagao
aos conceitos combinatorios. Acerca disso, Onuchic e Allevato (2011, p.82) explicam

que:

— Resolugdo de problemas desenvolve poder matematico nos alunos,
ou seja, capacidade de pensar matematicamente, utilizar diferentes
¢ convenientes estratégias em diferentes problemas, permitindo
aumentar a compreensao dos contetidos e conceitos matematicos.

O ensino da Matematica apoiado na Resolucao de Problemas permite que o aluno
tenha oportunidade de refletir sobre cada agdao que desenvolve em busca da solu¢dao do
problema. Ele ¢ motivado a pensar, matematicamente, como as estratégias delineadas
para a solugdo estdo de acordo com conceitos ja construidos por ele e podem direciona-

lo ao caminho certo para a solugdo correta.
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A resolugdo de problemas empregada no ensino da Combinatoria pode ajudar o
aluno a visualizar a empregabilidade da educacdo escolar em sua vida cotidiana. A partir
da resolucdo de problemas o aluno pode conseguir relacionar os conceitos combinatorios
empregados na escola em situacdes que diariamente vivencia. Com isso, ele podera se
sentir mais seguro para implementar tais conceitos em problemas da vida real,
evidenciando o potencial desta perspectiva metodologica para o favorecimento do

empoderamento matematico. Segundo Onuchic e Allevato (2011, p.82):

— Resolugédo de problemas desenvolve a crenga de que os alunos sdo
capazes de fazer matematica e de que a Matematica faz sentido; a
confianca e a autoestima dos estudantes aumentam.

O fato dos alunos serem estimulados a desenvolver suas proprias estratégias de
resolugdo dos problemas combinatorios e defendé-las favorece o desenvolvimento de sua
autoestima e confianca, demonstrando aos alunos, muitas vezes, sua capacidade em

desenvolver estratégias para a resolucdo. Desse modo:

— Resolucdo de problemas fornece dados de avaliagdo continua, que
podem ser usados para a tomada de decisdes instrucionais e para
ajudar os alunos a obter sucesso com a matematica” (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011, p.82).

O ensino da Matemadtica através da Resolucdo de Problemas pode evidenciar a
partir das ideias matematicas levantadas, e por meio dos registros escritos das solugdes,
o desenvolvimento intelectual real do aluno. Fundamentado em tais aspectos, o docente
pode direcionar problematizagdes que conduzam o aluno a constru¢do de novos

conhecimentos e conceitos combinatorios.

—  Professores que ensinam dessa maneira se empolgam e ndo querem
voltar a ensinar na forma dita tradicional. Sentem-se gratificados
com a constatagdo de que os alunos desenvolvem a compreensao
por seus proprios raciocinios” (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011,
p.82).

Como ja dito anteriormente, o trabalho com a Resolucdo de Problemas exige uma
mudancga na postura e atitudes do professor, no que se refere aos seus planejamentos e
sua pratica pedagogica. Embora seja uma modificacdo trabalhosa, a adog@o da resolucao
de problemas, quando bem desempenhada, possibilita ao professor conduzir um processo

educativo reflexivo, onde o aluno conjectura sobre as diferentes estratégias de resolugao
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levantadas, passando a compreendé-las por seus proprios raciocinios. Confiamos que isso
futuramente pode facilitar o trabalho do professor, pois com o passar do tempo o aluno
terd mais autonomia sobre sua aprendizagem. “A formalizagdo dos conceitos e teorias
matematicas, feita pelo professor, passa a fazer mais sentido para os alunos” (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011, p.82).

Um dos principais objetivos para esse tipo de ensino ¢ ajudar os alunos na
compreensdo dos conceitos € dos processos necessdrios para a constru¢do do
conhecimento. Através da Resolugdo de Problemas, procura-se formalizar os conceitos e
as teorias matematicas de uma maneira mais simplificada, onde o aluno consiga
compreendé-las a partir de suas proprias ideias. A partir das problematizacdes realizadas
durante a resolucdo de problemas, o professor pode conduzir o aluno a fazer
generalizacdes e relagdes, fazendo-o compreender com verdadeiro significado as
representacoes formais dos conceitos e teorias matematicas.

Pensando no ensino da Combinatdria, o professor pode propor problemas que
contenham aspectos chaves do contetido a ser abordado posteriormente. Essa pratica
permite que o aluno primeiramente compreenda o conteudo seguindo sua propria forma
de pensar. Aproveitando-se disso, no momento da socializagdo das ideias, o educador
pode ajudar o aluno a alcangar o pensamento generalizante que representa a situacao
proposta pelo problema, a fim de que, a partir disso, ele possa formalizar essas
representagdes na linguagem da matematica formal.

Para o alcance das potencialidades pontuadas por Onuchic e Allevato (2011),
acreditamos ser importante que o problema represente um real desafio para o aluno e o
motive a verificar a validacdo no processo de solugdo. Além disso, pensando em suas
potencialidades para o ensino da Combinatoria, compreendemos que seja necessario que
o problema proposto seja um instrumento que ajude o professor a estimular um trabalho
de reflexdo sobre as caracteristicas dos invariantes.

Entendemos que o processo de Resolugdo dos Problemas pode evidenciar a
compreensdo real do aluno com relagdo ao conteudo abordado, as suas principais
dificuldades, inquietacdes e curiosidades, o seu interesse em aprender o contetido. Além
disso, permite que o docente analise como o raciocinio do aluno esta sendo estruturado e
direcionado a um caminho que possa construir um novo conhecimento.

Tratando especificamente das potencialidades que o ensino através da Resolugao
de Problemas pode promover ao processo educativo da Combinatoria, acreditamos que

esta perspectiva metodologica pode oportunizar momentos de descobertas tanto para o
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professor como para os alunos. Como ja foi mencionado, os problemas combinatorios
possuem um carater desafiador, pelo fato de que podem ser resolvidos em diferentes
formas e possuem diferentes invariantes que os personificam.

Diante disso, durante o processo de resolugdo destes problemas, os alunos podem
criar estratégias de resolucao que, por muitas vezes, podem nao ser as mesmas esperadas
pelo professor. Isso permite que o processo educativo tenha um carater investigativo, em
que o educador tem a possiblidade de analisar de maneira reflexiva como o raciocinio
combinatdrio do aluno esta se estruturando e até que ponto o aluno consegue chegar ao
nivel de generalizacdo e abstracdo; e o aluno, por sua vez, ¢ motivado a investigar
estratégias de resolugdo que possam dar sentido ao seu fazer matematica e aos
procedimentos matematicos que ele estd descobrindo e realizando.

Visando uma forma de ajudar os professores a empregar a metodologia de ensino-
aprendizagem através da resolucdo de problemas em suas aulas, em 1998, com a
participacao de 45 professores participantes de um Programa de Educagdo Continuada,
Onuchic criou um Roteiro de Atividades. Esta versdo inicial do roteiro era composta pelas
seguintes etapas: formar grupos e entregar uma atividade; o papel do professor; registrar
os resultados na lousa; realizar uma plendria; analisar os resultados; buscar um consenso;
fazer a formalizacdo (ONUCHIC, 1999).

No entanto, com algumas constatagcdes levantadas em pesquisas desenvolvidas
durante os anos € com formagdes de professores, Onuchic e Allevato (2011) alteram
pequenos aspectos do roteiro inicial com a tentativa de atender as dificuldades no
processo educativo da matematica apontadas pelos professores ¢ pelos resultados dos
estudos. O segundo roteiro passou a incluir novos elementos e colocou de uma forma
mais detalhada as orientagdes para a implementacdo desta perspectiva metodologica nas
aulas de Matematica. As etapas que compdem o segundo roteiro foram organizadas do
seguinte modo: (1) forma grupos; (2) preparagao do problema; (3) leitura individual; (4)
leitura em conjunto; (5) resolugdo do problema; (6) observar e incentivar; (7) registro das
resolucdes na lousa; (8) plenaria; (9) busca do consenso; (10) formalizagdo do conteudo.
Entretanto, com alguns estudos posteriores, em 2015, no SIPEM, Onuchic e Allevato
(2011) propuseram mais uma etapa a este roteiro: (11) proposicdo de problemas,
considerando-a como sendo como uma parte integrante da aprendizagem matematica do
aluno.

Reiteremos que, nesta metodologia, ¢ importante que os problemas propostos

sejam um elemento capaz de disparar um processo de constru¢do do conhecimento
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(ANDRADE, 1998; ONUCHIC, 1999). Assim, os problemas sdo propostos aos alunos
antes de lhe ter sido apresentado, formalmente, o conteido matematico mais apropriado
para a sua resolugdo. A avaliagdo das evolugdes dos alunos, nesta perspectiva
metodologica, ¢ feita continuamente durante a resolu¢do do problema (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011).

Com relagdo a postura do professor como mediador, Van de Walle (2009, p.75)
destaca que ‘“ao ensinar pela Resolucdo de Problemas, um dos dilemas mais
desconcertantes ¢ o quanto dizer aos alunos”. Por um lado, dizer reduz a reflexao deles,
por outro, pode conduzi-los a construgao de um novo conhecimento. A questdo de o
professor incentivar a investigagdo matematica por meio de questionamentos e
problematizagdes precisa ser analisada e realizada com uma certa cautela, tendo em vista
que quando se propde direcionar o processo educativo a partir desta perspectiva
metodologica o professor deve identificar os momentos oportunos para apresentar tais
questionamentos e problematizagdes, posto que estas precisam ser um elemento que
direcione os alunos a levantar conjecturas e nao os impecam de elaborar suas proprias
estratégias.

E importante também ser cauteloso quanto as informacgdes que podem ser
disponibilizadas aos alunos, no sentido de ndo prejudicar a criatividade deles. Por outro
lado, Van de Walle (2009, p.75) também destaca que “dizer muito pouco algumas vezes
pode resultar em tropecos e desperdigar um tempo precioso das aulas”. Com relagdo a
isso, o autor destaca trés tipos de informacdo que os professores devem fornecer aos

alunos:

— Convengdes matematicas. As convengdes sociais de simbolismo e
de terminologia (nomenclatura) importante em matematica nunca
serdo desenvolvidas por pensamento reflexivo.

— Métodos alternativos. Vocé pode, com cuidado, sugerir aos alunos
um método ou uma abordagem alternativa para reflexao.

— Esclarecimento dos métodos dos alunos. Vocé pode ajuda-los a
esclarecer ou interpretar as suas ideias e, talvez, relaciona-las com
outras (VAN DE WALLE, 2009, p.75).

Portanto, ¢ importante que o professor seja capaz de entender até que ponto ele
pode mediar o processo de constru¢do do conhecimento, sabendo fornecer apenas as
informagdes necessarias para que os alunos possam pensar e elaborar diversas estratégias
para resolver o problema. Por esta razdo, os problemas propostos devem permitir que os

alunos utilizem seus conhecimentos prévios para sua resolucao.
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De modo geral, o trabalho em sala de aula via Metodologia de Resolucdo de
Problemas deve dar autonomia para que os alunos sejam capazes de construir novos
conhecimentos a partir daqueles que ja possuem. Esta metodologia deve possibilitar que
o aluno atribua sentido a matematica que esta sendo aprendida. Nesta perspectiva, a acdo
pedagogica do professor precisar levar o aluno a pensar, desenvolvendo capacidade de
investigar e refletir sobre o que esta fazendo, tornando, com isso, as aulas de Matematica
bem mais interessantes e motivadoras.

Cavalheiro (2017) afirma que para a constru¢cdo dos conteudos especificos de
Matematica esta metodologia ¢ bastante eficaz. De acordo com autor, muitos trabalhos
de dissertacdo de mestrado e teses de doutorado em Educagdo Matematica, aqui no Brasil,
adotam para o trabalho em sala de aula a metodologia de Ensino-Aprendizagem através
da Resolugdo de Problemas.

Falando especificamente do ambiente de sala de aula na perspectiva metodologica
de Resolucao de Problemas, em uma abordagem de ensino-exploratorio, Serrazina (2017)
defende que ¢ papel do professor promover um ambiente onde os alunos sejam
encorajados a questionar, experimentar, explorar de maneira criativa diversas maneiras
de resolugdo que o conduzam a processos de constru¢dao do conhecimento. Pensando na
implementa¢do da Resolugdo de Problemas na pratica pedagogica do professor que
trabalha sobre a perspectiva do ensino-exploratorio, Serrazina (2017, p.66) afirma que os
professores tém o “papel de levar os alunos a ler e compreender os problemas
apresentados na forma escrita, a ouvir e compreender os problemas apresentados
oralmente e a ler e dialogar sobre os problemas numa diversidade de formas e meios”.

Segundo Serrazina (2017), no ensino-exploratério a aprendizagem promovida
pela acdo de resolver problemas surge da reflexdo que o aluno faz sobre a atividade
realizada na tarefa (problema) proposta. Neste sentido, compreendemos que a tarefa ¢
vista como o problema proposto pelo professor, ¢ a atividade ¢ tida como a agdo de
resolver o problema, realizada pelo aluno.

Nessa abordagem, os alunos fazem uso de seus conhecimentos prévios, sendo
desafiados a construir os seus proprios métodos de resolug@o. O professor deve escolher
criteriosamente a tarefa ¢ a planificagdo de como devera explord-la na aula. As tarefas
escolhidas por ele precisam permitir que os alunos argumentem suas estratégias e
solucdes encontradas, promovendo e estimulando a comunicagdo matematica na sala de

aula. A resolugdo da tarefa (problema) deve “terminar com uma sintese das principais
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ideias aprendidas, sendo este trabalho realizado pelos alunos, em conjunto com o
professor” (SERRAZINA, 2017, p.70).

Uma atual abordagem atribuida ao ensino da Matematica através da Resolugdo de
Problemas ¢ defendida por Kilpatrick (2017). O pesquisador caracteriza a Resolucdo de
Problemas como sendo uma sequéncia de reformulagdes, em que a descoberta de uma
propriedade geral de uma resolugdo promove reformulagdes na maneira de interpretar o
problema original. A partir de sucessivas reformulacdes ou fases de resolugodes, a
resolugdo final do problema ¢ mediada (DUNCKER, 1945 apud KILPATRICK, 2017).

Nessa abordagem, a aprendizagem ¢ baseada na investigagdo em Matematica. De
acordo com o autor, embora o campo da Educagdo Matematica tradicionalmente tenha
seu foco voltado mais para a Resolucdo de Problemas, a investigagdo em projetos como
o PRIMAS® fornece “importantes oportunidades para que os alunos se envolvam no
estudo da matematica” (KILPATRICK, 2017, p.170). E importante ressaltar que a
investigagdo cientifica em Matematica, discutida por ele, ndo é a mesma coisa que a
Resolugdo de Problemas matematicos, no entanto, suas caracteristicas em comum
poderiam motivar novas abordagens para o ensino da Matematica através da abordagem
da Resolucdo de Problemas como um processo de reformulagdes na investigagdo
cientifica. Na Resolugdo de Problemas em Matematica, os esfor¢os das pessoas em
determinar uma solugdo estao focados em estudos matematicos, enquanto a investigagao
nas ciéncias “engloba todos os aspectos de uma investigacao (KILPATRICK, 2017,
p.168). Assim, enquanto a primeira reside na Educacdo Matematica, a segunda esta no
dominio da educacdo das ciéncias.

Compreendemos que a Resolugdo de Problemas, interpretada como um processo
de reformulagdes, possui um olhar mais amplo em rela¢do ao processo de resolugdo de
problemas matematicos. Quando o aluno confronta o problema, entendido pelo autor
também como tarefa, uma exigéncia cognitiva é colocada em destaque. Essa exigéncia
demanda que o aluno coloque o fazer Matematica em agao, desenvolvendo procedimentos
de resolucao com e sem conexdes, onde a compreensao e significados aos conceitos sao
atribuidos, utilizando-se dos conhecimentos prévios desenvolvidos e presentes em sua

memoria, ele comeca a fazer reformulacdes do problema inicial.

3 Projeto internacional — Promoting Inquiry in Mathematics and Sciense educacion across Europe. O projeto
envolveu 14 universidades em 12 paises europeus. Reunindo de 2007 a 2013, pesquisadores que almejavam
implementar o uso do aprendizado baseado na investigacdo (IBL) em Matematica (KILPATRICK, 2017).
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Kilpatrick (2017, p.171) destaca ainda a relevancia da formulagdo de problemas
neste processo de reformulagao. De acordo com o autor, o professor pode introduzir uma
situacdo na qual os aprendentes tenham a oportunidade de construir um modelo
matematico dela, para entdo, comecar o processo imediato de reformulacdo, em que a
verificagdo do modelo e sua adequacdo a situagdo sdo averiguadas. Sobre este olhar,
entendemos que uma situagao pode ser explorada em diferentes niveis de complexidades,
em que, a partir das reformulagdes, novos questionamentos e problemas podem ser
gerados, a partir do modelo criado para interpretar o modelo inicial apresentado pelo

problema. Como exemplificagdo, Kilpatrick (2017, p.171) destaca a seguinte situacdo:

Um exemplo simples de uma situacdo poderia ser no qual as idades de trés pessoas —
Ana, Brian e Carl — s3o dadas (7, 10 e 13 anos, respectivamente) e as seguintes relagcdes
sdo dadas: Brian € 3 anos mais velho que Ann, e Carl é 3 anos mais velho que Brian.

De acordo com o pesquisador, esta situacdo pode ser reformulada em um modelo
mais simples ou mais complicado, onde o aluno pode conseguir compreender como o
problema inicial pode ser resolvido. E, além disso, pode desenvolver diferentes
conhecimentos nos quais o professor ndo espera.

A implementacdo dessa abordagem, em uma perspectiva de aprendizagem
baseada na investigacdo em Matematica, exige que o professor tenha uma boa preparagao
para desenvolvé-la de maneira eficaz. E importante que o docente consiga ver, analisar e
explorar as varias facetas que um problema permite em um contexto de ensino inovador
(KILPATRICK, 2017). Assim, para o desempenho de tal trabalho, o pesquisador defende
que ¢ necessario um programa de preparagdo de professores que tenha como foco
principal a aprendizagem dos alunos. Salientando a necessidade de os professores estarem
bem preparados para um trabalho tanto teorico quanto pratico.

A perspectiva da Resolucdo de Problemas, como um processo de reformulacdes e
investigacdo, enxerga cada ideia compreendida no processo de resolugdo como sendo
uma reformulacdo do problema inicial, fazendo aperfeicoamento das defini¢oes
apresentadas no problema original. E necessario que os alunos sejam estimulados a fazer
diferentes variagdes, reafirmagdes, transformagdes, repetidas vezes, do problema inicial,
para que, finalmente, consigam ser bem-sucedidos no processo de resolucao. A tentativa
e erro sdo bem vistos nesta abordagem, uma vez que os alunos podem “aprender com o
fracasso: pode haver alguma boa ideia numa tentativa malsucedida” (KILPATRICK,
2017, p.182), em que eles podem ‘“chegar a uma tentativa mais bem-sucedida
modificando a malsucedida” (KILPATRICK, 2017, p.182). Tornando, através desse
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processo de reformulacdo, o problema inicial mais acessivel a partir dos problemas
auxiliares formulados.

Encarar a Resolugdo de Problemas como um processo de reformulacdo e
investigacdo exige do professor uma ampla consciéncia sobre todas as dimensdes do
problema proposto. E importante que antes de propor os problemas aos alunos, o
professor conhega os possiveis caminhos que ele pode seguir no processo de resolucao,
os possiveis conhecimentos prévios que podem ser utilizados e os possiveis
conhecimentos que podem ser construidos através do processo de reformulacao,
investigacdo e resolucdo do problema.

Ressaltamos que, ndo somente nesta perspectiva de Resolugdo de Problemas, mas
em outras que iremos discutir mais a frente no texto, a escolha do problema precisa ser
definida por um exame cuidadoso sobre a validade dos problemas aos objetivos que
pretendem ser alcangados durante seu processo de resolucio e exploragdo. E importante
que o professor procure resolver os problemas previamente, tentando chegar a solugao
por diversos caminhos, almejando vislumbrar, durante o processo de resolucdao e
exploracdo, os possiveis erros e obstaculos que o aluno possa cometer ou enfrentar, com
a finalidade de planificar possiveis encontros que ele pode realizar durante o processo da

resolucdo ¢ exploragdo dos problemas propostos.

2.3.1 A PERSPECTIVA METODOLOGICA DA RESOLUCAO, EXPLORACAO E
PROPOSICAO DE PROBLEMAS: PRESSUPOSTOS TEORICOS

Diante do exposto no texto, entendemos que a perspectiva metodologica da
Resolucdo de Problemas precisa ser encarada como uma metodologia de ensino-
exploratorio e investigativo, em que o aluno tem a oportunidade de explorar, investigar e
elaborar reformulagdes do problema inicial e estratégias de resolugdes para o encontro da
solucio. E importante que o aluno seja estimulado a fazer diferentes reformulagdes dos
problemas repetidas vezes, para que, com isso, consiga tirar total proveito das dimensdes
que o problema pode proporcionar.

Almejando investigar mais profundamente o desempenho dos alunos na
Resolugdao de Problemas, o professor pode dar énfase, ndo somente ao processo de
resolucao dos problemas, mas também ao processo de exploracdo e proposi¢ao desses.
Seguindo essa linha de pensamento, Andrade (1998, p. 59), em sua pesquisa de mestrado,

explica que na Exploragdo de Problemas:
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[...] hd um prazer e uma alegria de ir cada vez mais longe, um ir cada
vez mais profundo, um ir cada vez mais curioso, hd um ir que chega e
nunca chega, um ir que pode sempre ir, um ir que sempre se limita ao
contexto do aluno, do professor, da Matematica, da escola [...] e por
isso pode ir outra vez e mais outra vez [...].

A luz da perspectiva de Educagdo Critica de Paulo Freire e da teoria
sociocultural/sdcio-historica de Vygostsky, Andrade (1998) admite a Matematica como
um construto social falivel e ndo como um conhecimento absoluto. Esses estudos teoricos,
aliados aos estudos de Imre Lakatos e as experiéncias vivenciadas pelo autor, foram os
principais pressupostos tedricos que o ajudaram a sustentar a proposta de ensino-
aprendizagem em Matematica intitulada como Ensino-Aprendizagem de Matematica via
Resolugdo, Exploragdo, Codificagdo e Descodificagdo de Problemas e a
Multicontextualidade da Sala de Aula. Dando maior énfase, nos ultimos anos ao processo
de proposicdo de problemas, esta proposta inicial, de forma pratica passou a ser
denominada como sendo Exploragdo, Resolugcdo e Proposicdo de Problemas (ERP).

A proposta, visa a partir da uma articulagdo entre a teoria e pratica, desenvolver
uma pratica intencionalizada, onde a teoria ¢ a pratica refletida, e a pratica ¢ a teoria
intencionalizada (ANDRADE, 2017). De maneira semelhante as ideias de Onuchic
(1999), Onuchic e Allevato (2004, 2011, 2015) e Kilpatrick (2017), o pesquisador
também assume que o processo de ensino-aprendizagem do aluno comeca sempre a partir
de um problema. De modo que, os estudantes, “através de um processo de codificacdo e
descodificacdo, aprendem e entendem aspectos importantes de um conceito ou ideia
matematica explorando, resolvendo e propondo problemas ou situagdes problemas”
(ANDRADE, 2017, p.357).

Em uma Experiéncia de Exploragdo de Problemas, esses conceitos e ideias, de
acordo com ele, nunca sdo construidos apenas a partir de um tnico problema ou situagao-
problema, mas de um repertério de problemas ou situagdes-problemas nas quais, a partir
da exploracdo da resolugdo e da proposicdo desses problemas, se desenvolve o
movimento Problema-Trabalho-Reflexées e Sinteses-Resultado que, por sua vez, toma
como base o processo de Codificacdo e Descodificagao dos mesmos (ANDRADE, 2017).
Compreendemos que esta ideia do autor vem de encontro com o pensamento de Vergnaud
(1982a), para quem o conhecimento do aluno emerge a partir de uma série de problemas
a serem resolvidos e situagdes a serem dominadas. Assim, em sua teoria, a construgdo do

conceito somente confere sentido ao aluno quando esse o constrdi a partir de uma
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variedade de problemas ou situagdes-problema que envolva o conceito a ser construido e
suas relagdes com outros conceitos.

Em nossa proposta, pretendemos trabalhar diferentes problemas combinatorios
que possuem diferentes significados. Almejamos, com isso, possibilitar aos alunos um
repertorio de problemas que os ajudem a mobilizar e/ou construir ideias e conceitos que
sdo essenciais para o raciocinio combinatorio. Logo, trabalhamos problemas que
permitissem ao aluno a sistematizagdo do levantamento de possibilidades, observando se
estas levavam em considerag¢do a ordem dos elementos nos agrupamentos formados.

Voltando a proposta de Andrade (2017), em sua proposta inicial, em 1998, o termo
“resultado” ndo era usado, o movimento era composto apenas pelas relacdes entre
Problema-Trabalho-Reflexdes e Sinteses. No entanto, com os estudos realizados durante
0s anos, notou-se a necessidade de acrescentar a palavra resultado para melhor definir a
finalizacdo de cada processo como um todo, “entendendo aqui o resultado como um
refinamento das diversas sinteses desenvolvidas ao longo do processo de uma experiéncia
de exploracdo de problemas” (ANDRADE, 2017, p.368).

Esse movimento de Problema-Trabalho-Reflexdes e Sinteses-Resultado ¢ um
“momento aberto, ndo fechado, embora nao solto” (ANDRADE, 2017, p.365) em que
inicialmente é proposto um problema que pode partir tanto dos alunos como do professor,
em que eles realizardo um trabalho sobre ele. Posteriormente, juntamente com o
professor, os alunos devem discutir o trabalho desenvolvido em um processo de reflexdes
e sintese, chegando, assim, possivelmente, “a solucao do problema, a novos conteudos, a
novos problemas, a realizagdo de novos trabalhos, a novas reflexdes ¢ novas sinteses”
(ANDRADE, 1998, p.24). Neste movimento, o trabalho de exploragdo de problemas é
inacabado, podendo ir além da solugdo (ANDRADE, 2017). Nesta 6tica, compreendemos
que o processo de Resolugdo, Exploracao e Proposicao de Problemas acontece em torno

do seguinte ciclo, conforme a Ilustragdo 1:
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llustragdo 1 - Processo de Resolugio, Exploragdo e Proposi¢do de Problemas

PROBLEMA | ‘%,
%
2,

Problema-

trabalho-

Descodificagao Reflexoes e Codificacdo
Sinteses-
resultado

Professor\aluno

Fonte: Adaptacdo de Andrade (1998; 2017)

Os processos de codificagdo e a descodificagdo que apoia o movimento de
Problema-Trabalho-Reflexdes e Sinteses-Resultado sao utilizados como ferramentas no
processo de Exploracdo, Resolucdo e Proposicao de Problemas. Estes precisam estar
presentes em todo o trabalho de reflexdo e sintese que se faz em torno do problema.

A codificag@o consiste em representar um problema em uma “outra forma, outro
codigo, outra linguagem, numa forma mais curta, mais simplificada e mais conveniente”
(ANDRADE, 1998, p.25). Para a codificagdo ¢ necessario que o aluno desempenhe um
trabalho de sintese em torno de um problema ou de uma dada situagdo. O autor ressalta
que o proprio problema dado ja se constitui num codigo.

A descodificagdo, por sua vez, busca o significado do problema, objetivando
entendé-lo, de modo a decifrar a mensagem que ele expressa e, sobretudo, fazer uma
analise critica dela. Andrade (1998) explica que “neste trabalho, a descodificacao refere-
se, principalmente, a toda analise critica que se faz sobre um problema, sobre sua
resolugao ou sobre cada trabalho feito” (ANDRADE, 1998, p.24).

Estes dois processos podem ocorrer em diferentes momentos: durante o processo
de Resolucdo, Exploracdo e¢ Proposicdao de Problemas; como também de maneira

integrada e simultanea. Com relagdo a isso, Andrade (2017, p.369) explica que:



43

Quando o aluno busca compreender o problema que lhe ¢ dado e
procura representa-lo em um c6digo possivel de operacionalizagdo, esta
fazendo, quase que simultaneamente, um trabalho de descodificacdo e
codificacdo. Este trabalho ajuda o aluno a explorar e resolver esse
problema.

Pensando nos problemas combinatérios, podemos representar este processo de
codificagdo e descodificagdo simultdnea quando os alunos buscam inicialmente
compreender o problema por meio de uma andlise critica, buscando, a0 mesmo tempo,
uma maneira mais conveniente ou simples de apresentar a andlise que representa o
problema. Um problema de produto cartesiano, por exemplo, quando é proposto aos
alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental, inicialmente os alunos podem buscar
uma maneira de compreender a situagdo apresentada, de modo que consigam representa-
la de uma maneira mais simples, como por meio de desenhos. Ao fazer isso, o aluno estara
descodificando a situacdo, para posteriormente codificd-la da sua maneira, de um modo
mais conveniente para a sua compreensao ¢ analise critica. Esse processo permite que o
aluno explore os invariantes do problema e consiga observar que, em problemas desse
tipo, a ordem dos elementos nas possibilidades elencadas ndo origina novas
possibilidades, e que, além disso, problemas desse tipo podem envolver a combinacao de
elementos, um ou mais conjuntos em seus agrupamentos.

Para Andrade (1998), assim como os alunos podem procurar maneiras para melhor
representar os problemas combinatorios, em certas ocasides, o professor pode codificar o
problema dado em uma forma que o torne mais compreensivo para os alunos. Andrade
(1998) explica que na busca pela descodificagdo do problema por parte dos alunos, o
professor pode codifica-lo de uma maneira que fique mais acessivel para a compreensao
do aluno, ele pode “fazer um desenho representativo do problema dado, pode discutir
uma determinada parte do problema, etc.” (ANDRADE, 1998, p.24-25).

Diante disso, para alcan¢ar uma compreensdao mais ampla sobre os conceitos que
os problemas envolvem e as estratégias de resolucao que ele permite, os professores e os
alunos podem fazer diferentes codificagdes e descodificacdes dos problemas
combinatdrios. Durante a exploragdo destes problemas, diversos caminhos de resolugdo
podem surgir, sendo o trabalho colaborativo entre os alunos primordial para o seu
desenvolvimento, uma vez que a codificagdo ¢ decodificagdo feita por um aluno pode
ajudar outro aluno a compreender melhor o problema.

O ensino da Combinatoria na perspectiva da Exploracdo de Problemas permite

que o aluno reflita com maior profundidade sobre os invariantes dos problemas, bem
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como sobre as problematizagdes levantadas, o que favorece na compreensdo de tais
conceitos. Mais do que isso, a partir da Exploragdo de novos problemas, o estudante tem
a oportunidade de retornar a problemas anteriores em busca de alcangar um conhecimento
mais avangado e estruturado. Com relacdo a isso, Andrade (1998) afirma que, através da
Exploracdo e Proposi¢do de Problemas, o professor tem a possibilidade de trabalhar com
os alunos um unico problema, em diferentes dimensdes, niveis de aprofundamento e
niveis de ensino. Com isso, compreendemos que um mesmo problema trabalhado nos
anos iniciais do Ensino Fundamental pode ser explorado no Ensino Médio, seguindo uma
outra intencionalidade educacional, onde o direcionamento para as reflexdes feitas ao seu
redor requer uma compreensao mais aprofundada dos conhecimentos combinatorios
envolvidos.

Pensando no processo de resolugdo de problemas combinatorios, compreendemos
que os alunos e professores, visando simplificar o enunciado do problema em uma forma
mais conveniente simplificada, podem codificar as situagdes apresentadas neles em
desenhos e tragos. E a sua decodificacdo pode ser por meio de diagramas de arvores,
tabelas de dupla entrada, desenhos também, diagramas de Venn, formulas etc.

Com a exploracdo de problema as trocas de ideias sdo favorecidas, visto que a
investigacdo acontece em uma perspectiva mais aprofundada e compartilhada. O processo
da resolugdo tem como principal interesse codificar e descodificar os problemas em busca
da compreensdo mais profunda sobre as técnicas operatorias utilizadas e os conceitos
matematicos envolvidos. Essa acdo investigativa promove no aluno um pensamento
questionador, onde ele ¢ motivado a sempre ir mais além em busca de um conhecimento.

Andrade (1998) explica que o processo de descodificagdo € composto por dois
momentos. O primeiro momento ¢ descritivo e consiste na leitura do problema, ou seja,
os leitores - descodificadores - narram o problema. J4 o segundo momento ¢ analitico,
nesse caso, os leitores/decodificadores estudam as caracteristicas que estruturam o
problema.

As reflexdes e sinteses realizadas pelos alunos sao mediatizadas pelo processo de
codificagdo e descodificacdo. Assim, a codificacdo e descodificagdo precisam fazer parte
de todo o processo de Resolugdo, Exploracao e Proposicao de Problemas. Vale ressaltar
que estas ferramentas ndo podem ser ensinadas explicitamente em sala de aula. De acordo
com Andrade (1998, p.26) “clas sdo adquiridas no trabalho da unidade Problema-
Trabalho-Reflexdes e Sintese-Resultado e quanto melhor for desenvolvida essa unidade,

melhor serd o seu trabalho de codificagao e descodificagao”.
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Em uma experiéncia de Resolugdo, Exploragdo e Proposi¢do de Problemas, dado
um problema, nao € necessario dizer aos alunos que eles o codifiquem e o descodifiquem
para que, posteriormente, possam resolvé-lo e explora-lo ou propor novos problemas. O
que se deseja do aluno € que ele, diante do problema, “tente realizar algum trabalho sobre
ele e que este seja encaminhado num processo de Reflexdo e Sinteses-Resultado”
(ANDRADE, 2017, p.370).

Assim, no trabalho com a Combinatéria na perspectiva da Resolucdo, Exploracao
e Proposicdo de Problemas o interesse do trabalho em sala volta-se a exploragdo do
problema em diversos enfoques. Cabe ao docente incentivar a exploragdo de novos
problemas que podem ser gerados pelos problemas iniciais, € ndo dizer de maneira
explicita o que o aluno precisar fazer. Desse modo, o professor estara oportunizando os
alunos a refletirem sobre os diferentes significados que um mesmo problema pode
possuir. No ensino da Combinatoria, por exemplo, o professor pode inicialmente propor
um problema que trabalhe o Principio Fundamental da Contagem e, com o decorrer da
exploracdo do problema, incentivar os alunos a levantar questionamentos que os
conduzam a um novo problema que, por sua vez, trabalhe os invariantes de problemas de
combinag¢do ou produto cartesiano.

As ideias proprias dos alunos ¢ algo que precisa ser valorizado na exploragdo e
proposi¢ao problemas. Assim, para que o professor conduza seu trabalho neste ambiente
¢ preciso que a criatividade dos alunos e sua autonomia seja estimulada. Durante o
processo de exploracdo e proposi¢do ¢ importante que o docente incentive a criagdo de
estratégias proprias, pois isso favorece o pensamento matematico. Em nossas atividades,
pretendemos incentivar os alunos a utilizarem seus conhecimentos prévios no processo
de exploracdo e criagdo de estratégias para a resolucdo dos problemas combinatérios.

No ensino de Matematica via Resolugdo, Exploracdo e Proposicao de Problemas
ndo podemos desconsiderar nem o contexto do aluno, nem o contexto do professor
(ANDRADE, 1998). Como tal perspectiva metodoldgica possibilita um nivel de reflexdo
mais aprofundada, ¢ bem possivel que o aluno apresente questionamentos que, muitas
vezes, o professor ndo espera. Assim, quando o docente decide desenvolver seu trabalho
pedagogico apoiado nesta perspectiva metodologica ele ndo pode desconsiderar o
trabalho de reflexdo do aluno, pois situagdes como estas exigem que ele analise como
pode avangar ¢ melhorar o seu trabalho, que na presente situacdo oportunizou a
germinacdo de outros problemas e contetidos inesperados. Fundamentado nas ideias de

Freire (1993), Andrade (1998) cita um trecho do trabalho do autor que explica essa ideia:
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Impor a eles a nossa compreensdo em nome de sua libertagdo ¢ aceitar
solugdes autoritarias como caminhos de liberdade. Mas assumir a
ingenuidade dos educandos demanda de nds a humildade necessaria
para assumir também a sua criticidade, superando, com ela, a nossa
ingenuidade também (FREIRE, 1993 apud ANDRADE, 1998, p.32).

E importante que o contexto de trabalho dos alunos e o contexto do trabalho do
professor caminhem de maneira dialética (ANDRADE, 1998). O caminho que o professor
deve trilhar, muitas vezes, pode ser indicado pelo trabalho desenvolvido pelo aluno, ou
seja, o ponto de partida do professor pode ser determinado pelos questionamentos e
problemas secundarios gerados pelos alunos ¢ o problema inicial. As problematizagdes
que podem ser promovidas pela relagdo Problema-Trabalho-Reflexbes e Sintese-
Resultado precisam estar fundamentadas no trabalho de reflexdo desenvolvido pelo aluno.

A Resolucao, Exploragdo e Proposi¢cao de Problemas permite que o aluno realize
uma reflexdo mais aprofundada sobre os conceitos implicitos nos problemas que lhes
serdo propostos, o que favorece no processo de constru¢do de novos conhecimentos.
Além disso, compreendemos que a dindmica de aula promovida nesta dire¢do pode
despertar nos alunos a seguranga necessaria para a criacdo e exploracdo de diferentes
estratégias de resolugdo e ideias matematicas que, por sua vez, pode evidenciar como o
seu raciocinio combinatorio estd se desenvolvendo.

Destacamos, ainda, um modelo mais atual da proposta de Exploragdo, Resolugao
e Proposicao de Problemas, onde ligeiramente modificado, a proposicao de problemas
aparece de forma explicita no processo, como fazendo parte de movimentos da
problematizagdo do processo. Neste novo modelo, a proposi¢ao é percebida como uma
ferramenta de problematizagao que estimula o processo de resolucdo e de exploragao do
problema ou situagao-problema. Nesse processo, a “atividade de exploracdo de problemas
¢ considerada a ferramenta mais importante e mais ampla de todas, ela compreende tanto
a resolug@o como a proposi¢ao” (ANDRADE, 2017, p.371).

Nosso trabalho em sala de aula pautou-se nesta perspectiva atual do autor, em que
a Experiéncia de Exploragdo, Resolug&Oexpioragio, Proposi¢d0expioracao € Codificagdo —
Descodificagdo de Problemas, que se trata de uma versao ligeiramente modificada da
primeira, considerando como ferramentas essenciais de trabalho o processo de
codificagdo e descodificacdo e a proposicao de problemas ao longo de todo processo

educativo.
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Compreendemos que, em todas as perspectivas aqui discutidas, ¢ extremamente
importante que o professor compreenda os questionamentos dos alunos durante o
processo de resolugdo e exploracdo dos problemas. A metodologia de Resolugdo de
Problemas, em especial a proposta de Andrade (1998), Onuchic (1999) e Kilpatrick
(2017) exige que o professor saiba ouvir seus alunos, no sentido de saber interpretar suas
indagacdes para que apoiados nelas, posteriormente, apresente problematizagdes e
exploragdes em diferentes dimensdes que um problema pode permitir.

O professor que apoia seu trabalho pedagogico na expectativa de conduzir seu
aluno a construir o seu proprio conhecimento precisa conseguir identificar os momentos
oportunos para introduzir as problematizagdes, as quais ndo podem intimidar o aluno,
mas impulsiona-lo a buscar pelo seu conhecimento. Sob a otica da metodologia da
Resolugdo, Exploracdo e Proposi¢do de Problemas, entendemos que para uma profunda
e significativa exploracdo dos problemas ¢ extremamente necessario que o professor
consiga interpretar os registros escritos dos alunos, bem como seus questionamentos e
trocas de ideias. O professor que assume a postura de pesquisador, além de interpretar,
necessita saber utilizar tais aspectos para o estudo do desenvolvimento de seus alunos.

Com relagdo a isso, D’Ambrosio (2017) explica que alguns professores se
propdem a escutar seus alunos com o intuito de apenas avaliar solugdes e/ou colocacdes,
sejam elas representadas oralmente ou pelo registro escrito; ao passo que outros buscam
ouvir seus alunos com o objetivo de interpretar a solu¢do e/ou colocacao dadas por eles.

Nesta ultima maneira de ouvir,

[...] o professor tentar compreender o que o aluno esta pensando, faz a
ele muitas perguntas para entender qual o seu equivoco, para entdo,
poder criar situagdes que o leve a corrigir o seu erro. Esse professor
também busca guiar o aluno a respostas ¢ a construgdes matematicas
corretas (D’ AMBROSIO, 2017, p.111).

Além dessas duas maneiras de ouvir, D’ Ambroésio (2017) explica uma terceira, a
hermenéutica. Nesta, o professor também ouve o aluno com o intuito de aprender algo
novo com o que foi colocado pelo aluno.

Acreditamos que na abordagem da Resolucdo, Exploracdo e Proposicdo de
Problemas, a maneira com que o professor ouve os seus alunos, muitas vezes, pode
representar a maneira com a qual ele conduz sua pratica pedagogica e as problematizagdes
em contexto de sala de aula. O professor que estd disposto a ouvir seus alunos, buscando

aprender e interpretar suas colocagdes e solugdes, durante a exploragdo dos problemas,



48

procura valorizar e estudar a Matematica apresentada pelo aluno. Durante o processo de
codificagdo e descodificacdo dos problemas, ele examina os esquemas e a logica
matematica que o aluno desenvolveu para a resolugdo do problema, ele se interessa por
momentos em que o saber deste parece desestabilizar-se, pois sdo nestes momentos que
o aluno elabora novos saberes em busca de alcangar seu equilibrio. Para tanto, ele “retoma
para um estado de equilibrio com conhecimentos anteriores” (D’AMBROSIO, 2017,
p.112).

A producdo escrita do aluno também pode ser analisada desta forma. Quando o
professor examina a resolucdo do problema que o aluno fez, buscando acreditar na
matematica desenvolvida por ele, estd investigando as ideias suscitadas pelos alunos para
comecar a dar inicio a seu trabalho pedagogico fundamentado no que analisou. Sobre o
fato de o educador passar a considerar a producao do aluno e a ouvir sua voz, acreditando

no seu potencial matematico, D’ Ambrosio (2017) explica:

[...] € possivel aprender com a sua constru¢do de conhecimento a
respeito de razdes inversas, sera também possivel aprender muito e
comecar a elaborar um modelo do pensamento dos alunos, o que dara
maior seguranca ao escolher e a propor as proximas atividades para a
turma (D’ AMBROSIO, 2017, p.118).

Pensando na interpretacdo de resolucdes de problemas combinatoérios, quando o
professor 1& a produgdo escrita do aluno acreditando e dando razdo a ele estd tendo a
oportunidade de entender melhor o raciocinio combinatorio empregado pelo aluno na
resolugio do problema. E possivel descobrir se o aluno estd compreendendo bem o
conteudo e, com base nisso, determinar um instrumento a partir de sua produgdo “para
resolver esse problema de forma robusta e auténtica, apoiando-se em novas construcdes”
(D’AMBROSIO, 2017, p.118).

A producdo pessoal do aluno pode deixar bastante evidente o que ele compreende
sobre o conteido. No registro escrito dos problemas combinatoérios, por exemplo, ele
pode expressar, a partir da arvore de possibilidades, se ¢ capaz de conseguir elencar todas
as possiblidades de agrupamentos ou se demonstra ndo conseguir compreender como se
distribui a ramificacdo das possibilidades. A partir disso, o professor pode analisar se o
raciocinio combinatorio estd sendo estruturado, se as escolhas das combinagdes das
possibilidades estdao sendo sistematizadas ou se essas escolhas sdo realizadas de maneira

desordenada.
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O trabalho do professor pesquisador que da voz e razdo ao aluno tem positivas
consequéncias. A andlise, ndo limitada da produgdo escrita do aluno ou de suas
colocagdes durante o processo de resolugdo dos problemas, apresenta elementos que
ajudam o professor a elaborar um modelo da aprendizagem de seu aluno. Isso pode
influenciar na sua escolha de situagdes-problemas que serdo colocadas posteriormente
para dar prosseguimento ao trabalho (D’AMBROSIO, 2017). Por exemplo, a partir de
uma colegdo de producdes dos alunos para problemas de combinagdo de elementos, o
professor pode elaborar ou escolher um outro problema ou situagdo-problema, nos quais
um novo contexto com diferentes valores de agrupamentos e invariantes sejam
trabalhados de maneira a criar novos desafios aos alunos.

Outro aspecto positivo, quando se adota esta postura, esta ligada a condugao das
problematizagdes durante o processo de resolucao e exploragao dos problemas. De acordo
com a autora, essa postura quando adotada pelo professor influencia ndo apenas na ordem
em que serdao desenvolvidas as discussoes das resolugdes e solugdes, mas também no foco

desses debates (D’AMBROSIO, 2017).

2.3.2 SINTESES DAS IDEIAS

Objetivando sintetizar as abordagens da metodologia de Resolugao de Problemas,
discutidas no presente capitulo, no Quadro 1, exibimos as ideias fundamentas das

principais abordagens.

Quadro 1 - Abordagens da Metodologia de Resolugdo de Problemas
Concepgao de

Autor/ano Abordagem problema Ideia principal
Descreve um conjunto de Considera um Preocupa-se com a
quatro fases que se problema como resolucdo de problemas
relacionam no processo de sendo uma situagdo e  como ensinar
resolver problemas na qual se busca estratégias
matematicos: (1) maneiras para se que levassem a

POLYA (1985) compreender o problema; alcangar algo enxergar caminhos
(2) planejar um plano de desejado, que, no para resolver
resolucdo; (3) executar o entanto, ndo se problemas.
plano; e (4) fazer a consegue fazer isso
retrospectiva do problema prontamente.
original.

Apresentam trés - Preocupa-se com a

SCHROEDER; abordagens distintas para (Nado encontramos interpretagao da

LESTER se trabalhar a Resolucdo uma definicdo exata Resolucédo de

(1989) de Problemas em contexto sobre a concepg¢do Problemas em contexto

de sala de aula: (1) ensinar

destes autores.)

de sala de aula. Tendo
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sobre  Resolugao de
Problemas; (2) ensinar
matematica para resolver
problemas; e (3) ensinar
matematica através da
Resolucdo de Problemas.

em vista que, ela pode
ser vista como ou como
uma teoria, ou como
uma metodologia, ou
como uma agdo a ser
realizada em torno de
um problema.

Discute implementagdo da Para as autoras, um Considera que o
Metodologia de Ensino- problema ¢ tudo processo integrado
Aprendizagem-Avaliagdo  aquilo que ndo se ensino-aprendizagem-
de Matematica através da sabe fazer, mas que avaliacdo. Neste, o
ONUCHIC;  Resolucio de Problemas.  se estd interessado trabalho destes trés
ALLEVATO em fazer. elementos,  ocorrem
(2011) simultaneamente
durante o processo de
resolugéo dos
problemas.
Dialoga sobre a A autora assume Objetiva ajudar os
Metodologia de Ensino e que um problema é professores na
aprendizagem da uma situacdo paraa promog¢do de um
Matematica através da qual se procurauma ambiente, em que os
Resolugao de Problemas, solucdo, nao alunos sejam
em uma abordagem de existindo a partida encorajados, a
ensino-exploratorio. de um questionar,
procedimento que experimentar, explorar,
conduza a essa de maneira criativa,
solucdo. diversas maneiras de
SERRAZINA resolugdo  que o
(2017) conduzam a processos
de construgdo do
conhecimento.  Com
isso, a autora apresenta
dez estratégias de
resolugdo de problemas
que  precisam  ser
trabalhadas na
formagdo inicial dos
professores que
ensinam matematica.
Aborda a Resolugdo de Considera-se que A  perspectiva da
Problemas como sendo um problema, pode Resolugdo de
uma investigacdo, em que ser uma tarefa na Problemas como um
uma sequéncia de qual o  aluno processo de
reformulagdes ¢é realizada desempenha  um reformulacdes e
em torno de um problema trabalho de investigagdo, enxergar
KILPATRICK inicial. invegtiggqﬁo que o cada . ideia
possibilite elaborar compreendida no
(2017) ~ ~
reformulagdes do processo de resolugdo
problema que o como sendo uma
conduzam a uma reformulagéo, do
solugao, ou problema inicial,
estratégia de fazendo
resolucdo bem- aperfeicoamento  das
sucedida, onde o defini¢Oes
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aluno consiga apresentadas no
construir algum problema original.
conhecimento a
partir dela.
Ensino-Aprendizagem de Entende-se como A partir da exploracdo,
Matematica via problema um da resolugdo e da
Resolucdo, Exploragdo e projeto, uma proposicao dos
Proposicdo de Problemas. questdo, uma tarefa, problemas, através de
ou uma situagdo, do movimento

ANDRADE
(1998; 2017)

em que o aluno nao
tem ou ndo conhece
nenhum  processo

que lhe permita
encontrar de
imediato a solugdo,
porém que tem
interesse em
soluciona-lo, de

Problema-Trabalho-

Reflexbes ¢ Sinteses-
Resultado, que toma
como base o processo
de Codificagdo ¢
Descodificacao dos, os

alunos constroem
ideias e  conceitos
matematicos.

modo que realize
um trabalho efetivo
sobre ele.
Fonte: Adaptado de Polya, 1985; Schroeder e Lester, 1989; Onuchic ¢ Allevato, 2011;

Serrazina, 2017; Kilpatrick, 2017 e Andrade, 1998; 2017.

De acordo com o exposto no capitulo, compreendemos que as abordagens
atribuidas a Resoluc¢@o de Problemas diferenciam de acordo com o tempo e concepgdes
sobre o ensino da Matematica e problemas matematicos.

Existem abordagens nas quais a agdo de resolver problemas é entendida apenas
como uma agao propiciada pela aprendizagem da Matematica. Todavia, existem também
aquelas cujo processo de resolugdo e exploragdo dos problemas possui uma perspectiva
mais ampla de seu significado. A abordagem de Resolugdo de Problemas de Kilpatrick
(2017) e Andrade (1998; 2017) sao exemplos destas perspectivas. Nelas, a Resolugado de
Problemas ¢ vista ndo somente como uma agao que se desenvolve quando se aprende
Matematica, mas também como uma maneira de se aprendé-la, de modo a utilizar as
capacidades desenvolvidas através dela para interpretar situagdes que fazem parte de
outras areas de conhecimento. A perspectiva dos referidos autores entra em consenso, no
sentido de enxergar a proposicao ¢ formulagdo de problemas secundarios como um
objetivo da aprendizagem Matematica, e como um meio de se ensina-la.

A valoriza¢do dos conhecimentos prévios dos alunos e da criatividade deles no
momento de investigacdo e elaboragdo de estratégias de resolucao, apresenta-se como um
ponto convergente entre os estudos de Kilpatrick (2017), Andrade (1998; 2017),
Serrazina (2017), Onuchic (1999) e Onuchic e Allevato (2011; 2015). Compreendemos
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que os conhecimentos ja adquiridos pelos alunos, oriundos de experiéncias vivenciadas
em contextos escolares e extraescolares, sao vistos pelos referidos estudos como um
instrumento que dispara o processo de reformulagdo das ideias, impulsionado a busca
pela construg¢do de novos conhecimentos que os possibilitem a elaboragdo de estratégias
bem-sucedidas de resolucdo. Consideramos como estratégias de resolugdo bem-
sucedidas, ndo apenas aquelas que conduzam a caminhos que cheguem a uma solugao
correta, mas também aquelas que possibilitam aos alunos construirem novos
conhecimentos.

Dentre as abordagens discutidas, existem aquelas em que a ideia principal ora se
aproxima, ora se distancia. A abordagem defendida por Polya (1985) preocupa-se em
explicar o processo de resolucdo de problemas e em ensinar estratégias de resolugao que
levem a enxergar caminhos para solu¢do dos problemas. Em contraste, temos Onuchic e
Allevato (2011) e Serrazina (2017), cuja abordagem se preocupa ndao apenas com 0s
métodos de resolugdo de problemas, mas também em apresentar consideragdes que
auxiliem no trabalho pedagogico dos professores que ensinam Matematica.

Com isso, podemos observar que tais abordagens discutem diferentes aspectos da
Resolugdo de problemas que podem favorecer o processo de ensino-aprendizagem da
Matematica, tais como: o trabalho pedagogico do professor que adota a Resolucao de
Problemas como metodologia de ensino; o processo de resolucdo, exploracdo e/ou
proposi¢ao dos problemas; as técnicas de resolu¢do; o comportamento dos alunos em um
processo educativo apoiado sobre esta perspectiva metodologica.

A Metodologia de Ensino-Aprendizagem da Matematica através da Exploracdo,
Resolugado e Proposigao de Problemas, apresentada por Andrade (2017), pode favorecer
o processo educativo da Combinatéria. Entendemos que, a partir desta metodologia,
problematizagdes podem ser propostas aos alunos, a fim de estimuld-los quanto a
exploracdo dos problemas. Diante disso, durante os encontros, buscamos articular a
Exploracdo e a Proposi¢ao de Problemas no intuito de potencializar a reflexdo sobre as
caracteristicas dos invariantes dos problemas combinatorios.

No proximo capitulo, abordaremos as ideias essenciais da Combinatoria, como os

seus diferentes invariantes e significados e o processo de construgao dos conceitos.
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3 CARACTERISTICAS DO RACIOCINIO COMBINATORIO

Neste capitulo, discutimos sobre o processo de construgdo das ideias essenciais da
Combinatoria, a partir dos estudos de Vergnaud, elucidando os diferentes significados e

invariantes dos problemas combinatorios.

3.1 A CONSTRUCAO DO CONCEITO DE COMBINATORIA

Compreender como ocorre o processo de aprendizagem e a construcdo de um
conceito matematico por parte dos alunos ¢ tarefa essencial na profissdo docente,
considerando o fato de que a compreensdo desses aspectos pode subsidiar algumas
decisdes que o professor precisara delimitar no exercicio da docéncia. A Teoria dos
Campos Conceituais contribui para esse trabalho, sendo “[...] fundamental para ensinar a
disciplina, pois permite prever formas mais eficientes de trabalhar os conteudos”
(VERGNAUD, 2008, p. 33).

E imprescindivel que o professor consiga entender o percurso que seu aluno esta
delineando para alcangar a aprendizagem desejada. Compreendendo a forma como eles
aprendem e constroem seus conceitos matematicos, o docente pode planejar estratégias
de ensino que favorecam o desenvolvimento progressivo do aluno, de tal modo que
futuramente as situagdes organizadas e postas pelo professor ocasionem momentos de
desestabilizacdo em seus alunos para a busca de novos conhecimentos e momentos de

estabilizacdo como forma de aquisicao da aprendizagem. Assim,

[...] ¢ util que os professores tenham uma andlise mais confidvel das
situagdes matematicas, das operagdes de pensamento necessarias para
lidar com elas e dos erros mais importantes cometidos pelos alunos. Isso
deve permitir que os professores planejem atividades de aprendizado
mais adequadas, facam diagnosticos e avaliagdes melhores e fornegam
aos alunos explicacdes mais benéficas (VERGNAUD, 1992, p.288).

Desenvolvida pelo cognitivista Gérard Vergnaud, a Teoria dos Campos
Conceituais estuda os processos de aquisicdo dos conhecimentos matematicos ¢ as
estruturas mentais utilizadas pelas criangas nesses processos para delimitar estratégias
educacionais consistentes. E influenciada pelas concepgdes da teoria de Jean Piaget e
Vygotsky. Com um interesse maior nos processos de ensino e aprendizagem, Vergnaud

considera que os conceitos piagetianos de assimilacdo, acomodacdo, adaptacdo e
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equilibracdo sdo muito importantes para o processo de ensino e aprendizagem da
Matematica. Contudo, a grande contribuigao piagetiana em relagdo a Teoria dos Campos
conceituais € o conceito de esquema de assimilagdo. Quanto as contribuicdes de
Vygotsky, a relevancia da interacdo social, da linguagem e da simboliza¢do no
progressivo dominio de um campo conceitual pelos alunos ¢ uma das concepgdes que o
autor adotou para a formalizagao de sua teoria.

De acordo com Vergnaud (1982a, p.32) “[...] o conhecimento emerge dos
problemas a serem resolvidos e situa¢des® a serem dominadas™, assim, em sua teoria, a
construgdo do conceito somente confere sentido ao aluno quando este o constroi a partir
de uma variedade de situagdes-problema que envolva o conceito a ser construido e suas
relagdes com outros conceitos. Sobre este olhar, destacamos a importancia da resolugao
de problemas combinatorios para a compreensao das ideias essenciais da Combinatoria e
para a constru¢do solida de seu conceito. Os problemas combinatorios possuem um
carater desafiador, podendo representar situagdes nas quais 0s conceitos necessarios para
a sua solucdo ainda ndo foram adquiridos pelos alunos, motivando-os a desenvolver novas
estratégias de resolu¢do e, consequentemente, permitindo que construam novos
conhecimentos.

Relativo aos problemas e situagdes a serem propostos durante o processo
educativo, em seu estudo La Teoria de los Campos Conceptuales, Vergnaud (1990)
explica que, para a andlise do papel da linguagem e do simbolismo na conceituagao de
um conceito matematico, os problemas a serem propostos podem ser tanto tedricos como
praticos. Quanto as situagdes, ele distingue em dois tipos: 1) classes de situagdes para as
quais o sujeito tem em seu repertdrio as competéncias necessarias para o tratamento
relativamente imediato da situagdo, materializadas em um dado momento vivenciado por
este; 2) classes de situagdes para as quais o sujeito ndo possui todas as competéncias
necessarias, “o que o obriga a um tempo de reflexdo e exploracdo, de duvidas, tentativas
abortadas e, eventualmente, leva ao sucesso ou falha” (VERGNAUD, 1990, p.2).

Pela sua interessante distingao de funcionamento para ambos os tipos de situagdes,
o conceito de esquema ¢ destacado pelo autor. De acordo com Vergnaud (1990, p.2), o
esquema pode ser considerado como ““a organizacdo invariavel do comportamento de uma
classe de dadas situagdes”. O pesquisador afirma que existem numerosos exemplos de

esquemas na aprendizagem da Matematica, sendo cada um deles concernentes a uma

6 O conceito de situagdo colocada pelo autor tem aqui o significado tarefa (VERGNAUD, 1982a).
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classe de situagdes, cujas caracteristicas sdo bem definidas, podendo ser aplicado em uma
classe menor ou maior. Quando aplicado em uma classe maior, entende-se que o esquema
foi estendido, podendo-se falar entdo em relocacdo, generalizacdo, transferéncia e
descontextualizagao.

Seus estudos explicam que os esquemas colocados na perspectiva da primeira
classe de situagdes costumam ser eficazes, porém, quando se mostram ineficazes na
resolucao de uma determinada situagdo, a experiéncia leva o aluno a mudar ou modificar
o esquema adotado anteriormente. Como os comportamentos nas situagdes presentes sao

(3

baseados no repertédrio inicial de esquemas disponiveis, podemos dizer que “o
funcionamento cognitivo de um sujeito ou de um grupo de sujeitos em situagao repousa
sobre o repertorio de esquemas disponiveis, previamente formados, de cada um dos
sujeitos considerados individualmente” (VERGNAUD, 1990, p.4). A teoria dos campos
conceituais aborda esse problema critico.

Tendo em vista que a Combinatéria pertence ao campo conceitual das estruturas
multiplicativas, como maneira de elucidagdo, podemos exemplificar uma situagdo que
envolva o algoritmo da multiplicacdo, em que se possa usar a estratégia de adigcdo de
parcelas repetidas e outra que se utilize da compreensao de proporcionalidade.

Como sabemos, as quatro operagdes fundamentais da Matematica sdo
apresentadas nos primeiros anos do Ensino Fundamental, adi¢do e subtracao nos dois
primeiros anos e multiplicacdo e divisdo nos ultimos anos do Ensino Fundamental I.
Assim, quando o aluno se depara com uma situacao que envolver a ideia de multiplicagdo,
podendo resolvé-la a partir da ideia de adi¢dao de parcelas repetidas, ele apoia-se neste
esquema (algoritmo) que ja foi previamente formado por situagdes ja conhecidas.
Todavia, quando a situagdo tem apenas pequenas semelhancas e exige outras
competéncias que ainda ndo foram desenvolvidas, como no caso da situagdo da
proporcionalidade, no qual o aluno ainda nao vivenciou a situagdo, inicialmente, pelas
minuciosas semelhangas entre as situagdes, o seu comportamento pode ser reflexivo aos
de outras situagdes anteriores. Entretanto, com o insucesso das experimentacdes, logo
percebera que o algoritmo (esquema) de adigdo das parcelas repetidas mobilizado ndo o
possibilitara obter a resolugdo da situagdo proposta no presente momento.

Isso acontece porque eles foram afastados de uma classe de situagdes dominadas
para uma classe de situagdes que parecem ter uma semelhanga com esta, na qual o
repertorio de seus esquemas disponiveis ndo se mostra suficiente. Como a semelhanca

entre as situagdes € apenas parcial, varios esquemas podem ser evocados e esbogados.
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Na teoria dos Campos Conceituais, um esquema organiza as agdes que Serdo
realizadas frente a uma dada situagdo. Nesse sentido, podemos considerar que um
esquema “¢ composto de regras de agdo e antecipagdes uma vez que gera uma série de
acdes para atingir um determinado objetivo” (VERGNAUD, 1990, p.5), sendo composto
também, essencialmente, por invariantes operativos e inferéncias. Por inferéncias, uma
vez que “um esquema ndo ¢ um esteredtipo, mas uma funcdo temporalizada de
argumentos que produz uma série de diferentes agdes e coleta de informagdes”
(VERGNAUD, 1990, p.5). Por invariantes, pelo fato de estabelecerem relagdes que
permanecem sem alteracdo diante um certo conjunto de transformagdes ou variagdes
(VERGNAUD, 1982a).

No que se refere ao conceito, Vergnaud (1990) defende que este ndo pode ser
reduzido a sua definicdo, pela razdo de que um conceito adquire significado a uma crianga
por meio de diferentes situagdes e problemas que pretendem ser resolvidos. Assim, para
estudar profundamente o desenvolvimento de um conceito, ¢ necessario se apoiar em trés
dimensdes ao mesmo tempo, sendo elas: (i) um conjunto de Situagdes (tarefas) que dao
sentido ao conceito; (ii) um conjunto de invariantes que constituem o conceito; e (iii) um
conjunto de representagbes simbdlicas (formas linguisticas e ndo linguisticas) que
permitem representar o conceito, suas propriedades e as situagdes a que se refere (o
significante).

Na Teoria dos Campos Conceituais, sdo as situagdes que dao significado aos
conceitos matematicos, mas ndo o significado da situagdo em si. Verganud (1990) refere-
se ao significado que o sujeito atribui a situagdo e ao significante. Ou seja, o significado
¢ uma relag@o do sujeito com situagdes e significantes (representagdes simbolicas). Mais
precisamente, “sdo 0s esquemas que o sujeito evoca a partir de uma situagdo ou de um
significante, que o possibilitam estabelecer o significado desta situacdo ou deste
significante para esse sujeito” (VERGNAUD, 1990, p.15).

Além de ser constituido por uma triade de conjuntos, Vergnaud (1982b) parte da
premissa de que o conceito ¢ organizado em campos conceituais. Em seu estudo, o autor
explica que um campo conceitual pode ser considerado como (1) um conjunto de
situagdes e (2) um conjunto de conceitos.

Conforme visto, um conceito ndo se desenvolve sozinho, mas por meio de uma
estreita relagdo com outros conceitos ¢ situagdes. Por este motivo, as situagdes,
invariantes e representagdes que o caracterizam estdo conexas a outros conceitos,

mediante diferentes situacdes ou representacdes simbolicas (VERGNAUD, 1990).
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Assim, no que diz respeito a formagao do conceito de Combinatoria, compreendemos que
este ¢ formado por um conjunto de campos conceituais que o estruturam
matematicamente. Logo, o desenvolvimento do raciocinio combinatério acontece por
meio da constru¢do de campos conceituais que lhes permitem dar sentido a um campo de
situacdes que o estruturam.

Nesse sentido, Vergnaud (1982b) afirma que o dominio de um campo conceitual,
por parte do sujeito, demanda um longo periodo de tempo, com rupturas e filiagdes, e pela
maturidade adquirida por meio da experiéncia. Ele explica que entre as primeiras
competéncias adquiridas pelas criangas (de quatro ou cinco anos) ¢ as competéncias a
serem desenvolvidas até a sua adolescéncia (quinze anos), numerosas etapas € processos
com filiagdes e rupturas podem ser observadas. Filiagdes, no sentido de que as
competéncias novas apoiam-se, em parte, nas competéncias adquiridas anteriormente; e
rupturas, porque, as vezes, na tomada de consciéncia da formag¢do de uma nova
competéncia, ¢ preciso que a crianca deixe de lado ideias e formas de agir anteriores
(VERGNAUD, 2011).

Sob a 6tica da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, compreendemos que,
para a construgdo do conceito da Combinatoria, ¢ importante que o aluno tenha a

oportunidade de vivenciar tal processo (Ilustragdo 2):
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llustracado 2 - Processo de construgdo conhecimento

Disposigao de diferentes
problemas e situacdes
mais complexas que as

habituais
Formagao de um conceito Mobilizagio
a partir de um conjunto de modificacio e/ou
campos concertuais que elaboragdo de esquemas
estruturam o conceito
Sujeito

Compreensao:
Resolugdo de diversos -181tquoes
problemas e o dominio Ii nvarla?teg
de diferentes situagoes. - Representacocs
Simbolicas

Fonte: Adaptacdo de Vergnaud (1982a; 1982b; 1990; 1991)

Com base na Teoria dos Campos Conceituais, entendemos que para a construcao
do conceito da Combinatodria é preciso que seu processo educativo seja iniciado a partir
de uma classe de situacdes mais ampla que a habitual. Ao passo que o aluno confere que
seu repertorio de esquemas previamente formado se mostra insuficiente para a resolucao
de tais situagdes, ele € estimulado a aprimorar ou elaborar novos esquemas. E, com isso,
atribuir um significado aos invariantes imbricados nas situacdes, bem como as possiveis
representagdes que significam tais invariantes.

Tendo conseguindo construir tais significados, ¢ necessario que o aluno seja
disposto a resolver diversos problemas que envolvem o dominio de diferentes situagdes.
Isso, permite que o aluno faca rupturas e/ou filiagdes com competéncias ja adquiridas
para a formagao de novos conceitos, a partir da compreensdo de um conjunto de campos
conceituais que o estruturam.

Assim, para que o aluno consiga ter dominio do campo conceitual das estruturas
Combinatorias ¢ interessante que, a principio, ele tenha dominio do campo conceitual das
estruturas multiplicativas. Isso, pode facilitar no dominio de classe de situagdes

combinatorias mais complexas, haja vista que o campo conceitual das estruturas
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multiplicativas estrutura, matematicamente, o campo conceitual das estruturas
Combinatorias.

Entender as caracteristicas proprias do campo conceitual das estruturas
multiplicativas ¢ algo importante para a formacdo de conceitos combinatérios mais
complexos. E preciso que as diferentes situagdes que as estruturas multiplicativas
possuem sejam compreendidas, pois o aprendizado de problemas de multiplicacdo,
divisdo e outros conceitos relacionados, sdo alguns dos aspectos basicos que fazem parte
dos conceitos combinatorios.

Geralmente, os problemas multiplicativos sao introduzidos na educagao escolar
de maneira formal e sistematica a partir da 2° ou 3° série, atuais 3° e 4° ano do Ensino
Fundamental. Estas estruturas, de acordo com Pessoa (2009), usualmente, sdo
apresentadas nas salas de aula e nos livros diddticos como uma extensao da adi¢do, sendo
a multiplicacdo vista como a adi¢do de parcelas repetidas. Entretanto, muito embora essa
abordagem seja relevante como ponto de partida para a compreensao da multiplicagdo de
numeros naturais, ela “ndo ¢ suficiente para que os alunos compreendam e resolvam
outras situacgdes relacionadas a multiplicagao” (BRASIL,1997, p.109), visto que as bases
do raciocinio dessas operacdes sao diferentes.

De acordo com Nunes e Bryant (1997), para a compreensao das caracteristicas do
campo multiplicativo ¢ preciso que as criangas entendam um novo conjunto de invariantes
relacionados a multiplicacdo e a divisdo, pois o pensamento multiplicativo tem como base
a correspondéncia um-a-muitos, ja o aditivo a concepgao basica ¢ parte-todo.

E preciso considerar que mesmo que em algumas situacdes os procedimentos de
multiplicagdo possam ser realizados como a adigao de parcelas iguais, existem diferengas
conceituais entre os dois campos. Vergnaud (1991) discute sobre esse aspecto revelando
que para ampliagdo conceitual de uma crianga € preciso que a competéncia de realizar o
calculo numérico e, sobretudo, o calculo relacional, seja desenvolvida. De acordo com o
autor, os dois tipos de calculos sdo competéncias diferentes para a resolugao de problemas
e operagdes: os calculos numéricos sao as resolucdes dos algoritmos propriamente ditos;
ao passo que os calculos relacionais envolvem operacdes de pensamento na decisdo de
qual procedimento ou operagdes aritméticas podem ser utilizadas para resolver
determinada situacao.

Existem diferentes classificacdes de calculo relacional caracteristico das
estruturas multiplicativas, porém, em sua maioria, se familiarizam. Na perspectiva de

Vergnaud (1990, p.8), o campo conceitual das estruturas multiplicativas pode ser visto
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como “um conjunto de situagdes cujo tratamento envolve uma ou varias multiplicagdes
ou divisdes”. Assim como os demais campos conceituais que importam algum significado
para algum conceito, o campo conceitual das estruturas multiplicativas confere sentido a
situagdes ou problemas que envolvem, além da multiplicacdo e divisdo, os conceitos de
proporcao simples e multipla, fung@o linear e ndo linear, analise dimensional, fragdo,
numeros racionais, dentre outros.

Mais a frente, ainda no presente capitulo, abordaremos com mais profundidade as
diferentes situagdes Combinatorias (arranjos, combinagdes e permutagdes), assim como
as de produto cartesiano e o Principio Fundamental da Contagem (PFC), que significam

0 seu conceito.

3.2 O CONCEITO DE COMBINATORIA

A importancia da compreensdo do conceito da Combinatoria na Educacdo
Matematica € algo pontuado pelos pesquisadores. Pela relevancia de suas contribuigdes
em diversos conhecimentos importantes para o desenvolvimento da sociedade, como os
de Probabilidade e Estatistica, a necessidade do entendimento do conceito da
Combinatoria ¢ destacada por diferentes estudos (PESSOA, 2009; SANTOS, 2016). Tais
estudos defendem que, ao compreender o conceito deste contetido, o aluno conseguira
identificar e relacionar tal conceito em diferentes situagdes que fazem parte do seu
cotidiano, ajudando-o a responder com mais facilidade as demandas impostas pela
sociedade atual.

Ao discutir sobre a complexidade do conceito da Combinatoria, Morgado et al.
(1991) afirmam que, embora seja um contetido matematico repleto de problemas capazes
de motivar os alunos, ele ¢ considerado complicado. Os autores explicam que, durante o
processo de resolucdo dos problemas combinatdrios, a maioria dos alunos nao conseguem
compreender, tampouco identificar em que situagdes poderdo utilizar as diferentes
técnicas de contagem da combinatdria. O ndo entendimento dos diferentes invariantes
que cada técnica possui, bem como a ndo compreensao da conceituagao deste contetido,
sao fatores que influenciam os alunos a recorrerem a outros métodos de contagem, como
o Principio Fundamental da Contagem, evitando sempre que possivel o envolvimento das
técnicas de contagem propriamente da Combinatoria.

Muitos pesquisadores da Educacdo Matematica pontuam que a Combinatoria

surgiu como um dos meios de contagem da Matematica, no qual permite que se saiba a
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quantidade de agrupamentos possiveis constituidos pela combinag¢do e manipulagdo de
elementos de um dado conjunto finito, sem necessariamente precisar conta-los um a um
(PESSOA, 2009). Em outras palavras, pode-se dizer que com a Combinatoria ¢ possivel
agrupar elementos de um dado conjunto, de modo a atender certos critérios postulados
anteriormente, determinando-se, com isso, a quantidade possivel de agrupamentos dos
elementos.

Diante disso, podemos extrair diferentes situagdes do nosso cotidiano que
exemplificam como os conceitos combinatorios podem estar presentes em acdes
familiares ao nosso convivio. Quando selecionamos e organizamos as possibilidades mais
provaveis de acontecimentos de um evento, consequentemente, estamos organizando um
espago amostral, ao fazer isso, temos como objetivo determinar quais sdo as possiveis
combinag¢des de elementos que mais sdo provaveis para o alcance de uma possivel vitoria.
Por conseguinte, estamos combinando elementos de um dado conjunto, para saber quais
os agrupamentos possiveis que indicam uma maior probabilidade de vencer.

Todavia, nem todas as situagdes que envolvem conceitos combinatérios podem
ser descritas de maneiras contextualizadas. Sabemos pela literatura que para o estudo da
Matematica ¢ interessante apresentar os conceitos aos alunos que estdo iniciando seus
estudo de maneira um pouco menos formal, contextualizando sempre que possivel, a
partir de situagdes familiares ao seu convivio, para que somente mais adiante, o objeto de
estudo possa ser trabalhado com mais aprofundamento e rigidez dentro do proprio campo
do saber matematico, apresentando suas respectivas defini¢des, postulados, teoremas, ou
seja, 0 que o estrutura matematicamente. Desta forma, o estudo do objeto podera ter
sentido para a aprendizagem do aluno, uma vez que o possibilitara relacionar com
situagdes ndo somente escolares, mas também extraescolares presentes em suas
atividades cotidianas.

E dificil atribuir uma Unica definicio para a Analise Combinatoria ou
simplesmente Combinatoéria, pois ela ndo se detém unicamente a resolver problemas de
permutagdo, arranjo, combinagdo e produtos cartesianos. O conceito de Combinatoria
pode ser visto em diferentes perspectivas, assim, o consideramos flexivel a situagdo
imposta no momento, permitindo que seja aplicado a uma gama de situagdes,
possibilitando ao professor exemplificar diferentes situagdes que envolvem tal conceito.
Este fato justifica a razdo pela qual “os matematicos sentem instintivamente que certos
problemas sdo de ‘natureza combinatoéria’, e que os métodos para resolvé-los merecem

ser estudados sistematicamente” (BERGE, 1971, p.1). No tocante a diversidade de
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conceitos que constituem a Combinatoria, que nao serdo discutidos aqui, Dornelas (2004,

p-21) destaca em seu estudo:

Os que tratam do nimero total de elementos na unido de um nmimero
finito de conjuntos (Principio da Inclusdo e Exclusdo), das Funcdes
geradoras (que envolvem a sele¢do de objetos nos quais a repeticdo €
permitida, em problemas da teoria aditiva dos numeros,
especificamente na teoria das particdes, das Relagdes de Recorréncia
(que partem da abordagem de problemas particulares para problemas
genéricos), O Principio de Dirichlet, também conhecido como da Casa
dos Pombos ou das Gavetas (que procura determinar a existéncia ou
nio de conjuntos satisfazendo certas propriedades), as Permutacoes
Caoticas (que procura determinar o nimero de permutagdes com 0s
elementos de um conjunto dado, quando nenhum nimero se encontra
ocupando seu lugar primitivo), os Lemas de Kaplansky (que busca obter
de quantos modos ¢ possivel formar um conjunto de p elementos a partir
de um outro com n elementos, p < n, no qual ndo haja nimeros
consecutivos) e o Principio da Reflexdo que procura estabelecer o
numero de trajetos possiveis de uma particula no plano.

Mesmo com essa flexibilidade e amplitude do conceito, observamos que as
diferentes perspectivas de conceitos sobre a Combinatoria ndo fogem de sua principal
vertente, que consiste na selegdo de dados, seja por escolha e/ou agrupamento de um
determinado conjunto com particularidades proprias.

A Combinatoria faz parte do campo de estudo da Matematica Discreta. Este ramo
da Matematica tem como objetivo determinar a contagem de elementos de um dado
conjunto, o que se diferencia da nocao cldssica da Matematica Continua, mais apropriada
para situacdes em que a finalidade principal ¢ a medida de uma quantidade. Em relagao
aos tipos de problemas discutidos pela Matematica Discreta, Dossey (1991 apud
SILVEIRA, 2016, p.37) classifica-os em trés amplas categorias:

1*) Problemas de existéncia: trata de reconhecer se um dado problema
tem uma solu¢do ou néo;

2%) Problemas de contagem: investiga quantas solu¢des podem existir
para problemas com solu¢des conhecidas;

3*) Problemas de otimizacdo: focaliza sobre a descoberta de uma
melhor solugdo para um problema particular.

Antes de fazer parte do referido campo de estudo da Matematica, a Combinatoria
transitou em diferentes situacdes que envolviam problemas de contagem ao longo da
historia do seu desenvolvimento na Matematica. Somente a partir do século XVII ela
passou a ser reconhecida como parte integrante da Matematica Discreta. Suas aplicagdes

na Estatistica e no célculo de probabilidades ganharam destaque em varios outros campos
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da ciéncia e dentro de poucos anos foram pontuadas em trés livros notaveis: Traité du
triangle arithmétique (escrito em 1654 e publicado em 1665 em Paris), de Pascal;
Dissertatio de arte Combinatéria (1666), de Leibniz, Ars magna sciendi sive
combinatoria (1669), de Athanasius Kircher; e também em trabalhos de Frénicle de
Bessy, Abrége des combinaisons (Paris, 1693); de J. Bernoulli, Ars Conjectandi (Basiléia,
1713); bem como de Moivre, Doutrine of chances (Londres, 1718) (VAZQUEZ, 2011).

A partir da literatura da historia da Matematica, € possivel observar que o conceito
de Combinatoria esta presente desde cedo em diferentes questionamentos e descobertas
produzidas pelos homens durante os tempos. Suas inimeras contribuigdes ao
desenvolvimento de variadas areas do conhecimento, bem como em diversas situagoes
cotidianas, vém motivando os pesquisadores do ambito da Educagcdo Matematica a
compreender e interpretar as caracteristicas peculiares do conceito deste conteudo em
uma perspectiva mais pedagogica, objetivando melhorar a qualidade do seu processo
educativo na Educagao Basica.

Atualmente, Pessoa (2009) defende que, a partir de determinadas estratégias ou
formulas que envolvem conceitos combinatdrios, podemos saber “quantos elementos ou
quantos eventos sdo possiveis numa dada situacdo, sem necessariamente ter que conté-
los um a um” (PESSOA, 2009, p.72). Nesse sentido, de maneira sistematizada, o
raciocinio combinatdrio fundamenta-se no raciocinio multiplicativo para a contagem de
grupos de possibilidades e eventos existentes em uma dada situagdo (PESSOA, 2009), ¢
por este motivo que a Combinatoria faz parte do campo conceitual das estruturas
multiplicativas e da drea da Matematica Discreta.

Compreendemos que a definigdo do pensamento combinatdrio defendido pela
pesquisadora ndo ¢ voltada apenas as diferentes técnicas de contagem (combinagao,
arranjo, permutacdo e produto notdvel), como acontece na maioria das defini¢cdes
apresentadas no Ensino Médio. A conceitualiza¢do da autora preocupa-se em defender a
principal caracteristica do pensamento combinatério, a capacidade da organizagdo de
dados de um dado conjunto em subconjuntos (agrupamentos).

Aparentemente, existem diferentes concepgdes e defini¢cdes acerca do que vem a
ser a Combinatoria, entretanto compreendemos que todas seguem a mesma perspectiva
para descrevé-la. No presente estudo, consideramos a Combinatéria como um
conhecimento matematico que nos permite enumerar, classificar e quantificar os

elementos e/ou agrupamentos possiveis de um dado conjunto ou subconjunto finito,
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determinados a partir de uma certa condigdo de combinagdo ou manipulagdo dos

elementos que o constitui.

3.2.1 OS DIFERENTES TIPOS DE PROBLEMAS COMBINATORIOS E SEUS
RESPECTIVOS SIGNIFICADOS

Como discutido anteriormente, para Vergnaud (1982b), o conceito é organizado
em campos conceituais, de modo que seu dominio por parte do sujeito ocorre em longo
prazo, através da experiéncia, maturidade e aprendizagem. Compreendemos que Pessoa
e Borba (2009), tomando como premissa o argumento de Vergnaud, defendem que o
ensino da Combinatéria precisa ser iniciado nos primeiros anos do Ensino Fundamental,
de maneira que todos as situagdes presentes na Combinatoria (tipos de problemas
combinatorios) possam ser trabalhadas simultaneamente, objetivando favorecer na
compreensdo dos alunos acerca dos diferentes significados (respectivos invariantes deste
conceito e as possiveis representacdes para resolvé-los). Nesse sentido, acreditamos que
o ensino dos diferentes tipos de problemas combinatérios, desde os anos iniciais, €
necessario e importante para que o aluno consiga assimilar com clareza os diferentes
procedimentos de contagem que os conceitos combinatdrios possuem.

Em se tratando da perspectiva do campo das estruturas multiplicativas, no caso
especifico da Combinatdria, consideramos que suas situagdes sdo como os tipos de
problema (arranjo, combinagdo, permutagdo e produto cartesiano); seus invariantes sao
as propriedades caracteristicas de cada um desses tipos de problema; e as representagdes
simbolicas sdo as diferentes formas de representar as resolugdes dos problemas ou as
formas de apresentd-los. Diante disso, na sequéncia iremos discutir as diferentes

situagdes, invariantes e representagdes que cada tipo de problema combinatdrio possui.

Principio Fundamental da Contagem

O Principio Fundamental da Contagem (PFC), também conhecido como
Principio da Multiplicagdo, nao se trata de um tipo especifico de problema combinatorio,
entretanto, pela sua importancia no processo de desenvolvimento de esquemas de
resolucdes dos problemas combinatorios, consideramos importante apresentar a sua
defini¢cdo. Considerado como um principio implicito na resolugdo de problemas que

envolvem o raciocinio combinatorio, ele ¢ definido da seguinte forma:
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Se uma decisdo ds pode ser tomada de X maneiras ¢ se, uma vez tomada
a decisdo dy, a decisdo d- puder ser tomada de y maneiras entdo o
nimero de maneiras de se tomarem as decisdes di e d2 é Xy
(MORGARDO et al,, 1991, p.18).

Assim, por exemplo, para formar um casal, dentre 3 homens e 4 mulheres,
devemos tomar as seguintes decisdes:

ds — escolha do homem (3 modos);

d>— escolha da mulher (4 modos).

Portanto, ha 3 x 4 = 12 modos de formar casal.

De acordo com Oliveira (2017), ao se utilizar o PFC, algumas estratégias fazem a

diferenca no momento de resolug¢do dos problemas combinatorios:

— Postura: deve sempre se colocar no lugar da pessoa que deve fazer a
acdo solicitada pelo problema e ver que decisdes devemos tomar;

— Divisdo: sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas
em decisOes mais simples;

— Nao adiar dificuldades: se uma das decisdes a serem tomadas for
mais restrita que as demais, essa ¢ a decisdo que deve ser tomada em
primeiro lugar. [...] (OLIVEIRA, 2017, p.20-21).

A seguir, serdo apresentados os diferentes tipos de problemas, ou seja, os
diferentes significados presentes na combinatoria. Em alguns destes, o PFC ¢ uma

possivel forma de resolugao.

Modelizacao de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo

Para Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), Morgado et al. (1991) ¢
Dornelas (2004), a Combinatoria trata de varios tipos de problemas e dispde de outras
técnicas de resolucdes de problemas, diferentes da combinacdo, permutagao, arranjo e
produto cartesiano, que envolvam o raciocinio combinatorio.

De acordo com Batanero et al. (1997), a Combinatoéria ¢ uma area de
conhecimento muito mais ampla do que simplesmente resolver problemas de permutagao,
arranjo ¢ combinacdo. Em um estudo realizado em 1994, os autores elencam diferentes
categorias de problemas combinatorios: os problemas de existéncia, que averiguam se um
determinado problema tem (ou ndo) solucdo; os problemas de enumeragdo, que
correspondem a listagem (enumeragdo) de todos os subconjuntos de elementos que

satisfazem as condigOes postas as situagdes; os problemas de contagem, responsaveis pela
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contagem de quantas solu¢des podem existir para os problemas com solugdes conhecidas,
ou seja, determinam o niimero de elementos de um conjunto finito que se tenha uma
propriedade e uma colegdo de propriedades; os problemas de classificagdo, nos quais se
a enumerac¢ao de solugdes for demasiadamente elevada, renuncia-se esta enumeracdo para
realizar somente uma classificagdo das diferentes solugdes.

Quanto aos problemas que, tradicionalmente, sdo tratados com mais frequéncia na
Educacdo Escolar, Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996) propdem um tipo de
modelizagdo, fundamentada na proposta de Dubois (1984). Esta proposta apresenta

quatro’ modelos diferentes e enunciados para problemas simples® de Combinatoria.

— Selecgdo de uma amostra a partir de um conjunto de objetos. Exemplo:

Se quer eleger um comité formado por trés membros: presidente,
tesoureiro ¢ secretario: Para seleciona-lo, dispomos de quatro
candidatos: Arturo, Basilio, Carlos e David. Quantos comités diferentes
se podem eleger com os quatro candidatos? (NAVARRO-PELAYO;
BATANERO; GODINO, 1996, p.39).

— Colocagao de objetos em urnas. Exemplo:

Dispomos de trés cartas iguais. Desejamos coloca-las em quatro
envelopes das cores amarelo, branco, creme e dourado. Se cada
envelope s6 pode conter, no maximo, uma carta, de quantas formas ¢é
possivel colocar as trés cartas nos quatro envelopes? (NAVARRO-
PELAYO; BATANERO; GODINO, 1996, p.38).

— Parti¢cao em subconjuntos de objetos. Exemplo:

Maria e Carmen tém quatro cromos numerados de 1 a 4. Decidem
reparti-los entre as duas (dois cromos para cada uma). De quantos
modos se podem repartir os objetos? (NAVARRO-PELAYO;
BATANERO; GODINO, 1996, p.39).

Este modelo de selecdo ¢ comumente trabalho no Ensino Médio, sendo

denominados, respectivamente, como: arranjo simples; arranjo com repeticao;

7 Tem-se ainda a classificagdo de decomposi¢do de um niimero natural em parcelas, no entanto, os autores
a consideram como um caso particular da Parti¢do.

§ Os problemas combinatérios simples, de acordo com Roa (2000), sio definidos por Navarro-Pelayo
(1994) como sendo aqueles que podem ser resolvidos a partir da aplicagdo de apenas uma operagéo
combinatoria, com ou sem repeti¢do.
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combinagdo simples e combinagdo com repetigdo. Navarro-Pelayo et al. (1996) explicam
que para a resolucdo destes problemas ¢ preciso analisar se a ordem de selegdo dos
elementos dos agrupamentos importa ou ndo, e se os elementos se repetem ou nao, ou
seja, precisamos analisar os invariantes de amostragem do problema. O diagrama da

Figura 1 representa as estruturas dos problemas de selecao:

llustracdo 3 - Estrutura dos problemas de selegio da classificagdo de Batanero et al.

'sem repeti¢do - problemas

de arranjo
ordenados

‘com repeti¢do - problemas

de arranjo com repetigdo
Sele¢do de uma
amostra

'sem repeticdo - problemas

de combinacao
, nao
ordenado _—
com repeti¢do - problemas
de combinagdo com
repeticao
(1996)

Fonte: Batanero ef al. (1996, p.32)

Nesta classificagdo, os problemas de permutagao simples sdo consideramos como
um caso particular dos problemas de arranjo com todos os elementos. Este tipo de
problema também ¢ trabalho tradicionalmente no Ensino Médio.

O modelo de sele¢do gera operagdes Combinatorias bésicas para a resolugao de

seus problemas, cujas representagdes podem ser observadas no Quadro 4.

Quadro 2 - Modelos de problemas combinatoérios de selegdo e suas respectivas formulas

Mod_elos,dg problemaf Representacdo em formula
combinatorios de selecao
Arranjo simples Anr =n(n-1)...(n-r+1)
Arranjo com repeticdo AR, =n'
Combinagdo simples Cur=An:: P
Combinagdo com repeticdo CRu.r=Chir1.r

Fonte: Batanero et al. (1996)
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A permutagdo (Pr) é um arranjo onde n =r, dai: P, = A, .

Em classificagdes anteriormente apresentadas, discutidos sobre as caracteristicas
dos problemas do tipo produto cartesiano. Na abordagem de Batanero et al. (1997), vimos
que este tipo de problema ndo esta incluso, porém, sdo discutidos os problemas do tipo
arranjo, permutagdo e combinacdo. Assim, em nosso trabalho, respaldamo-nos na
abordagem de Pessoa e Borba (2009) e Pessoa (2009), pelo motivo de que as autoras
consideram que estes quatro tipos de problemas (arranjo, permutacdo, combinacdo e
produto cartesiano) sdo os caracterizantes do pensamento combinatdrio. Segundo elas,
tais problemas combinatorios estdo frequentes em livros didaticos e se apresentam em
diferentes anos do Ensino Fundamental. Desse modo, consideramos importante, nesta
dissertagdo, discutir os diferentes significados dos conceitos combinatorios (produto
cartesiano, permutacdo, arranjo, combinagdo) apresentados na Educacdo Basica, a partir
de suas diferentes situacdes-problema, invariantes e representagoes simbolicas.

A seguir, apresentamos os diferentes significados presentes na Combinatéria, com
suas respectivas situacdes, invariantes e algumas possiveis maneiras diferentes de
resolucao (esquemas), assim como a resolugdo a partir do PFC. Uma vez que o foco do
nosso estudo € o ensino e aprendizagem da Combinatoria nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, evidenciaremos apenas os invariantes dos problemas do tipo produto

cartesiano, permutagdo simples, arranjo simples € combinagao simples.

3.2.1.1 OS DIFERENTES SIGNIFICADOS DOS PROBLEMAS COMBINATORIOS:
PRODUTO CARTESIANO, PERMUTACAO, ARRANJO E COMBINACAO

Neste trabalho, a perspectiva de apresentagdo das caracteristicas dos diferentes
significados em Combinatoria (produto cartesiano, arranjo simples, permutagao simples,
arranjo simples e combinagdo simples), ¢ fundamentada na proposta da teoria de
Verganud, considerando que para cada um dos significados apresentados tem-se seus

respectivos invariantes do conceito e esquemas para sua resolucao.

3.2.1.1.1 PRODUTO CARTESIANO
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Denominado como produto de medidas (VERGNAUD, 1983), Combinatoria
(PCN/BRASIL, 1997) e produto cartesiano (NUNES; BRYANT, 1997), este tipo de

significado pode ser entendido a partir das seguintes caracteristicas:

Situacao-problema — Exemplo: Na feira de ciéncias organizada pela dire¢do da

escola, 2 meninos (Pedro e Lucas) e 3 meninas (Marina, Ana e Beatriz) da turma do

5° ano, tém interesse de participar do stand de Matematica. Sabendo que a professora

da turma precisa formar uma dupla com dois destes cinco alunos, sendo um menino

€ uma menina, quais as possiveis duplas que ela pode formar?

— Algumas possiveis maneiras de resolucdo (esquemas):

a)
b)

Todas as possibilidades de duplas podem ser listadas;

Podem ser elencadas as possibilidades de casais para somente um menino
(Pedro com Marina, ou Pedro com Ana, ou Pedro com Beatriz), observando
que serdo trés possibilidades para menino, e sendo dois os meninos
envolvidos na situacdo, resultard em 6 possibilidades;

Pelo Principio Fundamental da Contagem da seguinte forma — toma-se a
primeira decisdo, a escolha dos meninos (duas possibilidades); uma vez
tomada a primeira decisdo toma-se a segunda, a escolha de meninas (trés
possibilidades). Diante disso, o numero total de possibilidades de formagao
de duplas, ou seja, deste evento, € 2 x 3, resultando em 6 possiveis formas

de combinar dois meninos e trés meninas.

Invariantes

— Dado dois (ou mais) conjuntos distintos, a combinacao entre eles forma um novo

conjunto;

— A natureza dos conjuntos ¢ distinta do novo conjunto formado;

— A ordem dos elementos escolhidos ndo gera novas possibilidades (PESSOA,
2009; AZEVEDO, 2013).

Podemos observar, a partir da situacdo exemplificada, que o que caracteriza esses

problemas ¢ o fato de que a combinagdo dos conjuntos distintos (conjunto de meninas e
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conjunto de meninos) forma um novo conjunto, no qual a sua natureza ¢ distinta (dupla

de menino e menina) e a ordem dos elementos ndo gera uma nova possibilidade (tanto

faz ser Pedro ¢ Ana, ou, Ana e Pedro).

3.2.1.1.2 PERMUTACAO

Este significado pode ser compreendido a partir das seguintes caracteristicas:

— Situacao-problema — Exemplo: De quantas formas diferentes Marcela podera

organizar seus brinquedos (boneca, ursinho e bola) na estante, de modo que eles

fiquem lado a lado?

— Algumas possiveis maneiras de resolucdo (esquemas):

a)

b)

Lista todas as possibilidades, partindo da escolha da boneca para ser o
primeiro brinquedo da sequéncia, posteriormente todas as possibilidades de o
ursinho ser o primeiro da sequéncia e, por fim, todas as possiblidades para a
bola ser o primeiro brinquedo da sequéncia;

Em uma situag@o na qual o aluno perceba a relagdo com a multiplicagdo, ele
pode iniciar a resolucao listando todas as possibilidades para a boneca, depois
todas as possibilidades para o ursinho e entdo percebe que se sdo duas
possibilidades para cada um destes brinquedos, podendo, logicamente,
generalizar para o proximo brinquedo, a bola. Multiplicando assim 2
possibilidades para cada um dos 3 brinquedos, o que resultara em 6
possibilidades.

Pelo Principio Fundamental da Contagem da seguinte forma — toma-se a
primeira decisdo, a escolha do brinquedo (trés possibilidades); uma vez
tomada a primeira decisdo toma-se a segunda, a escolha do segundo
brinquedo (dois possibilidades); por fim, toma-se a terceira decisao, a escolha
do terceiro brinquedo (uma possibilidade). Obtendo com o niimero total de
possibilidades, 2 x 3 x 1, resultando em 6 possiveis formas de organizar os

brinquedos na prateleira.
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— Invariantes

Para a permutagdo simples (sem repetigdes):

— Todos os elementos do conjunto serdo usados, cada um apenas uma Unica vez
(especificamente para os casos sem repeticdes);

— A ordem dos elementos origina novas possibilidades (PESSOA, 2009;
AZEVEDO, 2013).

A partir da situagdo exemplificada, podemos observar que o que designa esses
problemas ¢ o fato de que todos os elementos de um tinico conjunto (brinquedos) sao

utilizados em diferentes ordens, o que gera novas possibilidades de permutacao.

3.2.1.1.3 ARRANJO

Este significado de problema combinatério pode ser identificado a partir das

seguintes caracteristicas:
— Situacgao-problema — Exemplo: Em uma comissdo de 5 professores (Beto, Fabio,
Lucia, Bruna e Gustavo) devem ser escolhidos um diretor e um coordenador. De

quantas maneiras eles podem ser escolhidos?

— Algumas possiveis maneiras de resolucao (esquemas):

a) Uma solugdo menos formal poderia ser encontrada listando todas as
possibilidades para um dos professores ser escolhido para o cargo de diretor
e outro ser escolhido para o cargo de coordenador. Em seguida, o professor
escolhido para ser diretor, na situacdo anterior, seria trocado pela escolha de
outro professor, sem ser o que ocupa o cargo de coordenador, analogicamente,
substituindo as outras op¢des de professores, novas possibilidades serdo
geradas ¢ uma nova listagem de combinacdo sera determinada até que as
possiveis combinagdes sejam esgotadas;

b) Pelo Principio Fundamental da contagem da seguinte forma — toma-se a

primeira decisdo, a escolha do professor para o cargo de diretor (5
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possibilidades), uma vez definida, toma-se a segunda decisdo, a escolha do
professor para o cargo de coordenador (4 possibilidades), ou seja, 4 x 5

possibilidades ao todo.

— Invariantes

Para a arranjos simples (sem repeti¢des):

— Dado n elementos de um conjunto, poderdo ser formados subconjuntos de
agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos, ..., p
elementos, com 0 < p < n, sendo p e N nlimeros naturais;

— A ordem e a escolha dos elementos nos agrupamentos geram novas

possibilidades (PESSOA, 2009; AZEVEDO, 2013).

O que caracteriza esse tipo de problema ¢ que dado um conjunto com n elementos
(opgdes de professores), alguns subconjuntos de agrupamentos ordenados podem ser

gerados (possibilidades para a escolha de diretor e coordenador).

3.2.1.1.4 COMBINACAO

Podemos compreender o que caracteriza este significado a partir das seguintes

caracteristicas:

— Situacao-problema — Exemplo: Em uma lanchonete ha 4 opgdes de frios (salame,
presunto, queijo e frango) para se colocar no sanduiche. Ana quer um sanduiche com
apenas duas opgoes diferentes de frios. De quantas maneiras Ana pode escolher os

frios que iram rechear seu sanduiche?

— Algumas possiveis maneiras de resolucdo (esquemas):

a) Em uma resolu¢do menos formal, ¢ possivel listar todas as possibilidades de
combinagdo fixando uma das opg¢des de frios, por exemplo, frango e queijo,
frango e presento, frango e salame, analogamente, se faz o mesmo

procedimento para as demais opgdes de frios. Como a ordem ndo gera novas
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possibilidades, uma vez que a escolha de frango e queijo é a mesma de queijo
e frango, excluem-se as combinagdes repetidas e soma-se o restante das
possibilidades que sobrou;

b) Pelo Principio Fundamental da contagem articulado com a divisdo, da
seguinte forma — toma-se a primeira decisdo, a escolha da primeira op¢ao de
frio, ha 4 possibilidades (salame, presunto, queijo e frango); uma vez tomada
a primeira decisdo, para segunda decisdo hé 3 possibilidades (salame, frango
e queijo — caso a primeira escolha tenha sido presunto, por exemplo). Haveria,
assim, pelo principio fundamental da contagem 4 x 3, possibilidades, ou seja,
12 combinagdes possiveis de escolha de frios. Porém, estas 12 possibilidades
sdo iguais duas a duas, ou seja, salame e frango ou frango e salame podem ser
escolhidos, no entanto, se tratam da mesma escolha. Assim, o total de
possibilidades devera ser dividido por dois, resultando em 6 possibilidades

distintas de escolha de combinagao de frios para recheio do sanduiche.

— Invariantes

Para a combinagao simples (sem repeticdes):

— Dado n elementos de um conjunto, poderdo ser formados subconjuntos de
agrupamentos de, 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos, ..., p elementos, com 0
< p < n, sendo p e N nimeros naturais;

— A ordem e a escolha dos elementos nos agrupamentos ndo geram novas
possibilidades (PESSOA, 2009; AZEVEDO, 2013).

Diferentemente da situagdo exemplificada anteriormente, podemos observar que
esses problemas se caracterizam pela ndo importancia de ordenagdo dos elementos dos
subconjuntos (agrupamentos) gerados. Do conjunto maior (opgdes de frios), sdo
elencadas possibilidades para formar subconjuntos (combinagdo da escolha de frio), em
que a ordem dos elementos dos subconjuntos gerados ndo determina novas possibilidades.

Diante das situagdes-problema exemplificadas, podemos observar que as questoes
de Combinatoria sdo especialmente desafiadoras, uma vez que possuem distintas relagdes
(invariantes) e podem mobilizar diferentes esquemas para sua resolu¢do (AZEVEDO,

2013). Dentre as estratégias de resolugdo, destacamos, no presente estudo, o uso de



74

diversas representacdes simbolicas. Em sua tese, Pessoa (2009) destaca as representagdes
mais habituais utilizadas na resolugao de situagdes Combinatorias: o desenho; a listagem;
o diagrama/quadro; o principio fundamental da contagem e a arvore de possibilidades.

As possiveis maneiras de resolucdo, consideradas aqui como formais, foram
classificadas desta forma por seus esquemas se tratarem de algoritmos. O que, de acordo
com Pessoa (2009, p.80), “¢ uma sequéncia de instrugdes definidas como passos
necessarios para realizar uma tarefa, como, por exemplo, as formulas, no caso da
Combinatoria”.

Evidenciamos, em todas as situagdes, a resolu¢do por meio do Principio
Fundamental da Contagem, para que possamos perceber que, a partir dele, diferentes
problemas combinatorios podem ser resolvidos, sendo esta uma das formas de resolucao,
e ndo um significado de situagdo Combinatoria propriamente dito.

Partindo das diferentes caracteristicas dos significados das situacdes de problemas
combinatdrios, podemos observar a importancia dos professores que ensinam
Matematica, em especial nos anos iniciais, compreender os diferentes invariantes e
maneiras de solugdes que as situagdes possuem. Quando a compreensdao conceitual do
professor ¢ duvidosa, consequentemente, o seu ensino pode dificultar a aprendizagem
conceitual por parte dos alunos. Amparado na perspectiva da teoria de Vergnaud,
acreditamos que, para o aluno conseguir dominar o campo conceitual combinatorio, €
preciso que desde os anos iniciais ele seja estimulado a resolver diferentes situagdes deste
campo que devem ser propostas pelo professor, que, por sua vez, precisa ter dominio dos
diferentes significados, invariantes e representacdes que estas situagdes podem possuir.

Visando situar o leitor com relagdo ao atual cendrio de pesquisas realizadas no
ambito da Educacdo Combinatoria, nas proximas linhas dialogamos com diferentes
estudos que versam sobre os mais variados enfoques de investigagdo, relacionados ao
processo de ensino e aprendizagem deste conteudo ao longo dos anos da Educacao

Basica.
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4 O QUE DIZEM DOCUMENTOS OFICIAIS E ESTUDOS RECENTES
SOBRE O ENSINO E APRENDIZAGEM DA COMBINATORIA NA
EDUCACAO BASICA

E reconhecido pelas pesquisas que os conceitos combinatorios podem ter
profundas implicacdes em outros conceitos matematicos, em outras areas de
conhecimento, como também em diferentes situagdes presentes no cotidiano das pessoas.
Pela sua relevancia, atualmente o nimero de pesquisas no ambito da Educagdo
Combinatoria tem crescido, todavia, este quadro nem sempre foi assim.

Neste capitulo, apresentamos o panorama das atuais pesquisas realizadas no
ambito da Educagdo Combinatéria na Educacdo Basica. Pontuamos diferentes estudos
com os mais variados enfoques de investigacdo. O estudo do panorama da literatura da
Educagao Combinatoria permite que tenhamos um olhar mais amplo sobre tudo o que ja
foi discutido pela comunidade cientifica. Além disso, nos ajuda a compreender em que
aspectos outros pesquisadores podem contribuir para o tema desta pesquisa € em que
pontos podemos contribuir para a evolugdo da discussao do tema no ambito de pesquisa
da Educagdo Matematica. De acordo Soares (1989), compreender o estado de
conhecimento sobre um determinado tema de pesquisa € necessario para a evolugdo da

ciéncia, a fim de que:

[...] se ordene periodicamente o conjunto de informagdes e resultados
ja obtidos, ordenagdo que permita indicacdo das possibilidades de
integracdo de diferentes perspectivas, aparentemente autonomas, a
identificacdo de duplicagdes ou contradigdes, ¢ a determinacdo de
lacunas e vieses. (SOARES, 1989, p.3).

O levantamento literario tomou como base trabalhos apresentados em eventos
cientificos nos ultimos anos e pesquisas de dissertagoes e teses disponibilizadas pela
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD) e pelo Catalogo de Teses e
Disserta¢des da Capes’, bem com as orientagdes pontuadas por alguns documentos oficias
(BRASIL, 1998; BRASIL, 2014; PARAIBA, 2010) que norteiam as praticas pedagogicas
do Brasil. A escolha das pesquisas discutidas foi fundamentada nas possiveis

contribuigdes que podem proporcionar a presente pesquisa.

% Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (Capes).
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4.1 A EDUCACAO COMBINATORIA SOB A OTICA DAS DISSERTACOES E
TESES PRODUZIDAS NO BRASIL

Conforme destacado por Morgado et al. (1991), ha um bom tempo a tematica de
pesquisa Educacdo Combinatoria tem despertado o interesse da comunidade cientifica. O
interesse de compreender como o raciocinio combinatorio se desenvolve e como pode ser
potencializado pela educagdo escolar ¢ um dos fatores que motivam o crescimento de
pesquisas atualmente.

As pesquisas desenvolvidas neste campo de estudo versam sobre diferentes temas.
Alguns autores estudam as contribuicdes da Combinatoria em diferentes areas de
conhecimento da Matematica, como o ensino da Probabilidade, Estatistica e Raciocino
Logico. Outros, destacam aspectos que podem influenciar na qualidade de seu ensino e
aprendizagem, como: os conhecimentos que os alunos e professores possuem acerca da
Combinatoria; os diferentes significados que a Combinatdria possui; as principais
estratégias de resolucdo; as dificuldades de ensino e aprendizagem; o desenvolvimento
do raciocinio combinatorio em diferentes niveis de ensino; a formagdo inicial ou
continuada dos professores que ensinam Matematica.

Em nosso estudo, destacamos cinco dessas pesquisas, pela pertinéncia e pelas
contribuigdes ao tema da presente pesquisa. Para tanto, apresentamos os principais
resultados das pesquisas de Pessoa (2009), Souza (2010), Azevedo (2013), Almeida
(2010) e Silveira (2016), que foram desenvolvidas em diferentes programas de pos-
graduacdo e que abonam diversos olhares sobre os processos educativos da Combinatoria
na Educacdo Basica (Resolugdo de Problemas, Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacao de Matematica através da Resolugao de Problemas; Comunicacdo Matematica;
Resolugdo, Exploracdo e Proposicdo de Problemas; Tecnologias no Ensino da
Combinatoria; e Formacao Docente).

A primeira pesquisa, de Cristiane Azevedo dos Santos Pessoa (2009)'°, teve como
proposito analisar o desempenho ¢ as estratégias de alunos do 2° ano do Ensino
Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio em relacdo a resolugdo de problemas que
envolviam raciocinio combinatério. A tese de doutoramento foi apresentada em 2009,
sob a orientagdo da professora Doutora Rute Borba, com o apoio da Programa de Pos-

Graduagao em Educagao da Universidade Federal de Pernambuco. O objetivo central da

10 Pela relevancia das contribuigdes do estudo para a nossa pesquisa, a discussdo sobre este estudo serd um
pouco mais aprofundada do que em relagdo aos demais apresentados nesta secao.
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pesquisa foi analisar o desempenho ¢ as estratégias de alunos do 2° ano do Ensino
Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio, em relagdo a resolugdo de problemas que
envolvem raciocinio combinatorio.

Para a compreensdo da formacao e desenvolvimento de conceitos, seu trabalho
toma como referencial a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud e a perspectiva da
formagao de esquemas de Piaget. Tendo em vista que os problemas combinatorios fazem
parte do campo conceitual das estruturas multiplicativas, Pessoa (2009), a partir dos
estudos de Vergnaud (1990; 1991), Nunes e Bryant (1997) e dos PCN (BRASIL, 1997),
explica as principais caracteristicas de problemas que fazem deste campo, as situagdes
que possam estar envolvidos e os conceitos que estdo presentes neles. Os estudos de
Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1997); bem como de Morgado et al. (1991) e
Merayo (2001), foram o aparato teoérico escolhido para explicar o conceito de
Combinatoria e os seus diferentes tipos de problemas.

Em relacdo a parte empirica da pesquisa, a metodologia adotada pela pesquisadora
em contexto de sala de aula foi estabelecida a partir das ideias articuladas no referencial
teorico. Assim, cada aluno resolveu individualmente uma ficha com oito problemas (dois
de cada tipo: produto cartesiano, combinacdo, arranjo e permutacdo). Os problemas
propostos na ficha eram os mesmos para todos os niveis de ensino. Participaram do estudo
568 alunos de quatro escolas, sendo duas publicas e duas particulares.

No que diz respeito ao desenvolvimento do raciocinio combinatério de acordo
com os niveis de ensino (Ensino Fundamental I e II e Ensino Médio), os resultados da
pesquisa de Pessoa (2009) apontam progressos significativos de um nivel para outro.
Observaram-se grandes avangos em termos de desempenho do Ensino Fundamental I para
o Ensino Fundamental II, mas menores avangos entre o Ensino Fundamental IT e o Ensino
Médio. Ao que parece, as experiéncias extraescolares e/ou escolares, nao necessariamente
relacionadas diretamente ao ensino da Combinatoria, podem ter uma grande influéncia
nos desempenhos dos alunos. Mesmo sem instrugdo escolar especifica para o ensino da
Combinatoéria, o desenvolvimento dos alunos nos anos finais do Ensino Fundamental
melhorou significativamente, demonstrando como a maturidade adquirida ao longo de
suas experiéncias vivenciadas durante os anteriores anos de escolarizagao pode contribuir
para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio (PESSOA, 2009).

No que se refere ao desenvolvimento pelos anos de escolarizagdao, de modo geral,
os resultados apontaram grandes avancos entre os alunos do 5° e 9° ano do Ensino

Fundamental. Esse progresso também foi percebido do 9° ano para o 3° ano do Ensino
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Médio, porém nao tdo grande quanto em relacdo aos anos do Ensino Fundamental. Entre
os alunos do 2° 3° e 4° anos do Ensino Fundamental ndo se observou uma diferenga
significativa de desempenho, mas, em relacdo aos alunos do 5° ano, apresentaram
desempenho significativamente inferior. Quanto ao desenvolvimento dos alunos do 5°
ano, verificou-se que, além de apresentarem desempenho significativamente superior ao
dos alunos de anos anteriores, ndo se distanciam significativamente em termo de
desempenho dos alunos do 6°, 7° e 8° ano, porém diferiram de modo significativamente
inferior aos alunos do 9° ano de escolarizagao (PESSOA, 2009).

Analisou-se também o desenvolvimento do raciocinio combinatorio dos alunos a
partir de cada significado dos problemas. A partir disso, verificou-se que os problemas de
produto cartesiano demonstraram ser os mais faceis pelos indices de acertos da resolucao,
seguidos pelos problemas de arranjo. J4 os de permutacdo ¢ de combinagdo, foram
considerados os mais dificeis, sendo este tltimo o que apresentou o menor percentual de
acertos em todos os niveis, e sendo a permutacdo o significado de mais dificil
compreensao no Ensino Fundamental 1.

Pessoa (2009) comenta que o melhor desempenho em problemas de produto
cartesiano pode ser creditado ao ensino nas escolas, posto que a partir do 3° ano do Ensino
Fundamental estes sdo os unicos problemas trabalhados desde o inicio da escolarizagdo
basica. Segundo a autora, este tipo de significado da Combinatoria ¢ trabalhado
juntamente com outros problemas de estruturas multiplicativas (como proporcionalidade)
por volta do 3° e 4° ano. Quanto aos demais tipos, como arranjo, permutacdo e
combinagdo, ndo sdo explicitamente ensinados neste nivel de escolaridade, mesmo que
os PCN (BRASIL, 1997) orientem positivamente.

No que refere ao desempenho por ordem de grandeza dos numeros, os resultados
apontaram que o desempenho dos alunos foi influenciado pelo niimero de possibilidades.
De acordo com a analise, os estudantes apresentaram mais dificuldade em problemas que
possuiam o numero de possibilidades (agrupamentos) maior. Esta dificuldade foi
destacada, principalmente, nos primeiros anos de escolarizagdo. Ao final do 2° ano do
Ensino Médio, o percentual apresentou um avango aos demais anos, justificado pelo
aprendizado adequado de formulas neste ano de escolaridade (PESSOA, 2009). Desta
forma, apresentaram um maior percentual de acertos os problemas nos quais os alunos
poderiam manipular as quantidades sem necessitar do uso de estratégias mais

sistematizadas e formalizadas, podendo fazer uso de estratégias proprias como a
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enumeragdo sistematica ou desenhos, conseguindo esgotar todas as possibilidades com
maior facilidade pelo seu pequeno numero.

A pesquisa de Cristiane Pessoa (2009) apresenta uma ampla e profunda discussdo
sobre o desenvolvimento do raciocinio combinatorio dos estudantes ao longo de toda a
Educacao Basica. Trata de pontos especificos sobre o processo de ensino ¢ aprendizagem
da Combinatoria. Apresenta os principais objetivos de aprendizagem e dialoga sobre as
principais dificuldades encontradas pelos estudantes para a constru¢do do raciocinio
combinatorio na Educagao Escolar.

A discussdo sobre como a Combinatoria deve ser abordada desde as séries iniciais
do Ensino Fundamental at¢ o Ensino Médio, permite que tenhamos um amplo
entendimento sobre a Educa¢do Combinatoria em toda a Educagdo Basica. O destaque
dado aos principais objetivos de aprendizagem que se esperam alcangar ao longo dos anos
da Educac¢do Basica, e algumas perspectivas para o ensino da Combinatoria, orienta-nos
com relacdo a parte empirica da presente pesquisa.

Os resultados apresentados em seu estudo nos ajudardo no momento da analise
dos dados, pois explicam detalhadamente em que aspectos o raciocinio combinatorio dos
alunos precisa se desenvolver nos anos iniciais.

A segunda pesquisa, de Analucia Castro Pimenta de Souza (2010), teve como
objetivo principal criar uma proposta de trabalho para abordar a Combinatéria em sala de
aula, fazendo uso da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica
através da Resolucdo de Problemas. A dissertacao foi realizada sob a orienta¢dao da
Professora Doutora Lourdes de la Rosa Onuchic, pelo Programa de Pos-Graduagao em
Educagao Matematica da Universidade Estadual Paulista/Campus Rio Claro.

A pesquisa de Souza (2010) foi fundamentada em dois eixos: andlise
Combinatoria, contida na Matematica Discreta; e a Resolug¢ao de Problemas, vista como
uma metodologia de ensino. Para fundamenta a discussdo sobre a Combinatoria, a autora
destacou algumas ideias de Dossey (1991), Gardiner (1991), Morgado et al. (1991),
Domingues (1993), PCN-EM (Pardmetros Curriculares Nacionais — Ensino Médio —
Matematica) (BRASIL, 1989). Quanto a Resolugdo de Problemas, ela pontuou os estudos
de Polya (1962), Van de Walle (2001), Dante (1989), Onuchic (1999), Gazire (1988),
Schroeder e Lester (1989), Onuchic (2004), Jinfa Cai (2003) e os documentos do NCTM
— National Council of Teachers of Mathematics — USA (Conselho Nacional de
Professores de Matematica dos Estados Unidos) (1991).
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Com a analise, a pesquisadora evidenciou que a maioria dos livros apresenta
Analise Combinatoria no modo tradicional de ensino, no qual os conceitos sao definidos
logo de inicio pelo professor, depois sdo apresentados alguns exemplos, € por fim se
propde a resolugao de alguns exercicios. De acordo com Souza (2010), essa perspectiva
ndo permite que os alunos sejam levados a construir os conceitos, visto que todo o
pensamento matematico € apresentado previamente pelo professor a partir de formulas.
Segundo ela, alguns até introduziam inicialmente o trabalho com a Combinatéria a partir
do Principio Fundamental de Contagem, evitando o uso precoce de formulas, incluindo,
por vezes, topicos da Historia da Matematica, entretanto esses se tratam da minoria.

A perspectiva de desenvolvimento da investigagdo seguiu a metodologia de
pesquisa de Thomas A. Romberg (1992). Essa metodologia € composta por uma
sequéncia de dez atividades que estdo distribuidas em trés blocos. Assim, o primeiro bloco
de atividades desenvolvidas tratou de identificar o problema de pesquisa; o segundo bloco
apresentou uma proposta para resolucdo desse problema, no qual estratégias e
procedimentos para trabalho foram levantados e selecionados; e o terceiro e ultimo bloco
tratou de analisar as informacdes obtidas, buscando tudo o que ficou evidente diante das
questdes levantadas.

Souza (2010) realizou ainda uma entrevista semiestruturada com um professor de
Matematica atuante no Ensino Médio, que ndo participou de nenhum dos projetos. O
objetivo da entrevista foi coletar informagdes que evidenciassem como esse contetido era
trabalhado pelo professor, as principais dificuldades que ele e os alunos enfrentam ao
trabalhar esse topico matematico, ¢ a importancia atribuida por ele ao ensino de Analise
Combinatoria.

Ao final de sua pesquisa, Souza (2010) verificou que a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas favoreceu
o crescimento da aprendizagem dos alunos e dos participantes da oficina, no que se refere
as ideias centrais dos conceitos da Combinatdria. De acordo com a pesquisadora, essa
metodologia dispde de recursos que ajudaram a maioria dos alunos a representar de
diferentes maneiras as estratégias para a resolugdo dos problemas, chegando a encontrar
sua solucdo correta. Além disso, Souza (2010) destaca que a organizacdo da resolucdo
dos problemas por meio de tabelas, da arvore de possibilidades e de listas organizadas,
tem grande importancia na constru¢do dos conceitos dos problemas combinatorios.

Consideramos que o estudo de Souza (2010) apresenta uma perspectiva

metodologica para o ensino e aprendizagem da Combinatoria pouco conhecida, mas
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muito interessante. As argumentagdes apresentadas em toda a extensdo de seu trabalho
demonstram que a acdo pedagogica dos professores recebe novo significado, na medida
que possibilita ao professor assumir a postura de pesquisador de sua pratica, refletindo
sobre quais aspectos podem ser aperfeicoados para a melhoria do ensino da Matematica,
e especialmente da Combinatoria, como ¢ destacado no estudo.

No tocante as contribui¢gdes proporcionadas ao desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio dos participantes da pesquisa, acreditamos que a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas se mostrou
eficaz. Pelo exposto no trabalho, observamos que o desenvolvimento deste modo de
pensar foi favorecido pela perspectiva de trabalho a qual foi explorado. A resolugdo de
problemas, articulada ao processo de avaliacdo, permitiu aos alunos assumirem uma
postura investigativa e reflexiva, ao passo que durante a busca das solugdes testaram
conjecturas e argumentaram suas ideias com os colegas de classe, ou formacao, e com a
pesquisadora, que, por vezes, assumiu o papel de professora-pesquisadora.

A terceira pesquisa de mestrado, de Juliana Azevedo (2013), ¢ voltada ao ensino
da Combinatéria nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Teve como principal objetivo
analisar a influéncia da construcdo de drvores de possibilidades na resolucdo de
problemas combinatorios, com lapis ¢ papel ou com o uso de um soffware educativo
(Arbol).

Os principais trabalhos que constituiram o quadro tedrico da pesquisa foram: a
Teoria dos Campos Conceituais, de Vergnaud (1986), para discussdo sobre as trés
dimensdes fundamentais de conceitos: significados, invariantes e representagdes
simbolicas; os estudos de Pessoa e Borba (2009), para dialogar acerca das caracteristicas
do raciocinio combinatorio; e a pesquisa de Sandoval, Trigueiros e Lozano (2007), que
analisam a aplicacdo do software Diagramas de Arbol com criangas, como também Borba
e Penteado (2010) e Goos (2010), que discutem o uso da tecnologia na sala de aula.

Participaram da pesquisa 40 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental de duas
escolas da rede ptblica do municipal de Recife-PE, divididos em quatro grupos: o Grupo
1 (G1), que resolveu os problemas combinatérios por meio da construcdo de arvores de
possibilidades, fazendo uso do software Diagramas de Arbol; o Grupo 2 (G2), que
resolveu os problemas por meio de construgdes de arvores de possibilidades, fazendo o
uso de lapis e papel; o Grupo 3 (G3), que trabalhou apenas com problemas
multiplicativos, ndo combinatérios, por meio de desenhos; e o Grupo 4 (G4), que

participou apenas do pré-teste e dos pos-testes que envolviam oito situagdes-problema de
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Combinatoria, sendo duas questdes para cada tipo de problema combinatorio (produto
cartesiano, arranjo, combinagao e permutagao).

Com a andlise, Azevedo (2013) observou que o estudo de somente os problemas
multiplicativos, sem o envolvimento do raciocinio combinatério, ndo ¢ suficiente para
desenvolver esse tipo de pensar, visto que os alunos que resolveram apenas estes
problemas nao demonstraram maiores avangos ao comparar seus resultados do pré-teste
com os resultados do pos-teste.

Com relacdo aos significados, notou-se que os problemas que os alunos mais
tiveram facilidade em resolver foram de produto cartesiano; quanto aos mais dificeis,
foram apontados os problemas de permutacdo. Assim como Pessoa (2009), a autora
acredita que a dificuldade encontrada nesse tipo de problema pode estar relacionada a
quantidade de etapas de escolhas a serem realizadas para a sua resolu¢do. Quando vamos
resolver um problema de produto cartesiano, fazemos primeiramente uma escolha, uma
vez tomada, escolhemos a segunda, a ordem nesse tipo de problema nao produz novas
possibilidades, assim, ndo faz diferenca a primeira escolha passar a ser a segunda, ¢ a
segunda escolha passar a ser a primeira. Todavia, nos problemas de permutagdo, essa
troca representa uma nova possibilidade no conjunto do espago amostral. Normalmente
os problemas de permutac¢do apresentam mais de duas etapas de escolha, por exemplo,
existe N maneiras de se organizar m pessoas em uma filha de banco, em cada organizagao
deve-se escolher a primeira pessoa, depois a segunda, a enésima pessoa, até¢ que se tenha
organizado as pessoas na fila do banco e todas as possibilidades de posicionamentos delas
sejam esgotadas.

O estudo também evidenciou que o trabalho com arvores de possibilidades ¢ uma
excelente proposta para o ensino e aprendizado da Combinatéria nos anos iniciais, uma
vez que utilizando essa representacdo os alunos demonstraram avango no raciocinio
combinatorio. Nesse sentindo, em conformidade com Vergnaud (1986), a autora defende
que trabalhar multiplas representacdes “permite aos alunos uma visdo ampla do
conhecimento matematico, desde que se reflita sobre as similaridades entre as variadas
formas de representar o conceito estudado” (AZEVEDO, 2013, p.122).

Como ja foi dito, nos anos iniciais do Ensino Fundamental o conceito de
Combinatoria e suas estruturas ndo sao apresentadas formalmente, desse modo, o uso de
formula ¢ inapropriado e inviavel neste nivel de escolaridade. Com isso, a pesquisa de
Azevedo (2013) nos revela a importancia da valorizagdo das multiplas representagdes

simbolicas e estratégias pessoais dos alunos, como desenhos para o ensino e
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aprendizagem da Combinatéria nos anos iniciais. Verificou-se que a partir das
construgdes de arvores de possibilidades, os alunos conseguiram resolver os problemas
combinatdrios, demonstrando, mesmo que indiretamente, a compreensdo dos invariantes
dos quatro tipos (arranjo, permutacdo, combinacdo e produto cartesiano) de problemas
trabalhados.

A quarta pesquisa, de Adriana Luzi¢ de Almeida (2010), teve como propodsito
analisar as contribui¢des da Comunicagdo Matemadtica para o ensino e aprendizagem da
Combinatoria no Ensino Médio. Para o seu desenvolvimento, a pesquisa recebeu o apoio
do Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da Universidade de Ouro Preto.

Sobre a Combinatoria, a pesquisadora fundamenta seu trabalho nos estudos de
Navarro-Pelayo (1991), Batanero e Navarro (1991), Roa (2000), Roa e Navarro-Pelayo
(2001). E no que se refere 8 Comunicagao Matematica, nos trabalhos de Menezes (1999),
Martinho (2007) e D’ Antonio (2006). Além disso, baseia-se nas ideias de Yackel e Cobb
(1996) e Boavida (2005) para a discussao sobre a argumentacao nas aulas de Matematica.

Com relacdo aos percursos metodologicos, a pesquisa foi realizada em uma escola
da rede publica de ensino da cidade de Itabirito-MG. Os participantes foram 31 alunos de
uma turma do 2° ano do Ensino Médio. Fundamentada nos estudos sobre
desenvolvimento do pensamento combinatéorio e um ambiente de estimulo a
argumentacdo e discussdo de situagdes-problema, Almeida (2010) buscou selecionar
dindmicas que favorecem uma Comunicacdo Matematica. A maior parte das atividades
foi realizada em grupos de quatro alunos. Alguns utilizaram materiais usuais de sala de
aula, como lapis, borracha e caneta; outras, pecas de um jogo de Domin6 convencional.
Em busca de uma maior interacdo dos alunos, foi dada a eles a liberdade de definirem
quais alunos seriam os membros de cada grupo. As atividades propostas foram elaboradas
com a finalidade de identificar os principais obstdculos e formas de enfrenta-los,
referentemente ao estudo desse topico.

A pesquisa de Almeida (2010) revelou que as estratégias de resolugdo como o
passar das atividades desenvolvidas foram se tornando cada vez mais elaboradas. No teste
diagnostico final, aplicado pela pesquisadora, observou-se que os alunos conseguiram
enumerar agrupamentos possiveis, mesmo construindo apenas parte da arvore de
possibilidades.

Assim como no estudo de Azevedo (2013), verificou-se que a arvore de

possibilidades foi uma estratégia frequente nas resolugdes dos alunos. Com isso, podemos
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constatar que esse tipo de representagdo simbolica favorece na aprendizagem dos alunos,
tanto nos anos iniciais do Ensino Fundamental como no Ensino Médio.

Outro resultado que corrobora os estudos de Azevedo (2013) e também de Pessoa
(2009) diz respeito as dificuldades crescentes quando o numero dos agrupamentos
possiveis ¢ grande. Acreditamos que essa dificuldade ocorre pelo aumento das escolhas
necessarias para selecionar os elementos que fardo parte dos agrupamentos, tendo em
vista que para cada agrupamento formado deve-se fixar uma escolha de selecdo inicial
que delimitara as escolhas subsequentes, quando os agrupamentos sdo ordenados.

Ao fim da pesquisa, Almeida (2010) destaca que mais do ensinar um aluno a
resolver problemas combinatdrios, apresentando-lhe habilidades e técnicas, ¢ preciso
garantir um ambiente de aprendizagem, no qual todos sejam corresponsaveis pela sua
propria aprendizagem, sendo motivados a expor, argumentar, questionar ¢ refletir suas
ideias. Concordamos com a autora, pois, com isso, os alunos terdo a oportunidade de nao
apenas desenvolver o raciocinio combinatorio, mas também a capacidade de verbalizar
sua compreensdo acerca do conteudo. A argumentagdo nas aulas de Matematica favorece
a sistematizagdo das ideias, o que para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio €
muito importante.

A quinta pesquisa, de Adriano Silveira (2016), versa sobre o processo de ensino e
aprendizagem da Combinatéria no Ensino Médio via Resolugdo, Exploracao e Proposigao
de Problemas. A dissertagdo foi desenvolvida sob orientacdo do Professor Doutor
Silvanio de Andrade, com o apoio do Programa de P6s-Graduagao em Ensino de Ciéncias
¢ Educacao Matematica da Universidade Estadual da Paraiba.

A pesquisa se propds analisar como uma abordagem em sala de aula via
Resolug¢do, Exploracdo e Proposi¢do de Problemas pode potencializar o ensino-
aprendizagem de Andlise Combinatoéria.

A Metodologia de ensino-aprendizagem escolhida para trabalhar em sala de aula
foi a de Resolugdo, Exploragdo e Proposicao de Problemas, desenvolvida através de uma
sequéncia de atividades de problemas combinatorios, em uma turma de 34 alunos do 2*
ano do Ensino Médio. Optou-se pela formacdo de grupos de 3 alunos, com o intuito de
desenvolver uma dindmica de aula que privilegiasse o trabalho cooperativo e
colaborativo, onde as ideias levantadas em busca da solucao deveriam ser respeitadas por
todos os participantes.

Para a elaboragdo da sequéncia das atividades, Silveira (2016) buscou respaldos

nos estudos levantados no referencial tedrico e nos resultados de uma entrevista com
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quatro professores de Matematica, realizada logo no inicio do estudo, que teve como
objetivo conhecer as ideias deles acerca do ensino-aprendizagem da Combinatoria.

Para dialogar sobre as caracteristicas essenciais da Combinatéria, Silveira (2016)
apresenta no aporte tedrico as ideias de Morgado et al. (1991) e Pessoa (2009), e buscando
relacionar esse tipo de raciocinio a Matematica Discreta, destaca os estudos de Dossey
(1991). Quanto aos estudos relacionados com a Metodologia de Resolugao, Exploragao e
Proposi¢do de Problemas, o pesquisador respalda-se nas pesquisas de Onuchic e Allevato
(2004; 2015), Pais (2013), Polya (1995), Andrade (1998), Van de Walle (2001; 2009),
Onuchic (1999), Cai e Lester (2003), como também nos Parametros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 1997; 1998).

Influenciado pelas ideias de Onuchic e Allevato (2004), Silveira (2016) destaca
que no trabalho em sala de aula via metodologia da Resolu¢ao de Problemas, o problema
¢ considerado como um ponto de partida para o processo de ensino e aprendizagem dos
alunos. Assim, quando a Matematica é ensinada através da resolu¢ao de problemas, “os
problemas sao importantes ndo somente como um meio de se aprender Matematica mas,
também, como um primeiro passo para se fazer isso” (SILVEIRA, 2016, p.56). Ele afirma
que ¢ através e durante a resolucdo dos problemas que os alunos conseguem fazer
conexdes entre diferentes ramos da Matematica, gerando novos conceitos € novos
conteudos.

Silveira (2016) destaca que, ao adotar essa metodologia em sala de aula, o
professor permite que os alunos ajam como investigadores diante de um problema que os
desafia na busca da solucdo. Diante disso, durante a resolugdo ¢ exploragdo dos
problemas, convém que os caminhos e as estratégias pessoais utilizadas pelos alunos
sejam valorizadas, porque mais importante do que chegar a resposta correta ¢ a
possibilidade de o aluno compreender suas ideias matematicas empregadas para a busca
das solugoes.

Ao fim de sua pesquisa, Silveira (2016) afirma que o ensino-aprendizagem via
Resolucao, Exploragao e Proposicao de Problemas, o permitiu acompanhar o crescimento
gradual do desenvolvimento de seus alunos, de modo que conseguiu compreender as
multiplas estratégias de resolugdo efetivadas por eles. A metodologia empregada
promoveu o engajamento dos alunos nas atividades propostas, motivando a exploragdo
das solugdes encontradas, favorecendo a apreensdo de ideias essenciais de Analise

Combinatoria.
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A pesquisa de Silveira (2016) apresenta uma profunda discussdo acerca das
contribui¢des que a metodologia da Resolucdao de problemas, articulada a Exploragdo e
Proposi¢do de Problemas, pode trazer ao ensino-aprendizagem da Matematica, e
especialmente ao ensino-aprendizagem da Combinatoria.

A partir deste estudo, podemos observar como esta perspectiva de trabalho
contribuiu para a construcdo solida dos conceitos combinatorios. A possibilidade de
refletir sobre a empregabilidade das ideias essenciais da Combinatoria a solucdo dos
problemas propostos possibilita ao aluno atribuir uma significa¢@o a sua aprendizagem.
Com as argumentagdes apresentadas no trabalho, consideramos que a exploragdo de
problemas propicia um raciocinio matematico mais estruturado e so6lido, dado que o aluno
precisa organizar seus pensamentos para compreender matematicamente o emprego das
estratégias utilizadas.

As pesquisas destacadas apresentam um leque de possibilidades para o ensino e
aprendizagem da Combinatéria. Os principais resultados pontuados evidenciam a
importancia da Educacdo Combinatoria ao desenvolvimento do raciocinio matematico
dos alunos e professores da Educagdo Bdasica. No intuito de apresentar de maneira
sintetizada os principais pontos que diferenciam as pesquisas analisadas, apresentamos,

no Quadro 2, um resumo de cada uma delas.

Quadro 3 - Resumo de dissertagdes e teses analisadas

AUTOR/ANO/ OBJETIVO APORTE
SUJEITOS PRINCIPAL TEORICO HSAULITROY

PESSOA, Analisar o O raciocinio  Sobre 0

Cristiane desempenho e as combinatorio: desenvolvimento do

Azevédo dos estratégias de alunos Batanero, Godino e raciocinio

Santos (2009) do 2° ano do Ensino Navarro-Pelayo combinatorio:
Fundamental ao 3° (1997); Morgado, —Grandes avangos
ano do Ensino Médio, Carvalho, Carvalho entre os alunos do

Alunos do em relagdo a ¢ Fernandez (1991); Ensino

Ensino resolugdo de Merayo (2001);  Fundamental I ¢ II,

Fundamental e problemas que Inhelder e Piaget  porém menores

Meédio envolvem raciocinio (1995) e Soares e avancos entre o
combinatorio. Moro (2006). Ensino

Combinatéria  na

Fundamental 1T e o

escola: PCN Ensino Médio;

(BRASIL, 1997); —Os alunos do 5°
Ferraz (2004), ano,  apresentam
Guirado e Cardoso um  desempenho
(2007) e, Costa significativamente

(2004).

superior ao dos




alunos de

anteriores;
Sobre os significados
dos problemas
combinatorios:

anos

— Os problemas de

produto cartesiano,

seguidos dos
problemas de
arranjo
demostraram ser o
de mais facil
compreensao.

— Os problemas de

permutacdo ¢ de
combinagdo, foram
considerados  os

mais dificeis
compreensao.
SOUZA, Criar uma proposta Raciocinio Verificou-se que
Analucia Castro de trabalho para combinatorio e seu Metodologia de
Pimenta (2010) abordar a ensino: Dossey Ensino-
Combinatoriaemsala (1991);  Gardiner Aprendizagem-
de aula, fazendo uso (1991); Morgado et Avaliagdo de
Alunosdo22ano da Metodologia de al (1991); Matematica através

do Ensino Ensino- Domingues (1993); da Resolugdo de
Meédio, Aprendizagem- PCN-EM (1989). Problemas favoreceu
professores e Avaliacao de Resolucdo de para o crescimento da
educadores Matematica através problemas: Polya aprendizagem  dos
matematicos, da Resolugdo de (1962); Van de alunos e dos
alunos da Problemas Walle (2001); participantes da
Licenciatura em Dante (1989); oficina, no que se
Matematica. Onuchic  (1999); refere as  ideias
Gazire (1988); centrais dos conceitos
Schroeder ¢ Lester da Combinatoria.
(1989);  Onuchic
(2004); Jinfa Cai
(2003) e 0o NCTM
(1991).
AZEVEDO, Analisar a influéncia Raciocinio Revelou a
Juliana (2013) da construcdo de Combinatorio: importancia da
arvores de Pessoa e Borba valorizagdo das
possibilidades na (2009). multiplas
Alunos do 52ano  resolucdo de O uso da tecnologia representagdes
do Ensino problemas na sala de aula: simbolicas e
Fundamental. combinatorios, com Sandoval, estratégias  pessoais
lapis e papel oucom o Trigueiros e Lozano dos alunos, como
uso de um software (2007); Borba e desenhos, para o
educativo (Arbol) Penteado (2010) e ensino e
Goos (2010). aprendizagem da
Combinatoéria  nos

anos iniciais.
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ALMEIDA, Analisar as Sobre a Verificou-se que:

Adriana Luzié contribui¢des da Combinatoria:

(2010) Comunicagao Navarro-Pelayo — As estratégias de
Matematica para o (1991); Batanero e resolucdo como o
ensino e Navarro (1991); passar das
aprendizagem da Roa (2000); Roa e  atividades

Alunosdo 2?2ano Combinatoria no Navarro-Pelayo desenvolvidas

do Ensino Ensino Médio. (2001). foram se tornando

Meédio. Sobre a cada vez mais

Comunicag¢ao claboradas;
Matematica e

argumentacdo em — Dificuldades

sala de  aula: crescentes quando
Menezes  (1999); 0o numero dos
Martinho  (2007); agrupamentos
D’Antonio (2006);  possiveis ¢ grande;
Yackel e Cobb

(1996), ¢ Boavida

(2005).

SILVEIRA, Analisar como uma Ideias essenciais da Constatou-se que o

Adriano (2016).  abordagem em sala Combinatoria: processo de ensino-
de aula via Morgado et al aprendizagem  via
Resolucao, (1991); Pessoa Resolugao,

Alunos do 22 ano  Exploracdo e (2009)e Exploragdo e

do Ensino Médio  Proposicao de Dossey (1991). Proposi¢ao de
problemas pode Processo educativo problemas, o permitiu
contribuir/potencializ da  Combinatéria: acompanhar 0
ar com o ensino- Pardmetros crescimento gradual
aprendizagem de Curriculares do desenvolvimento
Analise Nacionais  (1997; de seus alunos, de
Combinatoria 1998; 2002; 2006). modo que, conseguiu

Metodologia de compreender as
Resolugdo, multiplas estratégias
Exploragdo e de resolugdo
Proposigdo de efetivadas por eles.

problemas: Onuchic
e Allevato (2004);
Pais (2013); Polya

(1995);  Andrade
(1998);  Allevato
(2005); Van de

Walle (2001; 2009);

Onuchic (1999);
Cai e Lester (2003);
e também 0s
Parametros
Curriculares
Nacionais  (1997;
1998).

Fonte: Adaptado de Pessoa, 2009; Souza, 2010; Azevedo, 2013; Almeida, 2010 ¢

Silveira, 2016.

Com este levantamento, fica evidente o quanto a area de pesquisa aqui discutida

vem se desenvolvendo a partir de diferentes enfoques. Preocupando-se sempre com a
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qualidade de ensino e aprendizagem da Combinatdria, os pesquisadores destacados
analisaram aspectos do processo educativo deste contetdo em contexto de sala de aula,
evidenciando as principais dificuldades encontradas para o desenvolvimento do seu
ensino e aprendizagem.

As pesquisas apresentam relevantes orientacdes para a agdo pedagodgica dos
professores, destacando a metodologia de Resolucdo de Problemas como uma proposta
de ensino eficaz a aprendizagem da Combinatoéria, seja no Ensino Fundamental ou Médio.
Destacamos que apenas uma pesquisa dentre as cinco destacadas trata especificamente
do processo de ensino e aprendizagem da Combinatéria nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Apresentamos somente a pesquisa de Azevedo (2013), pois foi a tinica que
encontramos especificamente para esse nivel de ensino.

Tal fato demonstra a necessidade de se desenvolver mais pesquisas voltadas a esse
nivel de escolaridade. O estudo da Matematica nos anos inicias precisa receber um olhar
mais aprofundado quanto as especificidades do seu processo educativo. Sabemos que os
conceitos formalizados neste nivel de escolaridade sdo a base para a compreensao de
conceitos mais complexos nos anos subsequentes do Ensino Fundamental II e Ensino
Médio.

No que diz respeito a Combinatoéria, os resultados das pesquisas de Pessoa (2009),
Almeida (2010) e Silveira (2016) evidenciam que, mesmo com um progresso
significativo do desenvolvimento entre os anos iniciais do Ensino Fundamental ao Médio,
os alunos e professores sentem dificuldade em compreender as ideias essenciais da
Combinatoria e resolver seus problemas. Diante disso, diferentemente da maioria das
pesquisas pontuadas, o presente estudo € voltado especificamente ao processo educativo
da Combinatéria nos anos iniciais. Visando a qualidade do seu processo educativo,
objetivamos analisar as contribuicdes que a metodologia da Resolucdo, Exploragdo e
Proposi¢do de Problemas pode ocasionar ao ensino e aprendizagem da Combinatoria nos
anos iniciais do Ensino Fundamental.

Na sequéncia, apresentamos os resultados de um levantamento de trabalhos
produzidos e apresentados em eventos cientificos nos ultimos anos. Consideramos
importante averiguar o indice de produgdes nestes eventos, pois os estudos publicados
fazem parte de todo o ambito de pesquisa da Educagdo Matematica, incluindo o nivel de

graduacao.
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42 A EDUCACAO COMBINATORIA NOS ANOS INICIAIS DO ENSINO
FUNDAMENTAL A PARTIR DE ESTUDOS RECENTES APRESENTADOS
EM EVENTOS CIENTIFICOS

Ha alguns anos, o numero de pesquisas nessa area era pequeno. Em um
levantamento realizado em 2009, integrantes do grupo “Geragdo” verificaram que o
numero de trabalhos envolvendo o tema raciocinio combinatério apresentado em eventos,
tanto em ambito nacional quanto internacional, nos ltimos anos, ¢ muito baixo. O
levantamento identificou que nos 23 encontros'! de Educacio investigados, ocorridos no
periodo de 2004 a 2008, foram apresentados apenas 28 trabalhos sobre o tema. Em alguns
desses eventos, nem mesmo houve a incidéncia de pesquisas nessa area.

Especificamente, com relagdo ao ensino e aprendizagem da Combinatoria nos
anos iniciais, realizamos um levantamento de estudos apresentados em eventos de
divulgacdo cientifica, em nivel nacional e internacional, no periodo de 2014 a 2017. Em
um primeiro momento, verificamos trabalhos nos quais a palavra “combinatoria”
estivesse presente em seu titulo. Posteriormente, o levantamento foi direcionado aos eixos
tematicos nos quais o tema ensino da Combinatoria tivesse relagdo. Feita esta busca,
realizamos um refinamento dos trabalhos selecionados, priorizando no tratamento dos
dados aqueles cujo foco tratava, especificamente, do processo de ensino e aprendizagem
da Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Ap0s o levantamento de todos os estudos referentes ao ensino e aprendizagem da
Combinatoria nos anos iniciais, deliberamos categorias de agrupamento para a analise
dos mesmos. A escolha das categorias elencadas foi fundamentada no perfil dos estudos
analisados, bem como na sua relevancia ao ensino da Combinatoria. Sendo assim, as
categorias selecionadas foram:

I. Estudos de sondagem: nos quais o objetivo da pesquisa ¢ averiguar quais

conhecimentos prévios os alunos possuem acerca dos conceitos

combinatodrios, os métodos de resolu¢ao dos problemas combinatorios ¢ a

1 Psychology of Mathematics Education (2004; 2005; 2006); International Conference on Teaching
Statistics (2006); Conferéncia Interamericana de Educacion Matematica (2003; 2007); Reunido de Didatica
da Matematica do CONESUL (2006); Seminario Internacional de Pesquisa em Educagdo Matematica
(2003; 2006); Simposio Internacional de Pesquisa em Educagdo Matematica (2006; 2008); Encontro
Nacional de Educagdo Matematica (2001; 2004; 2007); Reunido Anual da Associacdo Nacional de Pos-
graduagdo e Pesquisa em Educagdo (2000; 2007); Encontro Nacional de Didatica e Pratica de Ensino
(2006).
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compreensao dos conceitos combinatorios em diferentes situagdes propostas
pelas pesquisas analisadas;

II. Relatos de experiéncia: trabalhos que apresentam relatos de experiéncias de

atividades realizadas por professores que ensinam Matematica em seu proprio
contexto de sala de aula, condizentes com o ensino da Combinatoria nos anos
1niciais;

II1. Estudos com professores: voltados a pesquisas que t€ém por objetivo analisar
aspectos da formacdo inicial e continuada de professores e seus
conhecimentos sobre os conceitos combinatorios € métodos que facilitem seu
ensino;

IV. Estudos documentais: pesquisas que analisam as orienta¢des dos documentos

oficiais para o ensino da Combinatoria nos anos iniciais ¢ a forma de
abordagem do tema nos livros didaticos;

V. Estudos com recursos didaticos: trabalhos nos quais se faz uso de materiais

didaticos como facilitadores do processo de ensino e aprendizagem da
combinatéria.

Destacamos que a categoria II (relatos de experiéncia) pode categorizar outras
pesquisas que foram designadas a categorias diferentes desta, como € o caso de alguns
trabalhos sobre a formagao de professores e estudos de relatos de experiéncia. No entanto,
no presente levantamento, sdo apresentados nessa categoria apenas os trabalhos
apresentados na modalidade relato de experiéncia. As demais categorias (I, III, IV e V)
sdo compostas pelos trabalhos apresentados na modalidade de comunicagao oral e painel,
e, em caso especifico, aos eventos ENCEPAI e XII ENEM, também foram considerados
os trabalhos submetidos como mesas redondas, palestras € minicursos.

A Tabela 1 apresenta o resultado quantitativo dos trabalhos, relacionados com
aspectos do processo de ensino e aprendizagem da Combinatoria nos anos iniciais e
subsequentes do Ensino Fundamental (EF) e Médio (MD), que foram submetidos aos

eventos cientificos listados anteriormente.
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Tabela 1 - Resultado quantitativo de trabalhos relacionados ao processo de ensino de

aprendizagem da Combinatoria

N2 DE TRABALHOS
IDENTIFICADOS
ANO DE
EHEN PUBLICAGAO | ANOS | , = VIIS
INICIAIS
E MD
XIV Conferéncia Interamericana
de Educacion Matematica 2015 01 03
VI Seminario Internacional de
Pesquisa em Educacdo Matematica 2015 03 00
I Congresso. Nacwnakde _Pesqulsa e 2016 00 00
Ensino em Ciéncias
II Congressq Nacwna.lAde.Pesqulsa 2017 0 03
¢ Ensino em Ciéncias
I Congresso Nacmga} de Educagao 2014 00 00
Matematica
II Congresso Nac10¥12'11 de Educagao 2015 01 0
Matematica
I Congresso Nacional de
Educacao Matematica 2016 02 02
XII Encontro Pau11§tg de Educagao 2014 01 00
Matematica
XIII Encontro Paulista de
Educa¢do Matemadtica 2017 01 01
XIX Encontro Brasileiro de
Estudantes de P6s-Graduacgao em 2015 01 02
Educacao Matematica
XX Encontro Brasileiro de
Estudantes de Pos-Graduacao em 2016 01 03
Educacdo Matematica
Encontro de Combinatoria,
Estatistica e Probabilidade dos 2016 09 00
Anos Iniciais
XIII Encontro Nacional de
Educacdo Matematica 2016 10 08
IX Encontro Paraibano de
Educacdo Matematica 2016 00 05
V Forum Nacional de, Llcenc1aturas 2014 00 00
Em Matematica
IV Seminario de Escritas e Leituras
em Educagdo Matematica 2016 00 01
4 anos (2014,
> 2015,2016 ¢ 32 30
2017)

Fonte: Autoria propria

Considerando a totalidade de trabalhos apresentados nos 16 eventos analisados,

pudemos observar que o quantitativo de estudos relacionados ao ensino da Combinatoria
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cresceu em relagdo aos resultados apresentados pelo estudo realizado em 2009, por
integrantes do grupo “Geragao”, ainda que o numero de eventos pesquisados para o
presente estudo tenha sido menor em comparagdo ao de 2009.

O levantamento mostra que, durante os Ultimos quatro anos (2014, 2015, 2016 e
2017), foram realizados 62 trabalhos conexos a tematica, ¢ destes, 32 estdo relacionados
diretamente ao ensino da Combinatdria nos anos iniciais. Tal fato demonstra uma maior
atencdo dos estudiosos da area. Acreditamos que isto possa ter sido motivado pela
preocupagao da comunidade académica e cientifica em analisar aspectos relacionados ao
ensino da Combinatoria, tendo em vista suas inimeras contribuigdes em outras areas de
conhecimento, em diferentes conceitos matematicos, ¢ em diversas situagdes
extraescolares da vida dos alunos.

Ao que se concerne aos estudos direcionados aos anos iniciais, presumimos que a
relevancia do ensino da Matematica, neste nivel de escolaridade, tem despertado nos
ultimos anos o interesse dos pesquisados, posto que, para que os conceitos mais completos
sobre o ensino da Matematica, em especial da Combinatoria, sejam melhor
compreendidos pelos alunos nos demais anos da Educagao Basica, ¢ preciso que desde o
inicio da escolarizacdo os alunos tenham sido direcionados para um melhor
desenvolvimento do raciocinio necessario para o estudo da Combinatoria em anos
subsequentes dos anos do Ensino Fundamental e Médio.

Analisando os trabalhos desenvolvidos, e os agrupando nas categorias elencadas

para andlise, recolhemos o seguinte resultado (Ver Tabela 2):

Tabela 2 - Percentual dos tipos de trabalhos produzidos

Estudos Relatos de Estudos Estudos Estudos com
de experiéncias com documentais recursos
sondagem professores didaticos
TOTAL | 12 | 03 | 08 | 07 | 02

Fonte: Autoria propria

E possivel observar que os estudos de sondagem apresentam o maior percentual
das pesquisas realizadas, o que demonstra o interesse dos pesquisadores em compreender
o processo de aprendizagem que os alunos desenvolvem para constru¢ao de seus
conhecimentos. A partir das andlises realizadas, acreditamos que as pesquisas destinadas
a essa categoria auxiliam o professor a compreender melhor os percursos tracados pelos
alunos no processo de aquisi¢ao da aprendizagem, o nivel de entendimento dos conceitos

combinatorios que podem ser alcancados, a forma de resolu¢ao dos problemas adotadas
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pelos alunos, assim como as conjecturas e argumentagdes movimentadas por eles durante
uma atividade que envolva tais conceitos.

O indice dos estudos com professores e estudos documentais aproximam-se.
Mesmo nao fazendo parte do menor indice das pesquisas, consideramos ser necessario o
aumento de pesquisas nestas duas categorias, visto que os trabalhos desenvolvidos na
primeira categoria podem analisar os aspectos da formacdo inicial e continuada dos
professores que precisam ser aprimorados para um melhor ensino da Matematica nos anos
iniciais do Ensino Fundamental, averiguando também quais os conhecimentos que os
professores possuem sobre o Combinatoria e quais precisam aprofundar mais em sua
formacdo. J& os desenvolvidos na perspectiva da segunda categoria podem apresentar
interessantes analises sobre as orientagdes oficiais que regem todo o sistema de ensino,
como também podem expressar a forma com a qual os livros didaticos, um dos principais
instrumentos de ensino utilizado pelo professor, abordam o ensino da Combinatdria nos
anos iniciais.

Como demonstrado na Tabela 2, os estudos com recursos didaticos e relatos de
experiéncia foram os que apresentaram o menor percentual de pesquisas realizadas.
Assim como as categorias anteriores, consideramos que trabalhos nestes contornos sio
de grande importancia para o ambito da Educagdo Matematica, e em especial para a
Educacao Combinatéria. Os estudos com recursos didaticos podem trazer sugestdes
metodologicas que auxiliem aos professores em seu trabalho docente rotineiramente; e os
trabalhos que relatam as experiéncias dos professores podem romper o paradigma de que
a Educacdo Combinatoria neste nivel de escolaridade ¢ algo muito dificil de ser
desenvolvido ou quase impossivel.

Acreditamos que uma das justificativas para o baixo indice desses trabalhos esta
fundamentada em algumas debilidades do ensino da Matematica, encontradas nas
formagdes iniciais dos professores dos anos iniciais. Assim como afirma Curi (2004), os
cursos que preparam os professores a docéncia neste nivel de escolaridade reservam
pouco tempo para as disciplinas direcionadas ao ensino da Matematica, prejudicando a
formagdo do docente em relacdo ao seu ensino. Logo, a inseguranga em lecionar um
conteudo especifico como a Combinatoria se faz presente, fazendo com que o professor
ndo o ensine ou o ensine de forma limitada, restringindo-se a atividades tradicionais cuja
utilizacdo dos recursos didaticos seja dispensada.

Em razdo da pertinéncia dos resultados apresentados pelos estudos de sondagem

e relatos de experiéncia, dentre as quatro categorias de trabalhos que selecionamos,
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iremos apresentar algumas consideragdes acerca dos principais achados das investigagoes
voltadas para a categoria I e II. Os estudos relativos a estas duas categorias buscaram
averiguar os principais métodos de resolu¢do dos problemas combinatorios que sdo
adotados pelos estudantes e discutir relatos de experiéncias de atividades voltadas para o
ensino da Combinatdria nos anos iniciais.

Destacamos que a escolha dos trabalhos a serem discutidos tomou como base a
convergéncia de seus objetivos com o da presente pesquisa. Os trés tratam do processo
educativo da Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental e apoiam as

experiéncias didaticas em perspectivas de ensino que valorizam a resolug¢ao de problemas.

I. Estudos de sondagem

A pesquisa de Magina, Spinillo e S& Melo (2015), intitulada “As Estratégias de
Estudantes dos Anos Iniciais na Resolugdo de Problema Combinatorio”, objetivou
averiguar quais seriam as estratégias utilizadas por estudantes na resolugao de problemas
de Combinatéria. A pesquisa foi realizada com 269 estudantes das 2%, 3" e 4* séries
(referentes aos atuais 3°, 4° e 5° anos do Ensino Fundamental), cada participante resolveu
por escrito problemas de produto cartesiano, apresentando por escrito sua resolugao.

De acordo com o resultado das analises dos registros das resolugdes dos problemas
realizadas pelos alunos, as autoras concluiram que estudantes dos Anos Iniciais tiveram
pouco sucesso ao resolver problemas de Combinatéria; e que, embora tenha tido um
crescimento no percentual de sucesso dos estudantes, a medida que os anos escolares
avangam, esse crescimento € pifio. As estratégias identificadas nas resolugdes dos alunos
sdo de natureza hierdrquica, no sentido de expressarem diferentes niveis de compreensao
a respeito da Combinatoria. A partir disso, em uma perspectiva de desenvolvimento,
identificou-se uma progressao no raciocinio combinatorio que se manifesta na resolugdo
(MAGINA; SPINILLO. SA MELO, 2015).

O trabalho “A Produgao de Conceitos Combinatorios € Probabilisticos por meio
de uma prética Problematizadora no 4° Ano do Ensino Fundamental” foi desenvolvido
por Santos et al. (2017a) e apresentou resultados de uma pesquisa de conclusdo de curso.
O trabalho em questdo objetivou evidenciar quais os conceitos de Combinatoria e
Probabilidade que podem surgir a partir de situagdes de ensino problematizadoras com

alunos dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental.
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Os sujeitos do estudo foram 25 alunos do 4° ano do Ensino Fundamental, com
idades entre 09 e 10 anos. O jogo “Corrida de Cavalos” foi a ferramenta metodologica
adotada pelas pesquisadoras para desenvolver a intervencdo didatica. Apos a
apresentacdo das regras do jogo, as pesquisadoras organizaram a turma em grupos de 4
alunos ¢ comegaram as partidas. Durante e depois das jogadas, foram realizadas
problematizagdes com intuito de mobilizar o raciocinio logico dos alunos, assim como
seus conhecimentos prévios, intuitivos, sobre conceitos combinatorios.

Segundo Santos et al. (2017a), a situacdo de ensino descrita apresentou resultados
satisfatorios para o processo de ensino e aprendizagem da Combinatoria, permitindo que
os conceitos combinatorios e probabilisticos fossem desenvolvidos no ideario dos alunos
do 4° ano do Ensino Fundamental, a partir das problematizagdes realizadas pelas
professoras. Tal fato foi validado, pois, de acordo com as pesquisadoras, depois de
algumas jogadas, observou-se que os alunos passaram a fundamentar suas apostas e
argumentos em conceitos combinatorios.

Depreendemos que o trabalho de Magina, Spinillo e S& Melo (2015) e Santos et
al. (2017a) sao complementares, no sentido de que comprovam a presenga de conceitos
combinatorios no ideério dos alunos. Nas intervencdes realizadas pelas duas pesquisas,
durante a resolugdo das atividades propostas, os alunos demonstraram um raciocinio
combinatorio durante as resolugdes, mesmo que de forma espontdnea ou nao
sistematizada.

E interessante destacar como a compreensio e mobilizagdo dos conceitos
combinatérios podem ocorrer de modo diferente, dependendo da forma como aula ¢
dirigida e planejada. No primeiro estudo, de Magina, Spinillo e S&d Melo (2015), as autoras
fizeram uso de uma metodologia e didadtica mais tradicional, pois embora se tenha
trabalhado com situagdes-problema, as problematizagdes ndo foram tdo destacadas

durante as resolugdes como na pesquisa de Santos ef al. (2016).

Il. Relatos de Experiéncia

O trabalho de relato de experiéncia de Silva, Feitosa e Pereira (2016), intitulado
“O Raciocinio Combinatorio: Criangas dos Anos Iniciais em Atividade”, objetivou
mostrar como criangas dos anos inicias podem ser encaminhadas quando apresentadas

aos problemas que envolvem o raciocinio combinatorio.
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A metodologia adotada, segundo as autoras, foi de “aula investigativa, pois o
cenario mostrava-se favoravel, considerando que a classe envolvida sempre se manifestou
positivamente quando instigada a participar” (SILVA; FEITOSA; PEREIRA, 2016, p.3).
Os sujeitos da pesquisa foram alunos de uma classe do 5° ano do Ensino Fundamental.
Quem ministrou a intervengdo em contexto de sala de aula foi a professora titular da

I'2. A aula desenvolvida teve como

turma, a qual era participante do projeto EMA
finalidade ensinar para os alunos envolvidos problemas de raciocinio combinatério por
meio de possibilidades. Inicialmente, os alunos foram orientados a ler e reler os problemas
propostos tantas vezes quantas fossem necessarias para que pudessem compreender o que
estava sendo solicitado. Enquanto as criangas resolviam os problemas, a professora
circulava pela sala procurando auxilid-los, caso surgissem algumas duvidas ou
dificuldades.

Silva, Feitosa e Pereira (2016) compreenderam com as andlises do trabalho
realizado que os problemas do raciocinio combinatério devem ser explorados nas suas
diversas possibilidades de resolucdo, respeitando as caracteristicas de cada um.

Em conformidade com as autoras, consideramos que um problema combinatorio
deve ser explorado nos anos inicias de diversas formas, de modo a estimular o aluno a
investigar ¢ levantar hipodteses, desenvolvendo seu raciocinio 16gico e combinatorio.
Além disso, concordamos com a perspectiva de valorizar as estratégias proprias e pessoais
do aluno para a resolu¢do de problemas com esse carater, uma vez que valoriza a
autonomia do aluno e engrandece sua autoconfianga.

Almejando apresentar de maneira sintetizada os principais aspectos dos trabalhos

aqui discutidos, apresentamos o Quadro 3:

Quadro 4 - Resumo de trabalhos publicados em anais de eventos analisados detalhadamente

AUTOR/ANO/ OBJETIVO
CATEGORIA | SUJEITOS/TITULO PRINCIPAL RSSO
Estudos de Averiguar quais seriam as — Os  estudantes
sondagem —MAGINA;  SPINILLO; estratégias utilizadas por dos Anos
SA MELO (2015). estudantes, para Iniciais tiveram

pouco  Sucesso

120 projeto “Educagdo Matematica nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental — EMAI”, tinha como
caracteristica, segundo as pesquisadoras, o envolvimento de professores que atuavam nos Anos Iniciais,
propds a constitui¢do de grupos de estudos nos horarios destinados ao trabalho pedagogico coletivo, com a
ativa participagdo do Professor Coordenador dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental. As pesquisadoras
Silva, Feitosa e Pereira (2016), faziam parte da organizagdo e realizagdo do projeto, a professora titular da
turma era apenas participante das capacitagdes que o projeto oferecia.
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— Alunos do 3°, 4° e 5° anos
do Ensino Fundamental.

—As Estratégias de
Estudantes dos Anos
Iniciais na Resolugdo de
Problema Combinatorio.

resolverem problemas de
Combinatoria.

ao resolver
problemas  de
Combinatoria;
As  estratégias
identificadas
nas resolucdes
dos alunos, sdo
de natureza
hierdrquica, no
sentido de
expressarem
diferentes niveis
de compreensdo
a respeito da
Combinatoria;
Identificou-se
uma progressao
no  raciocinio
combinatorio
que se manifesta
na resolucdo dos
problemas,

~ SANTOS et al. (2017)

—Alunos do 4° ano do
Ensino Fundamental

— A Producéo de Conceitos
Combinatdrios e
Probabilisticos por meio
de uma pratica
Problematizadora no 4°
Ano Do Ensino
Fundamental

Evidenciar  quais  os
conceitos de Combinatoria
e probabilidade podem
surgir a partir de situagdes
de ensino
problematizadoras  com
alunos dos Anos Iniciais
do Ensino Fundamental.

Conclui-se que
0
desenvolviment
o do raciocinio
combinatorio
dos alunos foi
favorecido, a
partir das
problematizagd
es realizadas
pelas
professoras.

Relatos de
Experiéncias

~SILVA; FEITOSA;
PEREIRA (2016).

—Alunos do 5° ano do
Ensino Fundamental.

-0 Raciocinio
Combinatdrio: Criangas
dos Anos Iniciais em
Atividade

Mostrar como criangas dos
anos inicias podem ser
encaminhadas, quando sao
apresentadas aos
problemas que envolvem o
raciocinio combinatorio.

Os problemas
do raciocinio
combinatorio
devem ser
explorados nas
suas  diversas
possibilidades
de resolugéo;
Os problemas
combinatorios,
devem ser
explorados nos
anos inicias de
diversas formas,
de modo a
estimular 0
aluno a
investigar e
levantar
hipoteses,
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desenvolvendo
seu raciocinio
logico e
combinatorio

- E necessario
valorizar as
estratégias
proprias e
pessoais do

aluno para a
resolucdo de

problemas.

Fonte: Autoria propria

Consideramos que o estudo dos ultimos trabalhos realizados no ambito da
Educacdo Combinatoria apresentou diferentes elementos norteadores para o seu ensino e
aprendizagem. As andlises realizadas versam sobre diferentes aspectos interligados a
esses processos, evidenciam suas potencialidades e fragilidades na area da Educagao
Combinatoria. Apesar do aumento de trabalhos nessa area nos ultimos anos, julgamos ser
necessaria a realizacdo de mais trabalhos na perspectiva de pesquisas sobre a formagao
docente dos professores dos anos iniciais, com o intuito de identificar as possiveis
fragilidades na formag@o em diferentes contextos sociais e escolares.

Acreditamos que a analise de aspectos da formacao docente dos professores dos
anos iniciais, como: o curriculo proposto; a ementa dos cursos direcionados ao ensino da
Matematica; as metodologias adotadas pelos formadores; bem como as perspectivas
esperadas pelos formandos (futuros professores); sdo pontos que podem delimitar o perfil
dos profissionais que irdo atuar nas séries iniciais, assim, precisam receber mais atengao
dos pesquisadores.

Diante do exposto, consideramos que o levantamento e as discussOes realizadas
contemplam varios fatores que podem contribuir para o desenvolvimento da presente
pesquisa, uma vez que apresenta e argumenta as perspectivas de trabalhos que vem sendo
desenvolvidos na area, colocando em evidéncia quais areas de estudo dessa tematica

precisam receber um maior aprofundamento.

43 ORIENTACOES PARA O ENSINO DA COMBINATORIA: CONFORME AS
PESQUISAS E DOCUMENTOS OFICIAIS

,

E comprovado pelas pesquisas que os conhecimentos do conteudo, 0s

conhecimentos didaticos do conteudo e os conhecimentos do curriculo, sdo essenciais
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para o exercicio da docéncia (SHULMAN, 2005 apud ROCHA, 2011). Especificamente
para o ensino da Matematica, ndo basta apenas o professor ter dominio do contetdo, ¢
necessario que ele seja capaz de transformar esse conteudo em algo pedagogicamente util
e adaptavel para os diferentes niveis de escolarizacdo e desenvolvimento cognitivo dos
alunos. Para isso, ¢ preciso que o educador entenda como o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica deve ocorrer. O conhecimento didatico do contetdo
permite ao professor refletir sobre as escolhas das agdes que serdo adotadas para formular

e abordar o conteudo. Este conhecimento:

[...] representa a mistura entre a matéria e didética porque se chega a
uma compreensdo de como determinados temas e problemas se
organizam, se representam e se adaptam para os diversos interesses e
capacidades dos alunos, ¢ se expde no seu ensino (SHULMAN, 2005
apud ROCHA, 2011, p.21).

Conhecer e compreender as orientagdes metodologicas, curriculares e didaticas,
apresentadas pelos documentos oficiais e pelas pesquisas no ambito da Educagdo
Combinatoria, ¢ de suma importancia para a qualidade de seu ensino, uma vez que estas
orientagdes direcionam futuras pesquisas, assim como praticas pedagogicas e planos
curriculares.

Por ser uma parte importante da Matematica Discreta, a inclusao da Combinatoria
ao Curriculo de Matematica ¢ recomendada deste 1989, pelo National Council of
Teachers of Mathematics - NCTM (2000). Sua relevancia ao desenvolvimento do
raciocinio l6gico dos alunos em diferentes niveis de ensino ¢ enfatizada pelo documento.

A Combinatoria pertence ao bloco (eixo) de conteudos de tratamento de
informagdes e deve ser trabalhada em todas as séries de ensino da Educagdo Basica
(BRASIL, 1997). Recomenda-se que o ensino formal deste conteudo seja realizado no
Ensino Médio, de modo a apresentar de maneira formal a sua defini¢do, ferramentas de
contagem e suas respectivas formulas. Diferentemente do Ensino Médio, nos primeiros
anos de escolarizagdo do Ensino Fundamental o que se pretende nao ¢ um trabalho
pautado na apresentacdo de defini¢ao de termos ou de formulas que envolvam tal assunto.
Mas sim, a construgdo de ideias essenciais que estruturam o raciocinio combinatorio
como os invariantes e significados de cada tipo de problema.

De acordo os PCN (BRASIL, 1997), o objetivo da Educagao Combinatoria no

r

Ensino Fundamental ¢ “levar o aluno a lidar com situagdes-problema que envolvam
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combinagdes, arranjos, permutagdes e, especialmente, o principio multiplicativo da
contagem” (BRASIL, 1997, p.40). Assim, no decorrer dos primeiros ciclos do Ensino
Fundamental ¢ importante que os alunos consigam desenvolver a familiarizagdo com a
contagem de agrupamentos, uma vez que a organiza¢cdo dos elementos de uma colecao
em agrupamentos facilita a contagem ¢ a comparag@o entre cole¢cdes com um grande
numero de elementos.

Ainda sobre as capacidades a serem desenvolvidas com o ensino da Combinatéria
neste nivel de escolaridade, os Referenciais Curriculares do Ensino Fundamental do
Estado da Paraiba (RCEFEP), documento que orienta a proposta de trabalho pedagogico
das escolas paraibanas, destaca que os alunos precisam desenvolver a capacidade de
“identificar possiveis maneiras de combinar elementos de uma colegao e contabiliza-los
por meio de variadas estratégias” (PARAIBA, 2010, p.127). Nesse contexto de
aprendizagem estd presente a necessidade de desenvolver a contagem de possibilidades,
denominada Combinatoria. Partindo-se de estratégias das proprias criangas ¢ possivel
introduzir formas variadas de organizar os dados, como, por exemplo, as tabelas de dupla
entrada. Temos, ainda, o raciocinio probabilistico que, embora no ciclo de alfabetizagao
ndo precise ser sistematizado, pode ser iniciado a partir de situagdes ludicas
desenvolvendo conceitos simples, auxiliando a crianga a identificar eventos com maior
ou menor chance de ocorrer (BRASIL, 2014, p.5).

Na Combinatodria, a contagem e a comparagdo de agrupamentos apoiam-se no
raciocinio multiplicativo. Através da sistematizacdo para a escolha e ordem dos
elementos, grupos de possibilidades sdo elencados, seja de maneira direta, pelo uso de
formula, seja indiretamente, pelo desenvolvimento de estratégias proprias (como a arvore
das possibilidades e tabela de dupla entrada) que deem conta de atender aos requisitos do
tipo de problema (PESSOA, 2009).

Sobre isso, 0 PNAIC afirma que a influéncia da contagem de agrupamentos sobre
o raciocinio da combinatdrio exige que este tipo de raciocinio supere “a ideia de
enumeracao de elementos isolados para se passar a contagem de grupos de objetos, tendo
como base o raciocinio multiplicativo” (BRASIL, 2014, p.37). Assim, em suas
orientacdes sobre a Combinatdria, o documento ressalta a necessidade do pensamento
hipotético-dedutivo no processo de ensino. Para tanto, os alunos precisam ser estimulados
a levantar hipoteses e construir estratégias para resolver situagdes problemas propostas

pelo o professor. Essa possibilidade pode ser desenvolvida quando a atividade de
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resolucao de problema envolve diversas representacdes, [...] “tais como listagem, arvore
de possibilidades, tabelas, quadros, diagramas, etc.” (BRASIL, 2014, p.39).

Uma das principais razdes para que o ensino da Combinatdria comece desde os
primeiros anos na escolariza¢do basica € a importancia do raciocinio combinatorio para a
aprendizagem Matematica e a necessidade de um longo tempo para a sua construgao.
Uma das principais caracteristicas do raciocinio combinatorio € a capacidade de analisar
situacdes nas quais envolvem procedimentos sistemdticos de enumeragdo e/ou de
determinacdo do niimero total de distintas possibilidades. A capacidade de sistematizacdo
deste tipo de raciocinio ajuda o aluno a estruturar o raciocino 16gico e generalizante, que
sdo tipos de raciocinios extremamente importantes para a desenvolvimento da
aprendizagem da Matematica (PESSOA; SILVA, 2012; PESSOA; SANTOS, 2012).
Com relagdo a isso, Rocha (2011, p.6) ressalta que quando “o aluno busca estratégias para
resolucdo de problemas combinatorios produzem organizagdes e sistematizagdes que
podem ser aplicaveis a outros ramos da Matematica”.

Compreendemos que esses tipos de raciocinios, potencializados pela formagao do
raciocinio combinatorio, permitem ao aluno observar padrdes e regularidades entre as
diferentes estruturas matemadticas, possibilitando-o desenvolver um grau mais
aprofundado de abstracdo dos conceitos matematicos. O raciocinio combinatdrio “€ um
modo especial de pensamento l6gico-dedutivo e, em uso pleno, denota um mais alto nivel
de desenvolvimento cognitivo” (BORBA; PESSOA; ROCHA, 2013, p.896).

Fischbein, no prefacio de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), defende a
importancia do ensino deste conteudo para promover beneficios para outros ramos da
Matematica. Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996, p.14) destacam que os problemas
combinatérios indicam um excelente meio “para que alunos realizem atividades de
matematizagdo (modelagem, representagdo, formulagdo, abstracdo, validagao,
generalizacdo...)”. Posto que os conceitos combinatorios podem modelar diversas
situagdes inquietantes do cotidiano, a exemplo do levantamento das combinagdes
possiveis de sequéncias numeéricas sorteadas pela loteria.

E importante ressaltar também a relevancia do raciocinio combinatério para a
construcdo da ideia de probabilidade e o desenvolvimento do pensamento formal.
Amparados pelos estudos de Inhelder e Piaget (1955)!, Batanero, Navarro-Pelayo e

Godino (1997) afirmam que, além da sua importancia no desenvolvimento da ideia de

13 Que discutem o desenvolvimento do pensamento formal.
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probabilidade, a capacidade do raciocinio combinatdrio ¢ um componente fundamental
do pensamento formal. A capacidade do raciocinio combinatorio em selecionar e
organizar os elementos de um dado conjunto em agrupamentos possiveis consiste em
construir o espaco amostral das possibilidades para o calculo da probabilidade. Pela sua
contribui¢do ao ensino da Probabilidade, é importante que o ensino da Combinatoria
aconteca de maneira articulada, de modo que, a partir do tratamento combinatorio, o
espago amostral pode ser determinado para o calculo da probabilidade.

Com relacdo ao tempo necessario para o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio, ¢ considerado que este precisa de um longo tempo para se estruturar de
maneira consistente. Pela sua contribuicdo ao desenvolvimento do raciocinio logico-
dedutivo, do raciocinio formal e do raciocinio generalizante, a consolidagao do raciocinio
combinatorio leva bastante tempo. Com isso, ¢ extremamente importante que ensino da
Combinatoria se inicie logo nos primeiros anos do Ensino Fundamental, objetivando ir
estruturando este tipo de pensamento ao longo dos demais anos de escolaridade basica,
de modo que, quando o aluno chegue ao Ensino Médio, onde se depara com o ensino
formal deste contetido, ndo enfrente dificuldades para compreender os conceitos
combinatdrios que possuem um maior grau de complexidade. Sobre isso, Borba, Pessoa

¢ Rocha (2013, p.896) defendem:

[...] o raciocinio combinatdrio leva um longo tempo para se desenvolver
e que no inicio da escolarizacdo situacdes Combinatorias simples
podem ser propostas, de modo a prover estudantes com nogdes iniciais
sobre como combinar elementos e considerar combinagdes validas que
atendem a determinadas condigdes.

Diante disso, defendemos que o desenvolvimento do raciocinio combinatorio
acontece de maneira lenta, sistematica, organizada e gradual. Assim, quando a crianca
tem a oportunidade de conhecer as nogdes basicas de Combinatéria na educacao escolar,
logo nos primeiros anos, a abordagem desse assunto nos anos subsequentes da Educagao
Bésica torna-se mais facil, tendo em vista que as ideais essenciais que a estruturam ja
foram trabalhadas previamente.

Tal fato vai de encontro as ideias de Vergnaud (1991), a respeito do processo de
construgdo dos conceitos. Sob o olhar da Teoria dos Campos Conceituais,
compreendemos que, para a formagao do conceito de Combinatdria, ¢ necessario que um
conjunto de campos conceituais que a estruturam matematicamente sejam dominados.

Nesse sentido, o desenvolvimento do raciocinio combinatorio acontece por meio da
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construgdo de campos conceituais que lhes permitem dar sentido a um campo de situagdes
que o estruturam. O que leva muito tempo, uma vez que o dominio de um campo
conceitual, por parte do sujeito, ocorre em um longo periodo de tempo, com rupturas e
filiagdes, pela maturidade adquirida por meio da experiéncia (VERGNAUD, 1982b).
Diante disso, ¢ importante que as atividades propostas pelo professor possibilitem que os
alunos consigam atribuir algum significado e que, além disso, possam auxilia-lo a
desenvolver o seu repertorio de esquemas e representagdes dos problemas combinatorios.

Corroborando estas ideias, Esteves (2001, p.75) defende que:

Um conceito ndo ¢ uma mera definicdo; refere-se a um jogo de
situagdes, envolve um jogo de invariantes operacionais diferentes, e
suas propriedades podem ser expressas através de representacOes
linguisticas e simbolicas diferentes. Professores sdo mediadores e a
parte deles consiste principalmente em ajudar o aluno a desenvolver seu
repertorio de esquemas e representagdes.

O ensino da Combinatoria exige que o professor entenda que os problemas
combinatdrios, tais como: arranjo, permutacdo, combina¢do e produto cartesiano,
apresentam diferentes caracteristicas que conduzem a diferentes raciocinios e resolugdes,
ou seja, que os problemas combinatorios possuem diferentes invariantes que o definem,
e diferentes representacdes simbolicas (arvores de possibilidades, por exemplo) que os
representam. Ao compreender tais aspectos, por meio das representagoes adotadas pelo
aluno na resolu¢do dos problemas, o professor conseguird analisar como o raciocinio
combinatdrio deste aluno estd se desenvolvendo durante o processo educativo.

Ao que se refere a aprendizagem dos alunos neste nivel de ensino, vale salientar
que “as criangas em inicio de escolarizacdo podem ndo ter a capacidade de enumerar
todos os casos de situagdes Combinatorias, mas sdo capazes de compreenderem relagdes
Combinatorias de escolha e de ordenagdo de elementos” (BORBA; PESSOA; ROCHA,
2013, p.901). Borba, Pessoa e Rocha (2013) observaram que, mesmo ndo tendo
conseguido obter corretamente o numero total de possibilidades na resolugdo dos
problemas combinatdrios, algumas criancas compreenderam a estrutura Combinatoria
dos problemas. Esse apontamento assemelha-se ao estudo de Pessoa (2009), pela
dificuldade observada para resolver problemas com o numero de agrupamentos
consideravelmente grande.

Amparados pelas pesquisas de Pessoa (2009); Borba et al. (2009); Borba; Pessoa

e Rocha (2013); e Borba (2016), confiamos que os alunos dos anos iniciais do Ensino
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Fundamental possuem a capacidade de compreender os diferentes invariantes dos
problemas combinatorios e que, além disso, conseguem elaborar diferentes estratégias de
resolugdes para eles. Falando especificamente da compreensdo de cada tipo de problema,
de acordo com as pesquisas supracitadas, o desenvolvimento do raciocinio combinatorio
que melhor demonstrar desempenho, tanto no Ensino Fundamental, quanto no Ensino
Me¢édio, sdo os problemas de produto cartesiano. Tal apontamento evidencia a importancia
do trabalho com a Combinatoria desde os primeiros anos do Ensino Fundamental, para o
desenvolvimento de conhecimentos mais complexos no Ensino Médio.

Assim como Pessoa (2009), confiamos que o melhor desempenho apontado para
este determinado tipo de problema pode ser creditado ao seu ensino ocorrido desde o 3°
e/ou 4° ano do Ensino Fundamental, posto que ¢ a partir destes anos de escolaridade que
este tipo significado da Combinatdria ¢ trabalhado juntamente com outros problemas de
estruturas multiplicativas (como proporcionalidade). Enquanto os demais tipos, como
arranjo, permutacdo e combinagdo, ndo sdo explicitamente ensinados neste nivel de
escolaridade, mesmo que os PCN (BRASIL, 1997) orientem o trabalho com estes.

A capacidade das criancas em compreender os diferentes tipos de problemas
combinatdrios ¢ pontuada pelas pesquisas de Pessoa e Borba (2012); Azevedo (2013) e
Rocha (2011). De acordo com as pesquisas, os alunos conseguem compreender os
diferentes tipos de problemas combinatdrios, mesmo antes do ensino formal na escola, e
sdo capazes de desenvolver estratégias proprias para resolucdo desses problemas. Sobre
isto, defende-se que esta capacidade de compreensdo e resolucdo dos problemas
combinatdrios, antes mesmo da educacdo formal, ¢ motivada por situagdes do cotidiano
que os alunos vivenciam e que envolvem conceitos combinatorios.

Nessa direg@o, Borba et al. (2009) pontuam diversas situagdes extraescolares que
podem ser exploradas para o ensino da Combinatéria no Ensino Fundamental. De acordo
com as autoras, situagdes-problemas que envolvam “expectativas de um acontecimento,
regras de um jogo, escolha de vestimentas, combinagdes de sucos e sanduiches em uma
lanchonete ou de sabores de um sorvete” (BORBA et al. 2009, p.1) sdo ricas
possibilidades para o ensino da Combinatoria e da Probabilidade, visto que possibilitam
o trabalho com a contagem ¢ organizacao de agrupamentos de elementos de um conjunto.

A partir disso, confiamos que a introdugdo do ensino formal da Combinatoéria, a
partir de problemas contextualizados em situagdes rotineiras da vida cotidiano dos alunos,
pode ser um meio eficiente para o processo educativo deste conteudo. Amparados pelos

estudos de Vergnaud (1991), salientamos que a valorizagao dos conhecimentos agregados
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pelas criangas, anteriormente ao ensino escolar, possibilita ao professor propiciar
situagdes de ensino que mobilizem os conhecimentos ja adquiridos em busca da
constru¢do de novos conhecimentos combinatorios.

Objetivando auxiliar o docente no processo de ensino da combinatoria, o PNAIC
orienta a utilizagdo de materiais manipulaveis em situagdes que envolvam o contexto das
vivéncias das criangas, que envolvam “diversas estratégias de resolugdo, tais como
desenhos, listagens ou arvores de possibilidades podem ser caminhos para o trabalho com
a Combinatoria desde cedo nas salas de aula” (BRASIL, 2014, p.42).

Aliado as diferentes estratégias de resolucdo e registros, ¢ importante que 0s
alunos compartilhem suas conjecturas referentes a problemas de Combinatoria com os
colegas, pois novas significagdes podem ser desenvolvidas. De acordo com o PNAIC, o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio das criangas ¢ um processo longo, sendo

necessario que:

[...] durante a escolarizacdo os diferentes tipos de problemas sejam
trabalhados com um aprofundamento continuo para que estratégias
proprias das criangas, mais informais, sejam gradativamente
transformadas em procedimentos sistematizados (BRASIL, 2014,
p-50).

Consideramos que as orientagdes apresentadas no PNAIC podem auxiliar o
trabalho do professor com os conteudos de Combinatoria, uma vez que o documento se
preocupa com aspectos importantes para o desenvolvimento progressivo do raciocinio
combinatdrio, probabilistico e estatistico das criangas.

Com relacdo aos aspectos a serem trabalhados a partir dos problemas
combinatorios, Borba (2016) defende que, desde novas, as criangas podem ser
estimuladas a pensarem em questdes interessantes de investigacdo. De acordo com a
autora, no Ensino Fundamental € possivel que os professores propiciem situagdes-

problemas nas quais:

[...] informagdes podem ser levantadas, organizadas, classificadas e
interpretadas, bem como podem ser incentivadas a refletirem sobre
como eventos ocorrem — de modo aleatorio, previsivel ou
deterministico. Também, desde cedo, podem ser incentivadas a
levantarem possibilidades de eventos ocorrerem e enumerarem modos
de elementos constituintes de uma situacdo serem combinados entre si
(BORBA, 2016, p.2).
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Segundo a autora, os conceitos mais elaborados de Combinatoria sdo formalmente
trabalhados em niveis mais elevados do ensino da Educacdo Basica. Ela sugere que essa
tematica esteja presente no processo de ensino desde o inicio da escolarizagdo, inclusive,
na Educagdo Infantil. Borba (2016) indica que, a partir de situacdes praticas e ladicas,
presentes, no seu cotidiano dos alunos, é possivel abordar nogdes basicas de Combinatoria
de forma que os conceitos desenvolvidos sejam significativos.

As experiéncias vivenciadas pelos alunos precisam ser utilizadas a favor do
desenvolvimento do raciocinio combinatodrio, visto que os conceitos combinatorios que
emergem nas situagdes extraescolares, colaboram na formalizacdo e consolidagdo dos
conceitos escolares. Com relacdo a isso, Borba (2016) destaca algumas observagoes

realizadas em estudos anteriores por Pessoa e Borba (2009):

As autoras sugerem que os raciocinios combinatorios evidenciados
podem ser fruto de experiéncias extraescolares — de escolha e
combinagdo de objetos no cotidiano — e também argumentam que
vivéncias escolares, ndo necessariamente relacionadas a Combinatoria,
podem ter influéncia no modo como as criangas pensam € cOmo
desenvolvem seus pensamentos combinatorios (BORBA, 2016, p.4).

De maneira semelhante, varias pesquisas (BATANERO, 1997; ESTEVES, 2001;
ROA; NAVARRO-PELAYO, 2001) orientam que o trabalho com a Combinatoria no
Ensino Fundamental comece pela construcao de diversos tipos de agrupamentos, sem
necessariamente sistematizar e/ou formalizar o conteudo de estudo. Acreditamos que se
essa perspectiva de trabalho for adotada desde os anos iniciais, os alunos conseguirdo
compreender com maior facilidade os conceitos combinatorios em niveis mais elevados
de ensino. Almeida (2010) assegura que este método de ensino auxilia na aprendizagem

do aluno, evitando que:

[...] os alunos apenas memorizem as formulas e, depois de algum
tempo, as esquegam ou nao sejam capazes de aplica-las adequadamente
por desconhecer seu sentido, ¢ importante construir todo o processo
juntamente com eles, de modo que, efetivamente, compreendam cada
acdo realizada, refletindo a respeito do problema e analisando a melhor
estratégia para resolvé-lo. (ALMEIDA, 2010, p.27).

Desse modo, ¢ preciso que o trabalho do professor respeite e priorize durante o
processo de ensino, o desenvolvimento cognitivo de seus alunos, visto que “se o estagio
cognitivo em que a crianga se encontra ndo for respeitado ela ndo terd condigdes de

responder aos objetivos que o professor deseja atingir” (EBERHARDT; COUTINHO,
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2011, p.64). Mesmo porque, cada crianca desenvolve um processo de aquisi¢do dos
conhecimentos de maneiras e ritmos diferentes. Assim, “cada aluno elabora e desenvolve
maneiras diferentes de operar matematicamente” (EBERHARDT; COUTINHO, 2011,
p.64), uma vez que o desenvolvimento do cognitivo das criangas - processo de aquisi¢do
dos conhecimentos - depende de diversos fatores como o pensamento, a linguagem, a
percepcao e raciocinio (VERNAUD, 1991).

Por ser tratar de um conceito amplo em aplicabilidades, a Combinatoria possibilita
ao professor elaborar situacdes-problema de diversos contextos que estimulam o aluno a
desenvolver estratégias cognitivas e dialogicas. Almeida (2010) ressalta que a
Combinatoria “permite a elaboragdo de situagdes-problema que podem ser discutidas
através da constru¢do de conjecturas e discussao de ideias, promovendo o
desenvolvimento da capacidade de argumentagdo em diferentes niveis de ensino”
(ALMEIDA, 2010, p.20).

No entanto, a realidade do ensino e¢ da aprendizagem desse contetido tem
apresentado inimeros empecilhos. O processo educativo da Combinatoria, na maioria das
vezes, tem se tornado um grande obstaculo para os alunos e professores. Acredita-se que
a principal justificativa para esse quadro seja a maneira como o ensino da Combinatoria
esta sendo apresentado.

Segundo a autora, os conceitos combinatorios vém sendo abordados de uma
maneira mecanizada, por meio da apresentacdo de defini¢cdes e formulas, prejudicando
assim o processo investigativo que o contetido possibilita para a aprendizagem do aluno,
o qual, nesta didatica, ndo tera a oportunidade de elaborar e justificar suas hipoteses para
solucionar as situagdes propostas pelo docente. Com relagdo a isso, Souza ¢ Marasca

(2010, p.3) afirmam que € preciso o professor:

[...] adotar outra metodologia, que permite a participa¢do do aluno na
construgao desses conceitos, pode contribuir para a aquisi¢do de uma
compreensdo mais significativa, que procura dar sentido a matematica
construida, considerando o cotidiano do aluno e¢ o trabalho com
problemas contextualizados (SOUZA; MARASCA, 2010, p.3).

Diante disso, alguns autores (ALMEIDA, 2010; SOUSA; MASCARA, 2010)
sugerem que o processo de ensino e aprendizagem dos contetdos de Combinatéria seja
desenvolvido numa perspectiva problematizadora, de maneira investigativa e dialdgica.
Para tanto, é primordial que, durante este processo, o aluno tenha momentos de

investigacdo nos quais consiga validar suas hipoteses por meio da socializagao das ideias
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com o professor e com os colegas de classe, pois na medida que suas ideias sdo discutidas,
conhecimentos sdo compartilhados, construidos e consolidados, conseguindo, desta
forma, produzir (re)significagdes de seus conhecimentos.

E recomendado por diferentes pesquisas (ALMEIDA, 2010; ROA; NAVARRO-
PELAYO, 2001; BORBA, 2016,) que durante o processo educativo da Combinatoria o
aluno tenha a oportunidade de levantar hipoteses por meio de problematizacdes
apresentadas e/ou mediadas pelo docente. Nas situagdes de ensino, ¢ importante que o
docente proponha estratégias cujos conceitos combinatorios, presentes no ideario dos
alunos, sejam confrontados com os conceitos escolares. E preciso que os alunos sejam
expostos a um conjunto de situagdes-problema que ele ainda ndo tenha desenvolvido os
esquemas necessarios para domina-las, no entanto, com a ajuda de seus conhecimentos
prévios terd um “tempo de reflexdo e exploracdo, de duvidas, tentativas abortadas e,
eventualmente, leva ao sucesso ou falha” (VERGNAUD, 1990, p.2). De maneira
semelhante, Almeida (2010, p.15-16) explica que:

[...] a utilizagdo de situagdes-problema pode contribuir para a
aprendizagem de diversos conteudos, inclusive, da Analise
Combinatoria. Mas somente aprender a resolver os problemas,
construindo suas proprias estratégias, ndo ¢é o suficiente para tornar esta
aprendizagem eficaz. Através da discussdo em pequenos grupos ¢ da
troca de experiéncias entre o professor e seus alunos ou entre os
proprios alunos, a aprendizagem ¢ potencializada pela oportunidade de
aprender consigo mesmo € com 0 outro.

Nesse sentido, entendemos que o ensino da Combinatéria precisa acontecer em
um ambiente aberto a didlogos e discussdes argumentativas, visto que as situagdes de
problemas, por si s6, ndo sdo suficientes para o desenvolvimento do pensamento
combinatodrio das criancas, bem como para uma aprendizagem com significado.

Durante o processo de ensino o professor deve organizar o tempo, de modo que
os alunos possam desenvolver e discutir suas ideias em pequenos grupos, bem como
socializar essas ideias com os demais colegas de classe. Assim, os alunos terdo a
oportunidade, em um primeiro momento, de desenvolver conceitos combinatorios
durante a resolu¢ao de problemas e, no segundo momento, apresentar e argumentar sobre
os conceitos elaborados nos grupos, com o coletivo da classe.

Nessa perspectiva, acreditamos que o trabalho com a Combinatoria através da
Resolucao de Problemas, na qual os alunos tém a oportunidade de construir suas proprias

conjecturas por meio de andlise e discussdo dos dados, ¢ uma alternativa para o ensino
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deste conteudo nos anos de escolarizagao da Educacao Basica, e em especial no Ensino
Fundamental. Neste processo, ¢ relevante que o professor utilize os conhecimentos que
os alunos ja possuem sobre a Combinatoria como ponto de partida para o seu ensino, de
modo que, a partir do aprendizado oriundo de suas vivéncias, o aluno desenvolvera alguns
conceitos mais amplos.

No proximo capitulo, elucidamos os procedimentos metodologicos desenvolvidos

durante a pesquisa de campo.
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5 A RESOLUCAO, EXPLORAGAO E PROPOSICAO DE PROBLEMAS: UM
CAMINHAR METODOLOGICO

No presente capitulo, apresentamos os procedimentos metodoldgicos percorridos
para a realiza¢do da pesquisa de campo, tais como os aspectos a serem analisamos ao
longo dos encontros e a dinamica do desenvolvimento destes; os sujeitos envolvidos e os
problemas a serem trabalhados sobre a perspectiva metodologica da Resolugao,

Exploracdo e Proposi¢do de Problemas.

5.1 METODOS DA PESQUISA

A relevancia do ensino da Combinatéria nos anos iniciais do Ensino Fundamental
para o desenvolvimento da aprendizagem Matematica, bem como as contribui¢des de
seus conceitos em diferentes areas de conhecimentos e situagdes cotidianas, sdo as
principais motivacgdes para a realizagdo desta pesquisa.

Com as leituras, entendemos que ¢ interessante para o processo de ensino deste
contetido que os alunos vivenciem situa¢des de ensino desafiadoras, sendo motivados a
levantar hipoteses, a criar diferentes estratégias de resolugdo dos problemas
combinatdrios € a trocar experiéncias durante o processo de construcdo das ideias
essenciais do conteudo. Nesse sentido, acreditamos que a perspectiva metodologica de
Ensino-Aprendizagem da Matematica através da Resolugdo, Exploracdo e Proposi¢ao de
Problemas pode ser uma boa alternativa para o ensino da Combinatéria. Conforme
discutido em capitulos anteriores, esta perspectiva permite que professor conduza o
processo educativo da Combinatoria de maneira reflexiva, onde o espirito de investigacao
do aluno pode ser favorecido.

A aplicagao e reflexdo de nossa proposta de ensino fundamentaram-se em analises
criticas acerca das estratégias de codificacdo e descodificacdo criadas e utilizadas pelos
sujeitos da pesquisa durante o processo de resolucdo dos problemas combinatorios.

Diante disso, delimitamos como objetivos de pesquisa:

— Objetivo Geral:
— Analisar as contribui¢des da Exploragao, Resolug@o e Proposi¢do de Problemas
ao processo de ensino e aprendizagem da Combinatoria nos anos iniciais do

Ensino Fundamental.
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Para isso, compreendemos ser necessario propor problemas combinatorios para

alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental que nos possibilitem:

— Obijetivos Especificos:

— Avaliar a mobilizacdo dos conhecimentos combinatérios ao longo do processo
de Resolugdo, Exploragdo e Proposicao dos Problemas;

— Averiguar as principais estratégias de resolugdo utilizadas pelos alunos;

— Analisar os argumentos apresentados pelos alunos ao longo do estudo;

— Examina as contribui¢des da Resolucdo, Exploragdo e Proposi¢do de Problemas

para o processo de ensino da Combinatoria.

A pesquisa foi realizada com alunos de uma turma do 5°ano do Ensino
Fundamental de uma escola do municipio de Nova Floresta-PB. A turma era composta
por 25 alunos, todavia, trabalhamos com apenas 16. A logistica empregada para a coleta
e aprofundamento de dados (gravacoes e analise continua dos registros escritos dos alunos
e argumentagdes) durante as discussdes nos encontros foi um dos fatores que influenciou
na determina¢do da quantidade de alunos que iriam participar do estudo. Outro motivo
foi a necessidade apresentada pela professora de revisar alguns contetidos de matérias de
estudo diferentes com alguns dos alunos que ndo participaram.

Estrategicamente, solicitamos a professora responsavel pela turma que, por
conhecer melhor o perfil do alunado, organizasse as duplas, seguindo como critério os
niveis de facilidades/dificuldades semelhantes na disciplina de Matematica. O interesse
em estimular a troca de ideias entre os componentes das duplas durante o processo de
Resolugdo, Exploragdo e Proposicdo dos Problemas foi a razdo pela qual decidimos
organizar as duplas dessa maneira.

Acreditamos que a juncdo de componentes em uma mesma dupla, com niveis de
conhecimento muito diferenciados ou distanciados, poderia dificultar o trabalho reflexivo
entre eles sobre os problemas propostos. Entendemos que o que pode ser de dificil
compreensao para um, ndo necessariamente, poderia ser de dificil para outro, logo, este
ultimo poderia facilmente resolver os problemas da sua maneira, sem necessariamente

enfrentar nenhuma refutagdo do segundo componente da dupla.
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Os encontros realizados totalizaram-se em 18 horas-aula, distribuidas em 5
encontros com duragdo de 4 horas cada, com excegao do ultimo, que teve como duragao
2 horas. Em todos eles, procuramos explorar e analisar a mobilizagdo e constru¢ao das
ideias essenciais da Combinatdria através da Resolucdo, Exploragdo e Proposicao de
Problemas, fundamentando nossa pratica pedagogica nas principais ideias defendidas por
Onuchic e Allevato (2011) a respeito do ensino da Matematica através da Resolucdo de
Problemas e nos pressupostos teoricos de Andrade (1998; 2017) acerca da relagdo
Problema-Trabalho-Reflexdes e Sintese-Resultado, e pelo trabalho de codificagdo e
descodificacdo realizado.

A dindmica dos encontros priorizou o trabalho de reflexdo através de
questionamentos e registro escrito produzidos pelos alunos. A proposi¢do de problemas
apareceu de forma explicita no processo de Resolucdo, Exploracdo e Proposicao de
Problemas, sendo utilizada também em boa parte dos momentos como uma ferramenta
de problematizagdo, em que através de questionamos, buscamos estimular o processo de
resolucao e exploragdo dos problemas (ANDRADE, 1998; 2017). Destacamos que, os
questionamentos provocados pela pesquisadora, durante os encontros, foram previamente
planejados (em apéndices), com o intuito de analisar se estes poderiam potencializar o
trabalho de reflexdo dos alunos sobre os problemas propostos.

Reunindo as ideias defendidas por Onuchic e Allevato (2011) e Andrade (1998;
2017), organizamos uma dindmica para o desenvolvimento dos encontros realizados. A

seguir, apresentamos detalhadamente a dindmica dos encontros desenvolvidos:

— Delimitagédo do problema

Selecionar problemas geradores que possibilitem trabalhar as ideias essenciais da
Combinatoria (seus diferentes invariantes e conceitos) nos anos iniciais do Ensino
Fundamental.

E importante ressaltar que, a delimitacio dos problemas precisa ser cautelosa,
posto que, os problemas a serem propostos aos alunos precisam permitir que o processo
educativo da combinatoria comece a partir do trabalho de problematizacdes e reflexdao
ocasionadas pelo problema, e estimulado e conduzido pelo professor.

— Codificacao do problema
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Esta etapa consiste na elaboragado, por parte do aluno, de uma representagdo mais
conveniente e simplificada do problema proposto que facilite a sua compreensao. Neste
momento, entregamos copias dos problemas para que, a partir da leitura individual, as
duplas procurassem ou elaborassem maneiras de representar de maneira mais
simplificada e conveniente o problema.

Neste momento, ¢ extremamente importante que a criatividade do aluno seja
valorizada. A representagdo elaborada ou escolhida pelo estudante, ou pelo grupo, pode
demonstrar a representagdo que melhor permite uma compreensdo da situacdo
estabelecida pelo problema.

A compreensdo da situacdo apresentada pelo problema permite que,
posteriormente, o aluno consiga elaborar estratégias de resolugdo durante o processo de
descodificacdo do problema. Ressaltamos ainda que o processo de codificacdo pode

demonstrar a interpretacdo que o aluno possui em relacao ao problema proposto.

— Descodificacao do problema

Uma vez codificado o problema da maneira conveniente, estimulamos os alunos
a buscarem maneiras de descodificar o mesmo para o alcance de sua solugdo. Destacamos
que durante o processo de descodificagdo ¢ importante que os alunos desempenhem um
trabalho reflexivo sobre o problema, para que consigam analisar criticamente os
invariantes das situagdes impostas. Apds um tempo, abordamos as duplas com o intuito
de propor problematizagdes que os estimulassem a realizar uma reflexdo mais
aprofundada acerca das caracteristicas dos problemas.

A partir dos pressupostos tedricos de Borba (2016), acreditamos que a andlise
critica desses problemas pode ser fundamentada em conhecimentos prévios dos alunos
oriundos de suas experiéncias extraescolares. A vista disso, visando um desenvolvimento
progressivo de sua aprendizagem, julgamos de primordial importancia no processo de
resolugdo e exploracdo dos problemas valorizar e estimular a mobilizacdo dos
conhecimentos que os alunos ja possuem e as estratégias (esquemas) de resolucao que ja
conhecem. Compreendemos que quando os discentes sdo colocados em classe de
problemas em que seus conhecimentos prévios sao valorizados, porém insuficientes para
sua resolugdo, possivelmente, um avango na aprendizagem do aluno pode acontecer. A

partir do trabalho de reflexdo sobre a nova experiéncia propiciada pelo problema, o aluno
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analisa sobre como mudar ou aprimorar o esquema ja construido em busca de um novo
que seja suficiente para a resolugao do problema proposto (VERGNAUD, 1990).

Nesta etapa, ¢ importante que o problema permita que o aluno desempenhe um
trabalho reflexivo, individualmente e em conjunto, sobre as ideias principais do problema.
Individualmente, pela necessidade da autonomia de pensamento e, em conjunto, pela
importancia da troca de ideias e trabalho colaborativo para a construcdo de um
conhecimento.

Compreendemos que esse trabalho reflexivo sobre o problema possibilita ao
estudante elaborar estratégias de resolucdes que o conduzam a sinteses das ideias

construidas durante o processo de resolugao.

— Estimular a exploracao e proposicao

Esta etapa aconteceu simultaneamente a anterior. Enquanto os alunos, em duplas,
buscavam resolver os problemas, observavamos seus comportamentos € procuravamos
estimular o trabalho colaborativo e investigativo. Assumindo o papel de mediadores,
levamos os alunos a pensar, dando-lhes tempo e os incentivando a criar ou escolher
diferentes caminhos (métodos) de resolug@o a partir de seus conhecimentos prévios e
técnicas operatorias ja conhecidas. Na oportunidade, propomos problemas secundarios,
almejando trabalhar as diferentes dimensdes do problema inicial.

Visando conseguir entender a mobilizacdo dos conceitos combinatorios dos
alunos, buscamos acompanha-los durante todo o processo de resolugao e exploragao dos
problemas propostos. Neste momento, as problematizagdes promovidas foram apoiadas
pela relagdo Problema-Trabalho-Reflexdes e Sintese-Resultado, discutidos por Andrade
(1998; 2017), uma vez que foram fundamentadas pelo trabalho de reflexdo desenvolvido
pelo aluno. Como ponto de partida para as nossas problematizagdes, tivemos como base
os questionamentos levantados pelos alunos ¢ os registros escritos também elaborados

por eles.
— Analise critica das resolucoes
Nesta etapa, almejando realizar uma andlise critica da validez das resolugdes

desenvolvidas, representantes das duplas foram convidados a registrar no quadro suas

resolucdes. A partir das resolucdes expostas, discutimos em conjunto a eficdcia das
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resolucdes elaboradas. Ainda no mesmo momento, exploramos as diferentes dimensoes
dos problemas iniciais, objetivando a capacidade de analise critica.

E importante ressaltar que, ao longo dos encontros, fundamentamos nossas
discussoes em resolucdes certas ou erradas e feitas por diferentes caminhos. Tal acdo
apoia-se nas orienta¢des de Onuchic e Alevatto (2011) e Andrade (1998;2017), haja vista
que na Resolucao de Problemas o processo de resolugdo se mostra mais relevante do que
somente a solucado.

Neste ponto, também destacamos a relevancia da valoriza¢do da pluralidade de

ideias e troca destas para a constru¢do do conceito matematico estudado.

— Sintese das ideias e Formalizagcao do conteudo

Nesta etapa, juntamente com os alunos, a partir do trabalho reflexivo sobre ideais
construidas ao longo do processo de resolugdo, buscamos chegar a um consenso sobre o
resultado correto dos problemas propostos com todos os alunos da classe. Além disso, a
partir dos procedimentos construidos através da resolu¢do do problema, apresentamos
diferentes técnicas operatorias possiveis para resolucdo dos problemas. Assim, para a
formalizacdo das ideias, apresentamos como método de resolugdo o diagrama das arvores
e a listagem das possibilidades. O motivo de termos escolhido apenas estes dois métodos
se da pelo fato de que, neste nivel de escolaridade, o interesse da Educa¢do Combinatoria

ndo esta voltado para a representacdo formal dos diferentes tipos de problemas.

— Proposicao e exploracao de problemas propostos

Nesta fase, estimulamos a proposicdo e exploragdo de problemas de maneira
direta. Para tanto, pedimos aos alunos que elaborassem problemas com as mesmas
caracteristicas dos problemas principais trabalhados durante o encontro. Apos isso,
juntamente com eles, exploramos as estratégias de resolucao utilizadas por eles e as
diferentes dimensdes dos problemas que eles propuseram.

Consideramos que a proposi¢do de problemas contribui para a organizagdo do
raciocinio combinatorio, posto que para a elaboragdo de um novo problema, gerado ou
fundamentado por outro, ¢ necessario que o aluno tenha clareza na compreensdao dos

invariantes que caracterizam tais problemas.
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Convém ressaltar que essa etapa foi adicionada em nossa dinamica somente apos
verificarmos que, no primeiro encontro, a proposi¢do de problemas ndao ocorreu
espontaneamente por parte dos alunos durante o processo de resolugdo e exploragdo do
problema principal, como apontado por Andrade (1998).

Reiteramos que a mediagdo realizada durante o processo de codificagdo e
descodificacdo do problema teve como intencionalidade direcionar os alunos a um
caminho de constru¢do de novos conhecimentos. Na Ilustracao 3, de maneira sintetizada,

apresentamos a dindmica dos encontros:

llustracao 4 — Design da dinimica dos encontros

\4

Fonte: Autoria propria

E importante destacar que tais etapas nio necessariamente precisam ocorrer nesta
sequéncia. Em outros encontros, dependendo dos objetivos do professor, pode-se iniciar
o processo educativo a partir da etapa de descodificagdo, por exemplo, codificando
posteriormente as colocacdes dos alunos apresentadas em um novo problema gerador que
possibilite a condugdo para um trabalho reflexivo sobre este.

No registro das resolugdes dos problemas, analisamos o padrao das estratégias de
resolucdo adotadas para resolver os problemas combinatorios. Além disso, também
averiguamos quais conhecimentos prévios estariam presentes na resolucdo dos alunos.

Durante os momentos de descodificagdo, exploracio e proposi¢do de problemas,
analisamos se as problematizagdes provocaram uma mudanga na agao do aluno e em que
aspectos favoreceram para a condugdo da construgdo de novos conceitos combinatorios.

Como colocamos anteriormente, uma das principais caracteristicas do raciocinio
combinatdrio ¢ a capacidade de analisar situacdes nas quais envolvem procedimentos
sistematicos de enumeragdo e¢/ou de determinacdo do numero total de distintas

possibilidades. Neste viés, a partir dos registros escritos das resolu¢des e dos momentos
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de problematizagdes e sinteses das ideias, analisamos se os alunos conseguiram
desenvolver a capacidade de sistematizacdo deste tipo de raciocinio, fator que o ajuda a
estruturar o raciocinio ldgico e generalizante, que sdo tipos de raciocinios extremamente
importantes para a desenvolvimento da aprendizagem da Matematica.

Destacamos que os problemas combinatorios trabalhados foram retirados da
pesquisa de Pessoa (2009) e tratam dos quatro tipos de problemas combinatorios
(combinagado, arranjo, permutacdo e produto cartesiano) que precisam ser abordados nos
anos iniciais do Ensino Fundamental. Todos foram explorados com objetivo de estimular
o aluno a elaborar variados tipos de representacdes (arvore de possibilidades, listas das
possibilidades) para a listagem dos agrupamentos. Além destes quatros problemas
trabalhados, também exploramos os problemas propostos pelos alunos, por esta razao,
modificamos nossa proposta inicial da pesquisa que consistia em trabalhar oito problemas
combinatdrios, dois de cada tipo, propostos apenas por nos.

O problema de combinagdo e o de produto cartesiano foram trabalhos com o
intuito de ajudar os alunos a perceberem que a ordenagdo dos elementos nos
agrupamentos ndo produz novos agrupamentos, € que a sele¢do e combinagdo dos
elementos ¢ feita entre um ou mais conjuntos de elementos.

O problema de arranjo e o de permutacao foram trabalhos objetivando levar os
alunos a perceber que a ordenacgao dos agrupamentos produz novos agrupamentos e que,
diferentemente dos de produto cartesiano, os de arranjo e permutacdo podem selecionar
e organizar elementos de somente um dado conjunto.

Os problemas propostos pelos estudantes também possuiam o0s mesmos
significados (produto cartesiano, combinagdo, arranjo e permutacdo) dos problemas
propostos por nos. Logo, o trabalho com estes problemas também seguiu os mesmos
objetivos explicitados acima, sendo estendidos um pouco mais, por também tratarem do
contraste das caracteristicas dos invariantes entre problemas principais ¢ os problemas
propostos pelos alunos.

Além de todos esses aspectos, verificamos até que ponto a perspectiva
metodologica da Resolugdo, Exploracdo e Proposicdo de Problemas auxilia na
mobilizagdo dos conhecimentos combinatorios.

Nos dois primeiros encontros, objetivamos trabalhar tipos de problemas
combinatorios cuja ordem de escolha e combinagdo dos elementos ndo gera novas
possibilidades de combinagdo. Buscamos também evidenciar a diferenciagdo entre o

problema de combinagdo e o de produto cartesiano. Este Ultimo, envolve todos os
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elementos dos conjuntos iniciais, os problemas de combina¢do ndo necessariamente
precisam envolver.

Objetivando contrastar as caracteristicas dos problemas abordados nos primeiros
encontros, trabalhamos os problemas de permutagao e arranjo, respectivamente. Neles, a
ordem e selecdo dos elementos geram novas possibilidades de agrupamentos, o Ginico
aspecto que os diferenciam ¢ que no primeiro todos os elementos do conjunto inicial
fazem parte dos agrupamentos gerados, ao passo que no segundo isso ndo
necessariamente precisa acontecer.

Uma vez que nos quatro primeiros encontros trabalhamos um tipo diferente de
problema combinatorio, no ultimo, sentimos a necessidade de formalizar as ideias
construidas ao longo dos encontros. Assim, no quinto encontro, buscamos contrastar as
caracteristicas dos diferentes tipos de problemas combinatorios.

Abaixo, no Quadro 5, apresentamos a sequéncia dos tipos de problemas

trabalhados em cada encontro:

Quadro 5 — Tipos de problemas trabalhados por encontro

Encontros Tipos de Problemas
12 Encontro Combinagao
22 Encontro Produto Cartesiano
3 2 Encontro Permutagao
42 Encontro Arranjo
Problemas combinatorios
52 Encontro propostos pelos alunos/

Formalizacdo das ideias
Fonte: Autoria propria

Os problemas sdo contextualizados em situagdes que podem fazer parte da vida
dos alunos e, além disso, trabalham as ideias essenciais dos diferentes tipos de problemas.

No Quadro 6, expomos os problemas na ordem em que foram trabalhados.

Quadro 6 - Ordem dos problemas trabalhados

ENCONTROS PROBLEMAS
1. '¥Trés alunos (Mario, Raul e Junior) participam de um concurso
12 Encontro em que serdo sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados
diferentes podem ser obtidos no concurso?

!4 Durante o trabalho com este problema, destacamos para os estudantes que cada um dos trés alunos
mencionados no enunciado do problema, poderiam ganhar somente uma bicicleta, dentre as duas sorteadas,
e que além disso, as duas bicicletas seriam do mesmo modelo e cor. Precisamos enfatizar tais informagdes
pois estas ndo foram apresentadas no enunciado do problema. Logo, os estudantes sem serem avisados,
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2. Para a festa de Sdo Jodo da escola tem 3 meninos (Pedro,
Gabriel ¢ Jodo) e 4 meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que

22 Encontro querem dangar quadrilha. Se todos os meninos dancarem com
todas as meninas, quantos pares diferentes poderdo ser
formados?

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu

3 2 Encontro irm3o, meu pai e minha mie na estante, de modo que elas

fiquem lado a lado?

4. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3
pessoas (Joana, Mario e Vitoria). De quantas maneiras
diferentes poderdo ser escolhidos o representante e o vice
representante?

Fonte: Adaptado de Pessoa (2009)

42 Encontro

O interesse maior em compreender o processo de geracdo dos dados e resultados
da pesquisa a classifica como sendo um estudo de cunho qualitativo, tendo em vista que
“os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente os
resultados” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p.49).

Nesta perspectiva, a fim de compreender a produ¢do dos dados e resultados
gerados, na presente pesquisa descrevemos e analisamos detalhadamente os dados
coletados — por meio de observagdes, notas de campo, registro escrito ¢ gravagdes de
dudio —, fazendo inferéncias e interpretagdes, almejando concretizar resultados concisos
a respeito dos encontros realizados. Esse planejamento metodologico estd fundamentado
pelas consideragdes de Bogdan e Biklen (1994, p.48), posto que a avaliagdo qualitativa é
descritiva, sendo os dados recolhidos “[...] em forma de palavras ou imagens ¢ nao
numeros. [...] Os dados incluem transcri¢des de entrevistas, notas de campo, fotografias,
videos, documentos pessoais, memorandos e outros registros”.

Os instrumentos para recolha dos dados e os métodos para sua utilizacdo sdo
provenientes das contribuigdes de Bogdan e Biklen (1994) e Olsen (2015). Nesse sentido,

selecionamos os seguintes instrumentos para a coleta dos dados gerados:

a. Registros Escritos das resolucdes: Através do registro escrito, analisamos as
estratégias de resolucdo elaboradas pelos alunos durante os encontros.
Averiguamos quais foram os procedimentos e combinacdes elaboradas, com
o intuito de compreender os raciocinios combinatorios dos alunos envolvidos;

b. Gravacdes de dudio: As gravacdes de dudio foram utilizadas para auxiliar na

avaliacdo dos argumentos apresentados pelos alunos. Através delas,

poderiam considerar as duas bicicletas em diferentes modelos ou cores o que tornaria o problema 1 em um
do tipo de arranjo, ao invés de um de combinagdo.
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analisamos os raciocinios empregados nos argumentos e resolugdes
apresentadas por eles;

c. Notas de campo: A elaboragdo das notas de campo teve como intuito
suplementar os demais métodos de recolha de dados, visto que alguns
aspectos, a exemplo da expressdo facial dos participantes, ndo podem ser
capturados com o uso do gravador de audio.

Confiamos que o planejamento metodoldgico desta pesquisa nos direcionou a

caminhos frutiferos de producio e recolha dos dados, o que nos possibilitou realizar uma
analise consistente dos mesmos. No proximo capitulo, apresentamos a descricdo e

analises dos dados recolhidos durante a pesquisa de campo.
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6 DESCRICAO E ANALISE DE UMA EXPERIENCIA DIDATICA SOBRE A
PERSPECTIVA DA RESOLUCAO, EXPLORACAO E PROPOSICAO DE
PROBLEMAS

No presente capitulo, relatamos detalhadamente os principais eventos ocorridos
durante os encontros realizados ao longo da pesquisa de campo. Apresentamos descrigdes
e analises criticas de alguns diadlogos e registros escritos de resolugdes feitas pelos alunos
durante o processo de resolugdo, exploragdo e proposi¢ao de problemas combinatorios.

Os dados foram analisados de maneira qualitativa, tendo como objetivo analisar
através dos registros escritos e dialogos a mobilizagdo dos conhecimentos combinatorios,
as principais estratégias de resolugao e os argumentos apresentados pelos alunos ao longo
do estudo.

Durante a descri¢do e andlise dos encontros denominamos as oito duplas formadas
como: D1; D2; D3; D4; D5; D6; D7 e D8. E os alunos, membros das duplas, chamados
de Al, A2, A2, A3 etc. Ao longo da descrigdo, também pontuamos alguns Comentarios
da Pesquisadora (C.P), os quais consistem em andlises criticas pontuais dos dados
descritos. Apresentamos também algumas transcricdes de textos escritos pelas duplas
apresentados em seus registros escritos. Ressaltamos que, tais transcritos estdo
exatamente de acordo com o que foi apresentado pelos alunos, assim, ha trechos do texto
que apresentam diversos erros gramaticais, em razao da dificuldade de escrita e leitura
apresentada por alguns alunos no nivel (anos iniciais do Ensino Fundamental) de ensino
pesquisado.

E importante esclarecer que a presente proposta de ensino foi elaborada em
conjunto com a mestranda e o orientador, que discutiram e delimitaram cada etapa a ser
realizada durante os encontros. Todavia, o trabalho efetivo em sala de aula ficou a cargo
apenas da mestranda, a qual aparecerd nos dialogos nomeada como Pesquisadora (PP).
Assim, ao decorrer do texto, utilizaremos a primeira pessoa do plural, por consideramos
que todas as acdes realizadas apoiaram-se nas discussdes e crencas da mestranda e do

orientador.
— Primeiros contatos

Iniciamos o trabalho de campo a partir do contato com a dire¢do da escola e a

professora titular da turma. Para cada uma dessas autoridades, disponibilizamos uma
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copia de nosso projeto de pesquisa, em que apresentamos algumas referéncias teoricas
que fundamentaram nossa pratica pedagogica, bem como o delineamento da dindmica
que pretendiamos desenvolver durante a realizagdo das atividades.

Na data combinada, comparecemos a escola e fomos apresentadas aos alunos pela
professora titular da turma que, em um breve discurso, explicou aos alunos o motivo da
nossa presenca. Na oportunidade, a pesquisadora se apresentou a turma, enfatizando que
sua presenca em sala de aula decorria de uma pesquisa de mestrado, na qual tinha como
um dos objetivos aprender com eles e buscar maneiras eficazes de ensinar Matematica.
De imediato, os alunos demonstraram interesse em participar e ficaram curiosos com as

possiveis atividades que seriam desenvolvidas.

6.1 DESCRICAO E ANALISE DE UM TRABALHO REALIZADO SOBRE UM
PROBLEMA DE COMBINACAO — ENCONTRO 01

(Data 12.11.2018)

Contetdos e ideias trabalhadas: problema combinatorio do tipo combinacao.

Objetivo:

— Compreender que, neste tipo de problema combinatorio, a ordenagdo dos
elementos ndo produz novos agrupamentos;

— Perceber que a selegdo e combinacdo dos elementos ¢ feita entre dois ou mais
elementos de um mesmo conjunto;

— Analisar as possiveis contribuicdes da perspectiva metodologica da
Resolugdo, Exploragdo e Proposi¢do de Problemas para o ensino e

aprendizagem da Combinatoria.

Neste encontro, trabalhamos o Problema 1:

Trés alunos (Mério, Raul e Junior) participam de um concurso em que serao
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no

concurso?
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Iniciamos o primeiro encontro elucidando algumas agdes importantes que

deveriam, se possivel, ser respeitadas e realizadas. Estas foram:

— Ao fim de cada encontro, os problemas e os registros escritos deveriam ser
entregues a pesquisadora;

— Ao longo do processo de resolucdo, exploracao e proposigdo, as resolucdes
iniciais e originais dos problemas deveriam ser preservadas, estando essas
corretas ou nao;

— A frequéncia na sala de aula constante durante os dias dos encontros
precisaria ser respeitada;

— A participacdo e envolvimento nas discussdes deveriam, sempre que possivel,
ser valorizadas e desempenhadas ao longo de todo o estudo;

— Os alunos precisariam, primeiramente, ler atentamente o problema com o
intuito de identificar seus dados e o que se pedia;

—  Os alunos poderiam solicitar a ajuda da pesquisadora para esclarecer duvidas
sobre o problema a qualquer momento;

— Todos os registros deveriam ser escritos no material disponibilizado pela

pesquisadora.

Uma vez discutidas as acdes, elucidamos para os alunos como a dindmica dos
encontros seria desenvolvida e entregamos para cada dupla uma copia do problema
proposto. De maneira sucinta, explicamos que, inicialmente, entregariamos alguns
problemas matematicos, os quais deveriam resolver, em duplas, da maneira que melhor
compreendessem. A principio, observamos que alguns alunos estavam confusos quanto a
metodologia adotada. Apos a leitura do problema em duplas, a grande maioria ficou em
siléncio, esperando a pesquisadora explicar/evidenciar o que o problema solicitava e que

dados apresentava.

C.P: Notamos que os alunos no inicio do estudo ainda ndo estavam
habituados a realizar um trabalho de reflexdo sobre o trabalho como o
apontado por Andrade (1998). Entendemos que isso aconteceu por
ainda enfrentarem dificuldades de leitura e interpretagdo do enunciado
do problema, e também, pelo motivo de estarem mais habituados ao
método de ensino tradicional, em que primeiro o conteudo ¢
apresentado de maneira formal para que depois exercicios de fixagdo de
problemas sejam apenas resolvidos, sem necessariamente serem
explorados.
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A partir das dificuldades de leitura e interpretacdo observadas, e com o intuito de
facilitar a compreensdo do enunciado do problema, a pesquisadora leu o problema em
voz alta para todos os alunos. Mesmo fazendo uso deste artificio, o siléncio ainda
continuou a dominar a turma. Entdo, buscando estimular a troca de ideias, bem como
analisar as maneiras de codificacdo e descodificagdo elaboradas pelos alunos, a
pesquisadora direcionou-se a cada uma das duplas. Na oportunidade, leu novamente o
problema e discutiu como poderiam melhor representar o problema proposto. No Quadro

7, dispomos um dos didlogos que ocorreram neste momento.

Quadro 7 - Didlogo entre a pesquisadora ¢ o a dupla D2

PP: Entdo meninos conseguiram compreender o problema?

D2 (Aluno 4): Nao! E muito dificil.

PP: Vocés querem que eu leia o problema novamente?

D2 (Aluno 3): Sim!

(PP leu novamente o problema)

PP: E agora meninos, facilitou mais um pouco?
C.P: O siléncio entre os componentes da dupla D2 permaneceu. Entdo a
pesquisadora deu mais um tempo para eles refletirem um pouco mais sobre o
problema.

PP: Fagam o seguinte, leiam com um pouco mais de atenc¢do o problema, daqui a um tempo

eu volto aqui.

Fonte: Acervo da pesquisadora

Durante todo o estudo, observamos que nenhum dos alunos conseguiu codificar
os problemas por meio de texto escrito, apenas por desenho. A maioria inicialmente
representava a situagdo imposta pelo problema através de um desenho para depois
procurar um meio para representar as possibilidades. Como foi o caso da dupla DI,

explicitado nos Quadros 8 € 9.

Quadro 8 - Didlogo entre a pesquisadora ¢ a dupla D1

PP: Meninas, vocés conseguiram compreender o problema?

D1 (Aluna 2): Mais ou menos.

PP: O que vocés ndo conseguiram compreender?

D1 (Aluna 1): Estamos desenhando os alunos e a escola para poder entender melhor.
PP: Vocés acham que assim fica mais facil de entender o que o problema pede?

D1 (Aluna 1): Sim, porque assim a gente ndo precisa ficar lendo toda hora.

PP: Ah...entendi.

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Quadro 9 - Resolugdo da dupla D1

Figura 1- Primeira parte da resolug@o da dupla D1

1. Trés alunos (Mé!‘ifa. Raul e Jt'tnibﬂﬁrti?pm-ﬁ_d?umicunw_rso eﬁuc?rﬁi{
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
concurso? T L
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 2- Segunda parte da resolugdo da dupla D1
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Fonte: Acervo da pesquisadora
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Transcricdo do texto da figura 1: o concurso foi feito € o Junior € o
Mario ganhou e o sou perdeu mais os meninos viram que ele tava triste
mas os meninos consolo ele.

Como a dupla D2 ndo apresentou nenhuma colocagao durante o tempo que a
pesquisadora circulou nas demais duplas para averiguar as demais estratégias de

resolucdo utilizadas, a pesquisadora retornou para a dupla (Ver Quadro 10).

Quadro 10 - Continuagao do dialogo entre a pesquisadora e a dupla D2

PP: E entdo meninos, conseguiram compreender melhor o problema?

D2 (Aluno 3): Ainda ndo.
PP: Entdo vamos “fazer de conta” que nds vamos realizar um sorteio de duas bicicletas entre

vocés trés: vocé (aluno A3), ele (Aluno A4) e aquele seu colega (Aluno A7, componente da
dupla D4). Como vocés poderiam organizar as possibilidades do sorteio?
D2 (Aluno A4): No impar ou par.
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PP: Existe outra maneira?
C.P: A dupla permaneceu em siléncio por alguns minutos.
PP: Os trés irdo ganhar as bicicletas?
D2 (Aluno 3): Nao, somente dois.
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Podemos perceber que a partir da codificacdo apresentada pela a
professora os alunos comecgaram a compreender melhor o problema.
Inicialmente apontaram como estratégia para a resolugdo do problema
a aleatoriedade presente no jogo impar ou par, todavia, ao serem ainda
mais instigados pelos questionamentos elencaram a quantidade de
elementos nos agrupamentos a serem formados.

Com o intuito de explorar um pouco mais a capacidade dos alunos de enumerar
as possibilidades de combinacdo, a pesquisadora deu continuidade a conversagao,

conforme o Quadro 11.

Quadro 11 - Continuacdo do dialogo entre a pesquisadora e o a dupla D2

PP: Porque apenas dois irdo ganhar?
D2 (Aluno 3): Porque s6 tem duas bicicletas.
PP: Entdo vamos pensar na primeira possibilidade do sorteio. Vamos supor que temos aqui
uma urna onde iremos sortear dois de vocés para ganhar a bicicleta. Que possibilidade poderia
ser essa?
C.P: Objetivando apresentar o problema de uma maneira mais conveniente para a
compreensdo dos alunos, a pesquisadora o codificou de uma maneira mais simples,
aproximando o enunciado a uma linguagem menos formal que a apresentada no material
entregue a dupla.
D2 (Aluno 3): Dois ganha e um fica sem.
PP: Entdo poderia ser quem?
D2 (Aluno 3): Poderia ser eu (Aluno 3) e ele (indicando aluno 4).
PP: Existe outra possibilidade?
D2 (Aluno 4): Sim!
PP: Qual?
D2 (Aluno 3): Poderia ser ao contrario. Poderia ser ele (indicando o aluno 4) e depois eu (Aluno
3).
PP: Isso ndo seria a mesma coisa?
D2 (ambos): Sim! (Risos)
PP: Porque sim?
D2 (Aluno 4): Porque sim! (Risos)
C.P: Neste momento a pesquisadora ainda pensou em discutir sobre um dos invariantes
caracteristicos desse tipo de problema (ndo ordenagdo), no entanto, como o objetivo
aqui era ajudar os alunos interpretar o problema inicial, ela decidiu deixar essa
discussdo para um outro momento.
D2 (Aluno 3): Entdo poderia ser eu (Aluno 3) e ele (indicando o aluno 7)?
PP: Sim!
PP: Existe outra possibilidade ainda?
Aluno 4 sinalizou com a cabega afirmando que sim ¢ indicou com a méo a outra possibilidade
como sendo ele (Aluno 4) ¢ o aluno 7 da outra dupla.
PP: Isso mesmo!
PP: Existe outra possibilidade ainda?
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D2 (ambos): Nao!
PP: Entdo sera que vocés conseguem representar essas possibilidades que vocés que apontaram
de maneira escrita?
D2 (Aluno 3): Vamos tentar.
PP: Certo. Entdo irei deixar vocés a vontade, daqui a um tempinho eu volto aqui. Ok?!
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A partir do didlogo descrito acima, podemos observar a dificuldade
dos alunos em codificar o problema de uma maneira mais conveniente
para a sua compreensdo. Acreditamos que a dificuldade em ler
corretamente o enunciado prejudicou em sua interpretacdo e que, além
disso, o fato de ndo estarem habituados a realizar um trabalho de
reflexdo sobre o problema que lhe é proposto ¢ um dos fatores que
dificultaram o processo de codificagdo, como também de
descodificagdo do problema. Podemos notar também que & medida que
a pesquisadora apresentou uma nova versdo do mesmo problema, ou
seja, apresentou uma codificacdo diferente da inicial, os alunos passam
a demonstrar uma compreensdo do seu significado, conseguindo, até
mesmo, descodifica-lo a partir da conducdo dos questionamentos
colocados pela pesquisadora.

C.P: Outro ponto que podemos destacar ¢ que, até este momento, 0s
alunos ainda ndo compreendiam com nitidez o motivo pelo qual a
ordem na sele¢do dos dados ndo importava. Acreditamos que a
afirmacdo apresentada pela dupla neste didlogo, em que afirmam que
indiretamente a ordem ndo interfere na quantidade de possibilidades,
foi espontanea, uma vez que ndo apresentaram nenhuma reflexao critica
sobre ela, ndo explicaram o motivo pelo qual o invariante de ordem néo
importava neste tipo de situacdo imposta pelo problema.

Embora os alunos tenham elencado da maneira correta todas as possibilidades e
combinagdes possiveis no problema durante o didlogo com a pesquisadora, no registro
escrito eles as representaram equivocadamente. Representando a resolucdo através de um
desenho, os alunos listaram as possibilidades do sorteio utilizando as iniciais dos nomes
dos alunos, considerando a ordem. Essa mesma resolugdo foi representada também como

texto escrito, conforme se verifica no Quadro 12.
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Quadro 12 - Resolugédo da dupla D2

= ) i

Figura 3 - Primeira parte da resolucdo da dupla D2

1. Trés alunos (Mario, Raul e Jinior) participam de um concurso em que serio
sorteadas duas bicicletas, Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
concurso?

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 4 — Segunda parte da resolucdo da dupla D2
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricao do texto da figura 4: um dia treve um concurso da escola e
o Bruno era duas brisigeuta para trés aluno e s6 dois brandia leva uma
brisiguetra tripo Jodo macé e Finlipe ou maco e Jodo Fintipe mais qui
levou vai Joao e Fintipe mais Fintipe jatria uma bisiguetra e ele inpretou
a brisiguetra a maco.

C.P: A representacao através do desenho, assim como em texto escrito,
evidencia que os alunos representaram as possibilidades de maneira
equivocada. Ao enumerarem as possibilidades, levaram em
consideragdo a ordem dos elementos. Entendemos que este fato
demonstra que eles apresentam uma maior facilidade de representar as
possibilidades verbalmente do que por meio da escrita.

C.P: A partir dos erros de escrita observados no texto que representa a
resolugdo do problema 1 (Figura 4), confiamos que a dificuldade de
leitura e escrita, de fato, pode ter sido um dos fatores que prejudicou no
momento de interpretacdo e codificacdo do problema.

Diferentemente da dupla D2, que elencou todas as possibilidades durante a

conversacao representando-as de maneira equivocada no registro escrito, a dupla D6 ndo

conseguiu enumerar todas as possibilidades, mas conseguiram representar no desenho
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exatamente todas as possibilidades elencadas por eles durante o didlogo com a
pesquisadora.

Quadro 13 - Dialogo entre a pesquisadora e a dupla D6

PP: Pessoal vocés conseguiram compreender o problema?
D5 (Aluno A10): Sim, mas ainda ndo terminamos de resolver.
PP: Esta faltando o qué?
D5 (Aluna A9): Nada!
D5 (Aluno A10): A gente esta terminando de pintar o desenho.
PP: Vocés podem me explicar como resolveram?
(A dupla ficou em siléncio por um pequeno intervalo de tempo)
PP: Quantos resultados diferentes de sorteio vocés encontraram?
D5 (Aluna A9): Um pode nao ficar com a bicicleta.
PP: Entdo como pode ficar as possibilidades?
D5 (Aluna A9): O Raul ganhar uma e o Junior ganhar a outro € 0 Mario ndo ganhar, e ndo
ficar triste.
PP: Teria outra possibilidade?
D5 (Aluna A9): Acho que ndo. S6 essa mesmo.

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 5 — Resolugao da dupla D6

1. Trés alunos (Mdrio, Raul e Junior) participam de um concurso em que serio
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
__concurso?

Fonte: Acervo da pesquisadora
Transcricdo do texto da figura 5: Eles pode revisa e dividir com Mario.

O mesmo aconteceu com as duplas D5, D7 e D8 (Ver Quadro 14). A referidas
duplas conseguiram apontar no didlogo o quantitativo de agrupamentos correto, porém
no registro escrito apresentaram apenas alguns destes. Apresentamos no quadro 14, os

registros escritos das resolugdes elaboradas pelas respectivas duplas.



Quadro 14 - Resolugdes do problema 1 incorretas
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Figura 6 - Resolucdo da dupla D5
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 7 - Resoluc¢do da dupla D7

1. Trés alunos (Mario, Raul ¢ Junior) participam de um concurso em que serfio
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
concurso? f
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 8 - Primeira resolugdo da dupla D8

1. Trés alunos (Mario, Raul ¢ Jinior) participam de um concurso em que serio
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no |
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Figura 9 - Segunda resoluc¢io da dupla D8
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 6: Mario ¢ Raul e Junior estava
participando do sorteio e Raul e Jinior ganhou o sortilho, mais Mario
sobrou no sortilho, mas ele perrou e nao ficou triste porque ndo foi
sorteado.

Transcricdo do texto da figura 7: Raul ganha e Junior e Mdrio nio
ganhou e ele ndo ficou triste porque ele pode empresta ¢ Mario ficou
feliz por Raul e Junior e a possibilidade ¢ que Mario nao ficou com
raiva e que os meninos podem emprestar.

Transcricao do texto da figura 8: Mario e Raul ficam com uma bicicleta
e Junior fica com a outra.

Transcricdo do texto da figura 9: Um dia 3 meninos (Mario, Raul e
Junior) fordo para a escola e virdo que tem um sorteio de duas bicicleta
e fordo ver. Se canidadardo e conseguirdo mais ficou seu amiguinho
sem bicicleta, ai Mario falou que sua bicicleta tinha bagageiro e
emprestava para ele.

Esse fato nos faz compreender que alguns alunos apresentam dificuldades em
elencar todas as possibilidades de combinagdes possiveis, enquanto outros demonstram
ter dificuldade de representar todas essas possibilidades no registro escrito. Representar
possibilidades de combinacdo de maneira escrita exige que o aluno, muitas vezes,
sistematize e organize seu raciocinio para ndo deixar “passar em branco” nenhuma
possibilidade. E importante que os alunos vivenciem isso com mais frequéncia em sala
de aula, pois essa capacidade de sistematizagdo do raciocinio para elencar todas as
possibilidades, na maioria das vezes, ainda ndo tem sido desenvolvida nos alunos dos
anos iniciais do Ensino Fundamental. De acordo com o estudo de Pessoa (2009), o motivo
pelos quais os alunos ndo conseguem, em algumas situagdes, elencar todas as
possibilidades de agrupamento ¢ o fato de ainda estarem nessa faixa etdria de ensino
desenvolvendo um raciocinio combinatdrio sistematico.

Observamos também que, neste primeiro encontro para resolverem o problema
proposto a maioria das criangas apoiaram-se muito em suas experiéncias reais. Na

segunda resolucao da dupla DS (figura 9), como estratégia de resolugdo os componentes



133

da dupla sugeriam colocar um bagageiro na bicicleta aspirando dividir a mesma com o
terceiro aluno que ndo a ganharia.

Durante o processo de descodificagdo do problema, apenas trés duplas (D1, D3 e
D4) conseguiram apresentar nos didlogos e representar no registro escrito todas as
possibilidades de combinagdo. Todas utilizaram como estratégias de resolu¢dao desenhos

e textos escritos.

Quadro 15 - Dialogo entre a dupla D4 e a pesquisadora

PP: Pensando no problema, como vocés poderiam escolher as pessoas que iriam ganhar essas
duas bicicletas?

D4 (Aluno A7): Eles dois ganhavam (indicando o aluno A8 membro da dupla D4 ¢ o aluno A4,
membro da dupla D2, que estava proxima), ai eu ficava sem.

PP: Existe outra possibilidade?

D4 (Aluno A7): Existe. Eu ganhar e o aluno A8 ganhar também.

PP: E o aluno A4?

D4 (Aluno A7): Ele nao ganhava nao.

PP: Existe outra?

D4 (Aluno A7): Sim. Ele (indicando o aluno A8 membro da dupla D2) e eu ganhar e o aluno
A8 ndo.

PP: Existe mais outra?

D4 (Aluno A7): Nio.

Fonte: Acervo da pesquisadora

Quadro 16 - Resolucdes do problema 1 corretas

Figura 10 - Primeira resolug@o da dupla D3
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Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 11 - Segunda resolugdo da dupla D3

Figura 12 - Resolugdo da dupla D4

1. Trés alunos (Mdrio, Raul ¢ Jinior) pxrticipam?ic um concurso em que serio
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
concurso?

g, |

Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 10: (Mario, Raul e Junior) Vao para a
escola e quando chegam la tem um sorteio de duas bicicletas, Mario e
Raul recebem a bicicleta e Junior fica sem. Também pode ser assim,
Mario e Junior recebem as bicicletas e Raul fica sem. Outro tipo
também Raul e Junior podem receber as bicicletas e Mério fica sem!

Transcricdo do texto da figura 12: Ou pode gaia Mario ¢ Raul. Ou pode

gaia Raul e Junior. Ou pode gaia Mario e Junior.

Objetivando explorar ainda mais o problema, a professora apresentou um

problema secundério para a dupla D4.

Quadro 17 - Continuacdo do dialogo entre a pesquisadora a dupla D4

possibilidade de sorteio?

D4 (Aluno 7): Acho que sim.
PP: Porque?

D4 (Aluno 7): Porque ia mudar.
PP: Mudar o qué?

PP: Se aluno A8 fosse o primeiro a ser sorteado e vocé fosse o segundo, essa seria outra
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[ D4 (Aluno 7): O jeito de quem ia ganhar primeiro. |
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Notamos que os alunos da dupla D4 conseguiram elencar todas as
possibilidades de agrupamento. Todavia, mesmo com a exploracdo no
momento de descodificacdo, ndo conseguiram identificar um dos
invariantes que caracterizam problemas do tipo de combinagdo. Posto
que, em problemas de combinagdo, a ordem dos elementos que
constituem os agrupamentos ndo gera novas possibilidades de
agrupamentos.

No momento da andlise critica das resolucdes, convidamos para irem ao quadro
representantes das duplas que resolveram o problema de maneiras diferentes (Ver Figura

13). Na ocasido, discutimos resolugdes corretas e incorretas.

Figura 13 — Socializacdo das estratégias de resolugdo

Fonte: Acervo da pesquisadora

Objetivando ajudar os alunos a sistematizar seus raciocinios combinatorios, no
momento de formalizacdo do conteudo, apresentamos todas as possibilidades de maneira
sistematizada, utilizando como recurso a listagem de todas as possibilidades. Conforme

a Figura 14.

Figura 14 - Formalizacdo das ideias

Fonte: Acervo da pesquisadora
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E importante destacar que a etapa de exploragdo e proposi¢do dos problemas
aconteceu de maneira simultanea, ndo somente no momento de descodificacdo dos
problemas, como também nas demais etapas da dindmica apresentado no capitulo
anterior. Durante todo o estudo, sempre que possivel, procuramos estimular um trabalho
reflexivo dos alunos sobre os problemas propostos. Buscamos incitar a reflexao sobre as
exploracdes provocadas pela pesquisadora, bem como sobre suas estratégias de resolucao.

Confiamos que a exploracdo de problemas foi essencial para que os alunos
conseguissem descodificar o problema realizando uma analise critica sobre o trabalho de
reflexdo. Os questionamentos pontuados pela pesquisadora durante o processo de
exploracdo ajudaram os alunos a atribuirem um significado para a sua resolucao e para a
resolucao dos colegas.

Com relagdo a proposi¢ao de problemas, no primeiro encontro nenhuma dupla
conseguiu propor novos problemas tomando como base o problema principal apresentado
pela professora. Entendemos a razdo para esse fato acontecer possa ter sido a dificuldade
em se habituarem com uma nova perspectiva metodologica de ensino. No primeiro
encontro, os alunos tiveram a oportunidade de vivenciar pela primeira vez uma proposta
de ensino seguindo essa abordagem, isso para eles incialmente foi encarado como o

desafio.

6.2 DESCRICAO E ANALISE DE UM TRABALHO REALIZADO SOBRE UM
PROBLEMA DE PRODUTO CARTESIANO — ENCONTRO 02

(Data 13.11.2018)

Contetidos ¢ ideias trabalhadas: problema combinatorio do tipo produto

cartesiano.

Objetivo:

— Observar que a ordenagdo dos elementos ndo produz novos agrupamentos;

— Perceber que a selecdo e combinagdo dos elementos ¢ feita a partir da
combinag¢do de elementos de dois ou mais conjuntos distintos;

— Observar a diferenca entre os invariantes que caracterizam o problema

trabalhado na aula anterior com a presente;
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— Analisar as possiveis contribuicdes da perspectiva metodologica da
Resolug¢dao, Exploracdo e Proposicdo de Problemas para o ensino e

aprendizagem da Combinatoria.

Neste encontro trabalhamos o Problema 2:

Para a festa de S3o Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4
meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dangar quadrilha. Se todos os
meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderao ser

formados?

Com o objetivo de mobilizar as ideias construidas na aula anterior, para que,
futuramente, no momento de exploracao e formalizagdo das ideias, confronta-las com as
construidas na presente aula, iniciamos o encontro 2 relembrando os resultados
encontrados no encontro 1. Neste momento, em conjunto, algumas das principais
estratégias de resolugdes e solugdes foram socializadas novamente.

Dando continuidade a aula, entregamos para cada dupla uma copia do problema 2
que seria trabalhado. Em seguida, solicitamos que fizessem sozinhos uma leitura inicial
da situagdo proposta pelo problema e reservamos um tempo para que o resolvessem.
Deixamos os alunos trabalhando nas duplas, circulando de vez em quando na sala de aula
para acompanhar o trabalho realizado pelas duplas.

Assim como na aula anterior, observamos uma dificuldade na compreensdo e
interpretagdo do enunciado do problema. Diante disso, para algumas duplas, lemos
novamente o problema, dando um tempo para que realizassem um trabalho reflexivo
sobre o problema, de modo que conseguissem comprovar a validade de suas conjecturas
a partir do processo de resolucdo e exploracdo dos problemas.

A dupla D3 foi a primeira que apresentou um posicionamento frente ao problema.
Em uma conversa com a pesquisadora, a aluna A5 elucidou como compreendeu o

problema e apresentou uma possivel estratégia de como resolvé-lo:

Quadro 18 - Dialogo entre a pesquisadora e a dupla D3
PP: Como vocés compreenderam o problema?
Dupla D3 (Aluna A5): Professora a gente entendeu bem assim: Maria poderia dangar com um
desses meninos, Luiza também, e Clara, e Beatriz fica fora. Ou, Maria, Luiza e Clara também
ficar fora dessa quadrilha. Dai a gente vai responder isso com texto.
PP: Vocés acham melhor resolver assim?
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D3 (Aluno A6): Sim.
PP: Porque?

D3 (Aluna A5): E mais fécil professora.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Analisamos que a aluna A5 apresentou simultaneamente uma
maneira de codificacdo e descodificacdo do problema. Indiretamente,
ela descreve o que o problema pede, mas também propde uma maneira
de como resolvé-lo. E possivel perceber que, neste momento inicial, a
dupla ndo realizou uma analise critica aprofundada sobre o problema,
as alunas apresentaram apenas algumas possibilidades de
agrupamentos, aqui, o processo de descodificacdo encontrava-se ainda
no inicio. Articulando com as ideias de Vergnaud (1991) e Andrade
(1998), entendemos que neste momento o processo de descodificagdo
do problema esta apoiado em conjecturas que ainda ndo foram
comprovadas através de uma analise critica.

E importante destacar que, mesmo com a dupla apresentando como maneira de

resolucdo o texto escrito, no momento em que foram registrar a resolugdo, a

representaram por meio de desenho.

Tl

. Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) ¢ 4
meninas (Maria, Luiza, Clara ¢ Beatriz) que querem dangar gquadrilha. Se todos
os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio
ser formados?

Figura 15 - Resolucdo da dupla D3

v I

- 4

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Entendemos que a mudanga na maneira de representar o problema
pode ser justificada pela a dificuldade de leitura e escrita demonstrada
pelos alunos. Mesmo com a mudanga de estratégia de resolugao a dupla
nao conseguiu elencar todas as possibilidades de agrupamentos.

Dando continuidade ao trabalho, continuamos circulando na sala de aula para

acompanhar o desenvolvimento das questdes apresentadas pelos alunos.

Observamos que, nesta aula, alguns j& haviam se acostumado um pouco mais com

a metodologia de ensino, entretanto, a coloca¢do de questionamentos ainda era algo
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escasso entre eles. Os questionamentos somente eram apresentados por eles quando a
pesquisadora estimulava essa acao.

Almejando analisar as maneiras de codifica¢do apresentadas pelos alunos, durante
todo o estudo, acompanhamos cada dupla, questionando sempre como haviam
compreendido o problema. Com estes acompanhamentos, podemos registrar uma

interessante interpretagao acerca do problema 2 apresentada pela a dupla DS5.

Quadro 19 - Didlogo entre a pesquisadora e a dupla D5

PP: Vocés conseguiram compreender o problema?

D5 (Aluna A9): Sim! Mais ou menos.

PP: Vocés conseguem me explicar o que conseguiram compreender até agora?

D5 (Aluna A9): A gente vai tentar fazer como o da outra aula.

PP: Entdo como ficaria?

D5 (Aluna A9): Tipo igual ao outro, vai ficar sobrando uma menina. No outro ficava sobrando
um menino.

PP: Entendi. Entdo vou deixar vocés resolverem e eu volto aqui, daqui a pouco para a gente
conversar mais um pouquinho esta bem.

D5 (ambos): Ta bem.

C.P: Através do dialogo, fica explicito que os alunos da dupla apoiaram
inicialmente suas agdes para resolver o problema no repertorio de
esquemas de resolucdo construidos na aula anterior. Essa acdo também
foi adotada pelas outras duplas, todas, inicialmente procuraram resolver
o problema 2 da mesma maneira que o problema 1 foi resolvido.
Quando os alunos notaram que o repertorio de esquemas utilizados
anteriormente, em partes, demonstrava ser ineficaz para a resolucéo do
problema atual, foram provocados a modificar seu raciocinio, uma vez
que os referidos problemas possuem diferentes invariantes. Assim, as
estratégias de resolugdo apresentadas foram bem similares (a grande
maioria utilizou como maneira de representagdo desenhos e textos), no
entanto o raciocinio empregado para a sua resolucédo foi diferente.

Indo de encontro com as ideias de Vergnaud (1990), compreendemos
que essa acdo pode ter sido provocada pelas pequenas similaridades dos
invariantes do problema de combinacdo e produto cartesiano. De
acordo com o autor, isso pode acontecer quando as criangas sdo
confrontadas por situagdes em que as caracteristicas sdo bem
semelhantes a anteriores ja dominadas. Assim como nos problemas do
tipo de combinagao, nos de produto cartesiano, a ordem dos elementos
ndo gera novos agrupamentos, entretanto, neste ultimo os agrupamentos
se constituem a partir da combinacdo de elementos de dois ou mais
conjuntos.

Apoiados pelas ideias de Andrade (1998) compreendemos que a codificacdo
consiste em uma maneira de representacdo do problema mais conveniente para a
compreensao do aluno. Uma vez compreendido o sentido do problema, o aluno iniciara o

processo de descodificagdo, que pode ser direcionado pelo professor, estimulando a
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resolucdo e exploragdo do problema para a realizagdo de um trabalho de reflexdo sobre
este, de modo que o permita analisar o problema criticamente, elencando ou criando
estratégias de resolu¢do e sintetizando as ideias ao final do processo reflexivo.
Entendemos que a codificacdo ndo necessariamente precisa ser representada através de
um registro escrito, ela também pode ser demonstrada apenas oralmente, como o didlogo

do Quadro 18 evidencia.

C.P: A dupla D3, inicialmente, apresentou oralmente uma maneira de
codificagdo do problema apoiada na interpretagdo construida pelo
problema anterior trabalhado.

C.P: Semelhantemente as demais duplas, os alunos das duplas D5 e D2
demonstram que o processo de codificacdo e descodificacdo do
problema pode ocorrer de maneira articulada. A partir da andlise dos
didlogos entre a pesquisadora ¢ a dupla D5 (Quadro 19) ¢ na
representacdo da codificacdo utilizada feita pela dupla D2 (Figura 15),
entendemos que os alunos codificam os problemas em parcelas, e que,
de acordo que essa codificacdo, uma maneira de descodificagdo
substancial do problema ¢ elaborada. Substancial, pois a analise critica
realizada neste momento inicial ainda ndo era aprofundada ao ponto de
o aluno realizar um processo de Problema-Trabalho-Reflexdes e
Sintese (P-T-R-S) sobre o problema (ANDRADE, 1998). Observamos
que, inicialmente, os alunos codificam uma parte do problema
oralmente (como no caso na dupla D3) ou escrito (como no caso da
dupla D3), procurando sempre interpretar esse parte da codificagdo
amparado na compreensdo do problema anterior, apds isso, eles
apresentam uma forma de descodificagdo apoiada na codifica¢do
apresentada, entdo, a medida que procuram maneiras de validar suas
conjecturas, sentem a necessidade de modificar e/ou aprimorar a
codificagdo inicial para conseguirem descodificar o problema de modo
a encontra sua solugéo.

A modificacdo nos esquemas utilizados como estratégias de resolucdo, discutida
acima, pode ser demonstrada explicitamente no momento de exploracdo dos problemas

pelas alunas da dupla D1 em um didlogo com a pesquisadora.

Quadro 20 - Dialogo entre a pesquisadora e a dupla D1

PP: Meninas, como vocés resolveram?

D1 (Aluna A2): A gente entendeu melhor esse aqui.

D1 (Aluna Al): E! A gente se baseou no outro problema, dai ja fizemos por desenho, s6 que
agora ao invés de ser sO meninos, a gente tem meninos e meninas. Dai a gente foi ligando os
pares.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Isso ndo aconteceu com todas as duplas, porém, a grande maioria
observou essa mudanca do invariante. E importante destacar que
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nenhum dos alunos conseguiu explicar em que aspectos os dois
problemas eram diferentes, mas conseguiram demonstrar a percepcao
dessa diferenciagdo através dos didlogos com a pesquisadora. Podemos
observar que inicialmente as alunas codificam o problema apoiando-se
no problema anterior, porém ao refletirem um pouco mais modificam o
esquema de resolucdo inicial.

Ainda na face de descodificacdo, apds acompanhar o trabalho de resolucao de
algumas duplas, demos iniciou ao processo de exploragdo dos problemas. Dando
continuidade ao didlogo acima a pesquisadora levantou alguns questionamentos as alunas

da dupla.

Quadro 21 - Didlogo entre a pesquisadora e a dupla D1

PP: E como foi que vocés “ligaram” os pares?

DI (Aluna 1): Aqui, cada uma bonequinha tem o vestido de uma cor. Al tipo, se for “ligando”

cada uma para os trés meninos vai da doze pares. Entdo dava para cada um dos meninos dangar

com as meninas, cada um, uma vez.

PP: E possivel todas as meninas dangarem?

D1 (ambas): Sim!

PP: Porqué?

D1 (Aluna 1): Porque € so ir trocando os pares. Dai vai ficar sobrando uma.

D1 (Aluna 2): E, dai sempre vdo dangando e trocando, dangando e trocando...

D1 (Aluna 1): E quando um estiver sem par eles trocar, dai enquanto a outra fica dangando e o

outro fica sem par.

PP: Se os meninos escolherem as meninas primeiro, ¢ a mesma coisa das meninas escolherem

08 meninos primeiro?
C.P: A pesquisadora levantou esse questionamento com o objetivo de analisar se as
alunas da dupla tinham conseguido observar que a ordem dos elementos neste
problema ndo gera novos pares.

D1 (Aluna 2): E!

PP: E se Maria escolher Pedro para danga, Luiza pode escolher quem para dangar?
C.P: Os questionamentos provocados pela pesquisadora a partir deste, tinha como
objetivo analisar a familiarizagdo para contagem de agrupamentos ¢ a flexibilidade
para a formagao de agrupamentos que as alunas eram capazes de alcangar.

D1 (ambas): Gabriel.

PP: Somente Gabriel?

D1 (Aluna 2): Nao. Pode ser Jodo também.

PP: Se Maria escolheu Pedro e Luiza escolheu Gabriel, Clara pode escolher quem?

D1 (Aluna 1): S6 Jodo.

PP: Se Maria escolher Gabriel, Clara pode escolher quem?

D1 (Aluna 1): Pedro ou Jodo.

PP: E Clara?

D1 (Aluna 1): Pode escolher Pedro, se Luiza escolheu Jodo.

PP: E se Maria escolher Pedro, Luiza tem quantas possibilidades de escolha?

DI (Aluna 2): Duas

PP: Porque?

D1 (Aluna 2): Porque tem o Gabriel e o Jodo sem par.

PP: E se Maria escolher Pedro e Luiza escolher Gabriel, Clara tem quantas possibilidades de

escolha?

D1 (Aluna 1): S6 uma.
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PP: E se fosse ao contrario? Pedro escolher Maria, Gabriel tem quantas possibilidades de

escolha?
C.P: Invertemos a ordem dos elementos nas combinagdes de pares, almejando analisar
a familiarizag¢@o das alunas na contagem de agrupamentos na ordem inversa até aqui
explorada.

D1 (ambas): Trés.

PP: Porque?

D1 (Aluna 2): Porque ainda ia sobra Luiza, Clara e Beatriz.

PP: Certo eu entendi. Serd que vocés conseguiriam agora me propor um problema parecido

como este?
C.P: Como as alunas ndo proporam espontaneamente problemas durante o processo de
resolucdo e exploragdo do problema, estimulamos essa proposicdo, pela a relevancia
para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

D1 (Aluna 1): Acho que sim, mas agora ndo.

PP: Entdo eu vou deixar vocés pensarem mais um pouquinho, dai daqui a pouco eu volta aqui

certo?

D1 (ambas): Certo!

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A partir do dialogo, entendemos que a exploragdo de problemas
pode favorecer na percepcdo dos invariantes dos problemas
combinatorios. Através da exploragdo, a pesquisadora estimou o
trabalho reflexivo sobre o problema. As problematiza¢des ajudaram os
alunos a compreender que a ordem dos elementos nos agrupamentos,
neste tipo de problema, ndo gera novas possibilidades de agrupamentos,
e que, além disso, a composi¢do destes é constituida pela combinagdo
de elementos de dois conjuntos distintos. A flexibilidade no
levantamento das possibilidades de agrupamentos também foi uma
competéncia favorecida, as alunas da dupla D1, a partir da exploracdo,
foram estimuladas a apresentar diferentes composicdo de
agrupamentos. Observamos também que a exploracdo do problema
pode contribuir para a capacidade de familiarizagdo com a contagem de
agrupamentos destacada como um fator importante para
desenvolvimento do raciocinio combinatorio (BRASIL, 1997;
PESSOA, 2011; BORBA, 2016). Os questionamentos provocados
durante o processo ajudaram as alunas a refletiram com maior
profundidade a quantidade de agrupamentos que eram possiveis, de
acordo com as possibilidades de combinagdo pontuadas pela
pesquisadora. Confiamos que o planejamento prévio dos objetivos de
aprendizagens e dos possiveis problemas secundarios a serem propostos
foi um dos fatores essenciais que favoreceram na conducdo da
exploragdo.

C.P: Percebemos que a exploragdo de problemas também pode
contribuir para a proposi¢io de problemas secundarios. A medida que
as alunas da dupla conseguiam solucionar os problemas apresentados
pela pesquisadora, novos problemas secundarios eram elaborados
fundamentados em problemas secundarios anteriores, com o objetivo
de possibilitar uma analise critica mais aprofundada sobre o problema
no momento de descodifica¢do. Assim, indo de encontro com as ideias
de Serrazina (2017), com relacdo a perspectiva da resolucdo de
problemas realizada em um cendrio de ensino exploratdrio, acreditamos
que para uma exploragdo de problemas eficaz € necessario que a escolha
do problema a ser explorado seja criteriosa, para que a exploracao desse
permita que os alunos argumentem suas estratégias de resolugdes,
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estando esses envolvidos em um processo de problema-trabalho-
reflexdo e sintese sobre o problema como defendido por Andrade

(1998).

Figura 16 - Resolucdo da dupla D1
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Figura 17 - Resolucéo da dupla D2
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Fonte: Acervo da pesquisadora

os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio ‘

Com relacdo as representacOes utilizadas para representar as resolucdes dos
problemas, analisamos que todas as duplas representaram suas resolugdes somente em
forma de desenhos, com excecdo das duplas D1 e D2, que também representaram as

possibilidades de agrupamentos através da arvore das possibilidades e quadro (a dupla
D1). Vejamos nas Figuras 16 e 17:

Transcricdo de texto da figura 17: Um dia treve uma festa de Sao Jodo
da escola tem 3 meninos e 4 meninas que querem dancar e os pares
podem ser: Pedro — Maria - Gabriel e Clara e a professora resolveu fazer

um sorteio.
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Asresolugdes acima foram as inicas totalmente corretas. Assim como no encontro
1, observamos que a maioria dos alunos, durante o processo de resolucdo e exploragao
dos problemas, conseguiam elencar todas as possibilidades de agrupamentos, no entanto,
no registro escrito apresentavam apenas algumas possibilidades. No quadro 22,

apresentamos as resolucdes incorretas do problema 2.

Quadro 22 - Resolucdes do problema 2 incorretas

Figura 18 - Resolucdo da dupla D3

» |
ﬁ Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4

meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos
os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio

ser formados?

as

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 19 - Resolucdo da dupla D4

Para a festa de Sio Joio da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4
meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dangar quadrilha. Se todos
os meninos dancarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio

ser formados?

[ ]
I

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 20 - Segunda parte da resolugdo da dupla D4
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 21 - Resolugéo da dupla D5

1

2. Para a festa de Sio Joiio da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Joio) ¢ 4 :

meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos '

os meninos dancarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio
ser formados?
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 22 - Resolugéo da dupla D6

2. Para a festa de Sdo Jodio da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4
meninas (Maria, Luiza, Clara ¢ Beatriz) que querem dangar quadrilha. Se todos
os meninos dancarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio
ser formados?
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Fonte: Acervo da pesquisadora




146

Figura 23 - Resolucéo da dupla D7

2. Para a festa de Sio Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel ¢ Jodio) e 4

| meninas (Maria, Luiza, Clara ¢ Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos
os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio
ser formados?
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 24 - Resolucdo da dupla D8

2. Para a festa de Sio Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4
meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha, Se todos
os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderio

ser formados?

Gadply 4 Tager) Bt obmiam Fulapulbo- Gm (Mg

— e iT — -

Lrs by 6u Rad) '_,7_.1_(_'4'.’) Yoo 4 Bistred ) gbmla O, &

Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 24: (Pedro, Gabriel e Jo2o) Pode dancar
quadrinha com (Maria, Luiza e Clara) e Beatriz fica sem dangar ou pode
ser (Luiza, Clara e Beatriz) dangar com os meninos.

C.P: Algumas duplas conseguiram perceber alguns invariantes do
problema combinatorio de produto cartesiano. A dupla D8, percebeu
que a ordem dos elementos nos agrupamentos ndo produz novos
agrupamentos, porém, ndo conseguiram representar todas as
possibilidades de combinagao dos elementos. Os alunos da dupla D7,
apresentaram o quantitativo correto de possibilidades de agrupamentos
(12), contudo, assim como as demais, ndo representaram no registro
escrito todas as possibilidades de formagdo de casais possiveis. Com
relacdo a essa ultima, analisando o quantitativo de possibilidades
corretas apresentado (12), com a estratégia de resolugdo incompleta,
entendemos que a dupla realizou o que Vergnaud (1991) nomeia de
calculo numérico. As alunas da dupla D7, conseguiram apresentar o
quantitativo correto, porém ndo conseguiram demonstrar que operagoes
de pensamento lhe auxiliaram na decisdo de qual procedimento ou
operagao aritmética poderiam ser utilizadas para resolver o problema e
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determinar o quantitativo apresentado na resolucdo, que seria no caso,
o calculo relacional discutido pelo autor.

Com relagao a demonstragao do raciocinio envolvido na estratégia de resolugao
utilizada, no Quadro 23, apresentamos um didlogo em que as alunas apresentam

dificuldade em explicar como construiram a resolucdo registrada.

Quadro 23 - Dialogo entre a dupla D7 e a pesquisadora

PP: Oi meninas, vocés ja conseguiram resolver o problema?

Dupla D7 (Aluna 13): Sim.

PP: Ah... muito bem. Vocés conseguem me explicar como foi que vocés resolveram?

(Dupla D7 permaneceu em siléncio)

PP: O que significa essas flechinhas?
C.P: Este ¢ os demais questionamentos a seguir, tiveram como objetivo estimular a
explicacdo das estratégias de resolucdo utilizadas pelas alunas da dupla.

Dupla D7 (Aluna 13): Os pares.

PP: E esse nimero 127 (quantitativo de agrupamentos)

(Dupla D7 permaneceu siléncio)

PP: Como voceés encontraram esse nimero?

(Dupla D7 permaneceu em siléncio)

PP: Foi através dessas fechas?

(Dupla D7 permaneceu em siléncio)

PP: Vou deixar vocés pensarem mais um pouquinho, ja ja eu volto aqui esta bem.
C.P: Mesmo deixando um espago de tempo para a alunas refletirem um pouco mais
sobre o problema, ao retornarmos a dupla, nenhuma delas conseguiram explicar como
encontraram o quantitativo de agrupamentos registrados.

Fonte: Acervo da pesquisadora

Além das contribui¢des apontadas, confiamos que a exploragdo de problemas
favorece também para a generaliza¢do do raciocinio combinatério. Comprovamos isso a

partir das ideias discutidas no momento de socializagao das estratégias de resolugoes.

Quadro 24 - Dialogo entre a pesquisadora ¢ a turma no momento de socializa¢do das ideias

PP: Se fossem mais meninas aumentaria o nimero de casais?

Todos os alunos em conjunto: Sim!

PP: Porque sim?

Aluna A2: Porque teria mais pessoas e formaria mais casais.

PP: E se eu aumentasse a quantidade de meninos?

Aluna A9: Também.

PP: E se eu diminuisse uma menina?

Aluna Al: Se aumentasse um menino ficaria o mesmo tanto.
C.P: Aqui a aluna demonstra estd familiarizada com a contagem de agrupamentos.
Mesmo modificando as possibilidades de combinacdo dos elementos nos
agrupamentos, com facilidade, a aluna conseguiu complementar o problema proposto
pela a pesquisadora e ainda apontou a quantidade de agrupamentos correta.

PP: Entdo quer dizer que, se eu diminuir uma menina ¢ aumentar um menino ficaria a mesma

quantidade de casais?




148

Aluna A2: Ficaria ainda no mesmo tanto. Mas, se a senhora diminuir uma menina € ndo

aumentasse um menino ficaria menos, ficaria 9 casais.
C.P: Com esta afirmagao, € possivel observar que a exploracdo do problema conduzida
pela a pesquisadora estimulou a aluna A2 propor problemas secundéarios que o
ajudaram a generalizar seu raciocinio combinatorio em diferentes situacdes de
combinagdes de elementos. Concordando com o que Vergnaud (1991), acreditamos
que os diferentes problemas secundarios propostos pelas a pesquisadora ao longo do
processo de exploracdo contribui para a compreensdo dos invariantes do problema
demonstrado pela aluna A2.

PP: Vocés concordam com isso pessoal?

Todos os alunos em conjunto: Sim!

PP: Porque?

A2: Porque as possibilidades seriam menos.

PP: Se eu diminuisse uma menina € um menino?

Aluno A3: Ficaria s6 quatro.

A2: Que s6 quatro! Ficaria seis.

PP: Entdo quanto mais meninas eu aumento...”?

Aluna A2: Mais possibilidades de casais a senhora tem.

PP: E quanto mais meninos eu aumento...?

Todos os alunos em conjunto: Mais possibilidades de casais a senhora tem.

PP: E se eu aumentar um menino e diminuo uma menina?

Aluna A1, A2, A5, A9 e A3 (juntas): Fica a mesma coisa!

PP: E se eu aumentasse duas meninas e deixasse os 3 meninos como esta, ficaria a mesma

coisa?

Aluna A2: Ai ia ser dezoito.

PP: Iria forma dezoito casais?

Aluna A2: Sim.

PP: Alguém discorda?

Aluna Al: Ninguém.

PP: Porque que seria dezoito casais?

Aluna A2: Porque ia aumentar mais seis possibilidades.

PP: Porque seis possibilidades?

A2: Porque cada menina tem trés possibilidades, dai juntando as duas da seis.

PP: Ah.... Entendi. E isso mesmo.

C.P: Explicitamente, observamos que os alunos demonstram conseguir
generalizar a situagdo apresentada no problema para situacdes que
envolvem um quantitativo de agrupamentos maior ou menor.
Acreditamos que, possivelmente, sem uma exploracdo planejada, os
alunos ndo conseguirdo demonstrar/desenvolver esse nivel de
generalizagdo do raciocinio combinatorio. Confirmando o que Andrade
(2017) afirma, observamos que a exploracao articulada a proposicao de
problemas pode contribuir significativamente para a aprendizagem
matematica e para autonomia no desenvolvimento do raciocino
matematico dos alunos.
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Figura 25 - Exploragdo do problema 2

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 26 - Resolucdo formal do problema 2

Fonte: Acervo da pesquisadora

A exploragdo e proposi¢do de problemas foram estimuladas ao longo de todo o
estudo, destacando-se mais na fase de descodificagdo dos problemas, analises criticas
das resolugdes e sinteses das ideias. Ao percebermos que, no encontro 1, a proposi¢ao de
problemas ndo aconteceu espontaneamente pelos alunos, no encontro dois, apos a
exploracdo das diferentes resolugdes no quadro, solicitamos que eles tentassem elaborar
alguns problemas parecidos com o principal.

Confiamos que a proposicdo de problemas contribui para a organizacdo do
raciocinio, posto que, para a elaboragdo de um novo problema, gerado ou fundamentado
por um outro, ¢ necessario que o aluno tenha clareza na compreensao dos invariantes que
caracterizam tais problemas. Por este motivo, estimulados a proposi¢ao de problemas de

maneira direta, j4 que espontaneamente essa necessidade de proposi¢do quase nao foi
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apresentada pelos alunos durante o processo de resolugdo e exploragdo do problema
principal.

Neste encontro, a proposicdo de problemas foi essencial para analisarmos o
desenvolvimento dos alunos. Os problemas propostos por eles evidenciaram sua
compreensdo acerca dos invariantes do problema 2. Como pedimos para que eles
elaborassem problemas parecidos com o principal trabalhado na aula, pudemos observar

a discrepancia nas caracteristicas entre os propostos pelos alunos e o principal proposto

por nos.

Quadro 25 - Problemas propostos pelos alunos no encontro 02

Figura 27 - Problema proposto pela dupla D1
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 28 - Problema proposto pela dupla D2
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Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 29 - Segunda parte do problema proposto pela dupla D4
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricao do texto da figura 27: O Jodo tem 60 balas para 5 pessoas.
Como ele pode dividir? 12.

Transcricdo do texto da figura 28: Um dia 7 meninos foram joga bola e
foram formar um trimi de futebol. Os meninos eram William e Helder
e Pedro e Jodo e Gabriel e Kaua e Raul. Como esse trimi seria formado
sendo que guada trimi joga 3 meninos?

Transcricdo do texto da figura 29: Tem um sorteio de trés bicicleta que
vai comecar (Pedro, Jodo, Henrique e Neto) pode ganhar. Ou pode
ganhar Pedro José Henrique ou pode Jodo e Neto Pedro e Henrique ou
pode ganhar Henrique José e Neto, ou pode ganhar Jodo Neto e Pedro.

C.P: Analisamos que a dupla D1 propos um problema de divisdo que
envolvia o esquema de distribuicdo equitativa discutida por Nunes e
Bryan (1997) e propds um exercicio fixacdo de multiplicagdo que
consistia na resolucdo da tabuada do niimero 9. Essa dupla foi a mesma
que apresentou uma compreensdo clara dos invariantes do problema,
bem como uma familiarizagdo na contagem de agrupamentos no
momento de exploracdo evidenciada no quadro 24. Um fato
interessante ¢ que, mesmo demonstrando tais aspectos, ao proporem um
problema, elaboraram com caracteristicas diferentes do trabalhado.
Mesmo que sejam problemas que envolvam as estruturas
multiplicativas, as alunas ndo envolveram nenhum invariante
caracteristico de problemas combinatorios. A dupla D2 e D4 apoiaram-
se no problema proposto no encontro 1 para a elaboragado do problema.
Isso demonstra que, mesmo com a compreensdo dos invariantes
evidenciada pelas duplas no registro escrito da resolugdo do problema
e nos didlogos com a pesquisadora, o dominio dessa classe de situagdes
de invariantes ainda ndo se desenvolveu claramente, posto que
nenhuma das duplas conseguiu propor um problema com os mesmos
invariantes do problema combinatdrio do tipo de produto cartesiano.
Confiamos que, para que isso acontega, seria necessario que mais
situagdes com estes mesmos invariantes fossem propostas aos alunos,
uma vez que o dominio de um uma classe de situagdes ocorre a partir
de uma variedade de problemas a serem resolvidos, envolvendo-se o
conceito a ser construido e suas relagdes com outros conceitos
(VERGNAUD, 1982a). Além de todos estes aspetos observados, ainda
podemos apontar a presenga marcante das estruturas multiplicativas no



152

ideario das criangas nesta faixa de escolaridade. Todos os problemas
propostos envolvem estruturas multiplicativas e operagdes que
envolvem o algoritmo de multiplicagdo. Possivelmente, isso aconteceu
pois recentemente, em semanas anteriores, a professora titular havia
trabalhado o algoritmo de multiplicagdo com a turma.

Ap0s a elaboracdo dos problemas, escolhemos alguns para serem socializados e
explorados pelos demais colegas da turma. Estrategicamente, selecionamos alguns
problemas de multiplicagdo para através da exploragdo estimularmos os alunos a observar
a diferenca entre este tipo de problema e o problema 2. No Quadro 26, destacamos uma

discussdo acerca do problema proposto pela dupla D1.

Quadro 26 - Dialogo da pesquisadora com a turma no momento de socializagdo das ideias

PP: Existe alguma diferenga entre esse problema elaborado pelas meninas (problema proposto
pela a dupla D1) e aquele que a gente resolveu?
Aluna Al, A2 e A9: Existe.
Aluna A9: Esse é tipo para fazer uma conta.
Aluno A3: O outro foi o do Sdo Jodo.
Aluno AS5: O outro pede para formar pares e esse esta perguntando quanto é para dividir
sessenta balas para 5 pessoas.
PP: Ah.... Entendi. Entdo s3o problemas diferentes?
Todos os alunos em conjunto: Sim.
Aluna A2: Mas eles tém a mesma resposta.
PP: Mas problemas diferentes podem dé a mesma resposta?
Aluna A1, A2, A4, A5 ¢ A9: Podem.
C.P: Com a exploracdo do problema os alunos conseguiram elencar apenas alguns
aspectos que diferenciam os dois tipos de problemas matematico.
Fonte: Acervo da pesquisadora

Também exploramos um problema elaborado pela dupla D2. Este, consistia em
um problema combinatorio do tipo de combinacdo. O problema proposto pela dupla
apresentava um quantitativo de agrupamentos maior do que os resolvidos até entao.

Durante o processo de exploragdo desse problema, observamos que os alunos
apresentaram uma maior dificuldade para determinar a quantidade de agrupamentos
possiveis. Constatando o que Pessoa (2009) afirmou em sua pesquisa, observamos que os
estudantes apresentaram mais dificuldade em problemas que possuiam o nimero de
possibilidades de agrupamentos maior.

Percebemos a dificuldade dos alunos em determinar a quantidade de
agrupamentos possiveis, realizamos, em conjunto o levantamento das possibilidades no

quadro. Na Figura 30, destacamos um dos registros desse momento.
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Figura 30 - Resolugdo do problema proposto pela a dupla D2

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Com o levantamento das possibilidades de combinagdes no
quadro, os alunos conseguiram determinar o quantitativo correto (35
possibilidades).

No segundo encontro, foi possivel perceber que os alunos demonstraram estar
mais a vontade para expor suas davidas e constatagdes. Logo, conseguimos discutir com
maior profundidade os conceitos combinatorios presentes nos problemas. Percebemos
que as problematizagdes realizadas durante o processo de resolugdo, exploragdo e
proposicao de problemas, diferentemente do primeiro encontro, passaram a ser encaradas
como instrumento de reflexdo, ndo mais como um obstaculo dificil de ser superado. A
partir delas, os alunos foram estimulados a refletirem mais sobre as caracteristicas dos

problemas, e ndo a desistirem de imediato.

6.3 DESCRICAO E ANALISE DE UM TRABALHO REALIZADO SOBRE UM
PROBLEMA DE PERMUTACAO — ENCONTRO 03

(19/11/2018)

Conteudos e ideias trabalhadas: problema combinatorio do tipo permutagao.

Objetivo:

e Observar que a ordenagdo dos elementos produz novos agrupamentos;
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e Perceber que os agrupamentos sdo constituidos a partir da permutagao de
todos os elementos de um mesmo conjunto;

e Observar a diferenga entre os invariantes que caracterizam o problema
trabalhado nas aulas anteriores com a presente.

e Analisar as possiveis contribuicdes que a perspectiva metodologica da
Resolucdo, Exploracdo e Proposi¢do de Problemas pode oportuna para o

ensino e aprendizagem da combinatoria.

Neste encontro, trabalhamos o Problema 3:

De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmdo, meu pai e

minha mae na estante, de modo que ¢las fiquem lado a lado?

Uma vez organizadas todas as duplas, entregamos uma copia do problema 3 para
cada uma delas. Apos isso, orientamos os integrantes fazerem sozinhos uma leitura inicial
da situagdo proposta pelo problema, dando um tempo para que tentassem resolvé-lo.
Enquanto isso, circulamos na sala de aula, analisando o trabalho realizado pelos alunos
sobre o problema para que, posteriormente, as abordagens nas duplas se iniciassem.

Diferentemente dos encontros anteriores, neste, ndo tivemos a necessidade de
realizar a leitura do problema para cada uma das duplas. Os alunos demonstraram
compreender o problema somente com as leituras individuais realizadas entre eles. A
abordagem realizada no momento inicial evidenciou este apontamento, no Quadro 27,
trazemos um didlogo demonstrativo da compreensao inicial apresentada por uma das

duplas.

Quadro 27 - Dialogo da pesquisadora com a dupla D1

PP: Vocés conseguiram compreender o problema?

D1 (Aluna Al): Conseguimos, eu ja estou fazendo (desenhando) a estantezinha aqui toda legal.

PP: Vocés conseguem me explicar o que compreenderam?

D1 (Aluna Al): E parecido com o outro tia. A gente entendeu que ¢ para fazer de lado a lado

de formas diferentes.
C.P: Compreendemos que a explicagdo apresentada pela aluna Al consiste em uma
maneira de codificacdo do problema. A aluno reelabora o problema em uma maneira
mais conveniente para sua compreensio. E possivel observar que o texto escrito foi
apresentado oralmente pela aluna de uma maneira simplificada, com a exclusdo de
algumas palavras, porém, preservando seu significado inicial. Este fato demonstra que
a codificacdo do problema pode ser representada em diferentes maneiras, ndo sendo
necessariamente obrigatoria sua representacdo em registro escrito.
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D1 (Aluna Al): Ai a gente ja fez essa primeira parte que € primeiro o irmédo, depois o pai depois
amae. Al depois a gente vai fazer primeiro o pai, depois o irmao e depois a mae.

C.P: E possivel verificar que o levantamento das possibilidades apontado pela aluna
segue uma sequéncia. Primeiro ela aponta a possibilidade de agrupamentos colocando
0 irmdo como o primeiro elemento, o pai como o segundo ¢ a mae como terceiro. Em
seguida, ela troca a posi¢do entre o pai e o irmao, deixando fixo a mae em terceiro, e
trocando o irmdo para a segunda posi¢do e o pai para a primeira. Diversos estudos
(PESSOA, 2009; ALMEIDA, 2010; SANTOS, 2016; SILVEIRA, 2016; BORBA,
2016) apontam que sistematizar a escolha e ordem dos elementos que constituem os
agrupamentos ¢ uma importante capacidade do raciocinio combinatério. Conseguir
organizar os elementos em agrupamentos, de maneira sistematizada, seja de maneira
direta, pelo uso de formula, ou indireta, pelo desenvolvimento de estratégias proprias
(como neste caso), ajuda aos alunos conseguirem esgotar todas as possibilidades de
agrupamentos que podem ser formados neste tipo de problema matematico.
Observamos que nos primeiros encontros essa capacidade ndo foi identificada em
nenhum dos didlogos ou registros escritos, entendemos que a diversidade de situagdes
ocasionadas pelas problematizagdes nos encontros anteriores pode ter estimulado o
desenvolvimento dessa competéncia. Porém, ressalvamos que essa capacidade ndo foi
identificada em todas as duplas, a dupla DI foi a primeira a demonstrar seu
desenvolvimento, mesmo que discreto.

PP: Hum.... Entendi. Entdo, as maneiras de organizar as fotos... (aluna A2 interferiu)

D1 (Aluna A2): ...pode ser diferente. Porque a ordem de organizar as fotos ¢ diferente.

PP: Ah... entendi. Entdo vou deixar vocés resolverem, ja ja eu voltou aqui. Qualquer coisa & s6
me chamar, esta certo?!

C.P: Analisamos que as alunas da dupla compreenderam além do significado do
problema, um dos invariantes que o caracteriza. A importdncia da ordem dos
elementos nos agrupamentos a serem formados foi destacada pela aluna A2. Essa
compreensdo também foi percebida por outras duplas, a maioria conseguiu perceber a
importancia da ordem dos elementos na formagao dos agrupamentos, no entanto, a
necessidade do envolvimento de todos os elementos do conjunto ndo foi destacada por
nenhuma delas.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A facilidade inicial demonstrada pelos alunos em compreender o
significado do problema somente pela leitura individual evidencia uma
maturidade prematura'> em compreender as condigdes impostas pelos
problemas que envolvem invariantes combinatorios, adquirida
possivelmente pelas leituras dos problemas propostos nos encontros
anteriores. Acreditamos que a similaridade na estrutura dos problemas,
pode ter facilitado essa compreensao inicial do problema 3. Todos eles
tratam-se de problemas que envolvem estruturas multiplicativas, em
que a selegdo dos elementos que constituem os agrupamentos formados,
segue, ou ndo, uma ordem de escolha e ordenagdo (BATANERO et al.,
1996). Essa maturidade adquirida pela experiéncia promovida por
situagdes similares ¢ destacada por Vergnaud (1982b). O pesquisador
explica que a maturidade das competéncias adquirida por meio da

15 Consideramos que a maturidade é prematura pois, essa foi desenvolvida em um pequeno periodo de
tempo, com o trabalho de apenas trés problemas. Normalmente, ¢ preciso um longo periodo para a crianga
desenvolver tal capacidade, sendo estimulada a partir de trabalho que proporciona uma diversidade de
situacdes que envolve diferentes campos conceituais.
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experiéncia incide numerosas etapas e processos com filiagdes e
rupturas. Verificamos que, para a compreensdo do problema 3, as
alunas realizaram filiagdes na compreensdo do problema trabalhado no
encontro anterior, porém, realizaram também rupturas ao observarem a
importancia da ordem nos agrupamentos. Essas filiagdes e rupturas
ajudam na estruturagdo do raciocinio combinatorio, bem como na
compreensao dos diferentes invariantes dos problemas deste tipo, uma
vez que existem caracteristicas similares e avessas entre os diferentes
tipos de problemas combinatorios que precisam ser contrastadas para a
percepgao da diferenciacdo de suas caracteristicas.

Apos averiguarmos os métodos de codificagdo elaborados pelos alunos,
abordamos as duplas almejando explorar as estratégias de resolucdes utilizadas para a
descodificacdo do problema. Neste momento, sempre que possivel, provocamos
questionamentos, articulando os argumentos apresentados pelos alunos com seus

registros escritos elaborados.

Quadro 28 - Didlogo da pesquisadora com a dupla D4

PP: E ai pessoal, vocés conseguiram resolver o problema?
D4 (Aluno A7): Acho que sim. (expressando estd insegura quanto a resposta encontrada)
PP: Quais sdo as maneiras de organizar as fotos na estante que vocés encontraram?
D4 (Aluno A7): A mae no lado, o pai no meio, e o filho no outro.
PP: E aqui? (apontando para um dos desenhos apresentados no registro escrito)
D4 (Aluno A7): E...o filho no lado, a mie no meio ¢ o pai no outro.
PP: E aqui? (apontando para um dos desenhos apresentados no registro escrito)
D4 (Aluno A7): O pai no lado, o filho no meio e a mae no outro.
PP: Entdo de quantas formas vocés conseguem organizar as fotos na estante?
D4 (Aluno A7): Trés.
PP: Existe mais alguma maneira, diferente destas, para organizar as fotos na estante?
D4 (Aluno A7): Acho que ndo.
PP: E vocé aluna 15 o que acha?
D4 (Aluno A8): Também acho que ndo, porque aqui a gente ja colocou a mae em primeiro,
depois o filho e depois o pai. Dai acabou.
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Os alunos da dupla conseguiram compreender o invariante da
ordem dos elementos, porém, ndo conseguiram perceber todas as
possibilidades de permutacdo entre os elementos envolvidos. Em
nenhum dos métodos de resolugdo a dupla apresentou todos os
agrupamentos possiveis. Observamos que o levantamento das
possibilidades seguiu um critério de selecdo, posto que, em todos os
agrupamentos formados as permutacdes dos elementos seguiram uma
sistematizacdo. A ordem dos elementos do primeiro agrupamento,
apontado pela dupla foi aleatoria, porém, a formacdo do segundo
agrupamento seguiu como critério a ordem dos elementos do primeiro
agrupamento, e o terceiro agrupamento como critério a ordem dos
elementos do segundo agrupamento. O primeiro elemento, do segundo
agrupamento (filho, a mae e o pai), consiste no ultimo elemento do
primeiro agrupamento (made, pai e filho); o segundo elemento, do
segundo agrupamento (filho, a mde ¢ o pai), consiste no primeiro
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elemento do primeiro agrupamento (mde, pai e filho), o mesmo foi
verificado para a formagdo do terceiro agrupamento elencado, que
seguiu como critério a ordem dos elementos do segundo agrupamento.
Mesmo evidenciando essa capacidade de sistematizacdo do raciocinio
combinatorio, os alunos ndo conseguiram perceber a segunda
possibilidade de permutagdo para cada um dos agrupamentos apontados
por eles. Isso demostra que a capacidade de sistematizacao ¢ importante
para o levantamento de todas as possibilidades de combinag¢do, mas nao
suficiente, tendo em vista que os alunos ndo conseguiram elencar todas
as possibilidades de combinagio. E preciso também que o aluno
desenvolva a capacidade de familiarizagdo na contagem de
agrupamentos para a potencializagdo dos raciocinios generalizante ¢
logico (BRASIL, 2014). Entendemos que estes tipos de raciocinios
possibilitam que o aluno, no momento do Ilevantamento das
possibilidades, siga uma logica para a selecdo e ordem dos elementos,
de modo que o permita generalizar a quantidade de agrupamentos
possiveis, sem necessariamente precisar contar um a um deles.

Observamos que, mesmo com a compreensdo do problema, inicialmente
demonstrada na fase de codificacao, todas as resolugdes estavam ou totalmente incorretas,
ou parcialmente corretas. Parcialmente corretas no sentido de apresentarem mais de uma
estratégia de resolugdo em que, pelo menos uma, estava ou incorreta em partes ou

incompleta. No quadro 29, apresentamos as resolugdes totalmente incorretas apresentadas

por algumas duplas:

Quadro 29 - Resolugio do problema 3 totalmente incorretas

Figura 31 - Resolucdo da dupla D2

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmio, meu pai ¢ minha mie na |-
estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

g _ |

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 32 - Resolucdo da dupla D4

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmiio, meu pai e minha mae na
estante, de modo que elas fiquem lado a lado?
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Fonte: Acervo da pe;qﬁisadgfa

Figura 33 - Resolugdo da dupla D5

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmio, meu pai ¢ minha mée na |
estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 34 - Resolucdo da dupla D6

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotus de meu irmio, meu pai ¢ minha mée na
estante, de modo que elas figuem lado a lade?

= |
W 75__,E i

)

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Transcricdo do texto da figura 34: A mae fica em cima e o pai no meio
e o filho embaixo.

C.P: Analisamos que em todas as resolucdes acima os alunos nio
conseguiram elencar todas as possibilidades de agrupamentos. A duplas
D2 e D4 apontaram 3 possibilidades, ¢ as demais duplas (D5 e D6),
apresentaram apenas uma possibilidade. O registro escrito evidencia
que a estratégia de resolugdo que foi adotada por todas as duplas foi o
desenho das possibilidades do posicionamento das fotos. A arvore das
possibilidades também foi uma das estratégias de resolugdo utilizada
dentre essas duplas, mas, somente pelas duplas D2 e D4. Observamos
que a quantidade de ramificacdes da arvore, que representa as
possibilidades de selecdo dos elementos por etapas, esta incompleta. As
duplas apresentaram apenas ramificacdes que representam as
possibilidades de permutacgdo para o primeiro e segundo elemento dos
agrupamentos. Isso também foi verificado com outras duplas que
também fizeram uso dessa estratégia de resolugdo. Mais adiante,
discutiremos sobre elas.

Conforme ja destacado, nenhuma das resolugdes apresentadas pelos alunos estava
totalmente correta. Em todas elas existe pelo menos uma estratégia, ou incorreta ou

incompleta. No Quadro 30, apresentamos os registros escritos das referidas resolugdes.

Quadro 30 - Resolugdo do problema 3 parcialmente corretas

Figura 35 - Resolucdo da dupla D1

estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

e

’3 De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmdo, meu pai ¢ minha mie na

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 36 - Resolucédo da dupla D3

estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 37 - Segunda parte da resolugdo da dupla D3
Moo NN gu\m JATIRRY | T I Due YO8 \7;\-. Moo s \7.‘,',’/,._«4.]-'

¢
) ¥ [ PV o L
2 VR » TO LT Fa ¥t Fa] 3
Bl

g | o O UD (. osl3s ol L
gl Dwsaann O g;cm\ s UoSaR h ) okl

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 38 - Terceira parte da resolugdo da dupla D3
M PF QX3¢
M FF 3¥P=4

Fonte: Acervo da pesquisadora

3. De quantas formas difermtmvp-n—dzmi arrumar as fotos de meu irmio, meu pai ¢ minha miic nﬂ-
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Figura 39 - Resolucéo da dupla D8

3. De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmiio, meu pai e minba mie na
estante, de modo que elas figuem lado a lado?

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 40 - Segunda parte da resolugdo da dupla D8
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 37: Numa casa tem uma familia que sdo
pai, mae e filho e eles querem arrumar o armario das fotos, eles queriam
que ficasse lado a lado, entdo eles ajeitaram de uma seguinte forma! pai,
mae e filho.

C.P: De imediato, analisamos que: a) todas as duplas optaram por
desenhos para representar pelo menos uma de suas estratégias de
resolucdo; b) as duplas D1 e D8 também optaram pela estratégia da
arvore das possibilidades; c) apenas a dupla D3 utilizou texto escrito e
listagem das possibilidades como estratégia de resolucdo; d) as duplas
DI e D3 também optaram pela utilizagdo de algoritmos de
multiplicacdo.

C.P: As duplas D1 e D8 que optaram pelo método das arvores das
possibilidades, assim como as duplas D2 e D4, discutidas
anteriormente, também apresentaram a quantidade de ramificacdes das
arvores incompleta, mas diferente destas, construiram 6 arvores ao
invés de trés. Entendemos que o motivo para a diferenca da quantidade
de arvores apresentadas no registro escrito seja a percepcdo dos alunos
acerca dos agrupamentos possiveis, posto que as duplas D2 e D4
conseguiram elencar apenas trés possibilidades de agrupamentos,
enquanto as duplas D1 e D8 apresentaram as 6 possibilidades. Mesmo
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com essa diferenciagdo, observamos que o significado atribuido para a
ramificacdo da arvore das possibilidades incide em um mesmo para as
quatro duplas. Sabemos que, as ramificacdes da arvore das
possibilidades representam as possibilidades de selecao dos elementos
em uma determinada fase de escolha que constituem os agrupamentos.
Diferentemente dessa compreensdo, observamos que o significado
atribuido pelos alunos para as ramificacdes consiste em compreender
as ramificagdes como sendo o posicionamento dos elementos nos
agrupamentos, e nao as possibilidades de escolha em uma determinada
fase de sclecdo dos elementos. Mesmo com esse significado
equivocado, as duplas D1 e D8, a partir da representagdo das arvores,
conseguiram apontar o quantitativo correto dos agrupamentos
possiveis, uma vez que apresentaram a representagao das 6 permutagdes
possiveis a partir das arvores. Analisamos também que, em todas as
resolugdes em que a representacdo consistia em desenhos, o
quantitativo de agrupamentos estava incorreto. Através dessa
representagdo, a dupla D1 e D3 representaram somente trés
possibilidades de permutagdo e a dupla D8 apenas uma. Esta ultima,
apresentou trés desenhos no registro escrito, porém as trés representam
uma mesma possibilidade de agrupamento.

A exploragdo das estratégias de resolugdes adotadas pelos alunos é primordial
para a compreensao das ideias matematicas envolvidas durante o processo de
descodificagdo do problema (ANDRADE, 1998). E importante que, durante este
processo, a acdo pedagogica do professor busque, sempre que possivel, estimular a
producdo de ideias dos alunos através de um trabalho reflexivo sobre o problema, no qual
o aluno tenha a oportunidade de desenvolver a capacidade de organizar e sintetizar suas
ideias para conseguir defendé-las, bem como analisé-las criticamente, de acordo com a
situagdes impostas, tanto pelo problema, como pelo professor ao fazer problematizagdes.

Nessa oOtica, entendemos que o professor precisa explorar todas as estratégias de
resolugcdo adotadas pelos alunos, ndo com objetivo de julgar ou discriminar os erros
encontrados, mas, sim, compreender as ideias que equivocadamente foram articuladas e
defendidas por eles. Pensando em uma perspectiva de ensino em que a exploracao das
ideias € vista como um processo de investigacao, o professor tem o papel de saber ouvir
e compreender os problemas secundarios apresentados pelos alunos, sabendo dialogar
sobre suas diividas numa diversidade de formas e meios, buscando sempre aprender como
seus alunos pensam e constroem suas ideias (KILPATRIC, 2017, SERRAZINA, 2017,
D’AMBROSIO, 2017).

Diante disso, destacamos uma conversagdo com a dupla D3 (Quadro 31), na qual
tivemos a oportunidade de analisar o significado atribuido a uma das estratégias de

resolucao apresentada pela dupla no registro escrito. Esclarecemos que, dentre os diversos
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momentos de exploragdo, durante o processo de descodificagdo do problema, destacamos
essa conversagao porque os alunos apresentaram uma maneira de resolucao diferente das

apresentadas, até entdo.

Quadro 31 - Dialogo da pesquisadora com a dupla D3

PP: Deixa eu ver essa outra maneira que voc€s responderam.

PP: Hum, vocés fizeram por continhas (utilizando o termo utilizado pelos alunos). Me

expliquem como vocés fizeram essas continhas.

D3 (Aluna AS): A gente pensou em fazer essas continhas tipo assim: 6 x 3, ai deu 18; 6 + 3,

deu 18; e 6 + 3, que deu 2. SO que ai a gente esta fazendo as continhas com todos os sinais.

PP: Mas porque 6 x 3? Porque voces responderam assim?
C.P: Mesmo observando que o célculo empregado pelos alunos para resolver o
problema estava incorreto para representa a resolugdo, a pesquisadora buscou ouvir a
explicacdo da dupla, com o objetivo de compreender seu raciocinio, para entdo, poder
criar situacdes que levassem a dupla a perceber e corrigir o seu erro (D’AMBROSIO,
2017).

D3 (Aluna AS5): Porque a gente achou que seria outro tipo, de outra maneira.

PP: De resolver?

D3 (Aluna A5): E!

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: E possivel observar que o significado atribuido para o célculo
desenvolvido foi puramente a resolu¢do de diferentes algoritmos.
Deixando evidente que o calculo realizado para a resolucdo do
problema consistia em um calculo numérico, dado que a dupla nao
conseguiu descrever as operagdes de pensamento que foram aplicadas
nas estratégias de resolugdo (VERGNAUD, 1991).

Compreendemos que a analise critica do calculo realizado e a solugdo apresentada
pela dupla D3 viabilizam a compreensao das operagdes de pensamento que justificam os
métodos utilizados para a descodificagio do problema. A vista disso, objetivando
estimular a andlise critica de tais fatores, a pesquisadora continuou a provocar mais

questionamentos para a dupla.

Quadro 32 - Continuagéo do didlogo da pesquisadora com a dupla D3

PP: Esse nimero 6 representa o que?

D3 (Aluna AS5): As fotos.

PP: Entdo no caso sdo 6 fotos? E isso que vocé esta querendo dizer?
D3 (Aluna A6): Nao ¢ 9!

PP: Entdo esse 6 representa o qué?

D3 (Aluna AS): Verdade Aluno 6 (demonstrando compreender o erro)!
PP: Entdo ele significa a quantidade de fotos?

D3 (Aluna AS5): Sim.

PP: E esse 37

D3 (Aluna AS5): Significa as trés pessoas.

PP: Entdo ¢ 6 fotos x 3 pessoas?
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D3 (Aluna AS5): Hunrum.
PP: E isso significa o que?
(Dupla D3 permaneceu em siléncio por um tempo).

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Observamos que, inicialmente, o significado atribuido para o
algarismo presente no calculo ainda ndo estava claramente formado
para a aluna AS. Foi necessario que a pesquisadora provocasse mais
questionamentos, para que assim a aluna conseguisse compreender a
representacdo dos algarismos no calculo. Apesar do trabalho realizado,
o significado para a construgdo do calculo, até o momento, demonstrou
ainda nao ter sido construido, visto que os alunos da dupla ndo
conseguiram explicar o significado da expressdo 6 fotos x 3 pessoas.
Analisando tal fato, entendemos que a constru¢do do significado do
calculo, que consiste também na capacidade de realizar um cdlculo
relacional, ndo ¢ algo conquistado facilmente. Mesmo ap6s diferentes
questionemos provocados com o intuito de conduzir o raciocinio do
aluno para a compreensdao de tais fatores, ainda assim, os alunos
demostraram ndo alcancar as expectativas de aprendizagens planejadas.

Observando que a dupla permaneceu em siléncio, demonstrando ndo conseguir
explicar o significado do célculo, a pesquisadora provocou mais questionamentos,
buscando estimular uma reflexdo mais aprofundada sobre o problema. Desta vez,
mudando a estratégia, de maneira sistematizada, ¢ através da listagem das possibilidades,

a pesquisadora auxiliou a dupla D3 a elencar todas as possibilidades de agrupamentos.

Quadro 33 - Continuagao do didlogo da pesquisadora com a dupla D3

PP: Entdo vamos pensar mais pouquinho. A mae sendo a primeira, por essa ordem que vocés
organizaram aqui (apontando para o registro escrito), qual a possibilidade que sobra para a
organizagdo das fotos do pai e do filho?

D3 (Aluna AS5): O pai ser o do meio ¢ o filho ser o terceiro.

PP: Mas a mae sendo a primeira, existe mais alguma outra possibilidade de organizar as fotos
do pai e do filho?

D3 (Aluna AS): Tem. O filho ser o segundo e o pai ser o terceiro.

PP: Existe mais alguma possibilidade de organizagdo, colocando a foto da mae como sendo a
primeira?

D3 (Aluna AS5): Que a gente sabe, sdo so essas.

PP: E a foto do pai sendo a primeira?

D3 (Aluna AS5): A mie pode ficar em segundo e o filho em terceiro.

PP: Existe outra?

D3 (Aluna AS5): Sim. O filho fica em segundo e a mie em terceiro.

PP: E agora, ainda existe mais alguma possibilidade de organizar as fotos?

D3 (Aluna A6): Tem, com a do filho sendo o primeiro.

PP: Entdo como ficaria?

D3 (Aluna A5): Ficaria o filho sendo o primeiro, a mae sendo a segunda e o pai sendo o terceiro.
Ai pode ser também, o filho sendo o primeiro, o pai sendo o segundo e a mae sendo a terceira.
PP: Entdo pensando comigo, para cada uma dessas pessoas, quantas possibilidades tem para
que clas sejam a primeira?

D3 (Aluna A6): Duas.
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PP: Entdo se para cada pessoa existem duas possibilidades, quantas possibilidades existem ao
todo?

(A dupla D3 demorou um tempo para responder)

D3 (Aluna AS): Seis!

PP: Sera que tem como representar essas possibilidades por essa continha que vocés fizeram
aqui (apontando para a primeira expressao escrita pelos alunos)?

D3 (Aluna AS5): Nao sei.... Acho que sim.

PP: Esse 6 seria o qué?

D3 (Aluna AS5): As possibilidades para as trés pessoas.

PP: Entao para cada trés pessoas existem seis possibilidades. Mas, por aqui, (apontando para a
listagem feita recentemente) encontramos isso?

D3 (Aluna AS5): Nao. Aqui para cada uma pessoa a gente tem duas possibilidades.

PP: Hum.... Entendi. Entdo como ficaria agora a continha de vocés?

(A dupla D3 ficou um tempo em siléncio)

PP: Aqui seria para cada trés pessoas seria seis possibilidades. E aqui para uma pessoa seria?
D3 (Aluna AS5): Cada uma tem duas possibilidades.

PP: Entdo se sdo trés pessoas, ficaria?

D3 (Aluna AS5): 3 x 2?

PP: Porque 3 x 27

D3 (Aluna AS5): Porque cada uma das trés pessoas tem duas possibilidades.

PP: Entdo se cada uma das pessoas tem duas possibilidades, quantas possibilidades ao todo
existe?

D3 (Aluna A5): Seis.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A mudanca de estratégia realizada pela pesquisadora para conduzir
o didlogo apresentou, de maneira reformulada, o problema inicial em
problemas auxiliares (questionamentos). Observamos que, tal
estratégia, através do trabalho reflexivo sobre estes problemas,
possibilitou que os alunos conseguiram atribuir um significado para o
calculo desenvolvido, conseguindo, até mesmo, compreender os erros
apresentados no calculo inicial. Consideramos que o trabalho realizado
somente promoveu resultados positivos, pois, previamente, a
pesquisadora planejou possiveis problematizagdes, o que permitiu ter
uma ampla consciéncia de todas as dimensdes do problema.
Entendemos que essa ampla consciéncia ¢ crucial para um trabalho
pedagdgico amparado na perspectiva metodologica da Resolugdo,
Exploragdo e Proposi¢do de Problemas, pois, dependendo das
dificuldades de compreensdo apresentadas pelos alunos, é preciso que
o professor consiga fazer diferentes reformulagdes do problema inicial,
para que, finalmente, os alunos consigam ser bem-sucedidos no
processo de resolucdo (KILPATRICK, 2017). Destacamos ainda, a
importancia de o professor sempre buscar compreender os erros dos
alunos para criar situagdes que potencializem a analise critica destes no
momento de descodificagdo dos problemas (D’ AMBROSIO, 2017).
Influenciada pela resolucdo incorreta apresentada inicialmente pela
dupla D3, a pesquisadora buscou, através de sua exploragdo, provocar
questionamentos que ajudassem os alunos a compreender o erro
cometido, a partir da construgdo do significado dos algarismos e
operagdes envolvidas no célculo.

O trabalho com a Combinatdria nos anos iniciais precisa aprofundar
continuamente as estratégias proprias das criangas, mais informais,
almejando que sejam gradativamente transformadas em procedimentos
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mais sistematizados (BRASIL, 2014). A capacidade de sistematizagdo
do raciocinio combinatorio ajuda o aluno a estruturar o raciocino 16gico
e generalizante, que sdo tipos de raciocinios importantes para a
desenvolvimento da aprendizagem da Matematica (PESSOA; SILVA,
2012; PESSOA; SANTOS, 2012). Desse modo, entendemos que o
aprofundamento dado a resolug@o apresentada auxiliou a aluna AS no
aprimoramento de suas estratégias de resolugdo, de modo que o
procedimento realizado para o levantamento das possibilidades tornou-
se sistematizado. Analisamos que os primeiros questionamentos
ajudaram a aluna a elencar as possibilidades fixando a mae como
primeiro elemento dos agrupamentos, depois fixando o pai e, por
ultimo, fixando o irmdo como o primeiro elemento. A apresentagdo das
possibilidades de maneira sistematica facilitou a percep¢do dos
diferentes pares de agrupamentos, isso contribuiu para que a aluna AS
realizasse uma analise critica mais aprofundada acerca da estratégia de
resolucdo adotada, conseguindo sintetizar as ideias, apontando todas as
possibilidades de agrupamentos e demonstrando uma compreensdo do
calculo realizado.

Diante disso, entendemos que o trabalho pedagdgico pautado na
perspectiva metodologica da Resolugdo de Problemas requer tempo e
dedicagdo do professor, tanto para elaborar as propostas pedagogicas,
como para desenvolvé-las de maneira consistente e significativa, de
modo que potencialize a aprendizagem do alunado (ANDRADE, 1998;
ONUCHIC, 1999; ONUCHIC, ALLEVATO, 2011; KILPATRICK,
2017; SERRAZINA, 2017). Pensando, especificamente, na abordagem
defendida por Andrade (1998; 2017), compreendemos que averiguar o
raciocinio matematico envolvido nas estratégias de resolugdo para
conduzir uma ac¢do pedagogica que favoreca a reflexao critica do aluno
no momento de descodificacdo do problema, sabendo julgar o que deve
ser dito ou ndo ao aluno, ndo € uma tarefa facil. Mas, os resultados
alcancados podem ser satisfatorios, quando conseguimos provocar
questionamentos que permitem aos alunos significar a matematica
desenvolvida por eles.

Apos abordarmos as duplas, direcionamos a socializagao das diferentes estratégias
de resolugdo para o trabalho em conjunto no quadro. Como faltava pouco tempo para a
aula acabar, priorizamos as resolucdes diferentes das convencionais ja apresentadas.
Dentre os representantes convidados para irem ao quadro, destacamos o trabalho
realizado com as estratégias de resolugdes das duplas D1 e D2, que na oportunidade

contratamos as resolugdes objetivando chegar a um consenso.

Quadro 34 - Socializagao da resolugdo da dupla D3 com a turma

PP: Vocés conseguem ver alguma diferenca entre esta resolucdo e essa? (apontando para as
resolucdes das duplas D1 e D2)

Aluna AS: Esta daqui (apontando para a resolugdo da dupla D1) tem flecha e essa aqui
(apontando para a resolugdo da dupla D2) nao.

Aluna Al: Essa também tem o quadro (referindo-se a resolugdo da dupla D2) mostrando como
¢ que pode colocar (referindo-se a apresentacdo das possibilidades).

Aluna A8: Esse tem conta (apontando para a resolucdo da dupla D1).
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PP: E esse ndo tem?

Aluno A10: No, as duas tem! Essa (referindo-se a resolug¢do da dupla D1) é a mesma coisa

dessa (referindo-se a resolugdo da dupla D2).
C.P: Até este momento, os alunos ainda ndo tinham conseguido perceber o calculo
incorreto apresentado pela dupla D2.

Aluna A2: E, mais nessa a conta esta resolvida certo (referindo-se & resolugio da dupla D1).

PP: O que tem de diferente na conta?

Aluno A4: Essa aqui deu 2 (referindo-se ao resultado do célculo elaborado pela dupla D2), e

nessa deu 1 (referindo-se ao resultado do calculo elaborado pela dupla D1).

PP: Porque nessa o resultado foi 2 e nesta o resultado foi 1?

Aluno 10: Porque essa aqui esta errada (referindo-se a resolucdo da dupla D1).

PP: Porque esta errada?

Aluna Al: Porque eles ndo souberam resolver a conta de divisao.
C.P: A aluna Al foi a primeira a apontar o motivo do célculo errado realizado pela
dupla D1. A explicagdo da aluna, até o momento, demonstra esta apoiada apenas nas
caracteristicas do algoritmo de divis@o. Observamos que, até entdo, nenhum dos alunos
conseguiram elucidar o raciocinio combinatorio empregado no calculo.

PP: E porque as duas duplas dividiram 6 por 3?

Aluna Al: Porque tem trés pessoas e 6 opgdes, entdo se cada um for escolher cada um tem duas

opcaes.
C.P: A partir do dialogo, observamos que a aluna Al realizou um cdlculo relacional.
Ao conseguir explicar a operacdo de pensamento envolvida no célculo, ela demonstra
com clareza o raciocinio combinatorio envolvido no quadro.

PP: Pessoal vocés concordam?

Todos os alunos em conjunto: Sim!

PP: Entdo porque aqui tem somente trés possibilidades (referindo-se a resolugao da dupla D1)

e aqui tem 6 (referindo-se a resolucdo da dupla D2)?

Aluna A10: Porque aqui (referindo-se a resolugdo da dupla D1) eles mudaram as fotos somente

uma vez para cada pessoa e nesse aqui (referindo-se a resolugdo da dupla D2) foi duas.
C.P: As possibilidades de permutacdo dos elementos entre os agrupamentos formados,
foi a justificativa apresentada pelo aluno A10 para explicar o erro encontrado na
resolugdo da dupla D2. Diante disso, entendemos que o aluno demonstra compreender
com clareza os invariantes do problema.

PP: E ai pessoal foi por isso mesmo?

Todos os alunos em conjunto: Sim!

PP: Foi isso mesmo, vocés estdo corretos.

Fonte: Acervo da pesquisadora
Figura 41 - Registro escrito de resolugdes socializadas

Fonte: Acervo da pesquisadora
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C.P: Consideramos que a exploracdo das diferentes resolugdes em
conjunto ajudou aos alunos a perceberem a possibilidade de resolver os
problemas combinatorios utilizando como estratégia o célculo
aritmético. A socializagdo das ideias com todos os alunos da turma,
possibilitou que todos conseguissem compreender com clareza o
significado dos nlimeros e operagdes envolvidas no célculo

ApoOs a socializagdo das resolugdes, formalizamos as ideias construidas
apresentado para classe a resolugdo formal do problema 3. Para sua resolugao, utilizamos
como estratégia de resolucdo a listagem de todos os agrupamentos possiveis € as arvores

das possibilidades, com o objetivo de elucidar o significado de suas ramificagdes.

Figura 42- Formalizagdo das ideias

Fonte: Acervo da pesquisadora

Mesmo com a estimulagdo durante todas as etapas da aula, percebemos que a
proposicdo de novos problemas ndo aconteceu de maneira espontanea por parte dos
alunos. Diante disso, assim como no encontro anterior, logo apds a exploracdao das
diferentes estratégias de resolucdo e formalizagdo das ideias, pedimos para que os alunos
elaborassem problemas parecidos com o problema principal trabalhado durante a aula.

Além dos motivos apresentados em outros momentos do texto, destacamos que a
estratégia realizada fundamentou-se do entendimento de que a proposi¢do de problemas
potencializa o desenvolvimento do raciocinio matemadtico, e, mas especificadamente,
combinatdrio, em razao de que este tipo de pensar € sistematico e organizado, o que exige
do aluno a capacidade de sintese das ideias (MORGADO et al., 1991; BATANERO et
al., 1994; PESSOA, 2009; BORBA, PESSOA, ROCHA, 2013).
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A vista disso, depreendemos que a proposi¢do de problemas exige do aluno um
grau de reflexdo e sintese mais aprofundado do que o que foi realizado pelos alunos nos
momentos de codificagdo e descodificagao dos problemas. Para a proposi¢ao de um novo
problema combinatorio € preciso que o aluno, ndo somente analise criticamente os
problemas trabalhados anteriormente, mas também, revise, reestruture e reorganize os
conceitos construidos, para entdo conseguir sintetiza-los e, finalmente, envolvé-los na
elaborag@o do novo problema proposto.

Assim como no encontro anterior, pedimos para que os alunos elaborassem
problemas parecidos com principal trabalhado na aula, com o objetivo de analisar as
divergéncias entre as caracteristicas dos problemas propostos pelos alunos e o principal

proposto por nos.

Quadro 35 - Problemas propostos pelos alunos no encontro 3

Figura 43 — Primeira parte do problema proposto pela dupla D1
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 44 - Segunda parte do problema proposto pela dupla D1

Fonte: Acervo da pesquisadora




170

Figura 45 - Problema proposto pela dupla D2
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 46 - Problema proposto pela dupla D4

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 47 - Problema proposto pela dupla D6
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Fonte: Acervo da pesquisadora
Figura 48 - Problema proposto pela dupla D8
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Transcricao do texto da figura 43: Um artista tem trés pinturas para uma
exposisdo mas ele s pode um canto numa parede e os quadros sdo da
largura da parece como ele pode fazer? Pode bota os trés um em cima
do outro.

Transcricdo do texto da figura 45: De quantas formas diferentes poderei
arrumar 4 refri do pequeno na geladeira para guata um irmdo e uma mae
e um pai, e se fossem um de uva e um de coca e um de guarand e um de
limao?

Transcricdo do texto da figura 46: Ou pode ficar o verde o azul ou o
preto. Ou pode ficar o azul o preto e o verde. Ou pode ficar o preto, o
verde e o azul (os alunos estavam se referindo as cores de trés lapis).
Transcricdo do texto da figura 47: De quantas formas diferentes Ana
pode arrumar ceus livros na prateleira de ceu quarto? Ele tem 3
prateleiras iguais e ela tem 16 livros para organizar o ceu livros?
Quantas possibilidades ela tem?

Transcricdo do texto da figura 48: Antoniel tem 3 videos de seu tio, avo
e madrinha. Quantas possibilidades ele pode ter?

C.P: Apenas cinco duplas'é (D1, D2, D4, D6 ¢ D), dentre as oito,
conseguiram propor um problema. Dentre os problemas propostos,
apenas o problema da dupla D2 ndo se trata de um problema do tipo
permutacdo, mas sim, de produto cartesiano. O problema da referida
dupla deixou de ser um problema do tipo permutacdo a partir do
momento que questionou além das possibilidades de organizagdo dos
quatro refrigerantes na geladeira, as possibilidades de sabores de
refrigerante (uva, coca, guarana e limdo) para cada uma das trés pessoas
(irmdo, mae e pai) envolvidas no problema. Observamos que, para a
elaboragdo do referido problema, os alunos vincularam as ideias
construidas pelo trabalho realizado no problema 2 (produto cartesiano)
e 3 (permutagdo). O inicio do problema evidencia o envolvimento de
invariantes do problema 3, em que se pede as possibilidades de
organizagdo dos quatros refrigerantes com sabores diferentes na
geladeira. Por outro lado, dando continuidade ao texto do problema,
observamos a integracdo dos elementos apresentados no problema 3
(irmdo, pai e filho), onde relacionados a partir de uma relagdo de
produto cartesiano, se pede os agrupamentos formados pelas
combinagdes dos possiveis sabores de refrigerantes para cada pessoa.
Diante dessa integracdo, compreendemos que os alunos da dupla D2
ainda ndo conseguiram dissociar os invariantes entre estes dois tipos de
problemas combinatorios claramente, ao passo que associaram oS
invariantes dos dois tipos de problema em apenas um. Analisamos
também que, para a proposicdo de novos problemas, os alunos apoiam-
se em esquemas de resolucdo previamente desenvolvidos. Entendemos
que, a razdo para que isso aconteca seja a necessidade de,
primeiramente, o aluno conseguir compreender o processo de resolucdo
do problema a ser proposto, para que, posteriormente, consiga elabora-
lo seguindo como estratégias de resolucdes esquemas previamente
desenvolvidos pelos alunos. Diante disso, destacamos, assim como
Vergnaud (1990, 1991), Pessoa (2009), Almeida (2010), Silveira
(2016) e Borba (2016), a relevancia dos conhecimentos prévios para a
constru¢ao dos conhecimentos dos alunos. Observamos que, ao longo

16 A dupla D7 ndo estava presente no encontro 3.
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de todas as etapas do estudo (Resolucdo, Exploragdo e Proposigdo de
Problemas), os alunos demonstraram apoiar seus raciocinios em
conhecimentos previamente desenvolvidos.

Com relacdo aos demais problemas propostos analisamos que, embora
os alunos tenham conseguido elaborar problemas de permutacao,
apenas duas, dentre as quatro duplas, apresentaram a resolu¢do correta.
Somente os problemas elaborados pela dupla D4 e D8 apresentaram o
quantitativo de agrupamentos correto, porém, assim como na resolucao
do problema 3 proposto na presente aula, o quantitativo de ramificagdes
das arvores das possibilidades, estratégia utilizada para a resolugao do
problema proposto, estava incompleto. Outro fato que destacamos tem
a ver com incongruéncia observada nas resolugdes apresentadas pelas
duplas que conseguiram elaborar um problema do tipo permutagdo. As
duplas que ndo conseguiram resolver corretamente o problema 3,
proposto da aula, conseguiram apresentar uma solugdo correta para o
problema proposto por eles, com exce¢do da dupla D6 que resolveu
ambos incorretamente. Contrariamente a isso, a dupla D1 que
conseguiu resolver corretamente o problema 3 proposto na aula, ndo
conseguiu resolver corretamente o problema proposto pela dupla,
apresentando apenas uma possibilidade de permutacdo, dentre as 6
possiveis. Diante de tais fatos, corroborando as ideias pontuadas por
Vergnaud (1991), compreendemos que para o dominio dessa classe de
situagdes, ou seja, para compreensdo clara dos invariantes que
representam os problemas de permutagdo, ¢ necessario que mais
situacdes semelhantes a estas sejam propostas, buscando aprofundar
continuamente, através do trabalho reflexivo sobre o problema, as
estratégias informais elaboradas pelos alunos para a promogao de uma
analise critica mais aprofundada sobre os invariantes que caracterizam
este tipo de problema (ANDRADE, 1998; BRASIL, 2014).

Uma vez proposto os problemas, direcionamos nosso trabalhado para a etapa de
socializacdo e exploragdo dos problemas propostos. Neste momento, convidamos alguns
alunos para apresentarem o problema e a resolucao elaborado por eles. Realizamos essa
etapa na confianca de que a troca de ideias, oportunizada no momento de socializagdo das
ideias, potencializa a aprendizagem do aluno em razdo de que este pode aprender consigo
mesmo, com o professor e com demais colegas de classe (ALMEIDA, 2010).
Apresentamos, no Quadro 36, uma conversagado no momento de exploracao do problema

proposto pela a dupla D1.

Quadro 36 - Didlogo da pesquisadora com a turma no momento de socializagdo das ideias

PP: Pessoal as meninas disseram que elas podem organizar as pinturas uma embaixo da outra
na parede. Vocés concordam?

Todos os alunos em conjunto: Sim!

PP: Porque sim?

(a turma ficou em siléncio)

PP: Sera que existe somente esta possibilidade de organizar as pinturas na parede?

(a turma permaneceu em siléncio)
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PP: Vamos pensar que as pinturas sejam nas cores verde, amarela e rosa. Como ele pode
organizar essas pinturas na parece?

Aluno A3: Um embaixo da outra.

PP: Mas de que maneira ficaria?

Aluno A3: Pode ficar em cima a pintura verde, depois a amarela e depois a rosa.
PP: Existe outra maneira diferente dessa?

Aluna A4: Amarelo, verde e rosa.

Aluna A5: Pode ser também, rosa, verde e amarelo.

PP: Acabou?

Aluna A2: Tem rosa, amarelo ¢ verde.

PP: Tem mais alguma?

Aluna A3: Tem amarelo, rosa ¢ verde.

Aluna Al: Verde, amarelo e rosa e verde, rosa ¢ amarelo.

PP: Isso mesmo. Falta mais alguma pessoa?

Aluna Al: Acho que nio.

PP: Entao vamos organizar elas. Vamos comegar pelas que tém a cor verde primeiro. Como ¢
que fica?

Aluna Al: Fica verde, rosa e amarelo e também verde, amarelo e rosa.
PP: Agora com a cor amarela. Como fica?

Aluna Al: Amarelo, verde e rosa.

PP: Depois?

Aluna Al: Amarelo, rosa e verde.

PP: E agora?

Aluna Al: Fica rosa, verde e amarelo.

Aluna Al: Rosa, amarelo e verde

PP: Entdo gente, existe quantas possibilidades ao todo?

Aluno A3: Seis.

PP: Para quantas pinturas?

Aluna A2: para trés pinturas.

PP: E se fosse 4 pinturas, quantas possibilidades teria?

A2: Ai ja seria mais possibilidades.

PP: Isso mesmo. Quanto mais pinturas com cores diferentes...

Aluna A1l completou: ...mas possibilidades tem.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Corroborando as ideias de Andrade (1998) ¢ Almeida (2010),
verificamos que a troca de ideias promovida durante o processo de
exploragdo da resolugdo do problema pode potencializar a
aprendizagem dos alunos. Com a discussdo das possiveis maneiras de
organizar as pinturas, observamos que os alunos, em conjunto,
conseguiram elencar todas as possibilidades, corrigindo o erro
apresentado na solucdo da dupla D1 (composta pelas alunas Al e A2).
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Figura 49 - Registro da exploragéo do roblema proposto pela a dupla D1
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Fonte: Acervo da pesquisadora

O encontro trés comprovou a dificuldade apontada pela pesquisa de Pessoa
(2009), a respeito da dificuldade dos alunos dos anos iniciais em resolver problemas
combinatdrios de permutagdo. Durante o processo de resolugdo, observamos a dificuldade
dos alunos em compreender a importancia da ordem dos elementos nos agrupamentos, a
maioria somente conseguiu compreender tal importdncia a partir de diversas
problematizagdes provocadas pela pesquisadora. Consideramos também que o baixo
indice de resolugdes corretas também seja uma evidéncia da dificuldade observada.

Mesmo com tais dificuldades, consideramos que os alunos apresentaram uma
evolucdo no desenvolvimento de seu raciocinio combinatério. Sutilmente, alguns
apresentaram a capacidade de sistematizacdo no levantamento das possibilidades e

familiarizagcdo na contagem dos agrupamentos.

6.4 DESCRICAO E ANALISE DE UM TRABALHO REALIZADO SOBRE UM
PROBLEMA DE ARRANJO — ENCONTRO 04

(20/11/2018)

Contetdos e ideias trabalhadas: problema combinatorio do tipo arranjo.

Objetivo:

—  Observar que a ordenacao dos elementos produz novos agrupamentos;
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—  Perceber que os agrupamentos sdo constituidos a partir da permutagdo de, ndo
necessariamente, todos os elementos de um mesmo conjunto;

— Observar a diferenca entre os invariantes que caracterizam o problema
trabalhado nas aulas anteriores com a presente.

— Analisar as possiveis contribuigdes que a perspectiva metodologica da
Resolugao, Exploracao e Proposicdo de Problemas pode oportuna para o

ensino e aprendizagem da combinatoria.

Neste encontro, trabalhamos o Problema 4:

Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana,
Mario e Vitoria). De quantas maneiras diferentes poderdo ser escolhidos o

representante € o vice representante?

Iniciamos a aula solicitando aos alunos que se organizassem em duplas, com seus
respectivos parceiros dos encontros anteriores. Posteriormente, sucintamente,
relembramos, juntamente com eles, alguns resultados encontrados no encontro 3, como
as caracteristicas dos invariantes do problema e as solu¢des encontradas.

Prosseguindo, entregamos para cada dupla uma copia do problema 4 e pedimos
que realizassem sozinhos uma leitura inicial da situagdo proposta pelo problema, dando-
lhes um tempo para que tentassem resolver o problema e disponibilizando-nos a
esclarecer possiveis duvidas sobre seu enunciado. Enquanto isso, circulamos na sala de
aula com o intuito de averiguar o trabalho realizado pelas duplas.

Inicialmente, analisamos que algumas duplas (D3, D5, D6 e D8) ndo conseguiram
observar a importancia da ordem dos elementos nos agrupamentos. Diante disso,

abordamos essas duplas a fim de analisar melhor o raciocinio que seguiam.

Quadro 37 - Dialogo da pesquisadora com dupla D1

PP: O que vocés conseguiram compreender do problema?
D1 (Aluna A2): Que esse ¢ igual aquele da bicicleta que a gente ja fez. SO que esse ¢ um outro
problema.
PP: E aquele que a gente fez no tltimo encontro (referindo-se ao problema 3), tem algo parecido
com ele?
D1 (Aluna Al): Esse ndo ¢ parecido com o da outra aula ndo tia. Eu acho esse mais parecido
com o da bicicleta.
PP: Porque?
Aluna Al: Porque em todos os dois, somente duas pessoas que vao ganhar.

Fonte: Acervo da pesquisadora
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C.P: Diferentemente do encontro 3, em que os alunos inicialmente
apoiaram suas ideias no problema trabalhado no encontro anterior, no
encontro 4, observamos que os alunos apoiaram suas ideias iniciais no
trabalho realizado no primeiro encontro. Em vista disso, entendemos
que a semelhanga entre os invariantes dos problemas combinatérios do
tipo combinagdo e arranjo demostra ser mais notoria para a percepgao
dos alunos do que em relagdo aos problemas combinatorios do tipo
permutacdo e arranjo, que também possuem invariantes semelhantes. A
ndo obrigatoriedade do envolvimento de todos os elementos nos
agrupamentos, demonstrou ser mais perceptivel do que a importancia
da ordem dos elementos nos agrupamentos. Outra razdo creditada a essa
associacdo, diz respeito a diferenga na dificuldade de compreender o
significado da permutacdo e combinagdo nos problemas combinatorios.
A partir das andlises dos encontros anteriores, notamos que o
significado do problema de combinagdo evidenciou ser mais facil,
comparado a compreensdo ao significado do problema de permutagéo.
No primeiro encontro, analisamos que quatro duplas resolveram
corretamente o problema proposto, enquanto que, no terceiro encontro
nenhuma das resolucdes apresentadas pelas duplas estavam totalmente
corretas. Essa dificuldade na compreensdo do significado dos
problemas de permutacdo também foi observada na pesquisa de Pessoa
(2009). Dentre os diferentes tipos de problema, a pesquisadora destacou
o significado de permutacdo como sendo o de mais dificil compreensao
no Ensino Fundamental 1. Alicercados em tais fatos, defendemos a
importante de propor aos alunos classes de situacdes para as quais eles
ainda ndo possuem todas as competéncias necessarias, mas que, a partir
de seus conhecimentos prévios, consigam refletir, explorar e articular
suas ideias para o favorecimento da construcao de novos conhecimentos
(Vergnaud, 1990). A partir desse processo de reflexdo, sintese e
articulagdo dos conhecimentos prévios, o raciocinio combinatorio das
alunas Al e A2, assim como os da maioria da classe, foi favorecido em
razdo da compreensdo dos invariantes do problema combinatorio de
arranjo observada.

Com relag8o as estratégias de codificagdo apresentada pela dupla,
comprovamos que, assim como nos encontros anteriores, a codificagdo
pode ser representada apenas oralmente, como o dialogo do quadro 37
evidencia. Observamos que, para a facilitacdo da compreensdo do
problema, a aluna A13 o representou de uma maneira mais conveniente
ao contrastar as caracteristicas entre o seu enunciado e o enunciado do
problema 1. A codificacdo destacou apenas o invariante que ela
conseguiu associar com o problema trabalhado no encontro 1.
Destacamos que essa estratégia de codificagdo foi observada em todas
as duplas que participaram da aula.

Logo apds a compreensdo das codificagdes apresentadas pelas duplas, iniciamos
a etapa de descodificacdo do problema. A partir da exploragdo da compreensao inicial
dos alunos, buscamos propor problemas secundarios que os levassem a perceber a
diferenciacdo entre os dois tipos de problemas comparados. No Quadro 38, destacamos
uma conversacdo, dentre as ocorridas durante o processo de descodifica¢do, em que a

pesquisadora da continuidade ao dialogo com a dupla D1.
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Quadro 38 - Continuagéo do didlogo da pesquisadora com a dupla D1

PP: Vamos analisar comigo. No problema da bicicleta, a ordem importava?

D1 (Aluna A2): A ordem importava.

PP: Importava porqué?

Aluna Al: A ordem importava porque ndo dava para os trés ganhar, mas so dois.
CP: E possivel observar que o invariante de ordem foi confundido pela aluna A1 com
o invariante que define os elementos que constituem os agrupamentos.

PP: Vamos supor que vamos fazer o sorteio de uma bicicleta entre nos trés. Se vocé for sorteada
primeiro e depois ela, ¢ a mesma coisa de ela ser sorteada primeiro e depois vocé?

D1 (Aluna Al): Sim!

PP: E ai a ordem importa?

D1 (ambas as alunas): Nao!

PP: E neste aqui, a ordem importa?

D1 (ambas as alunas): Sim! (risos)

PP: Porque?

D1 (Aluna A2): Porque aqui ¢ vice e aqui € presidente, nem sdo dois para vice e nem dois para
presidente.

PP: Entendi. Entdo a gente ja viu uma diferenca nao foi?

D1 (Aluna A2): E.

Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: Constamos que a exploragdo da codificacdo do problema, bem
como a busca pela compreensdo das ideias que sustentam a
argumentagdo dos alunos, sdo importantes elementos que evidenciam
para o professor o real entendimento dos alunos acerca do significado
do problema proposto. Assim, é importante que, logo no inicio, 0
professor tenha o compromisso de analisar cuidadosamente estes
elementos, com a finalidade de, posteriormente, no momento de
descodificagdo, propor problemas secundarios que estimulem o
trabalho reflexivo para exploragdo aprofundada das ideias necessarias
para a desenvolvimento da aprendizagem combinatoria. Verificamos
ainda que, assim como as alunas da dupla D1, os demais alunos,
inicialmente confundiram os invariantes que definem os dois problemas
discutidos em questao.

Ao que tange as representagOes utilizadas para representar as resolugdes dos
problemas, verificamos que: a) todas as duplas representaram suas resolugdes em forma
de desenhos, com excecdo das duplas D4; b) apenas duas duplas (D2 e D7) optaram por
representar as possibilidades de agrupamentos através da arvore das possibilidades e
tabela; c) as duplas D1, D2 e D5 foram as Unicas que representaram a resolu¢ao também
através da listagem das possibilidades; d) apenas a dupla D4 optou por também
representar a resolucdo em formato de texto; ) as duplas D2 e D7 também optaram pela
representagao em quadro.

Ao analisar, detalhadamente, o registro dos alunos, verificamos que a maioria das

resolucdes apresentava, pelo menos, uma estratégia correta. Dentre as sete duplas que
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participaram do encontro, apenas duas (D3 e D6) apresentaram a resolucdo totalmente

incorreta.

C.P: A partir de tais resultados, confiamos que o trabalho de resolugao,
exploragdo e proposicdo de problemas, realizado ao longo dos
encontros, contribuiu para o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio dos alunos. Percebemos uma evolu¢do no indice de
respostas corretas comparado aos encontros anteriores, nos quais, em
média, estavam corretas entre duas ou trés resolugdes apresentadas
pelas duplas.

Quadro 39 - Resolugio do problema 4 totalmente incorretas

Figura 50 - Resolugdo da dupla D3

4. Para representante de turma da sala de aula se candidstaram 3 pessoas (Joana, Mario e Vitria). |
De quantas maneiras diferentes poderiio ser escolhidos o representante e o vice representante?

Fonte: Acer\aa pesquisadora

Figura 51 - Resolucéo da dupla D6

|-l. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Jmnlrilirin e Vitdria).
De quantas maneiras diferentes poderio ser escolhidos o repres¢ntante e o vice representante?

" A Vg ‘, ; o
e, N ‘ BN
: NOA
| A |

Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 50: Exemplo: Vitoria pode ser
apresentante e Joana a vice e também Joana pode ser apresentante e
Vitoria a vice e Mario e Joana apresentante.
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C.P: Em todas as resolugdes acima os alunos ndo conseguiram elencar
todas as possibilidades de agrupamentos. A dupla D3, através do
desenho, apresentou 6 possibilidades de permutagdo. Mesmo com o
quantitativo de possibilidades correto, a ordem dos elementos nos
agrupamentos formados estava incorreta. Com relagdo a representacao
em formato de texto, verificamos que essa mesma dupla apresentou
apenas trés possibilidades de agrupamento, dos quais um estd com a
ordem dos elementos incorreta. A dupla D6 ndo representou nenhuma
possibilidade de agrupamento, o registro escrito representa apenas uma
das maneiras de codificagdo adotada pela a dupla.

Assim como no encontro anterior, consideramos algumas resolugdes como
parcialmente corretas por apresentarem, pelo menos, uma das estratégias de resolugdo
incorreta ou incompleta. No Quadro 40, expomos o registro escrito das duplas (D2, D4 e

D7) que apresentaram essas resolugoes.

Quadro 40 - Resolucdo do problema 4 parcialmente corretas

Figura 52 - Primeira parte da resolugdo da dupla D2

‘4. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mario e Vitoria).

__De quantas manciras diferentes poderiio ser lhidos o representante ¢ o vice rep ote?

e ——
| b F Y,

| :_r 7 ¥

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 53 - Segunda parte da resolugdo da dupla D2

Fonte: Acervo da pesquisadora
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Figura 54 - Resolucdo da dupla D4

|4. Para reﬁreseulanu- de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mario e Vitéria).
| Dequantas maneiras diferentes poderiio ser escolhidos o representante ¢ o vice representante? ‘

M /

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 55 - Resolucdo da dupla D7

4. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mirio e Vitoria).
De quantas maneiras difereates poderio ser escolhidos o representante e o vice representante?

f / — _-__y“
9\ € ro-\1
r, | |
)y 2 |
4 M
- --*I"
il \
;:’ i --*f_p
M "l Ltk
V Y

Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 54: Ou pode ser representante Joana e
vice Mario. Ou pode ser representante Mario e vice Vitoria. Ou pode
ser representante Vitoria e vice Joana.

C.P: Analisamos que o sentido dado as ramificacdes das arvores das
possibilidades ¢ diferente entre as duplas. A partir do registro escrito,
compreendemos que, assim como no encontro anterior, as duplas D2 e
D4 interpretaram as fases de ramificagdes das arvores como sendo a
posi¢do dos elementos nos agrupamentos. Fundamentados por essa
ideia, as respectivas duplas consideraram todos os elementos do
conjunto, em razdo que apresentaram a ramificacdo de trés arvores a
mais (o correto € apenas trés), demonstrando entender que ao mudar a
posicdo dos elementos na segunda fase das ramificagdes produziriam
diferentes agrupamentos, o que ndo ¢ correto, posto que elementos
colocados nesta fase das ramificacOes representam as opcdes de
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escolha, ndo ordem, para os candidatos a vice representante da sala.
Essa primeira estratégia de resolucdo adotada pelas duplas D2 e D4
evidencia que os alunos fundamentaram suas ideias nos invariantes do
problema trabalhado no encontro anterior, pois apresentaram as
possibilidades considerando a permutacdo de todos os elementos do
conjunto inicial. Mesmo com tais equivocos, consideramos essa
estratégia de resolugdo como parcialmente correta, pois analisamos que
as seis arvores construidas representam para os alunos a quantidade
correta de agrupamentos possiveis. Interpretamos desta maneira pois,
no momento de descodificagdo do problema, durante as conversagdes,
as respectivas duplas conseguiram elencar o quantitativo de
agrupamentos possiveis oralmente. Destacamos ainda que as resolugdes
dessas duplas, representadas através de desenho e quadro, estdo
incorretas, pois ndo apresentam todas as possibilidades de
agrupamentos. Com relac@o a dupla D2, especificamente, ressaltamos
que, na segunda parte da resolucdo, os alunos conseguiram representar
a quantidade de agrupamentos corretamente, utilizando como estratégia
a listagem das possibilidades.

No que se refere a resolucdo da dupla D7, analisamos que o significado
atribuido para as ramificagdes das arvores esta correto. A dupla
apresentou as trés ramificagdes necessarias, evidenciando compreender
a ideia de hierarquia dos cargos representadas pelas fases de
ramificagdo das arvores. Os ramos que constituem as arvores
representam as opg¢des de escolha para representante e vice
representante. Na situagdo imposta pelo problema, o primeiro elemento
da arvore representa a opgdo de escolha do candidato a ser representante
da turma, as segundas ramificagdes das arvores representam as opgoes
de escolha dos candidatos ao cargo de vice representante. Mesmo com
essa estratégia de resolucdo correta, a dupla ainda apresentou duas
estratégias (quadro e desenho) incorretas, por este fato foi considerada
como parcialmente correta.

Mediante tais resultados, consideramos que a interpretacdo dada aos invariantes
dos problemas combinatorios pode ser influenciada pela estratégia de resolugdo adotada
pelo estudante. Entendemos que cada estratégia exige do aluno a capacidade de conseguir
interpretar as caracteristicas dos invariantes em diferentes perspectivas de representagao.
Algumas estratégias de resolugdo, como a listagem, conseguem representar os invariantes
de uma maneira mais simples e direta, outras, como no caso das formulas, representam
os invariantes de forma mais generalizada, que, por muitas vezes, pode dificultar na
compreensao do aluno.

Verificamos que a estratégia de resolucdo das arvores das possibilidades, ao longo
de todo o estudo, dentre as adotadas pelos alunos (desenho, listagem e quadro),
demonstrou ser a de mais dificil compreensdo. Em todas as representagdes apresentadas
pelas duplas (com excecdo da tltima apresentada pela dupla D7), observamos o equivoco

na compreensao do significado das ramifica¢des das arvores, as fases de ramificagdes das
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arvores foram consideradas pelos alunos como sendo a posicdo dos elementos nos
agrupamentos, e nao as opgoes de escolha dos elementos em uma dada fase da selegdo
dos dados.

Logo abaixo, no Quadro 41, trazemos as resolucdes totalmente corretas, em que
todos as estratégias de resolugdo adotadas pelas duplas apresentadas estdo completas e

corretas.

Quadro 41 - Resolugdo do problema 4 corretas

Figura 56 - Resolucdo da dupla D1

4. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mirio ¢ \'ilérin). |
De quantas maneiras diferentes poderio ser escolhidos o representante e o vice representante? |

)
X X

Fonte: Acervo da pesquisadora

Figura 57 - Resolucdo da dupla D5

4. Para representante de turma da sala de aula se candidataram 3 pessoas (Joana, Mirio e Vitoria), |
De quantas maneiras diferentes poderiio ser escolhidos o representante e o vice representante?

| R
v\ |
V| 2 WJ

o
l " = (A 4 ‘
~ o —\\
N2 ¢
QL 3 (o) |

Fonte: Acervo da pesquisadora

Como elucidado, as abordagens realizadas no inicio do processo de
descodificacdo tinham como finalidade provocar a percep¢do da diferenga entre os
invariantes dos problemas de combina¢do e de arranjo. A medida que analisamos que

todas as duplas demostraram tal percepcdo, direcionamos as abordagens para o trabalho
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com a exploragdo e proposi¢do de problemas secundarios. Destacamos que, esta mesma
perspectiva de trabalho, também foi adotada com as demais duplas.

Diferentemente dos primeiros encontros (1 e 2), observamos que no encontro 3 e,
principalmente, no 4, os alunos demonstraram estar mais habituados com a metodologia
de ensino adotada. No inicio, eles ficavam a espera de uma explicagdo das possiveis
estratégias de resolucdo, com o decorrer dos encontros, percebemos que essa necessidade
foi diminuindo cada vez mais, ao passo que eles comegaram a elaborar suas proprias
estratégias de resolucdo, de maneira autonoma, sem necessariamente precisar serem
encorajados pela pesquisadora.

Entendemos que o fato de os alunos serem estimulados, ao longo de todo o estudo,
a desenvolver suas proprias estratégias de resolugdo dos problemas combinatérios e
defendé-las, favoreceu para o desenvolvimento de sua autoestima e confianca,
demonstrando a eles sua capacidade em elaborar suas proprias estratégias de resolugao.
Logo, assim como Onuchic e Allevato (2011), confiamos que o ensino da Matematica
através da Resolucao da Problemas pode contribuir para o aumento da autoconfianca dos
estudantes, fazendo-os acreditar que sdo capazes de fazer matemaética.

As estratégias de resolucdo passaram a se fundamentar, principalmente, nas
caracteristicas dos invariantes dos problemas. A finalidade atribuida para a leitura inicial
do problema deixou de ser apenas a busca pela compreensao da situagdo imposta, mas
também a necessidade de identificar os invariantes que os caracterizava. Entendemos que
esse interesse em também buscar identificar os invariantes partiu da compreensao
adquirida ao longo dos encontros de que para a elaboracdo de estratégias de resolucdes
validas € preciso que as condi¢gdes impostas pelos invariantes sejam consideradas.

Diante disso, percebemos que as problematiza¢des promovidas durante o processo
de exploragdo e proposi¢do de problemas poderiam ser aprofundadas ainda mais. No
encontro 4 discutimos diferentes dimensdes do problema, o que nos possibilitou transitar
entre os diferentes significados dos problemas combinatoérios. No didlogo a seguir,
disposto no Quadro 42, destacamos uma conversagdo com a dupla D2, em que a
modificagdo de um dos dados do enunciado transformou-o em um problema de
combinac¢do. Estrategicamente, pretendiamos, com isso, contrastar as caracteristicas dos
dois significados, que no inicio do encontro haviam sido confundidos pelas duplas no

momento de codificagdo do problema.
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Quadro 42 - Dialogo da pesquisadora com dupla D2

PP: E se fosse para escolher dois representantes de turma, quantas possibilidades teria?
D2 (Aluno A4): Ai ia ter s trés.
PP: Porque?
D2 (Aluno A4): Porque tipo: se colocar Mdrio e Joana e depois Joana e Maria, vai ser a mesma
coisa.
PP: Mas se fosse assim, a ordem ia importar?
D2 (ambos os alunos): Nio.
PP: Porque ndo?
D2 (Aluno A3): Porque nao ia ter um cargo mais baixo, ia ficar igual.
PP: Se o problema fosse assim, ele seria igual aquele da bicicleta?
(Os alunos ficaram em siléncio)
PP: Se o problema fosse esse a ordem ia importar?
D2 (ambos os alunos): Nao.
PP: No da bicicleta a ordem importa?
D2 (Aluno A4): Nao.
PP: Nesse todo mundo ia poder ser representante?
D2 (Aluno A4): Nao, somente dois.
PP: E no da bicicleta?
D2 (Aluno A3): No da bicicleta s6 dois ganhava também.
PP: E ai, eles seriam iguais?
(os alunos demoraram um tempo para responder)
D2 (Aluno A4): E... acho que sim tia.
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A exploragdo das diferencas dimensdes dos problemas pode
contribuir para o desenvolvimento dos conhecimentos combinatorios.
A transicdo provocada pela exploracdo de umas das dimensdes do
problema 4, potencializou o processo de descodificagdo, ao favorecer
na capacidade do aluno analisar, mais profundamente, os diferentes
tipos de problemas combinatorios e seus respectivos invariantes.

Durante a fase de descodificagdo, também tivemos a oportunidade de trabalhar a
diferenca entre os invariantes do problema de arranjo e permutacdo. Para isso,
reformulamos o problema adicionando mais um cargo (suplente), para que assim todos
os candidatos pudessem ser considerados nas permutacdes.

Além das diferentes dimensdes do problema, exploramos o raciocinio
generalizante dos alunos. Propomos problemas secundarios, nos quais a percepcao das
regularidades pudesse ser potencializada, posto que ¢ a partir da analise das regularidades
que generalizagdes podem ser realizadas. Adicionamos mais pessoas ao problema inicial
€ preservamos a situacao imposta pelo problema e os seus invariantes, a partir disso,
questionamos para algumas duplas em que isso poderia influenciar na quantidade de
possibilidades de agrupamentos. Em todas as duplas (D1, D2, D4 e D5) que foram
abordadas, verificamos que nenhuma delas conseguiu determinar corretamente a

quantidade de agrupamentos apenas pela generalizacdo da situagdo. Em razdo disso,
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julgamos ser necessario aprofundar mais essa discussdo no momento de socializagdo e
formalizacdo das ideias, entendendo a importancia do raciocinio generalizante para o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Ap0s as exploragdes das resolucdes desenvolvidas por outras duplas, iniciamos o
trabalho de socializagdo das ideias. Convidamos os representantes das duplas para
apresentarem suas resolucdes no quadro. Na oportunidade, retornamos ao trabalho da
exploracdo do raciocinio generalizante realizado com as duplas D1, D2, D4 e D5 no
momento de exploracdo do problema. No Quadro 43, apresentamos as problematizacdes'’

realizadas neste momento.

Quadro 43 - Dialogo da pesquisadora com a turma no momento de socializagdo e formalizagdo
das ideias

PP: Pessoal, a gente encontrou que para 6 pessoas sao...

Aluna A3: 6 possibilidades. (aluno completou a frase)

PP: Isso. Mas e se fosse quatro pessoas, quantas possibilidades teria?
Aluna Al: 8 possibilidades.

PP: Porque 8?

Aluna Al: Porque cada pessoa tem duas possibilidades

PP: Ah... Entdo quanto mais pessoas, mais possibilidades?

Aluna Al: E.

PP: Entendi. Entdo como ficaria se a gente tivesse Joana, Mario, Vitoria e Beatriz, por
exemplo?

(Os alunos ajudaram a elencar todos os agrupamentos possiveis)

PP: Vamos contar para ver quantas possibilidades deram?

(A contagem foi feita em conjunto)

Todos em conjunto: 12.

PP: Seré que ¢ isso mesmo?

Aluno A7 e A13: E tia.

PP: Quantas possibilidades aumentou?

Aluno A3: 6.

Aluna Al: Que 5 menino! Foi 6.

PP: Isso mesmo aluna Al.

PP: Porque que aumentou?

Aluna A2: Porque aumentou uma pessoa.

PP: Para 3 pessoas, a gente encontrou que existe 2 possibilidades para cada uma ndo foi?
Alunos em conjunto: Foi!

PP: E para quatro pessoas, quantas possibilidades teria cada pessoa?
(os alunos ficaram em siléncio por um espago de tempo)

PP: Vamos ver aqui. Joana ficou com quantas possibilidades?

(A contagem foi feita em conjunto)

Todos em conjunto: 3.

PP: E Mario?

Aluna 1: Também. Cada um ficou com 3 possibilidades.

PP: Isso. E se fosse 5 pessoas, com quantas cada uma delas ficaria?

17 Inicialmente tinhamos decidido apenas descrever como as problematizag¢des haviam sido realizadas neste
momento, ndo iriamos apresentar o registro do didlogo por considera-lo extenso. Porém, ao analisa-lo
melhor, decidimos por apresentd-lo na integra, com o cuidado de preservar a originalidade dos sentidos
empregados nas palavras e ideias apresentadas pelos alunos e a pesquisadora.
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Aluno A4: Eita tia!

PP: Porque eita? (risos)

Aluno A4: Ia ter muitas.

PP: Quantas ficaria?

Aluno A4: Nao sei.

PP: E ai pessoa quantas possibilidades ficaria?

(turma permaneceu em siléncio por um tempo)

Aluno A7:5?

PP: Porque 15?

Aluna A11: 3 tia?

PP: Porque 3?

Aluna Al1: Porque ia aumenta igual a esse.

PP: Vamos fazer aqui para ver quantas ficam. Colocando Ana, como ia ficar?
Todos os alunos em conjunto: Fica Joana, Maria; Joana e Vitoria; Joana e Beatriz e Joana e
Ana.

PP: E agora?

(alunos em conjunto elencaram os agrupamentos possiveis ao escolher Mario como
representante).

PP: E com Vitoria?

Alunos em conjunto: Vitoria e Joana; Vitoria e Mario...

Aluna Al: Professora vai d4 a mesma quantidade! (aluna Al exclamou)
PP: A mesma quantidade de qué?

Aluna Al: Vitoria vai ter 4 possibilidades também.

PP: Ah... E Beatriz e Ana?

Aluna Al: Também.

PP: Entdo, cada pessoa vai ter 4 possibilidades?

Aluna Al e A2: E!

PP: E ao todo?

Aluno Al: 20, porque fica 5 para cada uma.

PP: Entendi. E ai pessoal o que vocés acham?

(a turma ficou em siléncio)

PP: E isso mesmo aluna Al.

PP: Agora eu perguntar: com quatro pessoas a gente encontrou 12 possibilidades, e com 5, 20.
Entdo quantas possibilidades aumentou?

Aluna Al: 8.

PP: Isso mesmo.

PP: Com o aumento de uma pessoa, aumentamos?

Aluna Al: 6 possibilidades.

PP: Com duas pessoas?

Aluna Al: 8

PP: E aumentando mais trés pessoas?

Aluna Al: 10, professora?

PP: 10? Porque 10?

Aluna Al: T4 aumentando dois a mais.

PP: Hum entendi.

PP: Entdo se eu amentasse mais 4 pessoas?

Aluna Al: Al ia aumentar mais 12.

PP: Iria ficar quanto ao todo entdo?

(aluna demorou um tempo para responder)

Aluna Al: 42. Porque ia ficar 20+10=30, e 30+12=42

PP: Isso mesmo aluna Al. Parabéns vocé acertou!

PP: Pessoal vocés conseguiram entender o que a aluna Al esté dizendo:
Aluna A2: Sim.

Fonte: Acervo da pesquisadora
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C.P: Analisamos que a exploragdo das resolugdes, aliada a proposicdo
de problemas, favoreceu na construgdo do raciocinio combinatorio, ao
passo que potencializou na estruturagdo do raciocinio generalizante e
logico dos alunos. Observamos que os problemas secundarios
propostos pela pesquisadora estimularam a capacidade de organizacao
das informagdes, ao ponto de os alunos conseguirem observar as
regularidades e semelhangas entre os resultados encontrados. Através
desta percepcdo, entendemos que o raciocinio logico dos alunos foi
estimulado a articular e sintetizar as regularidades observadas, para que,
entdo, o generalizante os auxiliasse a determinar previamente as
possiveis quantidades de agrupamento. Os alunos conseguiram
observar que: a quantidade de agrupamentos gerados dependia
diretamente do numero de candidatos para os cargos; cada pessoa
acrescentada acarretava no aumento de mais duas possibilidades ao
total. Confiamos que, através da exploracdo e proposi¢do de mais
problemas secundarios, a pesquisadora poderia, cada vez mais,
aprofundar as ideias a serem discutidas. Em razdo disso,
complementamos a ideia de Andrade (2017), ao entender que, nao
somente o trabalho de explora¢do, mas também de proposicdo dos
problemas, pode ser tornar inacabado. Compreendemos que, a
proposicdo de problemas ¢ estimulada pela aprofundado dado a
exploragdo das ideias envolvidas no problema principal, logo, quanto
maior for grau de aprofundamento das ideias que se deseja alcangar,
maior precisard ser o nivel de aprofundamento dos problemas
secundarios propostos. Todavia, ressaltamos que, para que isso
aconteca, ¢ importante que o trabalho de exploragdo e proposicao seja
realizado de maneira articulada, e que a relagdo de Problema-Trabalho-
Reflexdes e Sintese (P-T-R-S) (ANDRADE, 1998) esteja presente
durante todo o processo. E preciso que professor, constantemente,
analise a capacidade de reflexdo e sintese das ideias dos alunos, para,
entdo, propor problemas e conduzir as exploracdes, de modo que
potencialize a aprendizagem deste. Entendemos também que esse
trabalho pode ser realizado entre os proprios alunos. No entanto, em
nosso caso especifico, ndo observamos tal acdo entre eles,
possivelmente isso ndo ocorreu por se tratar da primeira experiéncia
deles vivenciando esta perspectiva metodologica.
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Figura 58 - Problematizacoes realizadas no momento de socializagdo das ideias

Fonte: Acervo da pesquisadora

No quarto encontro, notamos que os alunos participaram mais ativamente deste
momento e demonstraram uma maior confianga para argumentar as estratégias de
resolucao adotadas. Entendemos que essa interacao potencializou a capacidade de sintese
de ideias e, consequentemente, estruturagdo do raciocinio combinatério deles. A assidua
troca de ideias ocorrida neste momento estimulou a capacidade de sintese das ideias, uma
vez que, para a devolutiva das ideais contrariadas pelos colegas, era preciso que os
mesmos conseguissem sintetizar e organizar as informagoes dispostas, para que assim,
pudessem elucidar com clareza seu pensamento para os demais colegas da classe.

Apods o momento de socializacdo e formalizacdo das ideias, pedimos aos alunos
que elaborassem problemas parecidos com o problema principal trabalhado durante a
aula, tendo em vista que, mesmo com a estimulacdo durante todas as etapas da aula,
percebemos que a proposicao de novos problemas ndo se dava espontaneamente por parte

dos alunos.

Quadro 44 - Problemas propostos pelos alunos no encontro 4

Figura 59 - Problema proposto pela dupla D1
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Fonte: Acervo da pesquisadora




189

Figura 60 - Problema proposto pela dupla D2
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Fonte: Acervo da pesquisadora

Transcricdo do texto da figura 59: Mario Joaquim e Miguel tinham um
concurso na escola de dois vale pizza para os trés meninos como eles
podera resolver?

Transcricdo do texto da figura 60: Na escola estava tradano duas bolas
de futebol e trés pessoas (José, Arthur, Kaud). De quantas maneiras
diferente poderdo ser escolhidos?

Verificamos que apenas a dupla D1 e D2, dentre as sete, conseguiram elaborar um
problema. Os problemas elaborados consistiam em problemas combinatorios do tipo de

combinagao.

C.P: Entendemos que este fato demonstra novamente a associagao entre
os problemas combinatorios do tipo combinagio e arranjo. Mesmo com
todo o trabalho desenvolvido durante o encontro, os alunos ainda
demonstraram que a compreensdo dos invariantes do problema
combinatorio de arranjo ainda ndo se consolidou claramente, tendo em
vista que, ao invés de elaborarem um problema combinatorio de
arranjo, elaboraram um de combinacdo. Mediante isso, avaliamos ser
preciso que mais situagdes que envolvem os invariantes dos problemas
de arranjo sejam propostas aos alunos, uma vez que o conhecimento
emerge da diversidade de problemas a serem resolvidos (VERGNAUD,
1982a).

Tivemos que deixar o momento de socializacdo dos problemas elaborados pelos
alunos para o encontro seguinte, pois, neste dia, os alunos precisaram ser liberados para

assistir a uma palestra na escola.
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Observamos que no quarto encontro, alguns alunos demostraram estar
desinteressados em buscar novas estratégias de resolucdo. A partir dos registros escritos
apresentados, analisamos que, em todas as duplas, as estratégias de resolucao ja haviam
sido apresentadas em outros encontros. Entendemos que esse desinteresse se originou
pelo interesse em serem liberados para assistir a palestra na escola e também por estarem

mais habituados com a estrutura dos problemas propostos.

6.5 DESCRICAO E ANALISE DE UM TRABALHO REALIZADO SOBRE OS
PROBLEMAS COMBINATORIOS PROPOSTOS PELOS ALUNOS E
FORMALIZACAO DAS IDEIAS

(26/11/2018)

Conteudos e ideias trabalhadas: diferenciagdo dos invariantes dos diferentes

problemas combinatorios.

Objetivo:

— Diferenciar os invariantes dos problemas combinatorios;
—  Explorar problemas propostos pelos alunos.

— Formalizar ideias construidas ao longo dos encontros.

Iniciamos o encontro pedindo que os alunos se organizassem em duplas. Apos
isso, entregamos os registros escritos elaborados no encontro anterior e convidamos os
alunos da dupla D1 e D2 para compartilhar com a turma os problemas elaborados. Em

seguida, discutimos em conjunto a validez das resolucdes apresentadas pelas duplas.

O problema proposto pela dupla D1, embora ndo tenha sido um problema do tipo
arranjo, como solicitado, foi resolvido pelas alunas corretamente. Através de desenho, as
alunas representaram as trés possibilidades de agrupamento. O problema elaborado pela
dupla D2 também consistia em um problema de combinagdo, porém, a resolucdo
apresentada pela dupla estava incorreta, pois os alunos consideraram a ordem dos
elementos nos agrupamentos. Diante disso, juntamente com os alunos, resolvemos
novamente os problemas, utilizando como estratégia de resolucdo a listagem das

possibilidades dos agrupamentos.
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Figura 61 - Socializacdo do problema proposto pelos alunos

Fonte: Acervo da pesquisadora

Observamos que as situagoes impostas pelos dois problemas, bem como suas
estratégias de resolucdo, foram facilmente compreendidas pelos demais alunos, nenhum
questionamento foi levantado durante o processo de resolu¢do dos problemas. Contudo,
quando questionados sobre a semelhanga entre os problemas propostos com o problema
3, os alunos apontaram apenas a semelhanca do ndo envolvimento de todos os elementos
nos agrupamentos formados. A partir disso, questionamos acerca da importancia da
ordem dos elementos nos agrupamentos entre os trés problemas (os dois propostos pelos
alunos e o problema 3), no intuito de fazer com que os alunos percebessem a diferenca

entre os dois tipos de problemas.

C.P: Antes dos questionamentos, os alunos ndo haviam observado as
diferencas entre os problemas, somente apds os questionamentos
provocados pelas pesquisadoras, os alunos foram instigados a refletir
mais profundamente acerca de suas caracteristicas. O trabalho apoiado
na perspectiva da Resoluc@o de Problemas, Exploracdo e Proposigao de
Problemas exige que o professor seja perspicaz para identificar durante
os processos de resolucdo, exploragdo e proposi¢do que conceitos
precisam ser melhor trabalhos, que questionamentos podem favorecer
na constru¢do de conhecimento dos alunos ¢ em que momentos estes
devem ser apresentados. Conseguir avaliar o que se deve dizer, como
dizer, ¢ um dos dilemas mais desconcertantes que os professores podem
encontrar (VAN DE WALLE, 2009), pois, por um lado, o que ¢ dito
pode reduzir a reflexdo dos alunos sobre o problema, e, por outro, pode
conduzi-los a constru¢do de um novo conhecimento. A questdo de o
professor incentivar a reflexao dos invariantes dos problemas por meio
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de questionamentos e problematizagdes precisa ser analisada e
realizada com uma certa cautela. Pensando no trabalho que realizamos,
conduzimos a exploragdo dos problemas propostos desta maneira, pois,
durante o encontro 3, observamos que os alunos apresentaram uma
compreensdo ndo muito clara acerca da diferenga entre os invariantes
dos problemas.

Constatamos que a socializagdo e exploracdo dos problemas propostos pelos
proprios alunos pode contribuir para a aprendizagem combinatéria. Falando
especificadamente das situagdes impostas pelos problemas propostos por eles,
observamos que os alunos conseguiram facilmente compreendé-las, pois descreveram
situacdes que fazem parte de seu cotidiano. A contribui¢do de situacdes extraescolares
para o ensino da combinatdria também foi observado pela pesquisadora Borba (2016). De
acordo com a autora, situacdes extraescolares como regras de um jogo, combinagdes de
sucos ¢ sanduiches, sdo ricas situagdes sobre Combinatoria e probabilidade que podem
ser trabalhadas nos primeiros ciclos de escolaridade.

Entendemos que, através da exploragdo dos problemas propostos pelos alunos, o
professor pode discutir com mais facilidade as diferentes dimensdes dos problemas que
venham a favorecer no desenvolvimento do raciocinio combinatorio. No nosso caso,
discutimos a diferenga entre os invariantes dos problemas combinatorios do tipo arranjo
e permutagdo, confundidos pelos alunos no encontro trés.

Continuando a aula, apds o momento de socializagdo e exploragao dos problemas
propostos, entregamos a todas as duplas seus registros escritos desenvolvidos ao longo
de todos os encontros. Em seguida, direcionamo-nos para o quadro para iniciar o trabalho
de formalizacdo das ideias. A partir de questionamentos, relembramos as caracteristicas
dos problemas trabalhados nos encontros anteriores, com o objetivo de contrastar as
diferencas entre eles.

Comecamos as problematizagdes tratando das diferengas e semelhangas entre o
problema de permutagdo e arranjo. Em seguida, realizamos este mesmo trabalho, agora
contrastando as caracteristicas entre o problema de arranjo com o de combinagao, depois,
o de combina¢do com o de produto cartesiano e, por fim, de permutagdo com arranjo, e
permutagdo e produto cartesiano. Na oportunidade, anotamos no quadro as semelhangas

e diferengas entre eles e também as respostas dos problemas.
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Figura 62 - Formalizacdo das ideias

¥ ‘

Fonte: Acervo da pesquisadra

Apresentamos, no Quadro 45, uma parte do didlogo entre a pesquisadora ¢ os
alunos da classe, no qual eles evidenciam conseguir perceber a diferenciagdo entre os

tipos de problemas.

Quadro 45 - Dialogo entre a pesquisadora ¢ a turma no momento de formalizagdo das ideias

PP: Todos esses problemas aqui, eles sdo iguais?

Aluno A3: Néo, uns a ordem importa, outros nao?

PP: O que tem de diferente entre o problema 3 e o problema 1?

Aluno A3: O 3 importa, o 1 ndo.

PP: No problema 1 a gente fez as combinagdes com as trés pessoas.

Aluna A2: Nio.

PP: E no problema 3, a gente organizou as fotos das trés pessoas?

Aluna A2: Foi a das trés, a mae o pai e o filho.

PP: E ai o que tem de diferente entre eles?

Aluna Al: Que no 1 a ordem importa...

Aluno A3: ... e no 2 ndo.

Aluna Al: E mais ndo é s6 isso ndo! No 1 a gente nio combina todas as pessoas, mas no dois
sim, né tia?

PP: Isso mesmo. No problema 3, a gente combinou as fotos das trés pessoas, ndo foi? Mas no
problema 4, a gente combinou as trés pessoas?

Aluno A4: Nao, s6 com duas.

PP: Entdo qual a diferenca entre o problema 3 ¢ 4?

Aluna Al: A ordem nao ¢!

PP: E o que entio?

Aluno A4: E porque no 3 a gente usou as trés pessoas e no quatro sé usamos 2.

(as problematizagcdes continuaram para a comparagdo entre 0s outros tipos de problemas)
Fonte: Acervo da pesquisadora

C.P: A diferenciacdo dos problemas combinatorios é importante para a
aprendizagem da combinatoria, pois o tipo de problema conduz a
diferentes procedimentos de resolucdes. Amparados pelas respostas dos
alunos frente os questionamentos provocados, analisamos que a
formalizagdo das ideias permitiu que eles observassem que existem
diferentes problemas que tratam da combinacdo de elementos e que,
além disso, estes conduzem a procedimentos de resolugdes diferentes
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também. Observamos ainda que a formaliza¢do dos conceitos passou a
fazer mais sentido para os alunos (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011),
pois eles passaram a referenciar os conceitos formalizadas com as
situacdes trabalhadas ao longo de todos os encontros.

O encontro 5 foi o que teve menor duragao (2 horas). Ap6s o trabalho realizado
de formalizagdo das ideias, recolhemos os problemas ¢ encerramos a aula, agradecendo

aos alunos e a professora pela contribuigdo para a realizagdo da pesquisa.

6.6 FECHAMENTO: REFLEXOES DA EXPERIENCIA DIDATICA EM SALA DE
AULA

Ao longo dos encontros, observamos que as estratégias de resolucdes apresentadas
pelos alunos cada vez mais foram se diversificando. Nos dois primeiros encontros, foram
adotadas como estratégias de resolucdo apenas o desenho e o texto escrito. Com o
decorrer dos encontros, notamos o aparecimento da estratégia das arvores das
possibilidades, listagens das possibilidades, tabelas, quadros e, até mesmo, a utilizacao
do algoritmo de divisdo e multiplicacdo. Mediante tais resultados, confiamos que a
Resolugdo potencializa a capacidade de os alunos pensarem matematicamente, tendo em
vista que conseguiram utilizar diferentes e convenientes estratégias em diferentes
problemas (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Assim como as estratégias de resolucdes, observamos que os argumentos
apresentados pelos alunos, ao longo do estudo, tornaram mais consistentes e coerentes as
caracteristicas dos problemas. Nos primeiros encontros, quando questionados sobre as
estratégias de resolucdo utilizadas, os argumentos apresentados por eles fundamentavam-
se em conhecimentos espontaneos oriundos de situacdes extraescolares. No decorrer do
estudo, estes argumentos passaram a ser fundamentados também em conhecimentos

combinatorios construidos em encontros anteriores.

Quadro 46 - Evolucdo dos argumentos apresentados pela a dupla D1

Recorte de dialogo entre a pesquisadora e a dupla D1 no encontro 01:
D7 (Aluna A14): O Raul tinha perdido e o Junior e o0 Mario tinham ganhado
as duas bicicletas. Mas como Junior e o Mario eram muito amigos dele, eles
foram e emprestaram a bicicleta de algum deles, para os trés brincarem
juntos.
PP: Existe outra possibilidade?
D7 (Aluna A13): E Raul pode ganhar e emprestar a dele pra Junior.
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PP: Porque?

Recorte de didlogo entre a pesquisadora e a dupla D1 no encontro 04:
PP: E neste aqui, a ordem importa?
D1 (ambas as alunas): Sim! (risos)

D1 (Aluna A2): Porque aqui é vice e aqui é presidente, nem sdo dois para
vice e nem dois para presidente.

Fonte: Acervo da pesquisadora

O indice de acertos das resolugdes também foi outro ponto no qual observamos

uma evolugdo. Gradativamente, percebemos uma evolugdo entre os trés primeiros

encontros ¢ o ultimo. Nos trés primeiros, em média, apenas duas ou trés duplas

conseguiam apresentar a resolucdo dos problemas corretamente. No quarto encontro,

apenas duas duplas apresentaram resultados totalmente incorretos.

No Quadro 47, trazemos de maneira sintetizada os principais resultados que

observamos durante os encontros:

Quadro 47 - Principais representagdes ¢ producdes

i i Indice de
Producdes - ~ Tipos de N
Representacao Representacao de resolucoes
e oo Problemas 18
de codificacao descodificacao corretas
Encontros Propostos
por dupla
Encontro 01 Oral, desenho e Desenhos e texto 0
(combinagao) texto escrito escrito
Encontro 02 Oral, desenho e Desenhos e arvores .
(produto . g Combinagao 02
) texto escrito das possibilidades
cartesiano)
Desenhos, arvores
das pos51b111dades, Combinagio ¢
Encontro 03 listagem das
. Oral ol produto 03
(permutagao) possibilidades e .
. - cartesiano
algoritmo de divisdo
¢ multiplicagdo
Desenhos, arvores
4 L :
Encontljo 0 Oral das possibilidades, Combinagao 05
(arranjo)

listagem das

18 Na contagem também consideramos as resolugdes parcialmente corretas por estas apresentarem algumas
estratégias de resolugdo corretas.
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possibilidades e
algoritmo de divisao
¢ multiplicagdo

Encontro 05 Desenhos, arvores
(problema das possibilidades,
propostos pelos listagem das
Oral ot -- --
alunos e possibilidades e
formalizagdo algoritmo de divisao
das ideias) e multiplicagdo

Fonte: Autoria propria

O aumento no indice de respostas corretas, a consisténcia e coeréncia dos
argumentos e a variedade de estratégias de resolugdo percebida, evidenciam que a
diversidade de problemas trabalhados, bem como as problematizacdes realizadas ao
longo dos encontros favoreceram o desenvolvimento do raciocinio combinatorio dos
estudantes. Concordamos com Vergnaud (1982a), ao compreender que a construgdo do
conceito para o aluno somente confere sentido quando ele o constrdi a partir de uma
variedade de problemas a serem resolvidos. Contudo, acreditamos também que seja
necessario o professor, ao longo do processo educativo, identificar os momentos
oportunos para dispor tais problemas aos alunos, de modo que os estimule a refletir sobre
as caracteristicas dos problemas combinatorios, permitindo-os fazer multiplas
observagoes dos invariantes combinatorios.

Constatamos que averiguar os raciocinios combinatorios dos alunos envolvidos
nas estratégias de resolugdes, para entdo conduzir uma agdo pedagogica almejando
potencializar a reflexdo critica deles no momento de descodificacdo do problema,
sabendo julgar o que deve ser dito ao aluno, ndo ¢ uma tarefa facil. Diante de tal
complexidade, notamos que a resolucdo de problemas, assim como a exploragdo, nos
forneceu evidéncias sobre o desenvolvimento dos alunos, que foram usadas para a tomada
de decisdes instrucionais posteriores. A partir das conversagoes realizadas nestes
momentos, bem como através dos registros escritos dos alunos, coletamos dados que nos
auxiliaram a direcionar as problematiza¢cdes no momento de socializacao e formalizagao
das ideias. Uma das situagdes que podemos exemplificar, refere-se a uma experiéncia que
relatamos no encontro 04, em que a partir do trabalho desenvolvido no momento de
exploragdo do problema 04, avaliamos que ideias precisariam ser melhor trabalhadas no

momento de socializagdo e formalizac¢do das ideias.
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O trabalho apoiado na perspectiva da Resolugdo, Exploragdo ¢ Proposi¢dao de
Problemas exige que o professor seja perspicaz para identificar, durante esses processos,
que conceitos precisam ser melhor trabalhos, que questionamentos podem favorecer na
constru¢do do conhecimento dos alunos e em que momentos esses devem ser
apresentados. Avaliar o que se deve dizer, como dizer, ¢ em que momento dizer, ¢ um
dos dilemas mais desconcertantes que os professores podem encontrar, pois, por um lado,
o que ¢ dito pode reduzir a reflexdo dos alunos sobre o problema, e, por outro, pode
conduzi-los a construcdo de um novo conhecimento (VAN DE WALLE, 2009). Essa
questdo de que o professor deve incentivar a reflexdo dos invariantes dos problemas por
meio de questionamentos e problematizagdes precisa ser analisada e realizada com uma
certa cautela.

A vista disso, entendemos que o trabalho pedagégico pautado na perspectiva
metodologica defendia por Andrade (1998, 2017) ndo ¢ uma tarefa facil de ser
desenvolvida, porém, recompensadora, pois verificamos que ela pode promover uma
aprendizagem com significado para nossos alunos.

Como destacado em outras partes do texto, temos consciéncia que o trabalho com
a Resolucdo de Problemas exige uma mudanca na postura e atitudes do professor, no que
se refere aos seus planejamentos e sua pratica pedagdgica. Embora seja uma modificagdo
trabalhosa, a ado¢ao da Resolugao de Problemas, quando bem desempenhada, possibilita
ao professor conduzir um processo educativo reflexivo, onde o aluno conjectura sobre as
diferentes estratégias de resolugdo levantadas, passando a compreendé-las por seus
proprios raciocinios. Por este motivo, concordamos com Onuchic ¢ Allevato (2011, p.82)
quando afirmam que “os professores que ensinam dessa maneira se empolgam e nao
querem voltar a ensinar na forma dita tradicional”, uma vez que se sentem gratificados ao
constatarem que seus alunos desenvolvem a compreensdo por seus proprios raciocinios.

Nos primeiros encontros, observamos que os alunos tiveram dificuldade para
assimilar a dinamica da aula proposta. Nos encontros 01 e 02, demonstraram ter
dificuldade para resolver os problemas de maneira autonoma. A resolug¢ao de problemas,
inicialmente, era vista sob a otica da resolucdo de exercicios, em que primeiramente o
professor dispde as ferramentas e procedimentos para sua resolucao.

Por esse motivo, ressaltamos que o fato dos alunos ao longo dos encontros serem
estimulados a desenvolver suas proprias estratégias de resolu¢do dos problemas
combinatérios e defendé-las favoreceu no desenvolvimento de sua autoestima e

confianga, 2 medida que, em encontros posteriores, eles passaram a resolver os
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problemas, sem necessariamente a pesquisadora precisar encoraja-los. Esse
favorecimento a autoconfianga, por conseguinte, contribuiu para a compreensao dos
invariantes dos problemas, pois os alunos comegaram a realizar um trabalho reflexivo
sobre as caracteristicas dos problemas propostos. A vista disso, indo de encontro com as
ideias de Onuchic ¢ Allevato (2011, p.82) confiamos que a Resolugdo de Problemas
desenvolve a crenca de que os alunos sdo capazes de fazer matematica e de que “a
Matematica faz sentido; a confianga e a autoestima dos estudantes aumentam”.

Consideramos também que tanto a Resolug¢do de Problemas quanto a Exploragao
e a Proposigdo “fornece[m] dados de avaliacdao continua, que podem ser usados para a
tomada de decisdes instrucionais e para ajudar os alunos a obter sucesso com a
matematica” (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011, p.82). No que diz respeito a Resolucao de
Problemas, em todos os encontros, observamos que as primeiras abordagens realizadas
nos forneceram evidéncias sobre o nivel de desenvolvimento do raciocinio combinatério
dos alunos, auxiliando-nos a delinear as futuras problematizagdes a serem promovidas
em etapas posteriores. Através da resolu¢do, conseguimos avaliar a influéncia dos
conceitos previamente formados sobre as estratégias de resolucao adotadas e a causa para
a dificuldade de interpretagdo dos enunciados demonstrada pelos alunos nos dois
primeiros encontros.

Pensando nas contribuicdes que a Exploragao de Problemas promoveu ao ensino
e aprendizagem da Combinatoria, constatamos que através da exploragdo dos problemas
conseguimos averiguar melhor o raciocinio combinatério dos alunos empregado nas
resolugdes. A exploragdo nos permitiu averiguar com maior aprofundamento o nivel de
desenvolvimento do raciocinio combinatério dos alunos. A partir dela, tivemos a
possiblidade de investigar a capacidade de sistematizacdo do raciocinio combinatorio no
momento de elencar as possibilidades de agrupamentos, bem como a familiarizagdo dos
alunos para a contagem desses nas diferentes situagdes propostas ao longo do processo.

As problematizagdes realizadas nesta etapa potencializaram o trabalho de reflexao
sobre os problemas propostos. Mediante a isso, confiamos que o trabalho de exploragdo
articulado ao de proposi¢cdo possibilitou uma compreensdo mais aprofundada das
caracteristicas dos invariantes dos problemas combinatorios, bem como o
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio, generalizante e 16gico, ao passo que nos
permitiu trabalhar as diferentes dimensdes dos problemas propostos.

Também constatamos que a exploragdo e a proposi¢do contribuiram para a

evolucdo da consisténcia e coeréncia dos argumentos apresentados pelos alunos. Ao
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decorrer dos encontros, percebemos que as problematizagdes promovidas pelo trabalho
de exploragdo, como de proposi¢ao, estimulavam os alunos a melhor organizar seu
raciocinio para apresenta-lo de um modo mais compreensivel.

No que tange as contribuicdes da Proposicdo de Problemas para o ensino e
aprendizagem da Combinatoria, verificamos que a utilizagdo das situagdes extraescolares
facilitou na elaboragdo dos problemas propostos pelos alunos. Todos os problemas
propostos por eles retratavam situagdes que faziam parte do seu cotidiano.

Verificamos também que quando enxergada como uma ferramenta de
problematizagdo, a ser utilizada antes, durante e depois do processo de resolugdo e
exploracdo de problemas, a proposicao de problema possibilita ao professor realizar um
ensino reflexivo, em que os alunos sdo instigados a refletir sobre a validade e coeréncia
de suas agoes ¢ raciocinios.

Além dessas valiosas contribuicdes, observamos que proposicdo de problema
evidencia a compreensao real dos alunos acerca dos invariantes dos problemas. Durante
os encontros, observamos que, embora os alunos tenham demonstrado uma compreensao
clara dos invariantes dos problemas durante 0 momento de resolugao e exploracdo dos
problemas, quando orientados a produzir seus proprios problemas, demonstraram ter
dificuldade em elaborar problemas que envolviam os mesmos invariantes do problema
inicial.

No Quadro 48, apresentamos, de maneira sintetizada, algumas observagdes
referentes a Resolu¢do, Explora¢do e Proposi¢dao de Problemas formuladas durante os
encontros. Destacamos algumas observacdes referentes a recepcao dos alunos, bem como
as principais contribui¢des desta perspectiva metodologica para o ensino e aprendizagem

da Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Quadro 48 — Observagdes acerca da Resolugdo, Exploracdo e Proposi¢ao de Problemas
formuladas durante os encontros

RESOLUCAO EXPLORACAO PROPOSICAO

OBSERVACOES ~ No rimeiro — Nenhum aluno

SOBRE OS ALUNOS prime i propds problemas
encontro foi vista — Ndo observamos espontaneamente:
pelos alunos com  nenhuma P ’
a resolu¢do de estimulagdo a _ A utilizagio das
exercicios,  em exploragdo  dos situacdes
que problema por extraescolares
primeiramente 0 parte dos alunos. facilitou na

professor dispde

elaboragao dos
as ferramentas

problemas
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para sua propostos  pelos
resolucdo; alunos;

— Nos dois Os alunos
primeiros demonstraram ter
encontros 0s dificuldades para
alunos elaborar problemas
demonstraram ter que envolviam os
mais dificuldade mesmos
para resolver os invariantes do
problemas de problema inicial.
maneira
autOnoma.

CONTRIBUICOES — Contribuiu para — Permitiu averiguar Importante
AO PROCESSO autonomia  dos  melhor 0 ferramenta do
EDUCATIVO DA alunos, & medida  raciocinio problematizacdo
COMBINATORIA que, estimulou a combinatorio dos
. no momento de
elaboragdo de alunos empregado ~
. - resolugdo e
suas proprias nas resolugoes; ~
L exploracdo dos
estratégias de
> problemas
resolugio; Forneceu  dados T
sobre o nivel de combinatorios

— Forneceu dados desenvolvimento prcl)postlos po.r hos e
sobre o nivel de do raciocinio pelos alunos;
desenvolvimento combinatorio dos -

o Potencializou a
do raciocinio alunos;

combinatorio dos
alunos;

Evidenciou a
influéncia dos
conhecimentos
prévios sobre as
estratégias de
resolugdes
adotadas  pelos
alunos;

Favoreceu para a
compreensdo dos
invariantes do
problema;

Demonstrou que
ideias precisariam
ser melhor
trabalhadas  nas
etapas posteriores.

Beneficiou na
autoconfianca dos

Favoreceu  para
uma compreensao
mais aprofundada
das caracteristicas
dos  invariantes
dos problemas
combinatorios;

Possibilitou
trabalhar as
diferentes
dimensdes dos
problemas
propostos;

Permitiu
aprofundar a
discussdo sobre as
caracteristicas dos
problemas
combinatorios.

— As

problematizagdes

reflexdo sobre as
caracteristicas dos
invariantes dos
problemas;

Beneficiou na
autoconfianga dos
alunos com relagao
a matematica.

Demonstrou a
coeréncia entre
argumentos, 0S

invariantes dos
problemas e os

métodos de
resolugdo
adotadas.
Contribuiu ~ para
estruturacdo  do
raciocinio
combinatério, ao
passo que
estimulou a
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alunos com realizadas organizagao e
relacdo a favoreceram  na sintese das ideias.
matematica. sistematizacdo do

raciocinio — Evidenciou a

combinatorio € na compreensdo real
familiarizacdo da dos alunos sobre os
contagem de invariantes  dos

agrupamentos; problemas.

— Potencializou a

capacidade de
sistematizacdo do
raciocinio
combinatorio.

— Contribuiu para a

evolugdo da
consisténcia e
coeréncia dos
argumentos,
apresentados

pelos alunos.

— Estimulou a
reflexdo sobre o
problema.

— Possibilitou
contrastar as
diferentes
caracteristicas dos
problemas
combinatorios;

— Potencializou o
desenvolvimento
do raciocinio
combinatorio,
generalizante e
légico.

Fonte: Autoria propria

No encontro 04, questionamos os alunos sobre a receptividade da metodologia
adotada nas aulas, em virtude disso, no quadro 49, apresentamos um recorte das respostas

apresentadas pelos alunos.
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Quadro 49 - Receptividade da metodologia por parte dos alunos

PP: Pessoal voces estdo gostando das atividades?

Todos os alunos em conjuntos: Sim! Sim!

PP: O que ¢ que vocés mais estdo gostando?

Aluna A2: Porque ¢ diferente e a professora ndo faz esse tipo de tarefa com a gente.
PP: Somente por isso?

Aluna A9: D4 para entender melhor.

PP: Fica mais facil de resolver ¢ isso?

Aluna Al: E!

Fonte: Acervo da pesquisadora

A partir do didlogo, pudemos observar que os alunos conseguiram se adaptar
melhor a proposta de ensino, demostrando até mesmo satisfacdo. Percebemos que, no
decorrer dos encontros, eles se mostraram cada vez mais entusiasmados para compartilhar
suas estratégias de resolugdo.

Mesmo com todos os resultados favoraveis, constatamos que seria necessario
realizar mais encontros, pois o trabalho de aprofundamento dos conceitos combinatorios
durante as discussoes teve que se limitar a apenas os encontros cedidos pela professora
titular da turma. Assim, teve momentos em que percebemos que poderiamos aprofundar
mais as discussdes, porém, pelo espaco de tempo, decidiamos progredir para as demais
etapas planejadas na dindmica.

Entendemos também que com a realizagao de mais encontros os alunos poderiam
desenvolver mais a maturidade para propor problemas espontaneamente, sem necessitar
das provocagdes da pesquisadora. Ao longo de todos os encontros, observamos que 0s
alunos buscavam sempre reorganizar seus raciocinios com o objetivo de responder as
problematizagdes provocadas apenas pela pesquisadora durante a Resolugdo, Exploragao
e Proposicdo de Problemas. Gostariamos de ter tido um pouco mais de tempo para
provocar nos alunos uma mudanca de atitude, que os motivasse a propor problemas em
busca de compreender cada vez melhor as diferentes dimensdes dos problemas propostos
e os diversos conhecimentos que os estruturam.

Nas proximas linhas, apresentamos nossas consideragdes finais acerca de todo o

estudo desenvolvido na presente pesquisa.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Refletindo sobre o aporte tedrico e a pesquisa de campo desenvolvida, retornamos
ao questionamento inicial apontado na introducdo no nosso trabalho: Que contribuigcdes
a proposta metodoldgica da Resolugdo, Exploragdo e Proposi¢do pode promover ao
processo de ensino e aprendizagem da Combinatéria nos anos iniciais do Ensino
Fundamental?

A partir da finalizagdo da pesquisa de campo foi possivel constatar que a proposta
metodologica da Resolug¢do, Exploragdo e Proposicdo de Problemas contribui para a
promocao da aprendizagem combinatéria dos alunos, possibilitando o desenvolvimento
de um processo educativo reflexivo, no qual o estudante tem a oportunidade de significar
os conceitos combinatorios construidos e mobilizados durante o processo.

Com o caminhar dos encontros, observamos que o desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio dos alunos tornou-se cada vez mais aparente. As estratégias de resolugdo e
os argumentos apresentados por eles passaram a se fundamentar ndo somente em
conhecimentos espontaneos, oriundos de situagdes escolares ¢ do cotidiano, mas também
em conhecimentos combinatorios construidos pelo trabalho de reflexdo realizado durante
os encontros anteriores. Entendemos que este progresso pode ser creditado ao trabalho de
reflexdo sobre as problematizagdes provocado pela pesquisadora ao longo de todo o
processo de resolugdo e exploragdo dos problemas principais ¢ secundarios propostos.

Confiamos que a agdo pedagodgica ancorada na relagdo Problema-Trabalho-
Reflexbes e Sintese-Resultado, defendida por Andrade (1998), potencializou a
aprendizagem Combinatoria. As problematizagdes apresentadas antes, durante e depois
do processo de codificagdo e descodificagdo dos problemas incitaram os alunos a
realizarem um trabalho reflexivo mais aprofundado sobre as caracteristicas dos
invariantes dos problemas combinatorios. Isso favoreceu, significativamente, na
compreensdo dos invariantes, na organizagao e sintese das ideias e, por conseguinte, na
delimitacdo das estratégias de resolucdo para os diferentes tipos de problemas
combinatorios.

Verificamos que tanto a Resolucdo quanto a Exploragdo e a Proposicao de
Problemas fornecem evidéncias sobre o desenvolvimento do raciocinio combinatorio das
criancas, que podem nortear o delineamento das futuras problematizacdes a serem

elencadas em papel da aprendizagem combinatoria.
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Através da Exploragdo, € possivel estimular o trabalho reflexivo sobre as
caracteristicas dos problemas combinatorios. Verificamos que as problematizagdes a
cargo da exploracdo ajudam os alunos a compreender quando a ordem dos elementos nos
agrupamentos gera, ou ndo, novas possibilidades de agrupamentos e quando a
composicdo destes agrupamentos é constituida, ou ndo, pela combinagdo de todos os
elementos dos conjuntos dispostos pela situacao.

A flexibilidade para o levantamento das possibilidades de agrupamentos também
foi outra competéncia favorecida pela exploracdo dos problemas, pois, foi por meio dela
que conseguimos estimular as criancas a elencarem diferentes composi¢oes de
agrupamentos. Tal competéncia influencia na promogao da capacidade de familiarizagdo
para a contagem de agrupamentos, posto que a flexibilidade para o levantamento das
possibilidades facilita na contagem dos agrupamentos ao permitir que os alunos
visualizem os agrupamentos em diferentes perspectivas de ordenacao.

Além dessas contribuigdes, constatamos que a Explora¢ao de Problemas também
pode contribuir para a Proposi¢ao de Problemas secundarios. Observamos que, conforme
os alunos conseguiam solucionar os problemas secundarios propostos, novos problemas
poderiam ser gerados, fundamentados em problemas anteriores, permitindo que as ideias
matematicas que estruturam os conceitos combinatorios fossem estudadas mais
profundamente.

Sobre este olhar, destacamos a possibilidade de aprofundar continuamente,
através da exploragdo, as estratégias de resolu¢do mais informais das proprias criangas.
A partir da exploracdo, ¢ possivel aprofundarmos tais estratégias até que sejam
gradativamente transformadas em procedimentos mais sistematizados, admitindo,
consequentemente, que os conceitos a serem ensinados sejam melhor trabalhados.

Confiamos que, a articulacdo entre o trabalho de Exploracdo e Proposicdo outorga
ao professor trabalhar com as diferentes dimensdes de um problema. Com a exploragao
de problemas secundarios, conseguimos transitar entre os diferentes significados dos
problemas combinatorios, bem como estimular o raciocinio generalizante dos alunos.
Com a modifica¢do de, pelo menos, um invariante do problema principal, € possivel
reformula-lo em outro tipo de problema combinatério, que pode ser proposto com o
objetivo de explorar as diferentes caracteristicas e ideias entre os dois tipos de problemas
(o principal e o secundario). Ou, a partir de uma reformulagao adequada, ¢ possivel
também propor problemas secundarios nos quais o raciocinio generalizante do aluno seja

estimulado por meio da andlise das regularidades em sua resolucdo.
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A Proposicao de Problemas merece destaque no trabalho desenvolvido em sala de
aula. Quando vista como uma ferramenta de problematizagéo, ela pode ser utilizada para
nortear o processo educativo, bem como para impulsionar o trabalho de reflexao e sintese
das ideias construidas no percorrer de todo o processo de resolucdo e exploracdo dos
problemas. Quando apresentadas em momentos oportunos, as problematizagdes podem
germinar reflexdes que direcionam os raciocinios dos alunos a promocdo da
aprendizagem combinatoria. Além disso, quando os alunos sdo incentivados a elaborar
um novo problema, fundamentado por um anterior, eles estdo sendo estimulados a
organizar suas ideias de maneira sintetizada, para que assim possam ser integradas e
apresentadas no enunciado do problema proposto por eles.

Diante as potencialidades que a Proposi¢ao de Problemas pode proporcionar ao
processo educativo da Combinatoria, entendemos que em nosso estudo poderiamos ter
explorado um pouco mais seu potencial. Se tivéssemos um pouco mais de tempo,
poderiamos propor mais problemas, provocar mais reflexdes que pudessem potencializar
a mobilizacdo, articulacao e constru¢do dos conceitos combinatorios.

A vista disso, vislumbramos em futuras estudos mergulhar mais profundamente
nas possiveis contribui¢des que a Proposicao de Problemas pode promover ao processo
educativo da Combinatoria nos anos iniciais. Estudos nos quais, mais situagdes de
problemas combinatdrios sejam propostas, aspirando com isso, promover uma mudanga
de postura do aluno frente aos questionamentos, estimulando-o a sempre ir além do que
¢ proposto e apresentado pelo professor. Ambicionamos, que os alunos possam vivenciar
momentos de reflexdo e sintese das ideais nos quais, sejam provocados a, de maneira
espontanea, proporem problemas secundarios, uma vez que a Proposi¢do de Problemas,
permite-o aprofundar, gradativamente, a complexidade de suas reflexdes o que o auxilia
no amadurecimento de seu conhecimento. Muitas vezes, a Proposi¢do de Problemas,
quando espontanea por parte do aluno, o possibilita ir além das expectativas de
aprendizagem ambicionadas pelo professor.

Com relacdo a Proposi¢ao de Problemas, o topico 17 do Grupo de Estudo do
ICME"-14 tem se interessado sobre as possiveis potencialidades que a Proposi¢io de
Problemas pode promover para o ensino e aprendizagem de Matematica. Embora seja
uma tematica de pesquisa muito jovem na Educacdo Matematica este topico, de acordo

com ICME-14 tem crescido rapidamente nas ultimas décadas. A justaposi¢cdo entre o
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campo de estudo da Resolugdo de Problemas, presente na Educacdo Matematica ha pelos
menos 70 anos, com o campo de estudo da Proposi¢ao de Problema, tematica imergente,
tem despertado pesquisadores na drea. Com este atual cendrio, os objetivos gerais do

Grupo de Estudo do topico 17 no ICME-14 sdo:

1. Apresentar uma visdo geral da pesquisa e desenvolvimento
existentes sobre a resolugdo e proposicdo de problemas
matematicos;

2. Identificar novas tendéncias e desenvolvimentos de pesquisa e
pratica sobre esses topicos; €;

3. Engajar os participantes para a reflexdo critica sobre esses temas em
dire¢do a uma agenda para pesquisa e desenvolvimento futuros.

(ICME-14, 2019).

A partir disso, podemos perceber que, mesmo que imergente, a tematica da
Proposi¢ao de Problemas vem despertando também o interessante de pesquisados em
ambitos internacionais. Questdes relevantes, destacadas ICME que tratam da Proposigdo
de Problemas para os diferentes niveis de ensino da matematica precisam ser analisadas,

tais como:

— Como diferentes estruturas conceituais tém sido usadas para explicar
o desenvolvimento de competéncias matematicas de Proposicéo de
Problemas (ou Resolugdo de Problemas)?

— Como foi estudada a relagdo entre Resolucdo de Problemas e
Proposi¢do de Problemas na Educacdo Matematica e o que se
aprendeu?

— Como a Proposicao de Problemas e a Resolugdo de Problemas sao
tratados pelos Professores em salas de aula de matematica? Quais
sdo as principais caracteristicas dos modelos instrucionais ou
abordagens para atividades eficazes de Proposicdo de Problemas ¢
de Resolucao de Problemas na sala de aula de matematica?

(ICME -14, 2019).

Sobre este olhar, destacamos a necessidade de discutir a importancia do
planejamento para as futuras agdes didaticas que venham a desempenhar um trabalho
educativo em conformidade com a perspectiva metodologica da Resolugao, Exploracao e
Proposi¢do de Problemas, para o ensino da Combinatoria. E que além disso, as praticas
educativas propostas sobre tal perspectiva, sejam melhores analisadas.

O trabalho pedagogico realizado a partir deste estudo foi bastante satisfatorio, a
partir dele, conseguimos analisar as contribui¢des da Proposi¢cdo de Problema em

contexto de sala de aula. Contudo, cabe ressaltar que os resultados s6 foram positivos
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para o ensino e aprendizagem da Combinatoria, porque as possiveis problematizagdes a
serem provocadas durante todo o processo educativo foram previamente planejadas. O
planejamento possibilitou-nos ter uma ampla consciéncia de todas as dimensdes dos
problemas, o que ¢ considerado como crucial para um trabalho pedagogico amparado na
perspectiva metodologica da Resolugdo, Exploracdo e Proposicdo de Problemas.
Dependendo das dificuldades de compreensao apresentadas pelos alunos, € preciso que o
professor consiga fazer diferentes reformulagdes do problema, para que os alunos
consigam compreender com clareza os conceitos combinatorios nele envolvidos.

Mais do que isso, consideramos extremamente importante que o professor saiba
articular seus conhecimentos didaticos e de contetido, tendo em vista que durante o
processo educativo sua pratica pedagogica deve ser dirigida pelas agdes dos alunos e pelo
interesse em promover os objetivos de aprendizagem. Assim, ¢ preciso que o docente
consiga continuamente avaliar o desenvolvimento de seus alunos, para que fundamentado
nesta analise defina quais problematizagdes devem ser provocadas durante o processo de
resolucao, exploragdo e proposi¢cdo dos problemas, quando devem ser provocadas e as
razdes pelas quais elas precisam ser provocadas aos alunos.

Neste sentido, entendemos que o trabalho pedagogico pautado na perspectiva
metodologica da Resolugdo, Exploragdo e Proposicdo de Problemas requer tempo e
dedicagao do professor, tanto para elaborar as propostas pedagogicas como para
desenvolvé-las de maneira consistente e significativa para a aprendizagem do aluno.
Saber conduzir a a¢do pedagogica, discernindo quais problematizagdes permitem uma
melhor reflexdo sobre os conceitos combinatorios € em que momentos devem ser
provocadas, ndo ¢ uma tarefa facil de ser realizada, porém, recompensadora, quando
percebemos que nossos alunos tém a oportunidade de significar sua aprendizagem.

Destacamos também que o trabalho de Explora¢do e Proposicdo de Problemas
deve ser visto como um processo inacabado. Isso, permite que o professor entenda que as
ideias construidas pelos alunos ao longo de tais processos, podem ser cada vez mais
aprofundadas, através de novas exploracdes e proposi¢ao de novos problemas. Partindo
dessa perspectiva, ¢ essencial que ele compreenda que a proposi¢do de problemas ¢
impulsionada pelo aprofundamento dado a exploracdo das ideias envolvidas no problema
principal. Logo, quanto maior for o grau de aprofundamento das ideias que se deseja
alcangar, maior precisara ser o nivel de aprofundamento dos problemas secundarios

propostos e vice-versa.



208

Todavia, para que isso acontega, ¢ importante que o trabalho de exploragdo e
proposicao seja realizado de maneira articulada, e que a relagdo de Problema-Trabalho-
Reflexdes e Sintese (P-T-R-S) (ANDRADE, 1998) esteja presente durante todo o
processo. E preciso que o professor analise constantemente a capacidade de reflexio e
sintese das ideias dos alunos, para entdo propor problemas e conduzir exploragdes que
potencializem a aprendizagem do aluno.

E fato que os alunos dos anos iniciais demonstram ter dificuldades para diferenciar
a natureza dos diferentes tipos de problemas combinatorios. Contudo, devemos destacar
a mudanca de postura dos alunos, provocada pela perspectiva metodologica adotada. Com
o decorrer dos encontros, eles se mostraram estar mais interessados em investigar que
estratégias de resolucdes poderiam melhor representar os invariantes combinatorios
presentes nas situagdes impostas pelos problemas.

E valido destacar também que nos primeiros encontros notamos que os alunos
tiveram dificuldades para se adaptar a proposta de ensino. A resolucao de problemas,
inicialmente, era vista sob a Otica da resolucao de exercicios, em que primeiramente o
professor dispde as ferramentas e procedimentos para sua resolugao.

Tais fatores observados demonstram o quanto precisamos estar atentos ao nosso
fazer pedagogico, pois, mesmo com todas as potencialidades da perspectiva metodologica
apontada no presente estudo, € possivel que os professores encontrem algumas
dificuldades iniciais. Contudo, confiamos que tais entraves podem ser superados quando
dominam o contetido a ser ensinado e os caminhos metodoldgicos a serem percorridos.

Com relagdo a isso, o presente estudo despertou-nos reflexdes sobre o quanto as
acOes pedagodgicas, o planejamento das aulas e o conhecimento do conteido estdo
intrinsicamente ligados a qualidade de ensino da Matematica e, em especial, da
Combinatoria. Compreendemos que, para a conducdo de um trabalho que permita maior
desenvolvimento do raciocinio combinatério dos alunos, é necessario que o professor
tenha propriedade do assunto a ser ensinado e da perspectiva metodologica a ser adotada.
Tendo propriedade de tais conhecimentos, o professor consegue conduzir melhor o
processo educativo, pois passa a compreender com clareza as estruturas Combinatorias e
os percursos metodoldgicos apropriados para o seu ensino.

Nesse sentido, mediante a relevancia do ensino da Combinatoria nos anos iniciais,
bem como as diversas contribuicdes da perspectiva metodologica da Resolugao,
Exploracdo e Proposicao e Problemas ao processo educativo desse contetido, destacamos

a necessidade de realizar pesquisas que tenham como objetivo principal desenvolver
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formagdes continuadas para os professores que atuam neste nivel de escolaridade e que
tenham como foco o ensino da Combinatéria apoiado em tal perspectiva metodologica.
Formagdes essas que devem apresentar e trabalhar com os docentes, de maneira teorica e
pratica, possibilidades metodologicas para o ensino da Combinatoria, para que assim
consigam futuramente, em contexto de sala real, despertar o interesse de seus alunos,
proporcionando-lhes uma aprendizagem significativa.

Como sabemos, nos cursos de formacgao inicial dos professores que atuam nesse
nivel de escolaridade, o tempo destinado a disciplinas que trabalham os contetudos
especificos da Matematica é escasso. Portanto, ha contetidos que os professores devem
abordar com os alunos, que s3o exigidos nos curriculos escolares, com os quais nunca
tiveram nenhum contado durante a sua formagao, como acontece, em alguns casos, com
os contetdos referentes a Combinatoria. Assim, entendemos que falta aos professores
pedagogos, em sua formagdo inicial, um trabalho mais direcionado para os contetdos
especificos da Matematica, assim como uma reflexdo metodologica acerca desses
conteudos que possibilite o aperfeigoamento de saberes curriculares, disciplinares e
didaticos, necessarios para o desenvolvimento de um ensino de qualidade.

Finalizamos nossas consideracdes destacando nosso contentamento em relacao as
contribuigdes que a pesquisa oportunizou para nosso amadurecimento profissional e
pessoal. Foi um caminho abstruso, porém, muito gratificante, em razao que vivenciamos
experiéncias que nos possibilitaram crescer como pessoa e como educadores
matematicos. Ao longo dos dois anos de estudo, tivemos a oportunidade de discutir temas
educacionais e sociais que engradeceram nossas concepcdes sobre o ato de ensinar e
aprender Matematica, sobre a constru¢do da nossa identidade profissional e também
académica, bem como sobre o nosso compromisso com a sociedade na condigdo de
educadores matematicos e formadores de opinides.

Com base nos resultados da pesquisa desenvolvida e nas reflexdes suscitadas ao
decorrer deste estudo, fica evidente o nosso interesse pela tematica. Nesse sentido,
almejamos continuar pesquisando sobre esta area da educacdo, e em especial, no ambito
da Educacdo Combinatodria nos anos iniciais do Ensino Fundamental, considerando nosso
encantamento em relacdo ao ensino-aprendizagem desse conteudo.

Convictos de que demos o nosso melhor para o desenvolvimento da presente
pesquisa, registramos nosso desejo insaciavel de sempre buscarmos melhorias para o

ensino e aprendizagem da Matematica.
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1. QUADROS COM POSSIVEIS QUESTIONAMENTOS

Quadro 1: Roteiro para o desenvolvimento da atividade

_ POSSIVEIS
ETAPAS ACOES QUESTIONAMENTOS A
SEREM ELENCADOS
Selecionar ~ problemas | sPorque  trabalhar  com
geradores que | problemas?
DELIMITAC A0 DO pos_sibilitem tral_)a_lhar as | »Que tipos de problemas?
PROBLEMA 1de1as. cssencials da | «Em que aspectos estes
Combinatoria (seus | problemas contribuem para o
diferentes invariantes €| alcance dos meus objetivos?
conceitos).
# Vocé consegue compreender
, , . o que o problema pede? Vocé
Ser4 entregue copias dos consegue me explicar?
problemas para que a A~ '
partir de uma leitura | O que voce ndo consegue
ST : compreender do problema?
ilndllv idual el depois S o Sera possivel representar esse
CODIFICACAO DO up'as, 08 alunos SEAm | esmo problema de uma
PROBLEMA estimulados 2 claborar | vy fiferente?
uma representacdo mais , ) .
conveniente el® Sfera que uma maneira
simplificada do problema diferente de representar este
proposto para que facilite pI’ObleIiﬂa pode lhe ajudar a
a sua compreensio. enten_de-lo melhor? Qu?
maneira? E porque estd
maneira?
= Voce pode me explicar como
voce entende essa
Sera proposto que os| informacdo apresentada no
alunos, em  duplas,| problema?
~ busquem maneiras de | #Porque vocé interpretou essa
D%sgggégfé\%ﬁo descodificar o mesmo | informacdo desta maneira?
para o alcance de sua| Vocé se baseou em algo para
solugdo. (Resolver os| interpreta-la desta maneira?
problemas) =Essa sua interpretagdo pode
influenciar na resolu¢dao do
problema? Como e porqué?
Esta etapa acontecerd | » Se alteramos algum dado do
simultancamente com a| problema serda que isso
ESTIMULAR A anterior. Enquanto os| influenciaria na sua
EXPLORAQAO E alunos, em dupla, [ resolugdo?
PROPOSICAO buscam  resolver os|sE se tivéssemos mais
problemas, observaremos | pessoas, envolvidas, como

seus comportamentos €
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estimularemos o trabalho
colaborativo e
investigativo.  Daremos
tempo para que os alunos
tenham a oportunidade
de refletir sobre o
problema incentivando-
os a criar ou escolher
diferentes caminhos
(métodos) de resolugdo a
partir de seus
conhecimentos prévios e
técnicas operatorias ja
conhecidas.

vocé responderia este
problema?
A ordem de

organizar/escolher as pessoas
influéncia na resolugdo e
resultado? Se sim/nao
porqué?

Vocé poderia me propor um
problema parecido com este
onde a ordem ¢ importante?
Como vocé o resolveria?
Vocé resolveu este problema
da mesma maneira do outro?
Sim/Nao, porque?

Vocé  enxergar  alguma
diferenga entre este problema
e o anterior que resolvemos?
Quais? Isso pode influenciar
na resolu¢ao?
Vocé acredita
resolucdo  esteja
(Justificar a resposta)

O que podemos modificar na
resolugdo para encontramos a
solucdo correta?

Podemos resolver de uma
maneira diferente e encontrar
0 mesmo resultado?

que sua
correta?

ANALISE CRITICA
DAS RESOLUGOES

Representantes dos
grupos serdo convidados
a registrar, no quadro,
suas resolucdes. A partir
das resolugdes expostas
sera discutido, em
conjunto com todos os
alunos, a validez das
resolugodes elaboradas.

=Vocé pode apresentar para

#Porque

nds como vocés resolveram
este problema?
vocés resolveram

assim?

= Alguém resolveu de mesma

maneira? Se sim, porque?

=0 que vocés mudariam na

resolucdo dos colegas? E
porque mudaria?

s Alguém resolveu de uma

maneira muito  diferente

desta?

=0 que tem de diferente entre

a resolucao de vocés ¢ a do
colega? Vocé pode apresenta
ela para nos?

= Porque vocé mudou isso?
#Serd que assim a solucdo

encontrada € a correta?
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=Porque vocés acreditam que a
solu¢do esta incorreta?

# 0O que podemos modificar na
resolucdo dos colegas para
encontramos a  solucdo
correta? Porque devemos
modificar isto?

SINTESE DAS IDEIAS

Nesta etapa pretendemos,

juntamente  com  0S
alunos, chegar a um
consenso sobre 0
resultado correto  dos

problemas propostos com
todos os alunos da classe.

=Diante estas resolugdes quais
voces acreditam que seja a
correta? E porqué?

=Serd que estd outra maneira
pode ser correta também?
Porque?

# Vocés conseguem ver algo de
diferente entre este problema
e o anterior que resolvemos?
E porque ¢ diferente?

#«Entdlo o que podemos
concluir com essa
caracteristica principal do
problema?

FORMALIZA,QAO DO
CONTEUDO

Neste momento, iremos
apresentar as
possibilidades de
combina¢do por meio de
listagem que leve o aluno
a sistematizar seu
raciocinio combinatorio.

Apresentar a resolucdo formal
mais conveniente para este
nivel de escolaridade.
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Quadro 2: Possiveis questionamentos a serem elencados por aula

TIPOS DE
AULAS PROBLEMAS A | OBJETIVOS DAS POSSIVEIS
SEREM AULAS QUESTIONAMENTOS
TRABALHADOS
12 AULA #* Vocés conseguiram me
» Compreender que, explicar o que o
) problema pede?
neste tipo de problema | O que vocés conseguem
combinatorio, a| entender a partir deste
ordenacdo dos | determinado dado do
problema?
elementos NOS | aSerd que se voceés
agrupamentos ndo [ organizarem as opgoes
produz HOVOS de escolha em uma
ordem diferente isso
agrupamentos; influenciaria no
» Perceber que a| resultado que vocés
N encontraram? Se
selegdo €| sim/ndo porqué?
combinagio dos | = Entre este problema e o
clementos ¢ feita | ©utro vocés conseguem
. | ver alguma diferenga?
entre dois ou mais [ gjp9 Qual?
. COMBINACAO elementos de um -QuaAl dos ‘ problemas
AULA E PRODUTO mesmo conjunto; vocés  sentiram  uma
CARTESIANO maior facilidade para

= Analisar as possiveis

contribuicdes que a

perspectiva

metodologica da
Resolugdo,

Exploracao e
Proposicao de
problemas pode
oportuna para O
ensino e

aprendizagem da
combinatoria.

2°AULA

» Observar que a
ordenacio dos

resolver? Porque?

#O que vocés poderiam
modificar neste
problema para que
resolvessem da mesma
maneira que o anterior?

» Desta maneira fica mais
facil/dificil de resolver
porque?
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elementos nos
agrupamentos nao

produz novos
agrupamentos;

Perceber que a
selegdo e

combinacdo  dos
elementos ¢ feita a
partir da
combinagdo de
elementos de dois
ou mais conjuntos
distintos;

Observar a
diferenga entre os
invariantes que
caracterizam 0
problema

trabalhado na aula
anterior com a

presente.

Analisar as
possiveis
contribui¢des que a
perspectiva
metodologica  da
Resolucao,
Exploracdo e
Proposi¢do de

problemas  pode
oportuna para O

ensino e
aprendizagem da
combinatoria.

32 AULA # Vocés conseguiram me
Observar  que a| explicar o que o
ordenagdio dos | problema pede?

# O que vocés conseguem
elementos MOS | entender a partir deste
agrupamentos determinado dado?

32e 4 ARRANJO E »Serd que se VOces
AULA | PERMUTACAO | P noves organizgrem as opgdes
agrupamentos; de escolha em uma

Perceber que os
agrupamentos  sdo

constituidos a partir

ordem diferente isso
pode  modificar o
resultado que voces
encontraram? Se
sim/ndo porqué?




223

da permutagio de
todos os elementos
de um  mesmo
conjunto;

Observar a diferenca
entre os invariantes
que caracterizam o
problema trabalhado
nas aulas anteriores
com a presente.
Analisar as possiveis

contribuicbes que a

perspectiva
metodologica da
Resolucao,
Exploragao e
Proposicao de
problemas pode

oportuna para O
ensino e

aprendizagem da

combinatoria.

42 AULA
Observar que a
ordenacédo dos
elementos nos
agrupamentos
produz novos
agrupamentos;

Perceber que os
agrupamentos  sdo
constituidos a partir
da permutagdo de,
ndo necessariamente,

todos os elementos

» Entre este problema e o
outro vocés conseguem
ver alguma diferenca?
Sim? Qual?

»Entre os problemas
desta aula e os
problemas que
resolvemos na aula
anterior, existe alguma
diferenga na resolucao?

Qual? Porque €
diferente?
» Como poderiamos

modificar os problemas
de hoje de maneira que
estes pudessem  ser
resolvidos da mesma
maneira dos problemas
resolvidos na  aula
anterior? Porque
modificar isso?

e« Dentre os problemas
que vocé resolveu hoje
qual vocés sentiram uma
maior facilidade para
resolver? Porqué? E
entre os de hoje e os da
aula anterior? Porque?

»O que vocés poderiam
modificar neste
problema para que
resolvessem da mesma
maneira do primeiro da
aula de hoje?

# Desta maneira fica mais
facil/dificil de resolver
porque?

s A ordenagao dos
elementos nestes dois
tipos de problemas ¢
importante?

#Na resolucdo, vocés
utilizaram  todos  os
elementos apresentados
no problema? Sim/ndo,
porque?
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de um  mesmo
conjunto;

» Observar a diferenca
entre 0s invariantes
que caracterizam o
problema trabalhado
nas aulas anteriores

com a presente.

# Analisar as possiveis

contribui¢des que a

perspectiva
metodologica da
Resolugao,
Exploragdo e
Proposigao de
problemas pode

oportuna para O

ensino e
aprendizagem da
combinatoria.

52 AULA

» Formalizagao das ideias construidas ao longo das aulas




Quadro 3: Possiveis questionamentos a serem elencados por problema

p o POSSIVEIS
W m OBJETIVOS DOS
';E) o 8 PROBLEMAS PROBLEMAS QUESTIONAMENTO
s S
Observar se os alunos | « Vocés  conseguiram
conseguem identificar | compreender o que o
que: problema pede?
=« A ordem de escolha | «Se ao invés de trés
e organizagdo ndo | alunos fossem quatro.
gera novas | Como voces
possibilidades de | resolveriam? A
combinagao. maneira de resolver
#A natureza dos| seria a  mesma?
agrupamentos Sim/ndo porqué? O
gerados ¢ semelhante [ que poderia mudar? E
a natureza do | porque mudaria?
conjunto gerador; «Se Paulo ganhar a
1.Trés alunos (Mario, | « Nem  todos  os| bicicleta primeiro que
o Raul e  Junior) | -elementos Raul isso tem alguma
‘a participam de um | necessariamente diferenca?  Sim/ndo,
< concurso em que | precisam estar | porqué?
= serdo sorteadas duas [ envolvidos nos | «Se o primeiro a
nE: bicicletas. Quantos | agrupamentos ganhar, ganhasse uma
o) resultados diferentes | gerados. bicicleta melhor que o
o podem ser obtidos no segundo? Isso
concurso? influenciaria no
resultado e na maneira
de resolugao?
Sim/nao, porqué?

» Se as bicicletas fossem
de cores diferentes?
Isso influenciaria no
resultado?

»Vocé conseguir me
propor um problema
parecido com este?
Vocé sabe resolvé-lo?
Como podemos
resolvé-lo?
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PRODUTO CARTESIANO

2. Para a festa de Sao
Jodo da escola, tem 3
meninos (Pedro,
Gabriel e Jodo) e 4
meninas (Maria,
Luiza, Clara e
Beatriz) que querem
dangar quadrilha. Se
todos os meninos
dancarem com todas
as meninas, quantos

pares diferentes
poderdo ser
formados?

Observar se os alunos
conseguem identificar
que:

# As combinacgdes
podem ser entre dois
ou mais conjuntos.

« A ordem de escolha
e organizacdo nao

gera novas
possibilidades de
combinagao.

«A natureza  dos
agrupamentos

gerados ¢ diferente
do conjunto gerador;
«Nem  todos  os
elementos
necessariamente
precisam
envolvidos
agrupamentos
gerados.

estar
nos

» Voces conseguiram
compreender o que o
problema pede?

«Se a escolha for
primeiro em as Luiza
para depois escolher
Gabriel, ao invés de
ser em Gabriel para
depois em Luiza. Isso
pode  modificar o
resultado final?
Sim/ndo e porqué?

#Vocé conseguir me
propor um problema
parecido com este?
Vocé sabe resolvé-lo?
Como podemos
resolvé-lo?

«Os problemas
resolvidos na aula
anterior tém algo em

comum com este?
Sim/ndo, porqué?
=Voceé conseguir me

propor um problema

parecido com este?
Vocé sabe resolve-lo?
Como podemos

resolvé-lo?
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PERMUTACAO

3.De quantas formas
diferentes  poderei
arrumar as fotos de
meu irmdo, meu pai
e minha mae na
estante, de modo que
elas fiquem lado a
lado?

Observar se os alunos
conseguem identificar
que:

#* A ordem de escolha
e organizagdo gera
novas possibilidades
de combinagao.

« A natureza
agrupamentos
gerados ¢ semelhante
a natureza do
conjunto gerador;

s Todos os elementos

dos

precisam estar
envolvidos nos
agrupamentos
gerados.

» Voces conseguiram
compreender o que o
problema pede?

»« Se além das fotos do
meu irmao, meu pai e
minha mae, eu
também tivesse duas
fotos de amigos meus.
De quantas maneiras
eu poderia organizar
as fotos na estante?

Como voces
resolveriam este
problema? Porque
resolveriam assim?
Este  problema ¢

diferente do inicial?
#«Se eu  desejasse
organizar apenas as
fotos de duas pessoas.
O que mudaria do
problema inicial?

» Considerando que, a
foto de meu pai
deveria ser sempre a
primeira. O  que
mudaria na resolugao?
Porque?

= Voc€é conseguir me
propor um problema

parecido com este?
Vocé sabe resolvé-lo?
Como podemos

resolvé-lo?
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ARRANJO

4.Para representante
de turma da sala de
aula se candidataram
3 pessoas (Joana,
Mario e Vitoria). De
quantas maneiras
diferentes  poderdo
ser escolhidos o
representante e 0
vice representante?

Observar se os alunos
conseguem identificar
que:

#* A ordem de escolha
e organizagdo gera
novas possibilidades
de combinagao.

« A natureza
agrupamentos
gerados ¢ semelhante
a natureza do
conjunto gerador;

# Todos os elementos

dos

precisam estar
envolvidos nos
agrupamentos
gerados.

» Voces conseguiram
compreender o que o
problema pede?

«Se ao invés de 3
alunos  fossem 6
alunos. Como vocés
resolveriam? A
maneira de resolver
seria a  mesma?
Sim/ndo porqué? O
que poderia mudar? E
porque mudaria?

#Se todos os dois a
serem escolhidos
fossem representantes?
O que poderia mudar?
E porque mudaria?

#»O problema anterior
resolvido tem algo em
comum com este?
Sim/ndo, porqué? Qual
voce mais facil
resolver?

= Voce conseguir me
propor um problema
parecido com este?
Vocé sabe resolvé-10?
Como podemos
resolvé-1o?
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