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Resumo

Neste trabalho serdo estudadas duas construc¢oes do sistema dos ntimeros reais. A
construcdo do sistema dos nliimeros reais por cortes na reta ou sec¢des no conjunto dos
numeros racionais, avangada por Dedekind, e a constru¢do do ntiimero real como classe
de equivaléncia de sucessdes fundamentais de ntimeros racionais, ideia protagonizada
por Cantor. Relacionado com este tema, um capitulo deste trabalho serd dedicado a
aplicacdo da densidade dos ntimeros racionais e irracionais.

Posteriormente, e de uma forma mais sintetizada do que nas anteriores, sdo apre-
sentadas outras construgdes, procurando tornar mais claro a ideia fundamental subja-
cente ao conceito de numero real. Por fim, utiliza-se o método axioméatico com o intuito
de mostrar a unicidade do sistema dos ndmeros reais, isto é, concluir finalmente que
existe um corpo completo e ordenado, e apenas um a menos de um isomorfismo, do

conjunto dos niimeros reais.

Palavras Chaves: Niuimeros reais, Cortes de Dedekind, Sequéncia de Cauchy.
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Abstract

In this study we work two constructions of the real numbers system. The construction
the system of real numbers by cuts or straight sections in the set of rational numbers,
advanced by Dedekind, and the construction of the real number as equivalence class
of fundamental sequences of rational numbers, idea introducel by Cantor.

Related to this approach, we dedicate a Chapter to show density of the rational num-
bers and irrational numbers in the set of real numbers.

Later, in a more synthesized form than the above constructions,we present other ap-
proachs which the fundamental idea of real numbers is more clear.

Finally we use method axiomatic in order to show the uniqueness of the real numbers
system, thus, we conclude that there is a complete and orderly body which is unique
up to isomorphism . This unique body is named the real numbers body.

Keywords: real numbers, Dedekind cuts, Cauchy Sequence .
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Introducao

O conceito de ntimero real é um dos mais profundos da matematica, remonta aos
gregos da escola pitagoérica, com a descoberta da incomensurabilidade entre o lado e
a diagonal de um quadrado. A construgdo desse conceito passou por Eudoxo (século
IV a.C.), com sua teoria das proporgdes, registrada nos Elementos de Euclides, e s6 foi
concretizada no século XIX.

A existéncia de grandezas incomensuraveis e a auséncia de um tratamento eficiente
para expressa-la, isto €, o desconhecimento de uma fundamentacao tedrica para o con-
ceito de ntimero real, ndo impediu o progresso de ramos da matematica do século XVI
ao século XIX. No entanto, a complexidade dessa matemdtica conduziu a problemas
para cuja compreenséo e solucéo o entendimento intuitivo nao era suficiente. E mais ou
menos assim que formamos o nosso conceito de nimero real: apesar de ouvirmos falar
de ntimeros reais desde o Ensino Fundamental, concretamente sé trabalhamos com
numeros racionais naquela fase ou, no maximo, manipulamos ntimeros que aprende-
mos a chamar de reais. Isto ocorre até no Ensino Superior e, mais grave, em ndo raras
faculdades de matematica, os formandos concluem o seu curso com mesma ideia de
nimero real com que eles ingressaram.

Os matematicos, Cantor e Dedekind, construiram os ntmeros reais a partir dos
racionais por métodos diferentes, respectivamente conhecidos por Classes de Equi-
valéncia de Sequéncia de Cauchy e por Cortes de Dedekind.

No Ensino Fundamental, os ntimeros reais sdo geralmente introduzidos de uma
maneira um tanto empirica e seu estudo ndo costuma ir além de algumas operagdes
algébricas elementares. Basicamente, o que se diz nesse nivel sobre os niimeros reais
é o seguinte: admite-se que a cada ponto de uma reta est4 associado um ntimero real.
Ha pontos que ndo correspondem a ntimeros racionais. A esses pontos sem abscissa
racional correspondem os ntimeros chamados irracionais. Outra forma de introduzi-
los é a seguinte: admite-se ou, em alguns casos, demonstra-se que a representagdo
decimal dos ntimeros racionais é periddica e, reciprocamente, toda representacdo de-
cimal periédica corresponde a de um ntdmero racional. Conclui-se por definir nimero

irracional como sendo aqueles que possuem representacdo decimal ndo periédica. Ao



conjunto constituido pelos racionas e irracionais da-se o nome de conjunto dos ntimeros
reais. Note que, em ambas as abordagens, somos conduzidos a admitir a existéncia de
nuimero ndo racionais: no primeiro caso, para dotar todo ponto da reta de uma abscissa
e no segundo, para conceber qualquer desenvolvimento decimal como niimero. Em
ambos 0s casos, no entretanto, raramente se toca na natureza desses novos nimeros.

Em linhas gerais, o que faremos é construir rigorosamente os nameros reais, tendo
como ponto de partida o conjunto dos niimeros racionais com suas propriedades
algébricas e aritméticas.

Abordagens distintas surgiram acerca da construgédo e da defini¢do de ntimero real.
Mas as teorias que permaneceram e que se tornaram mais conhecidas nos nossos dias
foi a de Dedekind, e a de Cantor.

Richard Dedekind (1831 - 1916) estudou em Géttingen, sendo entao aluno de Gauss
e Dirichlet. No inicio de sua carreira de professor em Zurique em 1858, quando ensi-
nava Calculo Diferencial, pela primeira vez percebeu a necessidade de um tratamento
cientifico acerca do conceito de continuidade, ao tentar provar que uma fungdo cres-
cente e limitada tem limite, a partir dai foi conduzido a reconsiderar todo o problema
da defini¢do de ntimero real.

Refletindo sobre a questdo do que hd na grandeza geométrica continua que a dis-
tingue dos niimeros racionais, e tendo em vista as ideias de Galileu e Leibniz sobre
a continuidade de pontos sobre uma reta, Dedekind observou e concluiu que o fun-
damento da continuidade de um segmento de reta se deve a natureza da divisdo dos
pontos em duas partes por um ponto sobre o segmento. Assim, em toda divisdo dos
pontos de um segmento de linha reta em duas partes de tal forma que todo o ponto da
primeira classe estd a esquerda de todo o ponto da segunda, a direita existe um e um
s6 ponto que produz esta decomposicdo de todos os pontos em duas classes.

Em 1887, Dedekind escreve:

...e se interpretarmos ntimero como razdo de duas grandezas, h4 de se convir que
tal interpretagdo ja aparece de maneira bem clara na célebre definicdo dada por Euclides
sobre igualdade de razdes. Af reside a origem de minha teoria (...) e minhas outras
tentativas de construir os fundamentos dos nimeros reais [20, pag.57]. Deixando entdo
claro que seu estimulo para a sua construgdo de nimeros reais, foi buscada na teoria
das proporcdes de Eudoxo. Inspirado na defini¢do de Eudoxo, Dedekind notou que
a sua defini¢do levava a separagdo dos nliimeros racionais em dois conjuntos D e E de
numeros racionais, tais que todo ntimero do conjunto E, é menor do que todo nimero
do conjunto D, existindo um e somente um ntimero que produz este ”“corte”, ou corte
de Dedekind. Se E tem um maior elemento (méximo) ou se D tem menor elemento

(minimo), o corte define um ntmero racional; mas se E ndo tem um maior elemento



e nem D um menor elemento, entdo o corte define um niimero irracional. Dedekind
observa que os nimeros racionais pode ser estendido de modo a formar um continuo
numérico, pois a adjuncdo dos irracionais aos racionais preencheria as lacunas de
descontinuidade que existiam no conjunto dos nlimeros racionais, formando assim um
conjunto, ora denominado por conjunto dos ntimeros reais.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em Sao Peterburgo, Rissia em
1845: Em 1856 sua familia mudou-se para a Alemanha onde continuou seus estudos
em filosofia, fisica e matemdtica. Estudou em Zurique, Gottingen e Berlim, onde teve
grande influéncia de Weierstrass. Doutorou-se na Universidade de Berlim em 1867:
Desenvolveu sua carreira no ensino na Universidade de Halle, pequena escola sem
grande prestigio. Com 29 anos, Cantor casou-se e na sua lua de mel em Interlaken,
conheceu e se tornou amigo de Richard Dedekind, que havia publicado sua teoria dos
irracionais em 1872 dois anos antes de se conhecerem. No mesmo ano, 1874 Cantor
publicou um de seus artigos mais revoluciondrio a respeito de teoria dos conjuntos
e teoria do infinito. A partir dai, partindo do pressuposto de que os racionais sdo
conhecidos com todas as suas propriedades, Cantor criou uma abordagem dos ntimeros
irracionais utilizando a nogdo de sequéncia de Cauchy de ntiimeros racionais, isto &,
uma sequéncia de ntimeros racionais xi,xp,-*-Xx;,,-- com a propriedade de que para
dado qualquer racional » > 0 existe um natural n; tal que |x, — x,,| < r para todo
m,n > ny: Ele associou a toda sequéncia de Cauchy um ntimero real, usando a ideia de
convergencia.

Tendo percebido que sequéncias de Cauchy podiam convergir para o mesmo
numero, Cantor definiu uma rela¢do de equivaléncia entre duas sequéncias de Cauchy,
desta maneira, (x,) e (v,), sequéncias de Cauchy, sdo equivalentes se x, — v, — 0 e
assim as organizou em classes de modo que duas sequéncias pertencem a mesma classe
se, e somente se, elas sdo equivalentes. Entdo todo nimero racional r estd associado
a classe a qual pertence a sequéncia onde seus termos sdo todos constantes iguais a r:
Porém muitas das classes escapam dessa associacdo, e dai Cantor postulou que estas
classes originam os ntimeros ora denominados ntimeros irracionais. Analisando geo-
metricamente, podemos associar a cada ntimero racional um ponto da reta euclidiana,
porém, existem pontos da reta que ndo tém associado nenhum ntimero racional. O
processo de completamento de Q consistira em enxergar cada racional como limite das
sequéncias convergentes em Q, completando a reta com as sequéncias de Cauchy que
ndo convergem em Q, isto €, a cada “lacuna”sobre a reta depois de fixados os ntimeros

racionais estd associada alguma sequéncia de Cauchy de racionais.



Capitulo 1

Construcao dos nimeros reais

utilizando a noc¢ao de corte

Nesta se¢do, serdo construido os ntimeros reais utilizando a nogao de corte. Seguire-

mos basicamente [3].

1.1 Numeros Racionais

. . _ , a . .
Os numeros racionais sdo os niumeros da forma -, sendo a e b inteiros e b # 0, o

b

conjunto dos niimeros racionais é indicado por Q, assim

Q= {%;a,beZ,biO}

onde Z indica o conjunto dos nliimeros inteiros:
zZ=A{..,-3-2-10123,...}

Seiam © e &
ejam — e —
ey '
racionais sao obtidos da seguinte forma:

dois racionais quaisquer com b # O e d # 0. A soma e o produto destes

a c_ad+bc

N a ac
= e —-- - —
b d bd b d bd
A operacgdo que a cada par de nimeros racionais associa a sua soma denomina-se

(K9

adigdo, e a que associa o produto denomina-se multiplicagao.

O namero racional % se diz positivosea-b € N;sea-b € N ea # 0, entdo % se diz
estritamente positivo.

Sejam r e s dois racionais: dizemos que r é estritamente menor que s ( ou que s
é estritamente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente s > r) se existe um

racional t estritamente positivo tal que s = r +¢. A notagdo r < s (leia: ¥ menor ou igual



a s ou simplesmente r menor que s) é usada para indicar a afirmagdor <sour =s. A
notacdo r > s (leia: r maior ou igual a s ou simplesmente r maior que s) é equivalente a
s < r. Observe que r positivo equivale ar > 0. Se s < 0, dizemos que s é negativo.
A quéadrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades:
Sejam x,y,z nimeros racionais quaisquer. Entdo
Associativa
Al) x+y)+z=x+(y+2)
Comutativa
(A2) x+y=y+x
Existéncia de elemento neutro
(A3) x+0=x
Existéncia de oposto
(A4) Para todo racional x existe um tinico racional y tal que x+ v = 0. Tal y denomina-se
oposto de X e indica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0.
Associativa
(M1) (xy)z = x(yz)
Comutativa
(M2) xy =yx
Existéncia de elemento neutro
(M3) x-1=x 1+#0
Existéncia de inverso
(M4)Para todo racional x # 0 existe um tinico racional y tal que x-y = 1. Tal y denomina-
se inverso de x e indica-se por x™! ou % Assim, x - x 1 = 1.

Distributiva da multiplicacdo em rela¢do a adigdo
x(y +z) =xy+xz

Reflexiva: x <x Vx € Q
Anti-simétrica: x <yey<x —x=1y.
Transitiva: x < yey<z=—x <z

Quaisquer que sejam os racionais x e y, temos:
x<youy<sx

Compatibilidade da ordem com a adi¢do: x <y = x+z<y+z

Compatibilidade de ordem com a multiplicagdo: x <ye0<z=xz < yz

Observacgao 1.1 Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos
que em K estejam definidas duas operagdes indicadas por + e -, se a terna (K, +, -) satisfizer as
propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) de (D), diremos que (K, +,-) é um corpo. Se além disso,

6



em K estiver definida uma relagio (<) de modo que a quidrupla (K, +, -, <) satisfaca todas as 8
propriedades anteriormente listadas, entdo diremos que (K, +, -, <) é um corpo ordenado. Segue

que (Q, +, -, <) é um corpo ordenado.

Observagdo 1.2 Todo corpo ordenado tem caracteristica® 0, pois 0 < 1 fornece1 <1+1 =2,
que fornece 2 < 2 + 1 = 3, e assim por diante.

Assim, nos corpos ordenados, as inclusdes N C Z C Q C K respeitam, inclusive, a ordem
de K.

Definigao 1.1 Seja S um conjunto ordenado, e E C S. Se existir um 8 € S, tal que x < 5 para

todo x € E, dizemos que E é limitado superiormente, e chamamos 5 uma cota superior de E.

Defini¢do 1.2 Suponha que S é um conjunto ordenado, E C S e E é limitado superiormente.
Suponha que existe um o € S com as seguintes propriedades:
(1) a é uma cota superior de E.
(ii) Se y < a, entdo y ndo é cota superior de E .
Entdo o é chamado a menor cota superior de E (existe no mdximo um « a partir de ii) ou o
supremo de E, e escrevemos:
a =supE.
A maior cota inferior, ou infimo do conjunto E, que é limitado inferiormente é definido da

mesma maneira. Denotamos:

a =infE.

Significa que « é limite inferior de E, e que ndo existe p com p > a, tal que B seja cota inferior
de E.

Teorema 1.1 Suponha que S é um conjunto ordenado com a propriedade menor cota superior,
B C S B ndo é vazio, e B é limitado inferiormente. Seja L o conjunto de todas as cotas inferiores
de B. Entio

a=suplL

existeem S, e a = inf B. Em particular, inf B existe em S.

INum corpo K pode ser possivel adicionar uma quantidade finita de parcelas iguais a 1 e obter 0, isto
€
1+1+1+---4+1=0
. Quando esse fato acontece, 0 menor natural k, tal que a soma de k parcelas 1 é igual a 0, é chamado a

caracteristica de K e dizemos que um corpo tem caracteristica k. Quando tal nimero natural ndo existe,

dizemos que o corpo tem caracteristica 0



Demonstragio: Seja B um conjunto limitado inferiormente, I # 0. Sendo L formado
por todos elementos y € S tal que y < x para todo x € B, temos que todo x € B é um
cota superior de L. L é limitado superiormente. Nossas hip6teses sobre S implica que
L tem um supremo em S. Seja a este supremo.

Se y < a, entdo y ndo é uma cota superior de L, portanto y € B. Assim a # x para todo
x€B. Logoa€L.

Se a < 5, entdo € L, desde que a é uma cota superior de L.

Mostramos que a € L, mas 5 € L se § > a. Em outras palavras a € uma cota superior de

B, mas f ndo é se p > a. Isto mostra que a = inf B.

1.2 Cortes de Dedekind

Nesta secdo apresentaremos o conceito de cortes de Dedekind e algumas de suas

propriedades.

Definicdo 1.3 Seja a um subconjunto de Q. Dizemos que e é um niimero real, ou simplesmente
corte, se satisfaz as segquintes propriedades:

i) o contém pelo menos um racional, mas ndo todos os racionais;

ii) Se p € a e q é um niimero racional com q < p, entio q € a;

11i1) Em « ndo existe racional mdximo.

A ideia que estd por trds de tal defini¢do é a de caracterizar um nimero real pelo
conjunto de todos os ntimeros racionais que o precedem. Pela defini¢do acima, estamos

representado um numero real «a pelo conjunto de nimeros reais que o precedem.

Lema1.1 Ser,s€ Qcomr <s,entdor < rzﬁ <s

Demonstragio: Ser <s, temos que, 2r =r+r<r+ser+s<s+s=2s,daj,
2r<r+s<2s

,1sto é,
r+s
F< —— <5

Exemplo 1.1 Sejar € Q. O conjunto D = {x € Q; x < r} é um corte de Dedekind.



De fato,
(i) Temos que r € Q. Entdo, r—1,r+1 € Q e mais ainda, r -1 < r <r+1, logo
r—1eDer+1¢D. Portanto, temos que D # 0 e D # Q.
(ii) Seja x € D. Suponhay € Q, y <xassimy <x <r,logoy <r,istoé, y € D.
(iif) Suponhamos que exista um ndmero racional m que seja 0o mdximo em D. Sendo
m+r

assim x < m para todo x € D. Sabemos que m < r, pelo lema (1.1), obtemos m < %5+ <,

0 que é um absurdo. Portanto, D ndo possui racional maximo.
Teorema 1.2 Sejamp,q € Q. Sep € aeq & a, entdop < q.

Demonstragio: Sep € a e g < p, conclui-se de (ii) que g € a
n
Em razdo deste teorema, os racionais que ndo estdo em « sdo chamados cotas
superiores de a.
Subconjuntos limitados superiormente em Q nem sempre tem cota superior minima.
Entretanto, ela existe para alguns desses subconjuntos, que nesta se¢do chamamos de

cortes racionais

Teorema 1.3 Seja r um niimero racional e o o conjunto constituido de todos os racionais p tais
que p < r. Entdo, a é um corte e r é a menor cota superior deste conjunto, isto é, o supremo de

a.

Demonstragdo: De imediato verificamos que «a satisfaz as condicdes (i) e (i) da

Definicdo 1.3. Quanto a (iii), basta observar que qualquer que sejap €

e, portanto, % Euw

Segue do Teorema de Dedekind que r ¢ «, pois caso contrdrio, se p = r teriamos
r < r, absurdo.

Assim, r é cota superior de @. Além disso, segue de (3.1) que nenhum p < r pode

ser cota superior. Portanto, r é a menor cota superior. [ ]

Definicdo 1.4 O corte definido no Teorema 1.2 é um corte que chamamos de bf racional.
Quando queremos indicar que um corte a é um corte racional cujo supremo é r, escrevemos

a =r". Os cortes que ndo sdo racionais serdo chamados irracionais.
Definic¢ao 1.5 Seja o conjunto Q* = {r*;r € Q}. Os elementos de Q" sdo cortes racionais.

Definicao 1.6 Sejam « e  cortes. Escrevemos a = Bsedep € aresultap € fedeq € f

resulta q € a, isto é, se 0s dois conjuntos sio idénticos. Em caso contrdrio, escrevemos o # f.



1.2.1 Relacio de Ordem

Nesta se¢do veremos alguns conceitos relacionados ao corte.
O simbolo R serd usado para indicar o conjunto dos ntimeros reais: R = {a :

a é um corte}

Definicao 1.7 Sejam « e B dois niimeros reais. Definimos:
Ha<peach
ba<peach ea*p

Lema 1.2 Se a é um niimero real e se x é racional, com x & a, entdo p < x, para todo p € a.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo, que exista p € a, com p > x, pela condigdo
(ii) da definigdo 1.3, teriamos, entdo, que x € @, o0 que é uma contradi¢do. Portanto, se
x ¢ a, entdo p < x para todo p € a. |

Mostraremos agora que, < é uma relagdo de ordem sobre R, isto é, < satisfaz as
propriedades:

0)VaeR,a<a;

02)Va,peR,a<pf e pa=>a=p;

03)Va,B,yeR,a<f e p<y=a<y.

04) quaisquer que sejamaeffem R, a < foup < a.
Demonstraciao: 01) Suponha a € R. Como a é um subconjunto préprio de a, entdo
a C a e portanto a < a.

02) Suponha a,f € R, taisquea < e B <a. Logo, por definicioa C fepf Cae
portanto a = .

03) Considere o, 5,7 € Rtaisquea < e B<7y.Entdo,a Cfef Cy, logoaCy
e portanto a < y.

04) Quaisquer que sejam os reaisa e f,a C foua ¢ f5.

Sea C B, entdo a < f5.

Se a ¢ B, entdo existe um racional x, comx € a e x ¢ f5.

Como x ¢ B, segue pelo lema (1.2) que p < x, para todo p € f. Como x € a, para
todo p € B, p < x, segue pela condigdo (ii) da defini¢do (1.3) que p € a, par todo p € 5,

isto é, f C a, ou seja, f < a. n

Definicao 1.8 Sejam « e f cortes. Escrevemos o <  (ouf > «) se existe um racional p, tal
quep € fep ¢ a.
a < Bsignificaa=pfoua <p

a > Bsignifica p < a
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Se define também 0*, como o conjunto de todos os niimeros racionais negativos. E, imediata-
mente, veriﬁcamos que 0* é um corte.
Se a > 0", dizemos que « é positivo; se « > 07, dizemos que o ndo é negativo. Analogamente,

se a < 0%, a é negativo, ¢ ndo é positivo se a < 0".
Teorema 1.4 (Tricotomia) Sejam a,f niimeros reais. Entdoa = foua < foup < a.

Demonstracdo: Se @ = f, nenhuma das outras relagdes é vélida pela defini¢cdo de
igualdade de conjuntos. Para mostrar que @ < f e f < a se excluem mutuamente,
suponhamos que ambas as rela¢des sejam vdlidas. Como a < f3, existe um racional p

tal que
PeEp péa,

depefeq¢fresultap < g, enquanto deg € a ep ¢ a resulta g < p. Isto é um
contradicgdo, pois p < g e g < p é impossivel para racionais. Até aqui provamos que no
maximo, que uma das trés relacdes é vélida. Suponhamos agora, a # . Entdo, os dois
conjuntos ndo sdo idénticos, isto é, ou existe um racional p em @ mas ndo em f e , neste

caso, f < a ou existe um racional g em ff mas ndo em «, e portanto, a < g.

1.2.2 Adi¢do em R

No que segue veremos o conceito da adigdo em R

Teorema 1.5 Sejam a, f niimeros reas. Seja y o conjunto de todos os racionais r tais que

r=p+gq,comp € aeq € p. Entio, y é um corte.

Demonstra¢do: Vamos mostrar que y satisfaz as trés condi¢des da defini¢do de corte.
(i) Como a e f ndo sdo vazios, existem p € aeq € f. Assimp + g € v, logo y ndo é
vazio.
Por outro lado, como a # Q e @ # Q, existem racionais re t, com s ¢ «, t ¢ f8, pelo

Lema 1.2, tem-se

Paratodo pea,p<s eparatodo gep,g<t

dai
Paratodo p€a, paratodo gef,p+g<s+t

Logo, s+t ¢y, portanto y # Q.
(ii) Precisamos provar que, se x € y e y < x, entdo y € y. Para provar que y € y,

precisamos fabricar ums € e eumt € §, de mo que y = s + 1.
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Temos:

x€yex=p+q paraalgum p€a ealgum ge€p.

Dey € xseguey <p+g,daiy —p < g, como g € 5, segue que y — p € . Entdo,

y=p+y—-p), com pea e (y-p)Ep.
Logo, y € y.
(iii) Para provar que y ndo tem mdaximo, precisamos provar que, se x € y, entdo

existe y € y com x < y. Temos:
x€yex=p+q paraalgum pe€a ealgum gep.

Como a e f ndo tem maximo, existem racionaiss € aet € fcomp <se g < t, dai
p+q <s+t. Tomando-se y = s +1t, tem-se x < y, com y € y. Assim y ndo tem mdaximo.
Como as condigdes (i), (ii) e (iii) da defini¢do 1.3 foram verificadas, segue que y € IR.

n

Definicdo 1.9 Sejam « e p dois niimeros reais. O niimero real y = {p+q :p € a,b € B}

denomina-se soma de o e e é indicado por a + p. Assim,a +={p+q:p€a,bec p}

A operacgdo que a cada par (a,p) de nimeros reais associa a sua soma «a + f8

denomina-se adicdo e é indicada por +.

1.2.3 Propriedades da Adicao em R

Nosso objetivo nessa secdo, é provar que a adigdo satisfaz as propriedades (A1), (A2),
(A3), (A4) e (OA).

Lema 1.3 Sejam o um niimero real, u < 0 um racional e M, o conjunto das cotas superiores
de a. Nestas condigdes, existem p € o, q € M,, q # min M,, (caso min M,, exista ), tais que

p-q=u

Demonstragao: Estamos interessados em determinar p € a, g € M,, 4 # minM,, com
p—q=u.

Para isto tomemos um racional s ¢ & com s # min M, e, para cada n € IN, conside-
remos o racional g, = nu +s.

Seja, agora, n 0 maximo dos naturais n para os quais g, € M,, 4, # min M,.

Dois casos podem ocorrer:

1° CASO. q. € M, e G741 € minM,,.

Tomando-seq=grep =qm1, p—q =u.

2° CASO. g € M, e g71 = min M,.(que s6 poderd ocorrer se min M, existir )
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Tomando-se . ’
q=4qz + Euepzqﬁ+1+§u,p—q=u
,comp €aeqge M, q+#minM,. [
Teorema 1.6 A adigdo satisfaz as propriedades:
A1) Associativa: Yo, B,y € R, a+(B+y)=(a+p)+);
A2) Comutativa: Vo, e R,a+p =+ a;
A3) Existéncia de elemento neutroVa,f € R,a + 0" = a;

A4) Existéncia de Oposto: Para todo o € R, existe p € Rcom o + = 0;
OA) Compatibilidade da adicido com a ordem: Yo, B,y € R, a <p=>a+y < +.

Demonstracgio: (Al) e (A2) ficam a cargo do leitor.
(A3) Precisamos provar que a + 0" Caea Ca +0".

Mostremos a primeira inclusao
a+0' Ca
Lembramos que, 0" = {u € Q : u < 0}. Temos:
x€a+0" o x=a+u paraalgum a€a ealgum u<0,ucQ

, e
u<0=a+u<a=x<a=>xe€aq,

portanto,
xea+0" = xeaq.

Logo,a + 0" C a.

Reciprocamente, mostraremos agora, que
acCa+0.

precisamos provar que, se x € a, entdo é possivel fabricar uma € o e um u < 0 tal que

x =a+ u. Entdo,

x€a=>daeq, com x<a, pois a ndotem maximo,

x<a=>x-a<0.

Assim,
x=a+(x—-a), com aea e x—a<0.
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Logo, x € a + 0. Portanto,
aca+0.

(A4) Seja a um nimero real. Comoff={peQ:-peM, e —p# minM,}éum
nimero real, vamos provar que a + = 0".
Mostraremos primeiro que
a+pcCO.
Note que:

x€a+pex=a+b paraalgum a€a ealgum bepbef=>-b>a=a+b<0

Assim,

xea+f=>x€0, ouseja, a+pcCO.
Reciprocamente, mostraremos agora, que
0"ca+p.

Precisamos provar que, se x € 0, entdo x = a + b para algum a € a e algum b € f.

Como x < 0, segue do Lema 1.3, que existema € a e —=b € M,, com —b # minM,,
taisque x =a — (=b),assimx =a+bcoma € a e b € . Portanto, 0" C a + f5.

Provamos, assim, que dado um real o, existe um real § tal que a+p = 0. Provaremos
mais adiante que tal § é Gnico e serd, entdo, denominado oposto de «a e indicado por
-a.

(OA) Sejam ¢, 8,7 € R, com a < §, vamos provarquea + )y <+ .

Temos
X€a+y=>x=a+c paraalguma€a ealgum cey.

Da hipétese, segue quea € o« = a € f.
Assim, x = a + ¢ para algum a € f e algum ¢ € y. Logo, x € f + ). Provamos assim,
que
alf=>a+yCphf+y=>a+y<p+y.

n
Teorema 1.7 (Unicidade do oposto) Sea+p=0"ea+y =0, entdof =y.
Demonstragido: Temos que:
B=0+p=@F+a)+p=y+(@+p)=y+0 =1y.
n

Teorema 1.8 (unicidade do elemento neutro) Sea +y = a paratodo a € R, entdoy = 0"

Demonstragao: Da hipétese, segue que 0° +y = 0. Dai y = 0" |
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1.2.4 Multiplicacao em R

Nesta secdo veremos o conceito de multiplicagdo médulo e propriedades relaciona-
das.

Teorema 1.9 Sejam a, 5 € R, com a > 0" e 5 > 0". Entdo
y=Q_Ul{ab:aca,bepB,a>0,b>0}
é um niimero real.

Demonstragao: (R1) y # 0, pois Q- C y. Para provar que y # Q, procedemos assim:

como « e f sdo nimeros reais, existem racionaismencomm ¢ a en ¢ p, dai:
Yaca, com a>0,a<m,
VYbep, com b>0,b<n.
Logo,
ab <mn paratodo a€a,a>0, paratodo bef,b>0, portanto, mn¢y.

(R2) Sejam p,q € Q com p € y e q < p. Precisamos provar que g € y. Entédo:

a)Sep <0,entdoq <0,logog € y.

b)SeP>0eq<0,q€y.

c)Sep>0eqg>0, vem:
peyep>0=p=abparaalguma € a,a>0,eparaalgumbef, b>0.

De0<q<p=ab,vemg<b,assimge,8,eg>0,

logo
.1 q_,1
q-a-;comaea,a>0e; eﬁ,; > 0. Portanto, g € y.
(R3) Para provarmos que y ndo tem maximo, basta provarmos que,sep € yep > 0,
entdo existe g € y com g > p.
Temosp €y, p>0=p=abparaalgumaca,a>0ealgumbef, b>0.
Como a e f sdo nameros reais, existem a” > acoma’ € a, b’ > b, com b’ € 5, dai
a'b’ >ab=p,coma’t’ €y. n

Definicao 1.10 A cada corte a associamos um corte ||, que chamamos valor absoluto de «,

a, se a=>07
o] =

definido por:

—-a, se a<(0.
Definicao 1.11 Sejam a, € R. Definimos o produto de a por p por:
—(lalIB), se a <078 >07
lapl =1 —(alip)), se a=0%,p<07
lallpl, se a<0,B<0.

15



1.2.5 Propriedades da Multiplicacdo em R

Nesta sec¢do, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM).

Lema 1.4 Sejam o > 0" um niimero real e u racional, com 0 < u < 1. Entdo, existem racionais
pEa,qeM, comq+ minM,, (caso M, admita minimo), tais que A (M, é o conjunto
q

das cotas superiores de a).

Teorema 1.10 Sejam «, e y reais quaisquer. A multiplicagdo verifica as sequintes proprieda-
des: (M1) af = pa;

(M2) (af)y = a(By);

(M3) al* = a;

(M4) Se a # 0", existe p € R tal que a - = 1%;

(D) a(B+7) = ap +ay;

(OM) Sea < Be0" <y, entido ay < By.

Demonstragio: (M1) e (M2) ficam a cargo do leitor.
(M3) Suponhamos, inicialmente o > 0*. Precisamos mostrar quea-1"Caea Ca - 1"
Mostraremos inicialmente a inclusdo a - 1" C a.
Lembramos inicialmente que @ - 1" =Q_U{ab:a € a,a > 0,0 <b < 1}.
Notequexea-1I"ex<0=x€a.
Notequexe€a-1"ex>0=x=au,coma€qa,a>0,e0<u<l.
Deu <1lea>0,segueau < ae, portanto, x = au € . Fica provado, deste modo,
quea-1"Ca.
Mostremos agora que a C a - 1.
Notequexcaex<0=>xe€a-1"
Notequex€aex >0= da € a,com x < a.
Assimxza-J—C €a-1",pois,aca,a> O,eE < lcomE > 0. Portanto,a C a - 1".
Provamos ass?m, quesea > 0", entdo o - 1 a: Q. g
Se a = 0", pela defini¢do de produto, a- 1" =0"- 1" = 0" = a.
Sea <0 entdioa-1" = —[(—a)] = —[-a] = a. Segue que, paratodoa € R,a-1" = a.
(M4)

(D) Precisamos provar que

alp+y)Cap+ay e ap+ay Calf+y)

1°CASO:a > 0", p>0"ey > 0.

Considerex € a(f+y)ex <0=>x €af + ay.

Agora, x € a(f+y)ex >0 = x = ad para alguma > 0, a € @, e pra algum
defp+y>0.dep+y=d=b+c,combefecey.
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Assim, x = ab +ac € aff + ay, poisab € a - feac € ay.

Portanto, a(f +y) C af + ay.

Reciprocamente, sex € af+ayex <0 = x € a(f + y).

Suponha agora, x € af + ay ex > 0. Como aff > 0" e ay > 07, existem u € aff, u > 0,
ev€Eay,v>0,taisquex =u+0.

Segue que existema,a € o, coma >0ea’ > 0,b € f,comb >0, c € y, comc > o, tais
quex =ab+a'c.

Supondo a’ < a, resulta
x=ab+a'c<ab+ac=alb+c)ealf+y).
Logo, pela (R2), x € a(p + ), e portanto
af+ay Caf+y).
2 CASO:a > 0" e+ 7y > 0". Temos:

ay =al[(B+7)+ (=P = af +y) +a(-p).

a(+y) Cap+ay.
3 CASO:a>0"ep+y <0
a(f+y) = —la(=p -] = —la(=p) + a(=)],

ou seja,
a(p+y) Cap+ay.
(OM) [

Teorema 1.11 Se a # 0%, para cada corte  existe um tinico corte y(que designamos por é) tal

que ay = f.
Com isto, demonstramos que o conjunto dos cortes é um corpo ordenado.

Definicao 1.12 Um Corpo Ordenado Completo é um Corpo Ordenado no qual todo o subcon-

junto ndo vazio limitado superiormente (majorado) tem supremo.

Entdo, provando o seguinte Teorema verificamos, finalmente, que o Conjunto dos

Ntuimeros Reais, construido ao longo deste Capitulo, é um Corpo Ordenado Completo.

Teorema 1.12 Se A é um conjunto de niimeros reais, A # () é limitado superiormente, entido A

possui supremo.
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Demonstragao: Consideremos 8 = {x : xestd em alguma € A} . Entdo f§ é certamente
uma colecdo de ntimeros racionais.

A prova de que f é um ntimero real baseia-se em verificar as quatro propriedades de
numero real, isto é, as quatro propriedades da Defini¢do 1.3. (1) Suponhamos que x €
e que y < x. A primeira condicdo significa que x pertence a algum o em A. Uma vez que
a é um numero real, y < x implica que y estd em a. Consequentemente, é certamente
verdade que y € f. (2) Uma vez que A # 0, entdo existe algum o € A. Sendo & um
numero real, existe algum x € a. Isto significa que x € §, logo  # 0. (3) Uma vez que A
é limitado superiormente, existe um ntimero real y tal que a < y, para qualquer a € A.
Sendo y um namero real, existe um ntiimero racional x que ndo estiem y. Massea <y
significa que a estd contido em y, entdo, é igualmente verdade que x nédo estd em «
para qualquer a € A. O que significa que x ndo estd em g, logo p # Q. (4) Suponhamos
que x € . Entdo x estd em a para algum a € A. Como @ ndo possui maximo, existe um
ntmero racional y tal que x < y e y € a. Isto significa que y € , assim f ndo possui
méximo. Estas 4 propriedades provam que f§ é um ntimero real. A prova de que é o
supremo de A é facilmente concretizada.

Se a € A entdo claramente a estd contido em f, o que significa que @ < 8, entdo f é um
majorante de A.

Por outro lado, se considerarmos y um majorante para A, entdo @ < y paratodoa € A,
o que implica « estar contido em y, para todo a € A, e isto seguramente implica que

estd contido em y. O que significa que <y e assim f é o supremo de A. n

18



Capitulo 2

Costrucao dos numeros reais utilizando

classes de equivaléncia

2.1 Relac¢ao Binaria

Nesta segdo sdo revisados alguns tépicos relacionados a relagdo bindria e do produto

cartesiano

Definic¢ao 2.1 Dados dois elementos a e b, chama-se par ordenado um terceiro elemento que se

indica por (a, ).

Um elemento x chama-se primeiro elemento, ou a primeira coordenada, ou a
primeira projecao do par ordenado (4, b); e um elemento y chama-se segundo elemento,

ou a segunda coordenada, ou a segunda proje¢do do par ordenado (a, b).

Definic¢do 2.2 Dois pares ordenados (a, b) e (c, d) dizem-se iguais se, e somente sea = ceb = d.
Simbolicamente, temos
(a,b)=(c,d)ea=ceb=d.

Definic¢ao 2.3 Dados um conjunto nio vazio A e a,b € A, definimos o par ordenado (a, b)

como sendo o conjunto {{a}, {a, b}}

Teorema 2.1 Sejam A um conjuntoea,b,c,d € A. Temos que:
(a,b)=(c,dyeoa=ceb=d

Demonstracio: Sea = c e b = d, entdo vale a igualdade {{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}}.
Suponhamos, portanto, que seja verdadeira a igualdade {{a}, {a, b}}={{c}, {c,d}}. Se
a = b, temos {{a}, {a, b}} = {{a}, {a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}}. Assim {{a}} = {{c}, {c,d}}, de onde

vem que {{c}} = {{c,d}} = {a} e portantoc =d =a. Comoa = b, obtemosa=ceb =d.
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Supondo-se que a # b, de {{a}, {a, b}} = {{c}, {c,d}} vem

{lal} = {{c}} ou {{a}} = {{c, d}}.

Se fosse {{a}} = {{c,d}}, terfamos a = ¢ = d, logo {{a}, {a, b}} = {{c}, {c,c}} = {c}, o que
acarreta {{a}} = {{a, b}} o que ndo seria possivel, pois, por hipétese a # b. Portanto, temos

{{a}} = {{c}}, de onde vem a = c e entédo
{{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}}.
Como {{a, b}} # {{a}} resulta desta tultima igualdade
{a, b} = {a,d}.
Logo, b = d. Fica assim demonstrado quea =ceb =d. n

Definigdo 2.4 Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, chama-se produto cartesiano de A por
B ao conjunto de todos pares ordenados (a, b) com primeiro elemento em A e sequndo elemento

em B.

Indicaremos o produto cartesiano de A por B pela notacdo A X B, que se 1é "A

cartesiano B”. Simbolicamente, temos:
AXB={@ab)|lacAeb € B}.

Definicdo 2.5 Sejam A e B dois conjuntos e seja A X B o produto cartesiano de A por B. Todo
subconjunto R de A X B é denominado relagao de A em B. Se R é uma relagdo de A em A, isto

é, se R é um subconjunto de A X A, diz-se, simplesmente, que R é uma rela¢ao sobre A.

Para indicarmos que (g, b) € R, usaremos a notagdo aRb. Se (a,b) ¢ R escreveremos
a( R)b.
2.1.1 Relacao de Equivaléncia
Nesta se¢do veremos o conceito de relacdo de equivaléncia e resultados relacionados.
Definicao 2.6 Diz-se que uma relagio R sobre um conjunto A é uma relagao de equivaléncia

se, e somente se, sdo vilidas as seguintes condigoes.

i) Reflexiva: aRa para todoa € A;
ii) Simétrica: Se aRb, entdo bRa para todo a,b € A;

iii) Transitiva: Se aRb e bRc, entido aRc para todo a,b,c € A.
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Exemplo 2.1 Seja a relagdo R em Z(conjunto dos niimeros inteiros) assim definida
xRy & 5|(x — y),
é uma relagdo de equivaléncia sobre Z.

Solugao: Vamos mostrar que R é uma relagdo de equivaléncia em Z.

i) Para todo x € Z, x — x = 0 é divisivel por 5, isto é, xRx. Logo R é reflexiva.

ii) Suponhamos que xRy. Entdo, x — y é divisivel por 5, isto é, temos x — y = 54,
A € Z e portanto y — x = 5(=A), também é divisivel por 5, ou seja, R é simétrica.

iii) Suponhamos que xRy e yRz. Entdo, x — y e y — z sdo divisiveis por 5, isto &,
temosx -y =51, ey—z=5a,A,a € Zeportantox —z=(x-y)+ (y—z) =5 +a)
também é divisivel por 5, ou seja, R € transitiva.

Logo, R satisfaz as trés propriedades, e portanto R é uma relagdo de equivaléncia.

Definicdo 2.7 Seja ~ uma relagio de equivaléncia sobre um conjunto A. Para cada a € A, o
conjunto de todos os elementos x em A tais que x ~ a chama-se classe de equivaléncia de A
por ~ e indica-se por a. Ou seja,

a={x€eA:x~a}

. Um elemento b € a é dito um representante da classe a. O conjunto de todas as classes de
equivaléncia sequndo a relagido ~ chama-se conjunto quociente de A por ~, e indica-se por
A/ ~. Assim,

Al ~={a:acA}

Teorema 2.2 Seja R uma relagio de equivaléncia sobre um conjunto A. Entdo, X = Y se, e

somente se, xRy. Vx,y € A.
Demonstracdo: Vamos supor x = y. Dai, obtemos
xeExX=y=>xey= xRy.

Reciprocamente, sejam x,y € A; para z € A, com z € X, temos que zRx. Mas, por
hipétese xRy. Desse modo, zRy, pois a relagdo R é transitiva. Logo, z € i, ou seja, x C .

Da mesma forma, prova-se que y C X e portanto, x = v. n

2.2 Sequéncias de nimeros reais

Nesta secdo veremos o conceito de sequéncias reais e suas principais propriedades.
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Definigao 2.8 Uma sequéncia ou sucessao infinita de niimeros reais é uma fungio

a: N — R
n +— a(n)=a,
que a cada n € IN associa um niimero a, € R chamado de termo geral ou n-ésimo termo da

sequéncia. Representamos uma sequéncia por (a,)nen 0U (a1,42, -+ ,ay, - -+ ) ou simplesmente

por (ax)

Se a cada k € IN se associa um tinico ponto p; € R”, se obtém uma sucessdo infinita

(p1, P2, s Pis ) OU (Pr)nen de pontos de IR".

Definicao 2.9 (sequéncias limitadas) Uma sequéncia (a,) é limitada quando existem x e y
reais tais que a, € [x,y] VYn € N, isto é, sempre vale x < a, < y.
Todo intervalo [a, b] estd contido num intervalo do tipo [—c,c], com ¢ > 0O, para ver isto,

basta tomar ¢ = max{|x|, |yl}, pois ¢ > y e ¢ > —x dai x > —c e portanto
—c<a,<c&ea, <Lc.

Assim, podemos ver que uma sequéncia (a,) é limitada se existe ¢ > 0, tal que |a,| < c para
todon € IN.

Definicao 2.10 Dizemos que um niimero L é o limite de uma sequéncia (a,) se, para cada
€ > 0, existir N(e) € N tal que |a,, — L| < € para todo n > N(e).

Quando uma sequéncia (a,) possui limite L dizemos que (a,) converge para L, ou é
convergente para L, e denotamos tal fato simbolicamente por lim a, = L, ou lima, = L
n—oo
ou ainda por a, — L.

Quando uma sequéncia ndo é convergente dizemos que é divergente.
Proposicao 2.1 O limite de uma sequéncia convergente é 1inico.

Demonstragao: Seja (a,) convergente. Suponhamos por contradi¢do, que a, — L e

a, — L’ com L # L’. Vamos supor, sem perda da generalidade, que L > L’. Sendo

assim, podemos tomar € = % > 0. Neste caso existiram N; ¢ N, em IN, tais que

la, —L| <€,VYn>Njela, —L'| <€, VYn > N,. Agorasen > max{N;,N,} teriamos:

a e(3L’—L,L+L’)n(L+L’,3L—L’):(D,
2 2 2 2
0 que é um absurdo. n
O significado intuitivo do fato de (a,) possuir limite L é que, estabelecendo-se uma
margem de erro mediante um ndmero positivo €, podemos substituir todos os termos da

sequencia a partir de N(¢), por L e o erro cometido com esta aproximacado é menor que €.
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Proposicao 2.2 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracio: Seja (a,) uma sequéncia convergente para L. Considerando € = 1 temos

que existe N € IN, tal que |a, — L| < 1, para todo n > N. Como
la,| = la, — L + L| < la, — L| + |LI,
entdo, para todo n > N temos |a,| < 1 + |L|. Tomemos agora
M = max{lai|, |azl, - -, lan-al, 1 + |LI}
e obtemos |a,| < M, V¥n € IN, demonstrando que (a,) é limitada. n

Proposicao 2.3 Uma sequéncia (a,) crescente limitada converge para o supremo a dos seus

termos, entdo vale sempre a, < a.

As sequéncias convergentes apresentam um comportamento plenamente com-

pativel com as operacgdes algébricas em IR.

Proposicao 2.4 Se (a,) converge e lim a, = a, entdo (|a,|) converge e lim |a,| = |a|.
Nn—00 Nn—00
Demonstra¢ao: Dado € > 0, existe N € IN tal que |a, —a| < e sen > N. Mas
lan| = lall < la, —al,

donde, obtemos ||a,,| — |a|| < € se n > N. []

E importante observar que a reciproca da proposi¢do anterior ndo é verdadeira, a
menos que a2 = 0, como podemos constatar com o exemplo da sequéncia divergente
((=1)") cuja sequéncia obtida tomando-se o valor absoluto de cada termo é a sequéncia

constante e igual a 1, portanto, convergente.

Proposicao 2.5 Seja (a,) uma sequéncia convergente e tal que a, > 0 para todo n € IN. Entdo

lima, > 0.

n—-o0

Demonstra¢iao: Suponhamos, por contradi¢do, que %1_{210 a, = a < 0. Entdo, existe N € N
tal que

la, —al < —% sen > N.

a

5 < 0, para todo n > N o que é uma contradi¢do. =

a
Portanto a,, —a < ) donde a,, <

Coroldrio 2.1 Sejam (a,) e (b,) sequéncias convergentes de niimeros reais tais que a,, > b, para

todo n € IN. Entio lim a, > lim b,,.

n—-oo n—oo
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Demonstragao: Considere ¢, = a, — b, > 0, vale paran > N que ¢, > 0. Entdo, (c,)
é convergente por ser subtragdo de sequéncias convergentes, logo lim ¢, = lima, —
n—oo n—-oo

lim b,, > 0 e dai lim a,, > lim b,,. [

n—oo n—00 n—-oo

Teorema 2.3 (Bolzano - Weierstrasss) Toda sequéncia limitada possui uma subsegéncia con-

vergente

2.2.1 Sequéncia de Cauchy

Nesta se¢do veremos o conceito de sequéncia de Cauchy e suas principais proprie-
dades.

Definigdo 2.11 Uma sequéncia (a,) é denominada sequéncia de Cauchy se, para cada e > 0
existe um N(e) tal que

m,n ZN(e) = |am _ﬂnl <€

Definic¢do 2.12 Dada uma sequéncia x = (X,)nen, Uma subsequéncia de x é a restrigdo da

fungdo x a um subconjunto infinito N’ = {n; <--- <mn <...}deIN.
Teorema 2.4 Selimx, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragio: Seja (x,) com k € IN uma subsequéncia de (x,). Como limx, = g,

entdo, dado € > 0, existe ny € IN tal que x, € (a — €,a +€), Yn > ny. Em particular,

Xy, € (a—€,a+e€), VY > ny. Logo, limx, =a. [ ]

Proposicao 2.6 Se uma sequéncia de Cauchy (a,) tem uma subsequéncia que converge para

para a, entdo lima, = a.

n_,00

Demonstracio: Seja (x,) uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy (x,), tal que

%im a,, = a. Entdo, dado € > 0,dk; € N tal que

€
Xy, —al <=, Vk=ko.
2
Como (x,) é de Cauchy, existe m; tal que
€
[, — x| < > Ym,n > m;.
Tomemos N = max{ky, m;} e fixemos um k > N natural com 1, > N, temos;
€
|xn —lll < |xn - xnkl + |an _al < E +

Portanto lima, = a.

n_,00
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Proposicao 2.7 Adimitamos que em R toda sequéncia de Cauchy é convergente. Entdo todo

subconjunto de R, ndo vazio e limitado superiormente possui supremo.

Definicdo 2.13 Duas sucessoes de Cauchy de niimeros racionais dizem-se equivalentes, o
que se simboliza por (a,) ~ (by), se a sucessdo (a, — by,), constituida pelas diferencas dos termos

da mesma ordem nas duas sucessoes, tiver como limite o niimero racional zero, isto é,
(a,) ~ (b,) = (a,—b,) >0

Teorema 2.5 A relagio ~, é uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto S¢(Q) que é compativel

com a adig¢do e multiplicagio do anel S¢(Q).

Demonstracdo: Mostremos que a relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre o

conjunto S¢(Q). De fato,

(i) Reflexividade:
(@) ~ (@), pois (@, = a,) = 0.
(ii) Simetria:
(an) ~ (by) & (by) ~ (a,), pois (a, — b,) — 0 também (b, —a,) — 0.
(iii) Transitividade:
Se (ay) ~ (bu) € (bn) ~ (cn), entdo (a,) ~ (cu)-
o que se justifica com a seguinte implicagdo:
lim(a, — b,) = 0e lim(b, — ¢,) = 0 = lim(a, —c,) = 0.

De fato,

lim(a, — ¢x) = im(a, — by + by — ) = 0 = lim(a, — b,) + lim(b, — ¢,)) = 0.

Se (a,),(by) e (c,) sdo sequéncias de Cauchy e se (a,) ~ (b,) , mostremos que

(@, +cy) ~ (b, +c,)

(ancn) ~ (bncn)
isto é, a relagdo ~ é compativel coma adigdo e com a multiplicagdo.

De fato,
(ﬂn + Cn) - (bn + Cn) = (an - bn) — 0

também temos

(a.c,) — (bycy) = (a,c,, — b,c,) = (a, — by)(c,) — 0
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Coroldrio 2.2 Se (a,),(b,), (cn)e(d,) sdo sequéncias de Cauchy e se (a,) ~ (by) e (cn) ~ (d,),
entdo (a, + c,) ~ (b, +d,) e (a,c,) ~ (b,d,).

Demonstra¢ao: Como (a,) ~ (b,) e (cx.) ~ (d.), temos pelo resultado anterior que
(an +¢y) ~ (by +cy) € (cy + by) ~ (dy + by). Logo, pela transitividade de ~ segue que
(a, +cp) ~ (b, +dy).

Do mesmo modo, temos
(@ncy) ~ (bncn) e (Cnbn) ~ (dnbn)/
donde segue, pela transitividade de ~ que

(ancn) ~ (bndn)

n
Se (a,) é uma sequéncia de Cauchy, a classe de equivaléncia (a,) médulo ~, é
definida por
(@) = {() € SHQ) : () ~ (@)},
onde, S¢(Q) € o anel das sequéncias de Cauchy de elementos de Q.
O conjunto quociente de S¢(Q) pela relagdo de equivaléncia ~ sera indicado por K,

isto é, K = 5¢(Q)/ ~. Pelo teorema 2.2, temos:

@’V@{:}(ﬂn_bn)_)o

Definiremos a soma e produto de dois elementos quaisquer a = (a,,) e f = (b,,) de

K, isto é, por meio de

a+p=(a,+by).

ap = (auby).

De acordo com o Corolario acima estas defini¢des ndo dependem dos representan-
tes (a,) e (b,) das classes de equivaléncia a e . Ficam assim definidas as operagdes de
adigdo e de multiplicagao.

1) ((@n), (bu)) = (an + by);
ii) ((ax), (bu)) = (anby) sobre S¢(Q)/ ~.

Teorema 2.6 As operagoes i) e ii) acima definem uma estrutura de corpo comutativo sobre R.
Demonstracido: (Al) A adicdo é associativa, isto é,\/@, @,@ € K, temos:

(@n), (bn), (cn) (@n) + ((bn) + (cn)) = (@n) + ((bn) + (cn))
((@n) + (b2)) + (cn) = ((@n) + (bn)) + (cn)
(@n) + (bu) + (cn)-

26



(A2) A adicdo é comutativa, isto é, V@,@ € K. De fato,

(an) + (bn) = (a, + by) = (b, + a,) = (by) + (a).

(A3) Consideremos 0’ = 0, determinada pela sequéncia constante (0). Temos que,
Ya =ua, € K. Logo,

a+0 =(@a,)+0=(a,)=a.

Portanto, 0" é o elemento neutro para a operagdo da adigdo definida sobre K.

Observacao 2.1 Note que, uma sequéncia (x,) pertence a classe de equivaléncia 0’ se, e somente

se, (x,) converge para zero, portanto 0’ +— 0.

(A4) Seja a = @ um elemento qualquer de K e consideremos —a = —(a,). Temos,
a+(—a)= @) +(-a,)=0=0".

Portanto, —a = (—a,) é o oposto de a = (@)
(M3) Considere 1’ = (1), determinada pela sequéncia constante (1). Temos, para

todo a = @e K que:

a-1"=(ay)- (1) = (a,) = a.

Portanto 1" é o elemento unidade para a operagdo multiplicagdo definida sobre K.
(M4) Seja a = @ # 0. Entdo, (a,) € So(Q) logo, existe um ntmero natural p tal
que a, # 0, V¥n > p. Assim, consideremos a sequéncia (b,) definada por b; = 1 para
i=01---,peb, =a, VYn >p. Mostra-se que (b,) é de Cauchy e que (b,)-(a,).
Logo, a = a, = b,. E portanto, a sequéncia (b,) é inversivel em S¢(Q) e sua inversa é a

1 1 = 1’. Portanto, a é inversivel. m

sequéncia (b,'), pondo -se a~! = (b;!), teremos a - a~

Vamos agora, no conjunto de todas as sucessdes de Cauchy de nameros racionais,
agrupar num mesmo subconjunto aquelas que sdo entre si equivalentes.

Consideremos cada um desses subconjuntos como elemento de um novo conjunto,
o conjunto K, constituido pela totalidade dos subconjuntos de sucessdes de Cauchy
que agora foram criados.

Podemos distinguir dois tipos de elementos de K: os que sdo constituidos por
sucessOes de Cauchy convergentes no dominio dos ntimeros racionais, e os que sdo
constituidos por sucessdes de Cauchy ndo convergentes.

A cada um dos elementos do primeiro tipo, corresponde biunivocamente um
numero racional, isto €, o elemento constituido pelo conjunto das sucessdes que con-

vergem para um ntmero racional £ corresponderd ao niimero racional =-.

Definicao 2.14 Os elementos de K denominam-se de niimeros reais.
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Designaremos por [a,] o namero real constituido pelo conjunto de todas as sucessdes
equivalentes a sucessdo (a,,) e a sucessdo (a,) ou outra qualquer (a,) que lhe seja equi-
valente, diremos representante do namero real [a,].

Se a sucessao (a,) tem limite no dominio Q, dos niimeros racionais, e se esse limite
é a, o namero real [a,], serd representado por [a], uma vez que a sucessdo (1), com
todos elementos iguais ao nimero racional a, tem como limite a e € uma sucessdo que
pode ser utilizada para representar [a,], pois é equivalente a (4,). Assim, podemos
denominar de [0] o niimero real que corresponde ao conjunto de todas as sucessdes de
niimeros racionais que convergem para o nimero racional 0. Da mesma forma,[1] o
nimero real que corresponde ao conjunto de todas as sucessdes de niimeros racionais
que convergem para o nimero racional 1, e assim sucessivamente. Assim, quando
ndo necessitarmos utilizar sucessdes representativas dos ntimeros reais utilizaremos as

letras mintsculas gregas.

2.2.2 Ordenacao do Conjunto dos Niimeros Reais

Teorema 2.7 O conjunto Q' de R, formado por todas a classes de equivaléncia (a), ondea € Q,
é um isomorfismo de R e a aplicacio ¢ : Q — Q' definida por ¢(a) = (a) é um isomorfismo do

corpo Q dos niimeros racionais no corpo Q'

z

Demonstragdo: Mostremos que Q" é um subcorpo de R. De fato,
(1)0,1€ @, pois0,1 € Q

(ii) se E,E € Q, entdo a — b=a-b Comoa-bce Q, pois a,b € Q, segue que

a—beQ’,ouseja,E—EeQ.
(iii) Se 2beQ eb # 0, entdo (a)(b) = (a)(™1) = (ab~1). Como (ab7!) € Q, entdo
(@b 1) € Q, ou seja, @))€ Q.

Agora, mostremos que a aplicagdo ¢ : Q — Q" é um homomorfismo. De fato, se

a,b € Q, temos;
(i) p((@ +b) = @+ ) = @ + (B) = p(a) + p(b);
(V) p((a-b)) = (a-b) = (a) - (0) = p(a) - p(b).
Finalmente mostremos que ¢ é um isomorfismo. Para isto, mostremos primeiro

que @ é um homomorfismo injetivo. De fato, seja
N(p)=la€Q: 9@ =(0)}={aeQ: (@)= D)

Note que, {0} C N(a). Entdo ¢(a) = @, ou seja, @ = @ = () € @ Mas, @ ={(x,) €

5¢(Q) : (xx) ~ (0)}.
Logo, (x, — 0) € 50(Q), ou seja,

(0) = {(x4) € SH(Q) : lim x,, = 0}.
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Dai, se (2) € (0), entdo lim(a) = 0 = (1) = (0) = a = 0. Portanto, N(p) = {0}, e @ é

injetiva. Evidentemente ¢ é sobrejetiva, e portanto ¢ é um isomorfismo de Q em (Y,

como queriamos mostrar. n
A partir de agora identificaremos Q com Q" por meio do isomorfismo ¢, isto &,

poremos a = @, Ya € Q. Assim, temos0=0"el =1".

Indiquemos por Py (respectivamente Pj) o conjunto de todos os ntimeros racionais

positivos (respectivamente, estritamente positivos).

Definigao 2.15 Diz-se que uma sequéncia (a,) € S¢(Q) é estritamente positiva se, e somente

se, existe M € Py e existe ng € IN tais que M < a,, para todo n > n,

Lema 2.1 Uma sequéncia (a,) € Ss(Q) é estritamente positiva se, e somente se, (a,) € So(Q) e

existe ny € N tal que 0 < a, Vn > ny

Lema 2.2 Sejam (ay), (b,) € S¢(Q). Se (b,) ~ (ay) e se (a,) é estritamente positiva, entdo (b,)

também é estritamente positiva.

Demonstragdo: Temo que existem M € P e p € N tais que M < a, ¥n > p, por outro

M
lado a sequéncia (b, — a,,) é convergente a zero. Logo, dado - € Pj existe g € IN tal que

|bn—an|<A—/I,ouan—M<bn<an+]\—2/I Vn > gq.

2 2
Pondo-se ny = max{p, g} teremos, para todo n > ny
M M M
bn>an—?>M—7=7.
Portanto, b, é estritamente positiva. ]

Definicdo 2.16 Um niimero real o = (ay,), onde (a,) € S 7(Q), ¢é estritamente positivo se, e

somente se a sequéncia (a,) é estritamente positiva,

Chamaremos de P* o conjunto de todos os ntmeros reais que sdo estritamente
positivos e colocaremos P = P* U {0}. Definiremos uma relacdo <, sobre IR, do seguinte

modo: se @, € R, entdo a < f se, e somente se, f —a € P.

Portanto, se a = (a,) e se f = (b,), temos: a < ff se, e somente se,(a, — b,) ndo convergem

para zero e existe ny € IN tal quea, < b, Yn > ny

Teorema 2.8 A relagido < é uma ordem total sobre R, que é compativel com a adigdo e com a

multiplicagdo.

Demonstracao:
H)P+PcCP

Sejam a = (a,) e B = (b,) elementos e P. Se @ = 0 ou § = 0, temos que a + € P.
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Logo,podemos supor que @ # 0 e 5 # 0 pela definigdo 2.15, existem p, g € N e existem
M, M, € P tais que
M, <a, Vn>p

M, <b, Vn>q

Pondo ny = max{p, g}, teremos, Yn > ny
O<M +M,<a,+b,

. Portanto, (a, + b,) é estritamente positiva e entdo a + € P*.
1) Pn (-P) = {0}
Seja o = (a,) um elemento de P N (=P) e suponha que fosse a # 0. De a € P resulta do
lema 2.1, que existe p € N tal que 0 < a, Vn >p,dea € —P vem —a = m € P*. Logo,
existe g € IN tal que 0 < —a,, oua, <0, Vn > g.
Tomando n > max{p, g} teremos 0 < a, e a, < 0 e chegamos assim a uma contradicéo.
1) PU(-P) =R
Sejaa = (a,) um elemento real qualquer e suponha que a ¢ P. Logo, (4,) ndo converge
para zero. Portanto, existe M € P; e existem 1y € IN tais que a, < —M para todo 1 > ny,
ou seja, —a € P* eentdo —a € P.
IV)PPCP
Sejam a = (a,) e B = (by) dois elementos de P. Se & = 0 ou B =0, temos que a § € P.
Logo, podemos supor que @ # 0 e f # 0. Assim, temos afp = m # 0, ou (a,)(b,) ndo
converge para zero.

Por outro lado, existem p, g € IN tais que

a, >0 Vn>p

b, >0 Vn>q.

Portanto, para todo n > max{p, g} teremos a,b, > 0 e entdo (a,b,) é estritamente positiva,

ou seja, aff € P.

n
A ordem leq, definida sobre IR, induz a ordem habitual sobre o corpo Q dos ntimeros
racionais, pois ja sabemos que o corpo Q sé pode ser ordenado de um tinico modo.

Portanto, em particular, temos Py = P U Q.

Lema 2.3 O corpo ordenado R é arquimediano.
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Lema 2.4 Se (a,) € S¢(Q), entdo (a,) € S.(R), isto é, toda sequéncia de Cauchy de niimeros

racionais, é convergente para um niimero real, além disso, temos lima,, = (a,)
Lema 2.5 Toda sequéncia (a,) € S(Q) monétona pertence ao conjunto S.(IR)
Teorema 2.9 O corpo ordenado R dos niimeros reais é completo.

Demonstragao: Uma outra prova que os niimeros reais é completo, além do isomor-
fismo que faremos no capitulo 4 pode ser encontrada em (MONTEIRO, 1969, P.261) ou
(KUHLKAMP, 2002, P, 212). |
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Capitulo 3

Densidade

Nesta se¢do veremos o conceito de densidade e suas principais propriedades. também

dedicaremos este capitulo a questdes do PROFMAT.

Proposicao 3.1 (caracteriza¢ao do supremo) Seja A um conjunto limitado superiormente
de Q. Entdo, u € Q é o supremo de A se, e somente se:
a) u é cota superior de A, isto é, x < u, VYx € A;

b) Dado qualquer racional r > 0, existe x € A tal que u —r < x.

Demonstra¢ao: Suponhamos que u é o supremo de A, entdo u é cota superior de A,
portanto satisfaz a primeira condigdo.

Se existisse um 1y > 0 tal que u —ry > x, Yx € A, entdo u — ry, que estritamente menor
que u seria cota superior de S 0 que contradiria a minimalidade de u. Portanto, pra
cadar >0, existex € Stal queu —r < x.

Reciprocamente, suponhamos que u satisfaz a) e b). Seja t uma outra cota superior de
S. Se fosse t < u tomarfamos r = u —t < 0 e, por b) existiria x € S com u — (u — t) < x.
isto é, t < x, que contradiria a hip6tese de t ser cota superior de S. Portanto u < t, donde

supS=u n

Teorema 3.1 (Propriedade do Supremo) Existe um corpo ordenado K, tal que todo subcon-

junto A de K limitado superiormente, possui supremo em K.

Propriedade 1 Ser <s, entdor < 5= <.

Demonstragio: Ser < s, temos que, 2r <r+ser+s < 2s, dai,
2r<r+s<2s

, 1sto é,
r+s
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Proposicao 3.2 Sejam a e b niimeros reais com a < b. Entdo, exister € Q tal quea <r < b.

Demonstragido: Vamos separar a demonstra¢do em 3 casos:

Casol: 0<a<b

Pela propriedade Arquimediana existe um k € IN tal que k(b — a) > 1, de modo que te-
mos, 1 +a < b. Seja A = {m € IN;m > ka}. Novamente pela propriedade Arquimediana
segue que A # 0.

Usando o principio da Boa Ordenagdo ' de IN (que afirma que todo subconjunto néo
vazio de IN possui um menor elemento), temos que o conjunto A possui um menor

elemento, digamos 1. Entdo,

Nno nog — 1
—>qa e <a
k k
Portanto,
no 1
a<—<-+a<b
k k
Assim,
Mo

r=—¢cQea<r<b

k

Caso2:a<0<b
Outra vez pela propriedade Arquimediana existe k € IN tal que kb > 1. Neste caso
0<r=1<be, portanto,a <r <b.
Caso3:a<b<0
Neste caso temos 0 < —b < —a que se enquadra nos casos anteriores, logo existe r € Q
tal que —b <r < —aouseja,a < -r <b.

n

Coroldrio 3.1 Sejam a e b niimeros reais com a < b. Entdo, existe t € R — Q tal quea <t <b.

Demonstragdo: Sendo a < b entdo % <r< % Assim, t = rV2 € R—Q é tal que

a <t < b, como queriamos mostrar. n

Definicao 3.1 Seja D C R. Dizemos que D é denso em IR se para todo intervalo aberto (a, b)
de R temos D N (a, b) + 0.

1Todo subconjunto ndo vazio A C IN possui um menor elemento, isto é, um elemento 71y € A tal que

ng < n para todon € A.
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A Proposicdo 3.2, juntamente com seu Corolario, afirmam exatamente que Q e R — Q
sdo ambos densos em R. O fato de Q ser denso em IR, juntamente com o fato de
ser enumerdvel, conforme veremos na préxima se¢do, conferem a R uma “estrutura

topolégica”importante chamada de Espago Topolégico Separavel.

3.0.1 Aplicacdes da densidade dos racionais e irracionais nos reais

Nesta secdo apresentaremos algumas questoes, juntamente com as suas solugées que
ja fizeram parte do exame de acesso do Profmat, assim como questdes da disciplina

MAT11, envolvendo o conceito de densidade.

Exemplo 3.1 (AVI MA11 2011) Dado qualquer niimero real € > 0, prove que existe um

niimero racional a tal que 0 < a < €.

Solucao: Pela propriedade Arquimediana, como IN ndo é limitado superiormente, exite

n € N tal que n > ‘/TE, Entéo,

\/f 1 €

n>———< —.

€ n \/§

Multiplicando esta dltima desigualdade por V2, temos:

V2
0<—<e.
n

Exemplo 3.2 (AVI MA11 2011) Mostre que todo intervalo [a,b], com a < b contém algum

nuimero irracional

Solucdo: Se a ou b for irracional, ndo hd o que provar. Se a for racional, subtraindo
a de todos os numeros do intervalo [g, b], ficamos com o intervalo [0,b — a]. Tomando

€ = b —a, obtemos o irracional @ < b — a e maior que zero. Entdo, a + a é irracional.

Exemplo 3.3 (ENQ - 2014.2) Sejam x e y dois niimeros racionais com x < .
X+ - X
<yequex<x+y— <.

V2

(b) Mostre que entre dois niimeros racionais quaisquer existe pelo menos um niimero racional e

(a) prove que x <

um irracional.

Solugao: (a) Como x < y por hipétese, somando x em ambos os lados desta desigual-

X+
dade tem-se 2x < x + y, logo x <

De modo andlogo, somando y em ambos os lados de x < y tem-se x + y < 2y, ou seja,
x+y X+

< y. Portanto segue-se que x < 7 <y

Por outro lado,

x<y:y—x>0:>y;>0

V2
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y—Xx
\/5 .

Para demonstrar a segunda parte da desigualdade, observe que x + W < yequivale

a V2x + y —x < V2y ou ainda, (V2 - 1)x < (V2 - 1)y que nos da x < y. Portanto,
- X

< y e, juntando as duas
V2

partes chega-se a desigualdade desejada, x < x + % <y.

(b) A primeira parte do item (a) nos diz que o nimero z; =

e somando x em ambos os lados desta tltima desigualdade, obtém-se x < x +

usando argumento de volta, pode-se concluir que x +

X+
Y esté situado entre

0s niimeros racionais x e y e como soma e produto de ntimeros racionais é um niimero

racional, segue que z; satisfaz a condi¢do requerida.

V2

0s ntimeros racionais x e y e para concluir, basta ver que z; é irracional.

A segunda parte de (a) nos diz que o namero z, = x + também estd situado entre

Sabemos que —= ¢ irracional e que produto de irracional por racional ndo nulo é
irracional. Como y — x > 0 é racional, segue que
PN .
T
é irracional. A soma de um racional com um irracional também é irracional e portanto
- X

V2

é irracional e estd situado entre os ntimeros racionais x e y.

Zr =X+

Exemplo 3.4 (AV1 MA11 2014) Considere o conjunto dos niimeros racionais diddicos D =
{zﬂ mnez,n ZO}

(a) Prove que se a e b sio niimeros reais com a < b, entdo existe d € D tal quea <d < b.

(b) A partir do item (a) conclua que em qualquer intervalo (a,b) existem infinitos niimeros

racionais diddicos.

1
Solugao: (a) Sejan € N tal que 0 < o < b—a. Logo 2"b—2"a > 1. Como 2"b e 2"a estdo

a uma distancia maior que 1, segue que existe m € Z tal que 2"a < m < 2"b. Portanto

m
a< o <b.
1
(b) Seja np um ndmero natural tal que 0 < o < b —a. Usando o item (a), existe
m 1
um numero diddico — € (a,b). Tomando n > ny temos 0 < — < — < b-—-ae
2n0 211 2710

desta forma, seguindo a construc¢do do item (a),para cada n > ny, existe um ntimero
diddico pertencente ao intervalo (4, b). Portanto, existem infinitos nimeros diddicos no

intervalo (a, b).
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Capitulo 4
Isomorfismo

Nesta se¢do mostraremos que R é um corpo ordenado completo, pois veremos que

R é isomorfo a um corpo K, o qual é ordenado completo.

Teorema 4.1 Seja K um corpo ordenado completo. Entdo existe um isomorfismo ¢ : R — K
de corpos ordenados, ou seja, uma bijecdo que satisfaz as propriedades sequintes.

(1) Dados x,y € R, vale p(x + y) = @(x) + @(y);

(ii) Dados x, y € R, vale p(x - y) = @(x) - (y);

(iii) Dados x, y € R, se x < y, entdo p(x) < ¢(y).

Assim, podemos identificar R com K via x = ¢(x)
Demonstrac¢ao: Seja ¢ : R — K definida por:

p: R — K

@ pa) = (@),

onde o é um corte, isto é, & = {x € Q : x < r} sendo r o supremo de «, e@ ={(x,) €Q:
(xn) ~ (an)}.

Notemos que ¢ estd bem definida

Sejam a,  cortes taisque o« = {x e Q: x <rfepf ={y € Q: y <s}. Queremos
mostrar que

a=p= p(a)=ep).

onde (1) = {(x) € Q : (x) ~ (@)} com () € we (B) = {(¥n) € Q = (ya) ~ (b)) com
(yn) € B. L

De fato, seja a = . Entéo, ¢(a) = (a,), donde temos que, para todo x, € (a,) implica
() € Qe () ~ (@,). Assim, (x,) = ().

Por outro lado, x, C a = 8, logo x,, C  isto implica que (x,) C Q e (x,) ~ (b,). Logo

@ = @ e portanto,

(@) = (bx) = @(a) = p(B).
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Mostremos agora que ¢ satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Dados a, 8 € R, vale ¢p(a + ) = @(a) + ¢(B). De fato, temos: @(a + ) = (a, +by,) =
(@n) + (b2) = @(a) + @ (P).

(if) Dados a, f € R, vale p(a - ) = p(a) - p(5). Com efeito,

(P(O[ : ,8) = (an : bn) = (an) : (bn) = (P(O() ’ (P(,B)
(if) Dados «, f € R, se a < B, entdo ¢(a) < ¢(p).

Dados a < f escolhemos 1,5 € Q, tais que a < v < s < . Entdo, como ¢(r) < ¢(s),
resulta @(a) < @(r) < @(s) < @(p).
e Mostremos que ¢ é injetora. Considere f(a) = f(B) = @ = @, ou seja, para todo
(xy) C a, (x,) ~ (@) = (x,) ~ (bn), logo @ C p da mesma forma, para todo (y.) C f3,
(Yn) ~ (by) = (y4) ~ (a,), logo B C a e portanto a = .
e Por fim, Mostraremos que ¢ é sobrejetora.
Dado a, € K, existe (x,,) C Q tal que x, ~ a,,. Considere o conjunto a = {x, € Q : x,, < 1}
Temos que, (x,) € Q e (x,) é limitada, pois é de Cauchy em Q. Seja r = sup{x, : x, € Q},

tal r existe pelo Teorema de Dedekind. Logo, ¢(a) = a,,. n
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Capitulo 5
Equivaléncia

Nesta secdo mostraremos a equivaléncia das duas formas de obter IR, isto é, que a
construgdo via cortes implica na construcdo via sequéncia de Cauchy e que a construgdo

via sequéncia de Cauchy resulta na construcao via cortes.

Teorema 5.1 (Teorema de Dedekind) Suponha que R se escreve como uma unido de dois
subconjuntos disjuntos ndo vazios A e B tais que para todo a € A e para todo b € B vale que

a < b. Entido, existe um tinico ¢ € R satisfazendo a < c para todoa € Aec < bparatodob € B.

Demonstragio: Para a demostra¢do do teorema 5.1, sugerimos o leitor ver [8]. [

Definicao 5.1 Uma sequéncia (a,) é denominada sequéncia de Cauchy se, para cada € > 0
existe um N = N(e) tal que
m,n > N(e) = |a, —a,| <€

Nos capitulos anteriores fizemos a construcdo dos reais através de Cortes de Dede-
kind e também através de Classes de Equivaléncias de Sequéncias de Cauchy. Nosso
intuito neste capitulo é mostrar a equivaléncia entre as constru¢des dos niimeros reais
via Cortes e Sequéncia de Cauchy.

Vimos que toda sequéncia de Cauchy converge em R e vamos mostrar que isto
determina um corte em R.

e Com efeito, sejam A # 0, B # (0 subconjuntos de R taisque AUB=ReANB=0.Se
a€AebeB, entdoa < b. Sejam

c=supA e d=infB

que existem pela Proposic¢do 2.7. Suponha ¢ < d.
Considere x = 2. Tem-se x € A ou x € B. Se x € A resulta que que ¢ ndo é supremo

de A, pois ¢ < x. Se x € B resulta que d nédo é o infimo de B, Pois x < d. Assim c > d.
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Considere y = %4, Note que pela defini¢do de infimo e de supremo de um conjunto,
existem b € Bea € A tal que

d<b<y<a<c

o qual é um absurdo, poisse y € Aresultab < yesey € Bresultay <a. Assima >c >d,
para todoa € A e para todo b € B.

e Reciprocamente, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Logo, (x,) é limitada. Pela
caracterizagdo do supremo, 3.1, todo conjunto limitado superiormente possui supremo
em R. Também pela demonstracdo do teorema de Bolzano-Weierstrass 2.3, existe uma
subsequéncia (x,,) de (x,) tal que (x,) é monétona. Suponha que (x,) é monétona
crescente. Entdo

limx,, = supix,;k€N}=a

Seja € > 0. Entdo, existem m,n > N tal que

€
|x, — x| < 5

Também existe k, tal que

€
lx,, —al < X r>k.

Para n,, com r > k, n, > N e n > N resulta das tltimas desigualdades

|xn - ﬂl < |xn - xnrl + |xny - Lll <€
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Capitulo 6
Consideracgdes finais

Este estudo é direcionado basicamente ao professor de matemdtica, com o objetivo
de oferecer uma base mais refinada, para que o ensino do contetido abordado seja
feito com mais clareza e seguranga. Com este pensamento, foi feito um trabalho de
construgdo dos niimeros reais, usando duas linhas de pensamentos bem distintas.

Num primeiro momento construimos os ntimeros reais através de Cortes de De-
dekind, mostramos as propriedades da adi¢do, multiplicagdo e a distributiva da adigdo
em relagdo a adi¢cdo, mostrando assim que os ntimeros reais, definidos como cortes
formavam um corpo. Determinamos também uma relacdo de ordem. Chegamos a
conclusdo que os reais era um corpo ordenado. Num segundo momento construimos
os nuimeros reais através de Classes de equivaléncia, que passou pelas mesmas etapas,
e chegamos a um resultado andlogo sobre os ntimeros reais.

Foi realizado também um isomorfismo entre um corpo ordenado completo e os
numeros reais, chegando-se a conclusdo que os ntimeros reais é um corpo ordenado
completo.

Apbs as construgdes foi feita uma equivaléncia entre as mesma, mostrando assim
que um corte era equivalente a uma sequéncia de Cauchy.

Finalizando, nosso intuito é poder contribuir para uma melhor compreensao e
entendimento do contetido abordado, e que nosso trabalho possa ajudar o professor,
oferecendo-lhe uma base mais aprofundada, para facilitar o aprendizado do seu alu-

nado.
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