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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma sequéncia diddtica para que o
aluno consiga aprender de forma indutiva a no¢do de série geométrica convergente. A
proposta foi aplicada e desenvolvida em uma turma do 9° ano do ensino fundamental
e os resultados obtidos foram muito satisfatérios. O trabalho também contém uma
resenha histérica dos conceitos de sequéncias e séries geométricas.

Palavras Chaves: Série Geométrica, Sequéncia Geométrica, Ensino Fundamental.
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Abstract

This work aims to develop a didatic sequence for the student can learn inductively
the notion of convergent geometric series. The proposal was applied and developed in
a class of 9th grade of elementary school and the results obtained were very satisfactory.
The work also contains a historical review of the concepts of sequences and geometric
series.

Keywords: Geometric series, geometric sequences, elementary school.
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Introducao

Vamos considerar inicialmente um quadrado de drea 2 m?, conforme figura 1.

Figura 1: Quadrado de 4rea 2m?

Assim, se dividirmos a drea desse quadrado pela sua diagonal, qualquer dessas

partes corresponderd a 1 -A = 1 -2m? =1m?,

Figura 2: A 4rea I corresponde a 1 da é4rea total

Consideremos agora a area I conforme a figura 2. Dividindo-o em duas partes

iguais, obteremos § ‘A = § - 2m?* = 1 m?.

Figura 3: A soma das 4reas I e Il corresponde a 1 + 3



=

Dividindo na metade a area II obtida anteriormente, teremos % ‘A=

que corresponde a area III da figura 4.

Figura 4: A soma das 4reas I, Il e Ill corresponde a 1 + 1 + 1

Procedendo, dessa forma, obtemos uma sequéncia infinita de parcelas de areas que
a medida que somamos, essa soma se aproxima cada vez mais da 4rea total, que é 2m?,
ou
1+1+—+1+~--:2.

Portanto, o objetivo desse trabalho é ajudar ao aluno a compreender e obter de forma
rigorosa a soma das parcelas acima. Aplicar-se-4 o0 método a outras situagdes seme-
lhantes.

No exemplo acima aparecem os conceitos de sequéncia de nimeros e de soma de

nimeros. A seguir faremos um breve relato histérico desses conceitos.



Capitulo 1

Um pouco de histdria das sequéncias e

séries

Ha relatos no papiro de Ahmes ( ou Rhind), século XVII a.C., do uso de progressdes,
no Egito. O papiro de Ahmes é um texto matematico que tem 85 problemas na es-
crita hierdtica. Dentre esses problemas, existem alguns relacionados as progressoes

geomeétricas e aritméticas.

Figura 1.1: Papiro de Rhind

Os babildnicos também utilizaram progressdes, por exemplo, na tdbua de Louvre,
por volta de 300 a.C. Um problema, sobre progressdes, encontrado nessa tabua, relata
que:

1+2+22+22+.-- +28 4279 =27 4+2% 1.

Os Pitagoéricos notaram que, por meio dos estudos do som, a vibragdo das cordas

5



produzia uma frequéncia que formava uma sequéncia. Presume-se que é devido a
Pitdgoras (585 a.C. - 500 a.C.) e aos sdbios gregos que viveram posteriormente a ele,
a criacdo da Aritmética. Isto porque eles conheciam as progressdes aritméticas, as

geométricas, as proporgdes e os quadrados de uma soma ou de uma diferenca.

Figura 1.2: Pitdgoras

Os matematicos Euclides de Alexandria (século Il a.C.), Diofanto (século Il d.C.)eo
hindu Aryabhata (499 d.C.) utilizaram regras ligadas as progressdes em seus trabalhos.
Na obra de Euclides, Os Elementos, livro VIII, encontra-se as propor¢des continuas
e as progressdes geométricas interligadas, de maneira que: se a propor¢do continua

a:b=>b:c=c:dévalida, entdog,b, c,d formam uma progressdo geométrica.

Por volta de 450 a.C. com os paradoxos de Zendo de Eléia, surgiu pela primeira vez,
em que se tem noticia, o aparecimento da ideia de limite. Esses paradoxos envolvem a
soma de um ntimero infinito de termos positivos a um ntimero finito, que é a esséncia

da convergéncia de uma série infinita de nimeros. Observemos dois desses paradoxos.

1. Paradoxo de Zenao

Ha aproximadamente 2450 anos, o paradoxo mais antigo de que se tem noticia é
o paradoxo de Zendo de Eléia.O problema é proposto por Zendo de acordo com a

descricdo de Hefez [2]:

Imagine que um atleta deva correr, em linha reta, de um ponto a outro distando
1km. Quando o atleta chegar na metade do caminho, ainda faltard 0,5km para chegar
ao seu destino. Quando ele percorrer a metade dessa metade do caminho, ainda faltara
0,25km e quando percorrer a metade dessa distancia ainda faltard 0,125km e assim,

sucessivamente.

Zendo concluiu que o atleta nunca chegaria ao final desse percurso, que é de 1km,

6



porque sempre restaria algo a ser percorrido. Esse paradoxo era verdadeiro para a
época, pois ndo era considerado o fator tempo. Além disso, ao somar mais e mais as
distancias percorridas, conforme figura a seguir, o resultado seria limitado por 1 e deste

se aproximaria tanto quanto quisesse.

~

_;J,—J—

S S

0 1/2 Ty 1

= .

0 1/2 + 1/4 1
k-

0 12 + 1/4+ 1/8 1

Figura 1.3: Paradoxo do corredor

2. O Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga

Zenao considerava a questdo relativa do movimento de dois corpos, de acordo com

Hefez [3], da seguinte maneira:

Aquiles nunca pode alcangar a tartaruga; porque na altura em que atinge o ponto
donde a tartaruga partiu, ela ter-se-a4 deslocado para outro ponto; na altura em que

alcanga esse segundo ponto, ela ter-se-4 deslocado de novo; e assim sucessivamente,

ad infinitum?!.

Figura 1.4: Aquiles e a tartaruga

Note que a distdncia entre o atleta e a tartaruga se tornara tdo préxima de zero

quanto se desejar. Quanto maior a quantidade de repeti¢des dos espagos percorridos,

7

1Ad infinitum é uma expressdo em Latim que significa literalmente “até o infinito”, “sem limite ou

sem fim”, para indicar um processo ou operagdo que continua indefinidamente.
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conforme descrito acima, mais préximo o atleta estard da tartaruga. Assim, mesmo
que o atleta esteja tdo proximo da tartaruga quanto se queira, aquele nunca poderia

alcancar esta.

Depois, vieram Eudoxo de Cnido ( século IV a.C.) e Arquimedes de Siracusa ( 287 -
212 a.C.). Ambos utilizaram o método de exaustdo para alcangar vérios resultados im-
portantes envolvendo dreas e volumes de uma regido. O método da exaustdo consistia
nas seguintes etapas:

1) Inscrever uma sequéncia infinita de figuras de drea ou uma sequéncia infinita de
volumes. Esse, no caso dos sélidos;
2) Soma as &reas ou os volumes dessas figura;

3) A soma obtida se aproximaria da area ou volume da regido.

Dentre os resultados obtidos por Arquimedes, tinha um que a 4drea sob um arco
parabdlico é sempre dois tercos da base vezes a altura. Os trabalhos dele ndo foram
tao rigorosos como os dos matemadticos, Newton e Leibniz, que apareceram depois e

desenvolveram sequéncias e séries.

Fibonacci (1170 - 1240) deu continuidade aos estudos das sequéncias numéricas
que estavam presentes em suas pesquisas. Ele descobriu uma sequéncia de intei-
ros positivos que cada ntmero é igual a soma dos dois termos antecessores, que é
(1,1,2,3,5,8,13, - - -). Essa sequéncia foi introduzida em termos de modelagem de uma
populagdo reprodutiva de coelhos. Além disso, tem muitas propriedades interessantes

e continua sendo aplicada em muitas dreas da matemadtica moderna e da ciéncia.

Oresme (1325 - 1382) estudou taxas de variagdo, como velocidade e aceleracao, por
meio de aproximagdes. O principal trabalho dele foi configurationibus, onde apre-
sentou gréficos de velocidade. O argumento atual utilizado para mostrar que a série

harmonica é divergente foi inventado por Oresme em sua publicacdo.

Galileu (1564 - 1642) aplicou a matematica as ciéncias, em especial a astronomia. Por
meio dos estudos de Arquimedes, melhorou a compreensao de hidrostética, desenvol-
veu os resultados para o movimento sob a gravidade em queda livre e os movimentos

dos planetas. Deu conselhos e desafios aos seus sucessores na duas citagdes abaixo.

1 - Onde os sentidos falham, a razdo deve entrar.
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2 - Infinitos e indivisiveis transcendem nosso entendimento finito, o primeiro por
conta de sua magnitude, o segundo pela sua pequenez; imagine o que eles sdo quando

combinados.

A medida que o célculo foi se desenvolvendo, a compreensao e o entendimento de

séries infinitas foram aumentando.

Para Pascal (1623 - 1662), o infinito era alguma coisa para admirar, mas impossivel
de entender. Achou melhor a abordagem geométrica de St. Vincent (1584 - 1667)
para séries e sua convergéncia no lugar da nova abordagem analitica de Fermat (1601 -
1665) e Descartes (1596 - 1650). Mesmo assim, juntamente com Fermat e Descartes, usou

célculos com séries nas contribuicdes aos fundamentos do célculo diferencial e integral.

No século XVII, muitos matemaéticos desenvolveram métodos algébricos para en-
contra retas tangentes a determinadas curvas. Ambos, Isaac Newton (1641 - 1727)
e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) desenvolveram representa¢des de séries de
fungoes. Usando métodos algébricos e geométricos, Newton construiu as representagdes

para as séries trigonométricas sen(x) e cos(x) e para a fungdo exponencial.

De acordo com Hefez, Isaac Newton, em Principia Mathematica, foi o primeiro a
reconhecer, em certo sentido, a necessidade do limite. No inicio do Livro I do Principia,

ele tenta dar uma formulacgao precisa para o conceito de limite.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), um dos maiores génios da matematica, colabo-
rou de vez para a introdugdo dos cdlculos sobre progressdes. Conforme [13], aos dez
anos de idade, o professor dele pediu, durante a aula, que todos os alunos calcula-se
a soma dos nimeros de 1 a 100. Poucos minutos depois, Gauss mostrou o resultado
correto. Algo que ndo tinha acontecido ainda antes dele. Ele observou que na soma,
1+2+3+---+98+99 + 100, o primeiro nimero que é 1 somado ao tltimo 100 é 101,
o segundo nimero que é 2 somado ao pendltimo 99 é 101, e que procedendo dessa
forma, sempre a soma obtida seria 101. Em seguida, ele multiplicou 101 pelo ntiimeros
de termos dividido pela metade, ou seja, 101.50 = 5050. Ele foi o responsavel pela
férmula da soma dos termos de uma progressdo aritmética. Em 1812, ele deu o pri-
meiro tratamento rigoroso para a nogdo de convergéncia de sequéncias e séries, quando

realizou o estudo da série hipergeométrica, mesmo sem utilizar a terminologia de limite.

9



Figura 1.5: Carl Friedrich Gauss

Um dos grandes matemaéticos franceses da primeira metade do século XIX foi Au-
gustin Louis Cauchy (1789 - 1857). Formulou as no¢des modernas de limite, continui-
dade e convergéncia de séries, implicando em resultados que marcaram uma nova era

para a Anélise Matematica.

Figura 1.6: Augustin Louis Cauchy

Por obra de Abel, Weierstrass, Riemann e outros, no século XIX, desenvolveram a

teoria das fungdes analiticas, que faz uso das séries polinomiais convergentes.
A aplicagdo das progressdes se encontra relacionada também a matematica finan-
ceira. Os juros simples podem ser relacionadas as progressdes aritméticas e os juros

compostos estdo ligados as progressdes geométricas.

A seguir daremos um embasamento tedrico dos conceitos de sequéncias e séries

numeéricas.
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Capitulo 2
Sequéncias Numeéricas

Vamos introduzir nesse capitulo o conceito de sequéncia numérica, particularmente,

os conceitos de sequéncias crescentes e decrescentes, limitadas e ndo limitadas.

2.1 Sequéncias convergentes e divergentes

Vamos definir inicialmente sequéncias.

Definicdo 1 Uma sequéncia de niimeros reais é uma fungio a : N — IR, que associa a cada

niimero n € IN um tinico a,, € R, denominado o n-ésimo termo da sequéncia.

Escrevemos (a1,az,- - , a4y, +) ou (a,)uen, OU (4,), para indicarmos a sequéncia cujo

n-ésimo termo € a,,.

Nao se confunde a sequéncia (a,) com o conjunto a(IN) = {a,: n € IN}. Observemos

que o conjunto a(IN) dos termos da sequéncia (-1,1,-1,1,-1,...) é a(IN) = {-1, 1}.

Exemplo 1 Notemos que (3) =(1,3,%,---,1,---)e(m)=(1,2,3,-- ,n,--+)

! n’

Definicao 2 Sejam (a,) uma sequéncia de niimeros reais e € um niimero real. Dizemos que
(an) converge para €, ou é convergente, se para qualquer intervalo aberto I contendo € é possivel

encontrar um niimero ny € IN tal que a, € I, para todo n > ny. Escrevemos lim a,, = .

n—oo

Dizermos que lim a, = ¢ significa que: Para todo nimero r € R, r > 0, existe um
n—oo

numero 1y € N tal que para todo n > ny temos que a, € (€ —r,{ + 7).

Observemos que a condicdo a, € (¢ —r,{ + r) para todo n > ny, equivale a condi¢ao

|la, — €| < r para todo n > n,.

11
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r > 0, é possivel encontrar ny € N tal que nio < rpara todo n > ny. Dai, temos para todo n > ny

Exemplo 2 A sequéncia (1) = (1 -, %,---) converge para 0. Observemos que dado

1
- < —X<r
n no

Segue que

1
—-r<—=0<r

qualquer que seja n > ny. Logo,

1
- € (-r,1),Yn > ny.

1
Portanto, lim — = 0.

n—oo 11

Defini¢ao 3 Dizemos que a sequéncia (a,) diverge, ou é divergente, se a sequéncia (a,) nio

converge.

Exemplo 3 A sequéncia (n) =(1,2,3,---,n,---) é divergente.

2.2 Sequéncias Crescentes e Decrescentes
Uma sequéncia numérica é uma colecdo infinita de niimeros (a1, a3, a3, - - ).
Exemplo 4 Assequéncias (3,5,7,9,---)e(9,18,27,36, - - -) sdo colegdes infinitas de niimeros.

Usaremos a notagdo (41,4, - - - ,a,) para indicar uma colegao finita de ntmeros.
Uma colecdo finita (a1, 4,, - - - ,a,) ou uma sequéncia (a;, ay, - - - ), ¢ denominada crescente

quando cada termo, com exce¢do do primeiro, é maior do que o termo anterior.
Exemplo 5 As sequéncias (3,6,9,12,---) e (2,4,6,8,10,---) sio crescentes.

Uma colecdo finita (a1,a2,--- ,a,) ou uma sequéncia (a;,4ay,---), é denominada de-

crescente se cada termo, excluindo o primeiro, é menor do que o termo antecedente.

12



11 1

Exemplo 6 A colecdo (1,3, 5,55, ) € decrescente. Observemos que

1 1 1
a1:1>a2:§>a3:§>a4:§>---.

Questao 1 Classifiqgue cada uma das sequintes colecdes como crescente ou decrescente e finita

ou infinita.
a)(2,4,8,16,--)

b)(ll 1 1 )

757257 1257 °
¢) (5,10, 15, 20, 25)

d) (81,72,63,54, )

2.3 Sequéncias Limitadas e Nao limitadas

Uma colegdo finita ou sequéncia é dita limitada superiormente se existir ¢ € R tal

que todo termo da cole¢do é menor do que ou igual a c.

Exemplo 7 Notemos que a sequéncia crescente (1, -3, —1,—3, - - -) é limitada superiormente.

Isto porque existe ¢ = 0 € R tal que todos os termos dessa sequéncia sido menores do que 0.

Uma colegdo finita ou sequéncia é dita limitada inferiormente quando existir b € R

tal que todo termo da cole¢do é maior do que ou igual a b.

Exemplo 8 Observemos que a sequéncia crescente (3,4,5,6,7,---) é limitada inferiormente.
Isto é verdade, pois existe b = 2 € R tal que todos os termos dessa sequéncia sdo maiores do que
2.

Uma colegdo finita ou sequéncia é dita limitada se for limitada inferiormente e

limitada superiormente.

Exemplo 9 A colegio finita (5,10, 15, 20, 25) é limitada inferiormente por 4 e limitada superi-

ormente por 26. Portanto, limitada.

Questdo 2 Exiba um niimero real tal que cada colegio seja limitada superiormente ou limitada

inferiormente.
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a)(32,16,8,4,2,1)
b)(2,2,2,6,18)

c) (0,3;0,03;0,003;---)

d) (2,5,8,11,14,---)
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Capitulo 3

Séries numéricas

3.1 O Uso do Simbolo do Somatoério

Observemos que em determinadas situagdes o simbolo do somatério ), pode repre-
sentar a soma dos termos de uma colecdo finita de termos ou a soma dos termos de

uma sequéncia.

Exemplo 10 A soma dos termos da colegdo finita (1, 3, ;, §) pode ser escrita da forma

L6

1 11
YVEY

()

n=0

e a soma dos termos da sequéncia (1 -+ ) pode ser escrita como

Questao 3 Desenvolva os seguintes somatorios.
a) Zi:l (%)n

b Lo (3)

¢) Yopoa (=1)"

d)Yos (i)n

15



3.2 Séries convergentes e divergentes

Uma série numérica é a soma dos termos de uma sequéncia (a,) de niimeros reais.

Notacao:

[o¢]

Zan=a1+a2+---+an+---

n=1

A partir da sequéncia (a,) associamos uma nova sequéncia, conforme a tabela a seguir.

Tabela 3.1: (S,) é a sequéncia das somas parciais ou reduzidas da série

S m
Sz a) + ap
53 a; +dadp +as

Sn ag+a+---+a,

A sequéncia (S,) é chamada sequéncia das somas parciais, ou reduzidas, da série.

Além disso, a parcela a, é o n-ésimo termo ou termo geral da série.

Definicdao 4 Se existir o limite
S=1m§,,

n—-oo

. 2. [o¢] z
diremos que a série )., a, é convergente e

(o]
S:Zan:a1+a2+---+an+---

n=1

serd chamado a soma da série. Neste caso a série Y., a, é dita convergente. Por outro lado, se

a sequéncia (S,) ndo convergir, diremos que a série Y., a, diverge, ou é divergente.

Exemplo 11 A série ), ,a"!, onde |a| < 1, é convergente e sua soma é

1

Szl—a'

Com efeito, seja (S,) a sequéncia das somas parciais da série ) -, a"~*. Entdo,
S, =1+a+a>+---+a"?
(IDS,a=a+a*>+---+a" ' +a"



Subtraindo (I) de (II), obtemos:

a"-1=aS5,-S,=@@-1).5,.

Dai, .
Sy =
1-a
Assim, |
limSn:Iim( —a)
n—o0 n—oo —a
Segue que
lim( 1 7 )— L — lim “ 1
noeo\l—a 1-a) 1-a noel-a 1-a

n

ja que, lim =0 quando |a| < 1.

. 1 )
Portanto, lim S,, = T— Logo, a série )., a""!, onde |a| < 1 converge e sua soma é
n—oo —a
S=-

1-a°

Afirmacdo 1: Se |a| < 1, entdo lim 1a =0

n—oo —a

Antes de provarmos essa afirmacéo, considere o Teorema e a proposigdo seguintes.

Teorema 1 Sejam (x,), (yn) € (z,) trés sequéncias tais que x,, < y, < z,, para todon € N, com

lim x, = ¢ = lim z,. Entdo, lim y, = ¢.

n—oo n—-oo

Demonstra¢ao: Como lim x,, = lim z, = ¢, dado r > 0 existem inteiros positivos 1, e 1,

n—oo n—oo

tais que para todo n > n; e n > n, tem-se, respectivamente,

X, €(l—r1,0+7)

zZn €l —1C+7).
Tomando ny = max{ny, ny}, para todo n > ny, tem-se

Xp €l —1,{+7)

zZy € —1€+7).

Como, por hipétese, x, < y, < z,, para todo n € IN, obtém-se y, € ({ —r, { +r) para todo
n € IN. Portanto,
limy, =¢.

n—00
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Proposicdo 3.1 Sejaa € R com |a| < 1. Entdo

lima* =0.

n—o0
Demonstra¢do: Como |a| < 1, note que ﬁ > 1. Dai,
1
— =1+tt>0.
lal
Elevando ambos os membros da tdltima igualdade a 1, tem-se

L

jal™
Pela desigualdade de Bernoulli,
1+H">1+tn.

Como .
— =0+">1+tn>tn.

lal"
Segue que
1
0 < —. 3.1
<lal" < — (3.1)

1
Aplicando o limite a todos os membros de 3.1, obtém-se lim 0 = lim — = 0.

n—oo n—oo [N

Pelo Teorema do confronto, conclui-se que

lim |a|* = 0.
H—>00
Se lim |a|* = 0, entdo lim 4" = 0.
Cog> Oeofeito, o
—la" < a" < l|a|". (3.2)

Aplicando o limite a todos os membros de 3.2, pelo Teorema do confronto, tem -se

lima* = 0.
1n—00

Portanto, sea € R com |a| < 1, entdo lim a" = 0.

n—-o0

Notemos da afirmagdo 1 acima que

) a" 1 ..
lim = lim 4".
noeo 1 —qa 1—an-w
n

Como lim a" = 0, segue que lim =0.
n—o0 n—o00 —a
n

Logo, é verdade que se |a| < 1, entdo lim =0.
n—oo —a
O exemplo anterior mostra que a série apresentada na introdugao tem por soma igual

a2

Exemplo 12 A série )., n é divergente, pois lim S, = oo,

n—oo
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Capitulo 4

Sequéncias e Séries Geométricas

4.1 Definicao

Uma colegdo finita ou sequéncia de ntimeros reais é dita geométrica se o quociente
entre cada termo ndo nulo, a partir do segundo, e seu antecessor é uma constante. Essa
constante é chamada razado da sequéncia geométrica e é indicada por q.

Exemplo 13 A sequéncia (2,4,8,16,32,---) é geométrica cuja razdo é 2, pois

4_8_16_ _,_
A

Questdo 4 Obtenha a razio de cada uma das colegcbes geométricas abaixo.
a) (27,9,3,1,--+)

b) (0,4;0,04;0,004;---)

c) (2,10, 50, 250)

d) (200, 20, 2)

Observacao: Uma colegdo finita geométrica ou sequéncia de nameros reais geométrica

7

e

e crescente quando os termos sdo positivos e g > 1 ou se os termos sdo negativos e

O0<g<1;

e decrescente se 0s termos sdo positivos e 0 < g < 1 ou quando os termos sdo

negativose g > 1;
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e constante caso g = 1;

e oscilante ou alternante quando g < 0.

4.2 Sequéncias geométricas de razao entre O e 1

O que acontece quando somamos termos de sequéncias geométricas com razdo en-
tre0e1?

Figura 4.1: Segmento de reta AB cuja medida é 2 metros

Para entendermos melhor, vamos considerar um segmento de reta AB cuja medida é
de 2 m, conforme figura 4.1. Se dividirmos esse segmento pelo ponto médio, denotado

por M, teremos os segmentos AM = MB= 1 AB =1 m. Ou seja,

A M B
Figura 4.2: Segmento de reta AB dividido pelo seu ponto médio

Consideremos O o ponto médio do segmento MB. Observemos que MO = OB =

_1 _1 .
=31 AB=7m.Istoé,

Figura 4.3: Segmento de reta MO corresponde a 1/4 do segmento AB

AB = } m, de acordo com

Se S ¢ o ponto médio do segmento OB, entdo OS =SB = §

a figura 4.4.

Procedendo desta forma, observamos que as medidas dos infinitos segmentos AM,

111

MO, O, - - - formam, nessa ordem, uma sequéncia geométrica (1, 3,3, § ") cuja razdo

20



Figura 4.4: Segmento de reta OS corresponde a 1/8 do segmento AB

€q=>
Notemos que, a soma dos termos dessa sequéncia, pode ser escrita da forma
(o] 1 n
()
0

n=,

E mais, a medida que somamos mais termos dessa sequéncia, essa soma se aproxima

mais e mais da medida de 2m, o que pode ser observado na tabela a seguir.

n | Somatério Soma

0 | X0,(2) 1

1| Yoso(3) 1+1=1+05=15

2 | Yas(d) 1+1+1=15+025=175

3| X2, (%): 1+1+1+1=175+0,125=1875

4| Y, (;) 1+1+ 1414 1=1875+0,0625= 19375

5 | Loo(2) 1+ 1+ 14+ 1414 1=19375+0,03125 = 1,96875

6 | Too(l) [1+1+1+b+L+L+L=196875+0,015625 = 1,984375
Tabela 4.1: Tabela que indica a soma dos termos da colegéo (1, ;, }1, 5 )

11
’2’4’8’16’

2m quando n € N aumenta, pode-se deduzir que

i(l)n 1+ 1 1+1+i+i+i+...
2 2 4 8 16 32 64

n=0

Como a soma dos termos da sequéncia (1, 1 -+) se aproxima mais e mais de

=2.

Observagdo: Sempre que tivermos uma sequéncia geométrica comrazdo 0 < g <1, a

soma infinita dos termos desta sequéncia serd um nimero real.

1

Outra forma de obter a soma da sequéncia geométrica 1,k 3 4, 5 16,

-+) é por meio

da seguinte férmula:

1-9¢
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onde a; e q indicam respectivamente o primeiro termo e a razdo da sequéncia. Mas de
onde aparece essa férmula? Para responder a essa pergunta, obteremos primeiramente

a férmula da soma dos termos de uma progressdo geométrica.

Questido 5 Considere a sequéncia (C1,Cy, Cs, -+ +) de infinitas circunferéncias. Se o didmetro
da circunferéncia Cy é 80cm e, a partir da sequnda, o didmetro de cada circunferéncia é § do

didmetro anterior, calcule a soma dos didmetros das infinitas circunferéncias.

Questdo 6 Qual a fragdo geratriz da dizima periddica 0,33333--- ?

A sequir daremos uma explicagdo mais detalhada da soma de uma série geométrica

construida no capitulo 3.

4.3 Foérmulado termo geral de uma progressao geométrica

Vamos obter a férmula do termo geral de uma progressdo geométrica. Para isso,
consideremos a sequéncia geométrica de termos ndo nulos (a1,a,43,a4,as, -+ ,an,***)

de razdo q, onde 4, denota o0 n-ésimo termo dessa sequéncia. Dai, podemos escrever:

ax = a1q

az = arq

a = asq 4.1)
ay = ap-19q

22



uma vez que cada termo é obtido pelo produto do seu antecedente pela razao.

Multiplicando membro a membro as igualdades de 4.1 , obteremos:
203 -+ + Ay_1y = A10203 "+ Ay1 "
Simplificando ambos os membros, pela lei do cancelamento, resulta que

_ n—1
ay, = a1q .

Essa udltima igualdade é a férmula do termo geral de uma sequéncia geométrica
(a1,az,a3,04,05,+ -+ ,a,,--+), onde a4, denota o n-ésimo termo, a; o primeiro termo e q

a razdo dessa sequéncia.

4.4 Somadosn primeiros termos de umasequéncia geométrica

Consideremos a sequéncia geométrica de termosndonulos (a1, a2, a3, a4, a5, - , 2y, -+ )
de razdo q, onde 4, denota o0 n-ésimo termo dessa sequéncia.
Notemos que qualquer termo da sequéncia acima pode ser escrita como um produto

do primeiro termo a; por uma poténcia de q. Ou seja,

_ 0
a1 =mq
_ 1
ax = aq
_ 2
az =mq
_ n—-1
a, = a1q

Indicando por S, a soma dos n primeiros termos da sequéncia geométrica de razdo g,
temos

Sn=a1+a2+a3+a4+---+an.

Ou seja,

Sp=m+mq +mq +ag> + - +arg"

Ha duas situagdes: oug =1ougqg # 1.
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Seq=1,deS, =a; +mg' + mg* + mg® + - - + a;9", temos que
Sn =a + a1.11 + El1.12 + ﬂ1.13 + -+ ﬂl.ln_l.

Dai, S, = a; +a; + a; +a; +--- + a; com n parcelas iguais a 4;. Segue que S,, = na;.

Por outro lado, se g # 1, multiplicando ambos os membros de
Sp=m+mg +mq +ag’ + - +ag"? (4.2)

por g, obtemos

Su =mqg+amg +amq +agt + - +ag" 4.3)

Subtraindo membro a membro as igualdades 4.2 e 4.3 temos:
Si=Sug=@+mq' +mg* +a +--+mg" ) - (@q' +ag* + g +argt + -+ aq")

1 2 3 -1 1 2 3 4
=5, -Sg=m+mqg +tmg +aqg+--+mq" —mq —mqg--mq —mg - —mq"

Colocando S, em evidéncia no primeiro membro e cancelando os termos que sdo

opostos no segundo membro, obtemos:
Si(1-q)=a1—mq"

o que implica
Su(1=q) =m(1-4")

Como g # 1, podemos multiplicar ambos os membros da tltima igualdade por 117{1 @)
que resulta
1 —an
5, = 20=1)
1-q

Portanto, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2 Seja S, a soma dos n primeiros termos da sequéncia geométrica (a1, az, as, s, as, - -+ ,Ap, - ")

de razido q. Logo,
(I) Seq =1, entido S, = nay;

(II) se q # 1, entdo

1—=g"
5,= 2021,
1-¢
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4.5 Somadosinfinitos termos de umasequéncia geométrica

Teorema 3 O limite da soma dos infinitos termos de uma sequéncia geométrica (ay,az, as, aa, - - - )

de razio q, com 0 < q < 1, é dado por:

Demonstragdo: Notemos que a soma S, dos n primeiros termos de uma sequéncia

geométrica de razdo g, quando g # 1, é dada por

1—=g"
S, = m(l-gq )'
1-q
Dai,
_m—mq"
S”_—l—q .
Segue que
_ _alq”
S”_l—q T (4.4)

1 mq" no @

Vamos analisar o quociente % Notemos que =, = q".7;. Pela Proposicédo 3.1,
lim ¢" = 0, quando 0 < g < 1. Consequentemente, o quociente % tende também a

n—o00

zero. Logo, a expressdo de 4.4 se aproxima cada vez mais de

a

1-9q

quando n natural cresce infinitamente. Isto significa que a soma S., dos infinitos
termos de uma sequéncia geométrica infinita de razdo 0 < g < 1, pode ser calculada

pela seguinte férmula.
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Capitulo 5
Descricao das aulas

As aulas ocorreram na Escola Professora Teresa Neuma Pedrosa, localizada na Rua
Projetada s/n, bairro Maria Auxiliadora, Caruaru - PE. Num total de 14 aulas, foram
ministradas em uma turma do nono ano, no periodo de 24 de novembro a 08 de
dezembro de 2014. A turma tinha 30 alunos dos quais 23 participaram da avaliacdo de
verificagdo da aprendizagem. Os recursos didéticos utilizados foram quadro branco,

lapis para quadro branco, apagador e calculadora.

5.1 Primeira e segunda aulas

No dia 24 de novembro, a aula foi iniciada com uma breve introdugdo do que seria

feito posteriormente.

Figura 5.1: A area III corresponde a ; da drea total

Considerando um quadrado de area 2m?, conforme a tigura acima, obtemos uma
sequéncia infinita de parcelas de 4reas que a medida que somamos, essa soma se

aproximava cada vez mais da drea total. Ou seja,

1 1 1
l+=-+=-+=----=2.
2 4 8
Observamos que os alunos tinham dificuldades de compreender, e por isso, surgiam

muitas perguntas e diividas, que ao longo das aulas foram diminuindo de forma sig-
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nificativa.

Na segunda aula, foram abordadas os conceitos de colecdo finita e infinita, crescente

e decrescente.Nessa aula, alguns exemplos foram citados.

5.2 Terceira aula

A terceira aula ocorreu no dia 26 de novembro. Foi um momento em que revisamos
o conceito de colegdes finitas e infinitas, crescentes e decrescentes por meio da seguinte

questao:

Classifique cada uma das seguintes cole¢des como crescente ou decrescente e finita ou

infinita.

a)(2,4,8,16,---)

c) (5,10,15,20,25,--+)
d) (81,72,63,54,---)

A maioria dos alunos responderam sem muitas dificuldades, entendendo que as letras

a) e ¢) sdo colecdes crescentes e as letra b) e d), cole¢des decrescentes.

5.3 Quarta e quinta aulas

Essas aulas ocorreram no dia 27 de novembro. Definimos cole¢des limitadas e nédo

limitadas. Exemplificamos e respondemos a seguinte questao.

Exiba um ntimero real tal que cada cole¢do seja limitada superiormente ou limitada

inferiormente.

a) (32,16, 8,4,2,1)
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b) (2,2,2,6,18)
) (0,3;0,03;0,003;---)
d) (2,5,8,11,14,--)

Notamos que uma boa parte dos alunos compreenderam o conceito de cole¢des limi-
tadas. A colegdo da letra b) foi dificil de resolver para alguns alunos, por motivo de
envolver fragdes. Finalmente, concluimos que todas as cole¢ées sdo limitadas inferior-

mente e as coleg¢Oes a), b) e c) sdo limitadas superiormente.

5.4 Sexta e sétima aulas

O uso do simbolo do somatoério foi trabalhado na sexta aula. Eles observaram que

o simbolo X poderia ser usado para determinadas cole¢bes. Apresentamos também o
simbolo do infinito co.
Eles tiveram bastante dificuldade em responder a questdo a seguir.
Desenvolva os seguintes somatorios.

3 (1Y
a) Yo (1)

o (1\!
b) Tos (4)

(o8]
Q) e (-1)"

5 (1\"
d) Zn:?, (Z)
Poucos alunos conseguiram desenvolver os somatérios acima. Alguns erraram no
desenvolvimento das poténcias.
Na sétima aula, definimos cole¢des geométricas. Vimos exemplos de cole¢des que nado

eram geométricas e respondemos a questao abaixo.

Obtenha a razdo de cada uma das colecdes geométricas abaixo.
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a) (27,9,3,1,---)
b) (0,4;0,04;0,004;---)

<) (2, 10, 50, 250)

d) (200, 20, 2)

Muitos responderam corretamente e até simplificaram a fracdo nos itens que foram

necessarios. As razdes das colegdes geométricas acima s&o respectivamente 1, &, 5 e

%. Essas aulas aconteceram no dia 01 de dezembro.

5.5 Qitava e nona aulas

No dia 03 de dezembro, trabalhamos uma situacdo que envolvia uma colecdo
geométrica cuja razdo estava entre 0 e 1. O problema envolvia um segmento de reta

AB cuja medida era de 2 m, conforme figura a seguir.

A 2m B

Mostramos que dividindo esse segmento pelo ponto médio, denotado por M,

terfamos os segmentos AM = MB= 1 AB=1m.

Im
A M B
Consideramos O o ponto médio de MB. Observamos que MO = OB = } AB= 1 m.
1 1/2
A M 0 B
Procedendo desta forma, construimos uma colecdo geométrica (1, %, }I' %,m) de

1

razao q = 5

Na aula seguinte, orientamos eles a construirem uma tabela conforme a seguir, com

0 auxilio de uma calculadora.
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3

1+3+1+5+5%+35+ 4 =196875+0,015625 = 1,984375

n | Somatério Soma
0 Zgzo (%) 1
1| Yoo(3) 1+1=1+05=15
2 | Yis(d) 1+1+1=15+025=175
3 (1) 1,141 _
3 | Yoso(3) 1+1+1+1=175+0,125=1875
4| Tao(l) 1+1+ 1414 .1-187540,0625=1,9375
5 | To.(1) 1+3+1 41414 1=109375+0,03125 = 1,96875
6 | T (3)

Depois de preenchida, a tabela, observamos que somando mais e mais termos da
colecdo (1,3,1,3,--+), essa soma se aproximava de uma medida. E af, alguns alunos
concluiram que essa medida seria de 2m.

Aproveitamos e representamos a soma obtida na tabela acima pela forma:

Y5 =2

n=0

5.6 Décima aula

No dia 04 de dezembro, trabalhamos a seguinte questao:

Considere a cole¢do (Cy,C,, Cs, - - +) de infinitas circunferéncias. Se o didmetro da
circunferéncia C; é 80cm e, a partir da segunda, o didmetro de cada circunferéncia é 3

do didmetro anterior, calcule a soma dos didmetros das infinitas circunferéncias.

Observamos primeiramente que a colecao é (80,40, 20, 10,5, %, %, g, -+-). Isso é ver-

dade, pois a partir do segundo termo, o didmetro de cada circunferéncia ¢ ; do didmetro
anterior.

Por um processo de construcao, os alunos comegaram a somar os termos dessa colecao,
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observando que:

Tabela 5.1: Somas dos infinitos termos da colegéo (80,40,20,10,5,2,2,2..)

M 80
a1 +ap 80 +40 =120
a1 +a, +as 80 + 40 + 20 = 140
M +a, +as+ay 80 +40+ 20+ 10 =150
M +a, +as+ay +as 80+40+20+10+5 =155
A+ a, + a3+ ag +as + ag 80+40+20+10+5+2 =157,5
A+ ay + as + ag + as + ag 80+40+20+10+5+2+2 =158,75
A+ 0y + a3 + a5 + a5+ ag + a7 | 80 +40+20+10+5+ 2 + 3 + 2 = 159,375

Dai, os alunos observaram que quanto mais termos somados, a soma obtida das

medidas dos didmetros das infinitas circunferéncias tendia a 160 cm.

5.7 Deécima primeira e décima segunda aulas

Apresentamos nessa aula, a férmula da soma dos infinitos termos de uma colecdo
geométrica derazdo 0 < g <1, que é
__4
~=1_

Por meio dessa férmula respondemos a questdo discutida na aula anterior.

Considere a sequéncia (Ci, C, Cs,---) de infinitas circunferéncias. Se o didmetro da
circunferéncia C; é 80cm e, a partir da segunda, o didmetro de cada circunferéncia ¢ §

do didmetro anterior, calcule a soma dos didmetros das infinitas circunferéncias.

555_..)

Observamos que o primeiro termo e a razdo da sequéncia (80, 40,20, 10,5, 3 3%
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sdom =80eq=1.

Logo,
Seo = 80 = 160.

555 )
SIVEY

Portanto, a soma dos didmetros dos infinitos termos da colecao (80, 40, 20, 10,5
é 160.
Questao 02. Qual a fracdo geratriz da dizima periédica 0,33333--- ?

Observamos que a dizima periddica simples 0, 33333 - - - poderia ser escrita da forma

0,3+0,03+0,003+- - -, 0 que representa a soma dos termos da colegdo (0, 3; 0,03; 0,003; - - -).
1

Notamos também que essa colegdo ¢ geométrica de razdo g = ;.
Entdo, como o primeiro termo da cole¢do é 2, = 0,3 e arazdo g = 11—0, temos que
S - 0,3 3 1
0o — = —==.
_ 1
I-15 9 3

Aproveitamos esse momento e com o auxilio de uma calculadora, observamos que

% =0,33333---.
Essas aulas ocorreram no dia 05 de dezembro.
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Capitulo 6
Aplicacao da Prova

A avaliagdo foi realizada no dia 08 de dezembro de 2015 e composta por dez
questdes, das quais 9 foram de multipla escolha e 1 aberta. O tempo dado para a
resolugdo dessa foi de 100 minutos, o que corresponde a duas aulas. Participaram da

avaliacdo 23 alunos.

6.1 Avaliacao de verificacao da aprendizagem

Escola Municipal Professora Teresa Neuma Pedrosa
Caruaru, 08 de dezembro de 2014

Professor: Sérgio Minzé ~ 9° ano U
Avaliacao

01 — Dentre as cole¢des abaixo, qual é crescente?
a)(2,1,0,-1,-2);

b)(1,1,1,1,---);

) (2,-1,0,-1,2);

d)(2,3,57,11,---).

02 — Qual das colegdes a seguir € infinita e decrescente?
a) ( 1 1 1 1.

73797 27)s

b) (0,3;0,03;0,003;---);

C)(]‘I}Zlilﬁ/

d) (1,4,9,16,25,-- ).
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03 — Assinale com “X” a alternativa que indica uma cole¢do ndo geométrica limitada
superiormente e limitada inferiormente.

a) (5,10,15,20,25,---);

b) (-5,-4,-3,-2,-1,0);

AL L % o)

d) (3,6,9,12,---).

04 — Identifique dentre as cole¢des abaixo a que ndo é geométrica.
a) (27,9,3,1,--+)

b) (1,7,15,105)

c) (2,10, 50, 250)

d) (200, 20, 2)

05— Asoma: 1 + 1 +14... pode ser representada por:
274173 P P P

a) Yoo (%)n;

06 — A fracdo geratriz da dizima peridédica 0,7777 - - - é:
a) L

b) 2

7
o2

77
d) &

Figura 6.1: Quadrado de lado 4 cm
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Seja um quadrado cujo lado mede 4 centimetros. Unindo os pontos médios de
seus lados, forma-se um 2° quadrado de area igual a 8 cm?; unindo os pontos médios
dos lados desse 2° quadrado, forma-se um 3° quadrado de area igual a 4 cm?, e assim
sucessivamente. Assim, a sequéncia formada por essas dreas é (16,8,4,2,1,---).

De acordo com as informagdes acima, responda as questdes 07, 08 e 09.

07 — A sequéncia formada pelas dreas acima é:
a) crescente e finita;

b) decrescente e infinita;

c) decrescente e finita;

d) crescente e infinita.

08 — A sequéncia formada pelas dreas acima é geométrica e sua razdo é igual a:
a)l
b) 2
)1
d) 1

09 — A soma das areas desses infinitos quadrados é igual a:
a) 16 m?
b) 24 m?
c) 30 m?
d) 32 m?

10 - Na figura, A1By = 3, BjA, = 2, A)B, = % e os tridngulos formados sdo retangulos.

Calcule a soma dos infinitos segmentos: A1B1 + B1Az + AxBy + ByAs + ...

A
1
O Simbolo lEI— representa
angulo reto.
3
Ay
A, %
AN . b
B; B By
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Capitulo 7

Resultados da avaliacao

Como foram 23 alunos que participaram da avaliacdo, associamos a cada um deles
uma letra maitiscula, ou seja, A, B, C, --- , V, W. As notas de cada um deles estdo na
tabela 7.1.

Tabela 7.1: Nota de cada aluno na avaliacgdo.

Aluno | Nota | Aluno | Nota | Aluno | Nota | Aluno | Nota | Aluno | Nota

A 7,0 F 6,0 K 7,0 P 8,0 U 4,0
B 5,0 G 6,0 L 5,0 Q 6,0 \% 5,0
C 8,0 H 6,0 M 9,0 R 8,0 W 5,0
D 2,0 I 5,0 N 4,0 S 9,0
E 5,0 J 7,0 @) 7,0 T 7,0

De acordo com a tabela 7.1, observamos que a média das notas dos 23 alunos foi
de 6,13. Essa média se torna muito interessante, j& que ndo é comum alunos do ensino
fundamental estudarem nog¢des de sequéncias e séries geométricas, da forma que foi
abordada nesse trabalho.

A tabela 7.2 indica a quantidade de acertos e erros por cada questdo e suas res-
pectivas porcentagens. As quantidades de acertos e erros por questdo estdo descritas
respectivamente nas colunas I e II, enquanto os respectivos percentuais de acertos e
erros por questdo estdo indicados nas colunas IIl e IV.

Pela tabela 7.2 e o grafico de colunas apresentado a seguir, notamos que a maioria
dos alunos acertaram as questdes 01, 02, 03, 04, 06 e 07, enquanto mais da metade deles
erraram as questdes 05, 08, 09 e 10. Em particular, a 10* questdo teve o maior percentual

de erro, onde apenas 03 alunos dos 23 acertaram.

39



Tabela 7.2: Quantidade de acertos e erros por questdo e suas respectivas porcentagens.

Questdo | I | II | IIT | IV
1 23| 0 100 | O
2 22101 | 96
3 15108 | 65 | 35
4 19104 | 83 | 17
5 0518 | 22 | 78
6 13 110 | 57 | 43
7 22101 96 | 4
8 09 14| 39 | 61
9 11 | 12 | 48 | 52

10 0320 13 | 87

25

20

15
W Certas

M Erradals)

Figura 7.1: Quantidade de alunos que acertaram e erraram cada questdo
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Capitulo 8

Analise dos resultados

Vamos analisar as questdes da avaliacdo de verificacdo da aprendizagem. Observe-
mos que nas quatro primeiras questdes, a maioria dos alunos acertaram. Notamos du-
rante as aulas que eles realmente entenderam e aplicaram corretamente os conceitos de
colegdes crescentes e decrescentes, finitas e infinitas, limitadas superiormente e inferi-

ormente. Além disso, eles também conseguiram identificar as sequéncias geométricas.

Na questdo 05, alguns alunos desenvolveram os somatdrios, mas ndo observaram
que a questdo era de multipla escolha, e consequentemente ndo assinalaram alguma
letra. Observemos a figura 8.1. Outros ndo souberam resolver poténcias que tinham
como base uma fragdo. Observamos também que o simbolo do somatério ndo é tra-
balhado em sala de aula do 6° ao 9° ano, de acordo com os livros didaticos adotados

nesses anos.

05 — A soma: f + ; + é pode ser representada por:

¢ - ¥ y
sl (B3 ) A L,

oz (4) (4] +(5)
o (2)“ (%}ﬁ *[”%/ Z%(i?)“ d) X3, (g)n [%— } 24' {%? 3

Figura 8.1: Questdo 05 desenvolvida de forma correta pelo aluno S

Como podemos observar, 13 dos 23 alunos acertaram a questdo 06. A maioria
desses assinalou a alternativa correta utilizando a calculadora, mas teve também aque-
les que identificaram que o nuimero 0,7777--- poderia ser escrito como uma soma
dos termos de uma sequéncia geométrica (0,7;0,07;0,007;---). E por isso, poderiam

utilizar a férmula da soma dos termos de uma sequéncia geométrica derazdo 0 < q < 1.
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06 — A fragio geratriz da dizima periddica 0,7777... é:

X / ez (o7r9o7tgar

Figura 8.2: Questdo 05 respondida de forma correta pelo aluno S

Com excegdo de um aluno, os demais identificaram na questdo 7 que a colegdo
(16,8,4,2,1,---) é decrescente e infinita.
Ja dos 14 que erraram a questdo 8, metade assinalou a letra b). Isto ndo é verdade, pois

a razdo é 3 conforme figura 8.3 e ndo 2 como nas figuras 8.4 e 8.5.

08 — A sequéncia formada pelas 4reas acima é geométrica e sua razio & ignala:

a) b) 2 \gi -/ 1
) 7/ \2 ‘J/‘ d)“

4 =0.%9 4 =02 4 =05 3 =05

=

;{!é} S li( 3

Figura 8.3: Questdo 08 respondida corretamente pelo aluno C

08 — A sequéncia formada pelas areas acima é geométrica e sua razio ¢ igual a:

a)l Xb)2 fo d):

2 4

Figura 8.4: Questao 08 feita de forma errada pelo aluno C

Os alunos que responderam corretamente as questdes 09 e 10, preferiram aplicar a
férmula da soma dos infinitos termos de uma sequéncia geométrica. 11 alunos acerta-
ram a questdo 09 enquanto apenas 3 acertaram a questdo 10. Observemos que o aluno
que respondeu a questdo 09 exibida na figura 8.6 respondeu utilizando a férmula da

soma dos infinitos termos de uma sequéncia geométrica.
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08 — A sequéncia formada pelas dreas acima € geomélr'im e sua razio ¢ ignal a

a) 1 ‘ﬁ@ 8)3 z

Figura 8.5: Questdo 08 respondida de forma errada pelo aluno S

09 — A soma das dreas desses infinitos quadrados ¢ igual a:

f/r
2 4
/
/N A
a) 16 m? b) 24 g Xz@’ﬁz
. . 4’)/;

V_;i_é,ﬁ = 16 . 1& for ¥ 9 & il

: ) =L o Lloe £ O < 29 g

gl s z i o ddan ¢

7 = ’/}r ~ / £

Figura 8.6: Questdo 09 respondida corretamente pelo aluno S

A figura e a notagdo utilizada na questdo 10 ndo foram de facil interpretacdo e
compreensdo. Além disso, de acordo com a tabela 7.2, apenas trés alunos acertaram
Dentre eles, o aluno S que respondeu conforme a figura 8.7

10-Na ﬁgura, A]Bl 3 B[Az

2, Asz—-eosmangulos formados sfio retingulos. Calcule a soma
dos infinitos segmentos: A;B; + B;A; + A;B, + BoA; +

= ‘%\,__.i, 3
-7 7-2 321
13 3

3’
o
g 7,.3-—— 9 = 9 _//
s zf /

PRIy . m—— A 3/*2/ 3 we\)
angulo reto 7

&

\

Figura 8.7: Questdo 10 corretamente respondida pelo aluno S

Portanto, observamos que é possivel trabalhar no nono ano, sequéncias geométricas
de razdo entre 0 e 1, por um processo construtivo e pela apresentacdo da férmula da

soma dos infinitos termos dessas. O que tornard melhor a compreensao e entendimento
das sequéncias geométricas durante o ensino médio
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