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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso faremos uma abordagem das conicas no estudo
da Geometria Analitica e trataremos de procedimentos com a finalidade de se reconhecer
a natureza da equacao geral de uma curva do segundo grau a duas variaveis, realizando a
analise dos coeficientes de sua equagao por um processo algébrico. Na simplificagao dos
calculos envolvidos, bem como no esboco de graficos, sera usado o aplicativo matematico
Maple 18. Nosso intuito é desenvolver a habilidade dos alunos em relacionar e melhor
fixar os contetidos matematicos abordados, visto que, tal abordagem nao é trabalhada nos
livros didaticos a nivel de ensino médio.

Palavras-chaves: Conica, Geometria Analitica, Software Maple.
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Abstract

In this course conclusion work we will of conic approach in the study of analytic
geometry and treat procedures in order to recognize the nature of the general equation
of a curve of the second degree two variables, performing the analysis of the coefficients
of your equation by an algebraic process. Simplification of calculations involved as well
as the graphics sketch, the mathematical application Maple 18 will be used. Our aim is
to develop students’ ability to relate and better secure the maths contents, since such an
approach is not worked in textbooks the high school level.

Keysword: Conical, Analytical Geometry, Maple Software.
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1 Introducao

O estudo das conicas é geralmente trabalhado na 3* série do ensino médio, mas na
maioria dos livros didaticos nao encontramos as classificacoes das conicas na equacao geral
do segundo grau, pois, nao sao cobrados em exames de acesso de algumas Instituigoes de
Ensino Superior, a exemplo do ENEM. Caberia ao Professor de Matematica, introduzir,
aos poucos, tal conteido de forma a facilitar o entendimento do aluno ao ingressar em
cursos a nivel de graduacao, nas disciplinas de Célculo e Algebra Linear, na area de ciéncias
exatas.

O intuito deste trabalho é enunciar e demonstrar um teorema que classifica as conicas
na sua forma geral, sem o uso da Algebra Linear.

Em seguida, utilizaremos o software Maple, conforme Lenimar [1] para facilitar a repre-
sentacao dessas conicas, visto que o programa facilita a visualizacao e consequentemente
um melhor entendimento do assunto e também entender o que acontece com a equagao do
segundo grau quando variamos os seus coeficientes.

As curvas obtidas seccionando-se um cone com um plano que nao passa pelo vértice,
chamam-se secoes conicas ou simplesmente conicas e os trés tipos de curvas que podem

ocorrer sao: elipse, pardbola ou hipérbole, conforme figura (1) e, referéncia do artigo das

23
2 L)y

elipse paribola hipérbole

Aplicagoes das Conicas [2].

Figura 1 — Conicas determinadas pela intersecao de dois cones com um plano que nao
passa pela origem
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O matematico Apolonio estudou originalmente as se¢oes conicas em termos de geometria,
usando este conceito. Muitos anos depois passou-se a analisa-las como curvas planas o
que possibilitou estudar as suas propriedades com os instrumentos da Algebra. Para esse
proposito, utilizou-se definigoes equivalentes que se referem somente ao plano 7 em que as

curvas estao e dependem de pontos especiais desses planos chamados focos, a saber:

Definicao 1. 1 Dados no plano m dois pontos F| e Fy, seja ¢ a metade da distancia entre
eles de modo que d(Fy, Fy) = 2¢ e seja a um nimero maior que c. A elipse de focos Fy e

F5 € o conjunto de todos os pontos P € 7 tal que d(P, Fy) + d(P, F») = 2a.

Definigao 1. 2 Dado 0 < a < ¢ e dados no plano 7 dois pontos Fy e Fy com d(Fy, Fy) =
2¢, a hipérbole de focos Fy e Fy € o conjunto dos pontos P € 7 tais que |d(P, Fy) —
d(P, F2)| = 2a.

Definicao 1. 3 Dados em m um ponto F' e uma reta r nao contendo F', a pardbola de

foco F e diretriz v é o conjunto dos pontos P tais que d(P, F) = d(P,r).

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas ortogonal OXY de tal forma que
o eixo OX contenha os focos F; e F, e o eixo OY seja a mediatriz do segmento F} Fy no
caso da elipse e da hipérbole e, no caso da pardbola, o eixo OX passando pelos focos, sendo
perpendicular a diretriz e o eixo OY sendo paralelo a diretriz, pelo vértice da parabola,
conforme a Figura (2), de facil demonstracao, que a elipse, a hipérbole e a pardbola tém

como equagcoes cartesianas, respectivamente,

_ — 2 _
e a2_62—1,¥—a2_02—1ey—2px (1.1)

em que na terceira equagcao, p representa a distancia entre o foco e a diretriz, conforme
figura (2).

De um modo geral, fixado um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais S, o
conjunto dos pontos P do plano cujas coordenadas (z,y) em relagao ao sistema S verificam

uma equagao do segundo grau do tipo:
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o anUlD %/ U A

O\sz o F x
r

clipse hipérbole parabola
diPF )+ d(PF,)=2a |d(P.F ) - d(PF,)| =2a d(PF)=d(Pr)

Figura 2 — Gréficos da elipse, hipérbole e parabola e disposi¢ao dos eixos coordenados em
relagoes aos quais suas equacgoes sao reduzidas.

Az + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0 (1.2)

onde A, B, C, D, E e F sao constantes reais e A, B, C' nao sao simultaneamente nulas ¢
chamada equagao quadratica ou equagao de segundo grau. As elipses, pardbolas e
hipérboles sao curvas cujas equagoes sao casos particulares da equacao (1.2). Além destas
coOnicas, a equacao quadratica pode representar varios tipos de curvas degeneradas: duas
retas, um ponto ou o conjunto vazio.

Neste trabalho sao sistematizados procedimentos com a finalidade de se reconhecer a
natureza de uma equacgao do tipo (1.2) através de sua redugao a uma forma mais simples,
movendo os eixos por rotacao ou translacao, levando o leitor ao entendimento de que
toda curva, a menos de uma rotagao e/ou uma translacdo é a mesma, como também, de
esbogar o seu grafico através da andlise dos coeficientes de sua equagao, segundo teorema
da Simplificacdo da Equacao Geral de uma Curva do segundo grau (2), proposto no livro

de AREF [6], que serd exposto e demonstrado conforme EFIMOV [3] a seguir.
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1.1 Historico

A Aritmética e a Geometria tiveram origens independentes e somente com o tempo
foi sendo percebida a existéncia de relagoes entre as formas e os niimeros. Os triangulos
retangulos constituiram uma das primeiras fontes onde os mateméaticos puderam pesquisar
correlagoes numéricas entre grandezas geométricas, o mais classico exemplo disso sendo a
equacao a? = b? + 2, expressao algébrica do Teorema de Pitdgoras.

Matemaéticos posteriores aproximaram ainda mais a Aritmética a Geometria, tendo o
grande gedmetra Apolonio, de Perga (262-190 a.C.) demonstrado vérios de seus teoremas
sobre as secgoes conicas empregando a ideia de localizar pontos sobre elipses e hipérboles
por meio de suas distancias a eixos conjugados daquelas curvas, tomados como referéncia.
Hiparco, de Nicéia (180-125 a.C.) , matematico de Alexandria, considerado o criador da
Trigonometria, ja definiu as posicoes de pontos sobre a superficie da Terra utilizando
latitudes e longitudes, ou seja, distancias a um par de linhas de referéncia. A confeccao de
graficos para ilustrar o relacionamento entre grandezas variaveis, em especial na Fisica e
na Astronomia, apareceu no século X, se nao antes. Tiveram, portanto, origem bastante
antiga os conceitos que levaram, na primeira metade do século XVII, dois geniais franceses,
Pierre de Fermat e René Descartes a inventar, independente e quase simultaneamente,
aquilo que hoje é denominado Geometria Analitica e que consiste no estudo da Geometria

por meio de equacoes.

Figura 3 — Pierre de Fermat

A vida e a obra de Pierre de Fermat (1601-1665), Figura (3), segundo o livro Romance



Capitulo 1. Introdugdo 5

das Equagoes Algébricas [4], constituem um dos mais belos capitulos da Histéria da
Matematica. Somente os insondaveis designios do destino podem explicar como um dos
talentos matematicos mais criativos, inovadores e inspirados de todos os tempos veio a
surgir na pessoa de um homem como Pierre de Fermat, sem qualquer estudo formal em
Ciéncias Exatas, versado em linguas cldssicas, jurista por formacao académica e magistrado
por profissao. Fermat nasceu em Beaumont de Lomagne e viveu na cidade de Toulouse, no
Sul da Franca, onde levou uma vida razoavelmente monoétona e sem problemas financeiros,
ja que suas fungoes pouco exigiam dele e lhe proporcionavam uma existéncia tranquila.
Assim, com tempo disponivel e sem jamais haver se afastado muito de onde morava, a
ponto de nunca ter visitado Paris, Fermat dedicou longos anos ao estudo autonomo da
Matematica e nela realizou descobertas notaveis, em especial no campo da Teoria dos
Numeros.

A Teoria dos Nimeros é o ramo da Aritmética que estuda as propriedades dos Niimeros
Inteiros, como divisibilidade, decomposicoes em fatores, decomposi¢oes em somas, etc.
Por exemplo, constitui um teorema da Teoria dos Numeros a afirmacao, ja aprendida na
infancia, segundo a qual um nimero ¢é divisivel por 3 quando e apenas quando a soma de
seus algarismos (quando escritos na base 10) é divisivel por 3. As pesquisas neste campo
sao inesgotaveis e os resultados costumam maravilhar os estudiosos, por sua beleza e
imprevisibilidade. Entretanto, trata-se de um tema bastante dificil porque cada problema
quase sempre exige uma abordagem especial, coisa que apenas alguns espiritos livres,
inventivos e descompromissados sao capazes de vislumbrar. Quem trabalha em Teoria
dos Numeros certamente faz por amor, ja que sao pouquissimas, se é que existem, as
aplicacoes praticas das descobertas. E foi assim, por puro prazer, que Fermat entrou no
Reino da Rainha das Ciéncias pelo portal dos niimeros, inspirado pela obra de um antigo
matematico grego, Diofanto (cerca de 250 d.C.), autor de um belissimo livro chamado
Aritmética, que caiu nas maos de Fermat treze séculos mais tarde, depois que o livro foi
descoberto no século XV pelo matematico alemao Johann Muller (1436-1476) e editado

em Francés por Bachet Méziriac, em 1621.
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Mas Fermat nao restringiu suas pesquisas a Teoria dos Niimeros. Em uma troca de
correspondéncias com o grande filésofo e matematico francés Blaise Pascal (1623-1662),
onde foram discutidas questoes referentes a certos jogos de azar, ambos formularam os
principios bésicos da Teoria das Probabilidades, ramo da Matematica que teve grande
florescimento posterior, em razao de seu emprego na vida pratica e nos estudos da Fisica
Tedrica.

De carta escrita a Gilles Persone de Roberval (1602-1675), pode-se depreender que,
ja fazia alguns anos, Fermat havia desenvolvido uma técnica de associar equacoes a
linhas geométricas para estuda-las, como se faz modernamente em Geometria Analitica.
Tal técnica era realmente revolucionaria, mas Fermat nao se preocupou em divulga-la,
embora tenha exposto suas idéias no livico Ad Locos Planos et Solidos Isagogue
(Introdugcdo aos lugares geométricos retilineos e cénicos), segundo o livro da
COLECAO PROFMAT [5], que somente foi publicado apés sua morte, quando um trabalho
da mesma natureza, escrito por René Descartes, ja se impusera na comunidade matematica
e consagrara seu autor. Por que motivos nao tivera ele interesse em anunciar ao mundo a
gléria de sua invencao? Certamente nao foram os mesmos que levaram Tartaglia a esconder
as formulas das equagoes do 3° grau. Tudo se deveu a prépria natureza de Fermat, pessoa
pacata, modesta, despreocupada com a fama e que pesquisava somente para sua satisfacao
interior.

Com os instrumentos de sua Geometria Analitica, Fermat incursionou ao territério das
fungoes, encontrando métodos rigorosos de se tracar tangentes a curvas e de se determinar
maximos e minimos, exatamente os temas do Calculo Diferencial, inventado algumas
décadas depois por Newton e Leibniz. Realmente, a genialidade de Fermat parecia nao ter
limites.

René Descartes (1596-1650), Figura (4), segundo o livro Romance das Equagoes
Algébricas [4], co-inventor da Geometria Analitica e o primeiro a anuncié-la ao mundo, foi
uma espécie de antitese de Fermat: vaidoso, irrequieto e polémico, adorava a fama e o

contato com a nobreza. Nascido em La Haye, foi inicialmente educado pelos jesuitas e
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Figura 4 — René Descartes

mais tarde cursou a Universidade de Poitiers, logo apds ingressou no exército do principe
Mauricio de Nassau, o mesmo que invadiu Pernambuco em 1630 e ali permaneceu até ser
expulso em 1654.

Homem de excepcional cultura e inteligéncia, Descartes realizou trabalhos notéaveis
em campos tao diversos quanto a Optica, a Filosofia, a Psicologia e a Matematica. Nesta,
escreveu um unico livro, como apéndice do célebre Discurso sobre o Método para bem
conduzir a Razdo e encontrar a Verdade nas Ciéncias, publicado em 1637, um ano depois
da carta de Fermat a Roberval sobre sua técnica analitica. O mencionado apéndice do
discurso do Método chamava-se La Géométrie e é considerado a pedra fundamental da
Geometria Analitica.

Ao contrario do que se costuma pensar, La Géométrie nao apresentava a Geometria
Analitica tal como a conhecemos hoje. Nem mesmo os chamados eixos cartesianos
aparecem explicitamente naquela obra, muito menos as equagoes das linhas geométricas
mais conhecidas. O que Descartes fez foi mostrar, através da solucao de vérios problemas
geométricos, que a Algebra ja havia alcancado tal nivel de desenvolvimento que poderia
ser empregada no estudo da Geometria, o oposto do que ocorrera na Antiguidade Classica,
quando as figuras geométricas eram utilizadas para esclarecer as questoes da Aritmética e
da Algebra. Foram matemadticos posteriores, em especial Newton, que deram a Geometria
Analitica o formato ao qual estamos habituados.

Da mesma maneira que Fermat, Descartes descobriu uma técnica algébrica, exposta

na Géométrie, para o tracado de tangentes a curvas, mas seu sistema era bastante mais
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complicado e trabalhoso do que de Fermat. Isto gerou certa rivalidade entre ambos,
evidentemente nao provocada pelo pacifico Fermat mais sim pelo temperamento vaidoso
de Descartes que, nao satisfeito em ser o génio que era, parecia nao aceitar que outros
também o fossem. Durante certo tempo, Descartes insistiu em afirmar que sua técnica era
melhor, mas teve que render-se as evidéncias. Em gesto de rara humildade, escreveu em
uma de suas cartas a Fermat, esta frase: Jamais conhect alguém que me parecesse
conhecer tao bem a Geometria como o senhor.

Curvava-se diante de Fermat o homem que, em um arroubo de extrema confianca em
seu préprio génio escrevera em uma carta a Mersenne estas palavras pouco modestas:
Nada omiti, a nao ser propositadamente. Previ que certas pessoas, que
se vangloriam de tudo saber, certamente nao deixariam de afirmar que eu
nada teria escrito além daquilo que jd lhes era de antemao conhecido, se
para elas eu me houvesse tornado suficientemente compreensivel. Mas, na
Géométrie, ele havia sido mais afavel, encerrando-a com esta frase: E eu espero que
a posteridade me seja grata, nao apenas pelas coisas que eu aqui expliquei
mas também por aquelas que omiti voluntariamente, a fim de deixar-lhe o
prazer de tnventd-las.

O brilho cultural e cientifico de Descartes pode ter sido a causa de seu falecimento
quando tinha apenas 54 anos. Encantada com os conhecimentos e com a fama de Descartes,
a jovem rainha Cristina, da Suécia, levou-o a sua corte em 1649, para com ele aprender
Filosofia. Descartes, que sempre mantivera o habito de permanecer na cama até tarde, foi
forcado levantar muito cedo para dar as primeiras aulas a rainha nas primeiras horas das
manhas gélidas de Estocolmo. Em quatro meses contraiu pneumonia e morreu.

Com todos os méritos, a obra de Descartes é considerada um marco na histéria do
pensamento cientifico e filoséfico mundial, pela duradoura influéncia que exerceu em
geragoes de sabios que o sucederam.

A ideia bésica da Geometria Analitica é fazer com que cada ponto do plano (o raciocinio

pode ser generalizado para o espaco) seja caracterizado por suas distancias = e y quando o
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ponto se encontra sobre diferentes tipos de linhas geométricas. Por exemplo, quando um
ponto P de coordenadas x e y encontra-se sobre uma linha reta, conforme a Figura (5) a),

pode-se demonstrar que x e y estao relacionados pela equagao

Az +By+C=0 (1.3)

onde A, B e C sao constantes caracteristicas de cada reta em particula.
Quando o ponto P(z,y) se situa sobre uma circunferéncia, como na Figura (5) b), a

equacao que relaciona z e y é

(x—a)*+(y—0b)?=r? (1.4)

onde a e b sdo as coordenadas do centro e r o raio da circunferéncia.

a) b) -

Figura 5 — a) reta e b) circunferéncia

E assim, elipses, pardbolas, hipérboles, enfim, curvas das mais diversas naturezas,
passaram a ser tratadas através de equagoes, o que abriu um horizonte inesgotavel para
as pesquisas matematicas, inclusive para o préprio conhecimento e solucao de equagoes

algébricas.
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2 Simplificacao da Equacao Geral de
uma Curva do segundo grau a duas

variaveis

Nosso objetivo sera a simplificacao da equagao do segundo grau

Az + Bry+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (2.1)

e a definicao de todas as variedades de curvas do segundo grau. A simplificacao da equacao

geral do segundo grau sera dada pela transformacao adequada do sistema de coordenadas.
Mostraremos que, adotando-se novas coordenadas, reduziremos toda equagao do se-

gundo grau a uma forma que nao contém mais de trés monomios no membro esquerdo.
Na maioria das férmulas da teoria das curvas do segundo grau, os coeficientes B, D e

E aparecem divididos por 2. Assim, sera mais conveniente escrever,

Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dx + 2By + F = 0. (2.2)

Por exemplo, se temos a equacao

2?4+ 3y + 202 + 5 +4y+1=0 (2.3)
entenderemos que

5
. 0=2, D=7, E=2¢F=1 (2.4)
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Simplificacao da equagao de uma curva do segundo grau por transferéncia da origem das

coordenadas ao centro, conforme AREF [6].

Teorema 2. 1 Seja a equagao de uma curva do sequndo grau

Ax* + 2By + Cy* +2Dx +2Ey + F =0 (2.5)

onde A, B, C, D, E e F sao numeros reais. Consideremos os numeros G, H e I dados

por:

H=AC-B*cl=A+C (2.6)

Q
I
O @ =
& QW
bRGE

Note que, G é o determinante de uma matriz simétrica.

Dependendo dos valores de G, H e I, a equagao (2.5) pode representar uma circun-
feréncia, uma elipse, uma hipérbole, uma pardbola, duas retas, um ponto ou ainda, um
conjunto vVazio.

Os casos possiveis sao:

1.G#0e H>0e G-1<0
Neste caso, teremos uma elipse. Porém, se A = C e B = 0 teremos wma circun-

feréncia.

2.G40e H<O

Neste caso, a equacao representa uma hipérbole.

3 G#F0e H>0e G-1>0

Neste caso, a equacao representa o conjunto vazio.

4. G#0e H=0

Neste caso, a equacao representa uma pardbola.



Capitulo 2. Simplificagcdo da Equacdo Geral de uma Curva do sequndo grau a duas varidveis 12

5. G=0e¢ H#0

Neste caso a equacao representa duas retas ou um ponto ou um conjunto vazio.

Demonstracao 2. 1 Inicialmente, vejamos como se transforma a equagdo (2.5) pela
translagao paralela dos eizos como no livro do Efimov [3]. Suponhamos que os eizos das
coordenadas sejam deslocados paralelamente a eles proprios de modo que a origem das
coordenadas se ache em O e o ponto S(xg,y0) seja o centro da curva nesse sistema. Sendo
x ey as coordenadas do sistema antigo OXY de um ponto qualquer do plano e, sendo T e

Y as novas coordenadas do mesmo ponto, agora no sistema OXY , como mostra a Figura

(6),

Sl
| ¥

=)

=
”

Figura 6 — Novo sistema de eixos

teremos entao:
r=T+x0ey =19+ (2.7)

Substituindo as equagdes (2.7) na equacdo (2.5), teremos

Az + 2Bzy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0

= A(Z + x0)* + 2B(& + 20) (5 + yo) + C(§ + y0)* + 2D(z + x0) + 2E(y +yo) + F =0
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= A7* + 2Bxy + Cy* + 2(Azy + Byo + D)z +

Note que, no sistema OXY, os coeficientes dos termos do segundo grau permane-
cem inalterados, enquanto que, os coeficientes dos termos do primeiro grau e do termo

independente mudam. Faremos entao as seguintes convencoes:

E = Bxy+ Cyo + E; (2.10)
F = Ax? + 2Bxgyo + Cy2 + 2Dxo + 2By, + F. (2.11)

Com isso, a equagao da curva terd a seguinte forma:
Az* +2Bzy + Cy* + 2D + 2By + F = 0; (2.12)

Observe que, o ponto S(zg,yp) podera ser obtido quando D = 0 e £ = 0, ou seja,

quando o sistema abaixo tiver solucao,

(2.13)

A$0+Byo+D:O
B$0+Cy0+E:O

Assim, as solugoes (g, yo) de (2.13) determinam o centro da curva dada, no sistema

OXY. Chamaremos de H o determinante de (2.13)

A B
B C

(2.14)

Dai, H = AC — B? ¢ determinado pelos coeficientes dos termos do segundo grau da

equagao (2.5).
e Se H # 0, o sistema (2.13) é possivel e determinado;

e Se H =0, o sistema (2.13) ou terd infinitas solugdes ou nao tera solugao.
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Uma curva de segundo grau que sé tem um centro chama-se curva centralizada.

H # 0 ¢é o indice de uma conica centralizada e, os coeficientes do centro podem ser

expressas por

To = €Yo =

oo Q W
QWD o
SSRGS

QT >

Onde z( e yo sao obtidos utilizando a Regra de Cramer.

Com isso, a equacao (2.12), para D = 0 e E = 0 toma a forma
Az +2Bzy+ Cy* + F = 0.
Da equagao (2.11), reagrupando os termos do segundo membro, nos da
F = (Azg + Byo + D)xo+(Bxzo + Cyo + E)yo + (Dxg + Eyo + F)
Note que, em virtude de (2.13),

F:Dx0+EyO+F

Substituindo (2.15) em (2.18), obtemos

DBD D A A B
_ C F E B B C
F=

A B

B C

Aplicando a inversa do Teorema de Laplace ao numerador de (2.19), obtemos

A B D
B D D A A
D =|B C FE
C E E B B C
D E F
Designaremos (2.20) por G, assim
A B D
G=|B C FE
D E F

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Em virtude das igualdades (2.21) e (2.14), (2.19) serd escrita como

_ G
F=— 2.22
o (2:22)

Assim, a equacio (2.16) serd escrita como

2 e 5 G
Az® 4+ 2Bzy + Cy” + 7= 0 (2.23)
Na igualdade (2.14), tomemos

I=A+C (2.24)

que ¢é o traco da matriz de H.
Mostraremos a seguir, a relagdo dos casos possiveis para a equagao (2.22).
Suponhamos que da equagao (2.5), H = AC — B? # 0, o sistema (2.13) tem, entao
uma unica solugao bem definida (¢, yo). Como feito anteriormente, substituindo (2.7) em

(2.5), encontramos a equagao (2.16), que ¢é

AZ* + 2Bz + Cy* + F =0 (2.25)

onde I’ é obtido pela férmula (2.18) ou pela férmula (2.22). Giremos agora, os eixos de
coordenadas em torno da nova origem de um angulo qualquer a. As coordenadas de um

ponto qualquer do plano transformam-se, entao, de acordo com as féormulas

T =12'cosa — y'sena e = x'sena + y'cosa (2.26)

em que 2’ e ¢ sdo as coordenadas do mesmo ponto em relacao aos eixos depois da rotacao.

Substituindo as equagoes (2.26) na equagao (2.16),tem-se,

A(x’cosa — y'sena)? + 2B(2'cosa — y'sena)(z'sena + 3/ cosa) +
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+C(x’sena + y'cosa)? + F = 0. (2.27)

Desenvolvendo a expressao nas novas variaveis x’ e 1/, obtemos

Ax? +2B' 2"y +C'y?* + F =0 (2.28)
onde
A" = Acos*a + 2Bsenacosa + Csen’a; (2.29)
B' = Bsen’a + (A — C)senacosa — Beos*a; (2.30)
C' = Asen’a — 2Bsenacosa + Ccos*a. (2.31)

A fim de simplificarmos esta equagao, devemos escolher o angulo «, convenientemente,

de maneira a eliminar o termo misto, ou seja, B’ = 0. A equagao (2.28) terd a forma
Az 4 Cy? + F =0 (2.32)
Procuremos, entao, esse angulo a. Fazendo B’ = 0 em (2.30), teremos
Bsen?a + (A — C)senacosa — Beos*a = 0 (2.33)

Supondo B # 0 (pois, se B = 0, na equacao (2.16) j4 teria a forma procurada), resulta
que cosa # 0.

Dividindo todos os termos da equagio (2.33) por cos*a, obtemos

Btg*a+ (A - C)tga — B =0 =
C—A+./(C—A)?+4B?
2B

= lga = (2.34)

Tendo em vista que (C'— A)? + 4B? > 0, tga é um ntimero real. Com isso, « existe e,

toda equagdo da forma (2.16) pode ser conduzida a forma (2.32).
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Observacao 2. 1 Se soubermos o valor de tga e necessitarmos obter os valores de

sena e cosa, para as relagoes (2.26), usamos da trigonometria as formulas conhecidas

t 1
sena = — 9% ccosa= — o (2.35)

+/1+tg’« +1+tg’a

tendo cuidado com os sinais. Por exemplo, se tivermos escolhido tga < 0, sena e cosa
devem, evidentemente, ter sinais contrarios e, tgaw > 0, sena e cosa devem ter o mesmo

sinal.

Nossa finalidade imediata é de estabelecer quais das figuras geométricas podem ser
determinadas pela equacao (2.32), onde A’, C" e F’ podem ser obtidos diretamente pelas
férmulas (2.29), (2.31) e (2.22), respectivamente.

Sendo G # 0, chamamos de eliptica a equagao de segundo grau se H > 0, hiperbdlica
se H <0 e parabdlica se H = 0.

Para a equacao reduzida (2.32), temos H = A'C". Assim sendo, (2.32) é eliptica para
A'C" > 0 e hiperbdlica para A'/C" < 0.

Modifiquemos, antes de tudo, a forma da equagao (2.32),
Ag? £ CY? + F =0 = A2? + Cy* = —F' (2.36)

Fazendo, —F" = J e, deixando, por enquanto, de lado a origem da equagao (2.32),

vamos suprimir os indices das letras e teremos
A* +Cy* =J (2.37)

Supondo a equagao (2.37) eliptica, entdao, AC' > 0, ou seja, A e C' tém o mesmo sinal.
Quanto a J, ha treés casos a apresentar: J >0, J < 0e J = 0. Vejamos cada um desses

Casos.

1. Se J > 0, a equagao (2.37) define uma elipse, pois, dividindo ambos os membros de

(2.37) por J, teremos

2
+ %=1 (2.38)
G

sl B,
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Note que, % >0e % >0e, \/%, \/g € R. Assim, desiguinaremos

Donde,
J J
P=Zeb’ = 2.40
a”=—e c (2.40)
Substituindo (2.40) em (2.38), chegaremos a equagao candnica da elipse,
22 P

2. Se J = 0, somente o par de numeros reais z = 0 e y = 0, satisfaz a equagao (2.37),
ou seja, esta define a origem do sistema de coordenadas. Com isso, a equagao

Az? + Cy* = 0 é a equacao da elipse degenerada.

3. Se J < 0, a equagao (2.37) é habitualmente chamada equacao de uma elipse

imagindria, ou seja, representa um conjunto vazio.

Supondo agora que a equagao (2.37) seja parabdlica, entao, AC' < 0, ou seja, A e C
tém sinais contrarios.
Quanto a J, ha trés casos a apresentar: J >0, J < 0e J = 0. Vejamos cada um desses

Ccasos.

1. Se J > 0 ouse J < 0, a equagao (2.37) define uma hipérbole. Para demonstrar,

basta dividir ambos os membros de (2.37) por J e, teremos

2
x
T+ =1 (2.42)
A

QlS,

Tendo em conta que, A > 0 e C < 0, teremos no caso em que J > 0, que % >0e

L <0e, /(%) y/(%) € R. Assim, designaremos

J
a’="¢e —b =

J
o = (2.43)
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Substituindo (2.43) em (2.42), chegaremos a equacao canonica da hipérbole, cujo

eixo transverso é OX, isto é:

e (2.44)
Se J < 0, teremos
%<Oeé>0. (2.45)
Com isso,
—a? = % e b’ = é (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.42), chegaremos a equacao canonica da hipérbole, cujo

eixo transverso é QY isto é:

y_r . (2.47)

2. Se J =0, a equagao (2.37) tem a forma

Ax® + Cy? =0 (2.48)

ou

(VAz +V/=Cy)(VAz —/=Cy) = 0. (2.49)

Tendo em conta que, A >0e C <0, VA vV—C € R.

Em virtude de (2.49), as equacoes v Az + /—Cy =0 e vV Az —/—Cy = 0, definem
duas retas que passam pela origem. Com isso, para J = 0, obtemos a equacao de
uma hipérbole degenerada. Assim, toda equagao conica (ou equacao geral do 2° grau)

de centro (H # 0) é eliptica (H > 0) ou hiperbdlica (H < 0).
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Nota:

e Toda equacao eliptica é a equagao de uma elipse origindria ou a equacao de uma

elipse degenerada ou a equagao de uma elipse imagindria, como mostra a Figura (7);

3

7N
&7

Figura 7 — Elipses: originaria, degenerada ou imaginaria
e Toda equacao hiperbolica é a equacao de uma hipérbole origindria ou a equacao de

uma hipérbole degenerada, como mostra a Figura (8);

A

SNA

] =

Figura 8 — Hipérboles: originaria ou degenerada

Agora, sendo H = 0, obteremos uma equagao parabdlica.

Substituindo as relagdes (2.26) na equagao (2.5) e desenvolvendo processo andlogo a

obtengao das relagoes (2.29), (2.30) e (2.31), obtemos

D' = Dcosa + Esena; (2.50)
E' = —Dsena + Esena; (2.51)

F' =F (2.52)
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Utilizando o mesmo raciocinio para encontrarmos o angulo a de maneira que, depois
da rotacao dos eixos de um angulo «, teremos B’ = 0 em (2.34).

Com isso, H = A'C' — B"? = 0, de onde teremos A’ = 0 ou C’ = 0. Dai, obteremos as

duas relagoes abaixo:

A2 +2D'y + 2By + F' =0; A #0 (2.53)

C'y*+2D's' +2E'y + F' =0 ; C' #0. (2.54)

Do ponto de vista algébrico, as equagoes (2.53) e (2.54) nao se distinguem substancial-
mente uma da outra (uma se reduz a outra por substituigao das denominagoes coordenadas
e das letras que designam os coeficientes).

Comecemos, antes de mais nada, por apresentarmos a equagao (2.54) da seguinte

maneira

/

E
C’ (y'2 +25y > +2D'2' = —F (2.55)

Completando quadrados na expressao entre parénteses, na relacao acima, obtemos

o E/ /2 , / , El2
Fazendo —F" + g:z = L/, teremos
E'\?
c’ <y’2 + 25) +2D'2 = L' (2.57)

Podemos apresentar dois casos:

1. Sendo D’ # 0, a equacao (2.57) podera ser escrita como

£ 2 ) ) I/
' (y + O,) +2D (w = 2D’> — 0. (2.58)
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L/

57y ha diregao do eixo O'X" e

Desloquemos paralelamente em (2.58), os eixos em
de —% , para o eixo O’Y". As coordenadas de todos os pontos do plano mudarao,

entao, teremos

L £
57y © y =19y - =. (2.59)

r_n
T =x + ol

Substituindo, (2.59) em (2.58), obtemos

C'y"* +2D'z" = 0; (2.60)
ou ainda
"= —2%%. (2.61)
Fazendo, —% = 4p, obtemos
y"? = —2px” ou y"? = 2pa”, (2.62)

que sao as equacoes canonicas da paradbola.
2. Sendo D' = 0, a equagao (2.57), terd a forma
E'\?
c’ (y’ + 5) =L (2.63)

Desloquemos os eixos de coordenadas por translagao paralela para O'Y”’ de —%. As

coordenadas de todos os pontos do plano modificam-se, entao, teremos
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E'/
d=x"ey =y"— ok (2.64)
Substituindo, (2.64) em (2.63), obtemos
Cy? =1, (2.65)

ou ainda,

L/
y// = Zt\l 5 (266)

Supondo que C’ > 0, analisaremos trés casos para L'

1. Se L' > 0, a equagao (2.66) define um par de retas paralelas (dispostos de uma parte

. . . A~ . ’
¢ de outra do novo eixo das abscissas a uma distéancia de /& cada uma);

2. Se L' =0, a equacdo (2.66) define uma sé reta, no novo sistema das abscissas;

3. Se L' <0, a equagao (2.66) define uma pardbola degenerada.

Com isso, toda equagao parabdlica do sequndo grau (H = 0), é a equagdo de uma
pardbola ordindria (ou curva nao central) ou a equacao de uma pardbola degenerada (ou
curva com uma infinidade de centros).

Por fim, se G =0 e H # 0, a equagao (2.23) se apresenta como
Az* + 2By + Cy* =0 (2.67)

Suponhamos a equagao (2.67) eliptica, entao AC' > 0, ou seja, os coeficientes A e C

tem o mesmo sinal, onde tomaremos o sinal positivo.



Fazendo

i) B=+VAC, teremos

(VAZ + V0§ =0=> VAZ +VCyj=§=— %i (2.68)

it) B=—+AC, teremos

(VAZ —VC7)?=0=>VAz —VCj= 5= \/gf (2.69)

Com isso, (2.68) e (2.69) representam as equacoes de duas retas;
Note que, B podera ser nulo, para isto teriamos A = 0 ou C' = 0, dai encontraremos

apenas um ponto;

Por outro lado, se B < 0,//AC < 0, que é um absurdo, logo, teremos o conjunto

vaz10.
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Apresentaremos aqui algumas aplicacoes do Teorema demonstrado, utilizando o

processo algébrico.

Para cada uma das equacoes abaixo, identifique a conica que ela representa:

1) 5% + 8y* — 4oy — 18z +9 =0

Resolucao: Sabendo que a equacao do segundo grau é dada por

Ax? +2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0,

temos aqui,

A=5 B=-2,C=8 D=-9, E=0; F=09.

Assim,

A B D 5 -2 9
G=|B C E|=|-2 8 0|=-324<0;
D E F —9 0
A B 5 —2
= = =36 > 0;
B C —2 8

I=A+C=5+8=13>0.

(3.1)
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Com isso,

G#0eH>0,G-1<0, A#C e B#0.

Portanto, trata-se de uma elipse.

2) 7T2% — 48xy — Ty? — 30z — 40y + 75 = 0

Resolugao: Temos aqui,

A=T7, B=-24; C=-7, D=—-15; K =-20; F =T75.

Assim,
A B D 7T =24 —-15
G=|B C E|=|-24 -7 -20|=—62500 < 0; (3.3)
D E F —15 =20 75
A B 7T =24
= = = —625 < 0; (3.4)
B C —24 -7
e
I=A4+C=7T-7=0.
Com isso,

G#0e H<DO.

Portanto, trata-se de uma hipérbole.
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3) 22 4+ 222y + 22 + 6v3z + 3 =0

Resolucgcao: Temos aqui,

A=1;, B=v2, C=2 D=3V3 E=0; F=3.

Assim,
A B D 1 V2 3V3
G=|B C E|=|+Vv2 2 0 |=-54<0; (3.5)
D E F 3v3 0 3
A B 1 V2
= = V2 = 0; (3.6)
B C V2 2
(&
I=A+C=1+2=3.
Com isso,

G#0e H=0.

Portanto, trata-se de uma pardabola.
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4) 22?2 — 32y — 2y* + 5+ 5y —3 =0

Resolucao: Temos aqui,

A:2,B:——,C:—2;D:—7E:g;F:—3
Assim,
A B D 2 3 8
G=|B C E|= —% —2 g =0; (3.7)
D E F 5 3
A B 2 -3 25
_ _ 2 |2y, 3.8
e
I=A+C=2-2=0.
Com isso,

G=0eH<0e G-I=0.

Nessas condigoes, a equagao dada representa duas retas ou um ponto, ja que G - I = 0.
Agrupando os termos da equacao dada, transformando-a numa equacao do 2° grau,

teremos

22% 4 (5 — 3y)x + (5y — 2y* —3) =0

dai,

A=(5-3y)*—4-2-(5y —2y* —3) = 25¢y* — 70y +49 = (5y — 7). (3.9)
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Entao,

—5+3y+ by —7)
r =
4

=0 =2y—3exs=(—y+1)/2;

isto é, x —2y+3=0e2x+y—1=0sao as equacoes obtidas.

Portanto, trata-se de duas retas.

5) 32 — 2xy + 3y* +4x — 4y + 20 =0

Resolucao: Temos aqui,

A=3, B=-1,C=3;, D=2; F=-2; F=203.

Assim,
A B D 3 -1 2
G=|B C E|=|-1 3 —=2|=144>0; (3.10)
D FE F 2 =2 20
A B 3 -1
= = =8> 0; (3.11)
B C -1
e
I=A+C=3+3=6>0.
Com isso,

G#0eH>0e, G-I>0.

Portanto, trata-se de um conjunto vazio.
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4 Aplicacoes usando o software
Maple

O Maple é um programa de Computacgao Algébrica de uso geral que possui inlimeros
recursos numéricos e graficos, além de também funcionar como uma linguagem de pro-
gramacao. Ele vem sendo desenvolvido desde 1981 pela Waterloo Maple Inc Canadd, para
varios sistemas operacionais. Com ele, é possivel encontrar solucoes exatas para problemas
praticos que envolvam resolugao de equacoes, derivadas, integrais, cdlculo matricial e, em
nosso caso, o reconhecimento das conicas em Geometria Analitica, tudo isso integrado a
recursos que permitem visualizacao de dados ou objetos planos ou tridimensionais.

Na versao 18 para Windows, quando ele é inicializado, aparece uma tela como da figura

(9)-

Mapie 18

The Essential Tool for Mathematics and Modeling

—al”
“a Iesoftr £ Maplesoft, s division of Waterloo Maple Inc., 2014,
ll Maplesoft and Maple are trademarks of Watarioo Maple Inc.

Figura 9 — Apresentacao do Maple 18
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Funcionando de modo interativo, o usuario vai digitando comandos ao lado de um
aviso (prompt) cujo formato padrao é o simbolo >. Assim que um comando digitado sem
erros ¢ encerrado, o niucleo do programa o executa.

Podemos utilizar comandos de ajuda, para estudarmos as conicas a partir de dois cones,
vendo o aparecimento de elipse, hipérbole, parabola, circunferéncia e ponto, que seria ao
abrir o programa escolher a funcao Mathematics - Geometry - Conic Sections, figuras (10),

(11), (12), (13), (14).
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Figura 13 — Conic Sections - Main Concept I

Nesta tela, observacoes sao feitas, deslizando os botoes de distance from origin para
direita e para esquerda e, angle de -90° a 90°, obtemos uma elipse ou um circulo (quando
o angulo é de 90°), uma hipérbole, uma pardbola, ou um ponto (quando a distancia estd no
inicio e o angulo for 90°).

Considerando-se uma conica de equagao:

Az*+ Bry+Cy* +Dx+ Ey+F =0 (4.1)
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Figura 14 — Obtengao de conicas a partir dos cones

apresentam-se nesta secao, alguns procedimentos que permitem o estudo das variagoes dos

coeficientes da equacgao geral de uma curva do 2° grau, que seria ao abrir o programa e

escolher a fungao Mathematics - Geometry - Conic, figuras (15), (16).
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Figura 15 — Conic Sections - Main Concept 11

Nesta tela obtemos circulo ou elipse ou pardbola ou hipérbole.

No circulo, os coeficientes A e C' sao iguais positivos e quem determina a medida do

comprimento do raio é o coeficiente F, onde —5,0 < F' < 0,0 temos um circulo e, F' = 0,
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Figura 16 — Circulo ou elipse ou parabola ou hipérbole

um ponto na origem.

Na elipse, os coeficientes A e C sao distintos e ambos sao positivos e F' segue 0 mesmo

comportamento para o circulo e, também F' da o comprimento do eixo maior, sendo ele no

eixo OX ou OY, determinados pelos coeficientes A e C.

Quando fazemos variar o coeficiente A, obtemos outras formas:

e A =0, obtemos duas retas paralelas e simétricas em relacao ao eixo OX. Figura

(17);

Arquivo (4) Editar (E) Visualizar Inserir Formatar Tsbels Desenho Gréfico Planilha Ferramentas Janela Ajuds

D2BaS® XbBHB 5¢ ETPX E

| Favoritos. J = : A
w Maple Cloud

e—— Use the sliders to modify coefficients of the general equation of a conic and see how it affects the conic.

public. v 2

1.6y —1=0

Popular | New | Favorites A

johnny_weie 126(gy

TgPakken 4 5,0 0,0 50
ropez ET]

Vet More Gems from the Little.

| B:

(Gems from the Litle Red Boo...

—_— 5,0 0,0 50
sithne ) ¥

What's New in Maple 16 N c

Rioper ) -

Partial Fraction Decomposition -50 0,0 50
ljshnny_weie o)

T V6.9 D

hrny_weie B .

TgPakken 5,0 0,0 50

5w _4 ) 0f 2 4 E

Fixed-Point Iteration v

] . 5,0 0,0 5.0
Lines - The Devil Is in the Det...

fopez ) F:

Fitting Cirdles in Space to 3-D... 5 . s o
59 0®090
powered by Google™ o Cirde Elipse. Parabola Hyperbola
W Expression

ath a—b ab -4
£ 2 v« >

va
>
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e 0 < A <, obtemos uma elipse cujo eixo transverso é o OX. Figura (18);
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Figura 18 — Elipse cujo eixo transverso ¢ o OX

e A > (', obtemos uma elipse cujo eixo transverso é o OY. Figura (19);
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Figura 19 — Elipse cujo eixo transverso é o OY

e A <0, obtemos uma hipérbole cujo eixo transverso é o OY. Figura (20);

Deve-se observar que nos casos acima, B =D = E = 0.

Quando fazemos variar o coeficiente F:
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Figura 20 — Hipérbole cujo eixo transverso é o OY

e FF=0,quando 0 < A < C ou A > C, obtemos um ponto na origem do sistema.

Figura (21);
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Figura 21 — Um ponto na origem do sistema

e "< 0,quando 0 < A < C ou A > (|, variamos a distancia focal da elipse. Figuras

(22), (23);

e ['=0e A <0, obtemos duas retas concorrentes na origem do sistema. Figura (24);



Capitulo 4. Aplica¢des usando o software Maple 37

Arquivo (A) Editar (F) Visualizar Inserit Formatar Tabela Desenho Gréfico Planilha Ferramentas Janela Ajuda

D2BSS XBE 5S¢ ETP X R MIOFe w BxE @ [search for help, tasks, apps...

Femmm— " : Matemitica  Des Plot Ocult : ~
' Maple Cloud
~

Procurar Use the sliders to modify coefficients of the general equation of a conic and see hovw it affects the conic.

publc v 2 2

0.7x + L6y —3.6=0

Popuiar | New | Favorites o

sohrny_wsie s -

HETED 5,0 00 50

— BT 4

Vet More Gems from the Litt. .

oper ) B:

Gems from the Little Red Boo.

== ) v 50 0,0 50

Vihat's New in Maple 16 o

Rloper =5 2 )

Partial Fraction Decomposition 50 00 50

pre——— BT

TgPakken v6.9 D:

ohnmy_eie: BT

Tgpakken 50 0,0 50

Riopez =5

- -2 2 :
Fixed-Point Iteration 4 . 9 Y 4 E
x

opez 50 0,0 50

Lines - The Deul Is in the Det..

opez =] F:

Fitting Crdes n Space to 3-D...

f -2 50 0,0 50

o 6e 00
poweredby Google™ @ Cide Blipse Parabola Hyperbola
W Expression

v a—b ab "
v
. b I v |« > v

Figura 22 — Variagao da distancia focal da elipse cujo eixo transverso é o OX

Arquive (A) Editar (E) Visualizar Inserir Formatar Tabela Desenho

D2BSS ¥BBER S5¢ FTPIX =

fico Planilha Femramentas Janela Ajuda

cfR NIOFe ¥ B @ [search for help, tasks, apps..

= N Matardtica Pt Animacie Gattar |4 ,.
¥ Maple Cloud
~
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Figura 23 — Variagao da distancia focal da elipse cujo eixo transverso é o OY

e ['<0e A=0, variamos a distancia entre as retas paralelas e simétricas ao eixo

OX. Figura (25);

e ['<0e A<O0, variamos a distancia focal da hipérbole cujo eixo transverso é o OY.

Figura (26);

e ['>0e A <0, variamos a distancia focal da hipérbole cujo eixo transverso é o OX.

Figura (27);
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Figura 25 — Variagao da distancia entre

e F>0e A>0eC >0, obtemos um conjunto vazio. Figuras (28), (29);

as retas paralelas e simétricas ao eixo OX

Em todos os casos acima, o coeficiente B se encarrega da rotagao da conica. Se B > 0,

a rotacao ¢ no sentido anti-horario e, se B < 0, sentido horario.

Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos resultados semelhantes para pardbolas e

hipérboles.

Para a simplificagao da equacao de uma conica, bem como, para a construcao de seu

grafico, utilizaremos os seguintes comandos:

> with(geometry) :
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Figura 26 — Variacao da distancia focal da hipérbole cujo eixo transverso é o OY
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e Use the sliders to modify coefficients of the general equation of a conic and see how it affects the conic.
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Figura 27 — Variacao da distancia focal da hipérbole cujo eixo transverso é o OX

> conic(ci, Ax 2>+ Bxxxy+Cxy*+ Dxx+ Exy+F=0,[z,y]):
> form(ci);
> draw(ci);

> detail(ci);

Como exemplo, vamos realizar o estudo da conica de equacao 222 — 3zy — 5y? — 4o —
6y + 8 = 0, figuras (30), (31);
Faremos a identificagao das conicas apresentadas no Capitulo 2 (procedimento algébrico),

com o auxilio do software Maple 18 no apéndices A, B, C, D e E.
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Figura 28 — Um conjunto vazio I
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Figura 29 — Um conjunto vazio II
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5 Conclusoes

Neste trabalho de conclusao de curso trabalhamos com a simplificacao da equacao
geral de uma curva do segundo grau a duas varidveis, envolvendo um tratamento algébrico,
com a aplicacao de um teorema, analisando os coeficientes da conica e, depois a utilizagao
de um aplicativo matematico para melhor visualizacao e construcao de graficos dessas
conicas. Buscou-se com isso, langar uma proposta para o ensino da Geometria Analitica a
partir do uso do software Maple 18, como um recurso facilitador para o processo de ensino
e aprendizagem das conicas, na perspectiva de ampliar ideias e oferecer mais um subsidio
para as aulas de Geometria Analitica.

Percebe-se que o ensino da matematica é cheio de pontos e contra pontos, para o
qual nao existem recursos prontos e acabados e, o aprimoramento de praticas e recursos
educativos, capazes de chamar a atengao dos alunos e despertar seus interesses, na busca
da compreensao e da construgao de novos conceitos matematicos cabe ao professor refletir
sobre a importancia do seu papel na formacao dos educandos, complementando conteudos
relevantes que serao usados por eles em instantes posteriores.

Dessa forma, espera-se que diante dos resultados apresentados neste trabalho, o tema
abordado possa ser exposto de uma forma que facilite o processo de ensino e aprendizagem
e sempre que possivel fazendo uso de recursos tecnoldgicos, que sejam capazes de despertar
o interesse por parte dos alunos e agucar suas curiosidades com o intuito de desenvolver
habilidades muitas vezes nao despertadas quando os conteidos sao abordados sem o uso
destes recursos.

Portanto, a relevancia deste trabalho contribui de alguma forma para uma reflexao

sobre a pratica pedagogica nas aulas de Geometria Analitica, no sentido de melhorar o
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ensino dos conteidos relacionados a este eixo da matemdtica (uma vez que estes conteidos
abordados nao sao vistos nos programas de ensino médio e s6 algumas poucas instituicoes
como o IME e o ITA, cobram esses conteiidos em seus exames de acesso, através da
constante busca por novos recursos), apresentando novas ferramentas que sejam capazes
de despertar um interesse maior por parte dos estudantes de ensino médio, pelos contetdos
em questao, para que estes sejam trabalhados de forma eficiente e prazerosa e, que possa

contribuir de forma positiva para o desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem.



44

A Exemplo 522+ 8y — dzy — 182 +9 = 0

A resolucao se apresenta em oito partes (32), (33), (34), (35), (36), (37), (38), (39)

;> with( geometry) :
> coniclcl, 5 ZL+8 }: —4xy—18x+9=0,[x])
> form(cl);
ellipse2d (1)
> poim[P, 2, %]
P @
[> lie(ri, [ poind 4, 1,0), point(B,3,1) . [x ¥]):
rl 3)
[> Eguation(rl);
1—x+2y=0 @
[> siope(rl);
1
EX (5)
=> PerpendicularLine(r2, P, rl)
r2 (6)
[> siope(r2):
| -2 ™
> Eguation(r2);
—%+2_r+}'=0 (8)
> (’ine[f‘i [P.pom:[Q._{ %] . [x J']];
I o)
[> Eguation(i1);
-1+2y=0 (10)

Figura 32 — Resolucao do exemplo 1 - Parte I

h> slope(11);

0 an
> PerpendicularLine(i2 P, I1);
2 12)
> Eguation(i2);
—442x=0 a3

[> with( plots)
’7> implicitplor( 5 248 :L: —4xy—18-x+9=0x=-5_51=-5_5, color= red gridrefine= 3, crossingrefine=5);

Figura 33 — Resolucao do exemplo 1 - Parte II
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» 035

-05

Figura 34 — Resolucao do exemplo 1 - Parte II1

[> implicitplot(1 —x+ 2y=0,x=-5_.5,y=-5 5, color = blue);

Figura 35 — Resolucao do exemplo 1 - Parte IV

. . 9 3
> I'mpﬁczgu.fof[ ey +2x+y=0x=-5.5y=-5.5 color=green |;
L B

Figura 36 — Resolucao do exemplo 1 - Parte V
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[> implicitplot( -1+ 2y=0,x=-5 .5, y=-5 .5, color = orange).
07
06
4
0.4
03
-4 -2 0 2 4
x

Figura 37 — Resolucao do exemplo 1 - Parte VI

[> implicitplot( -4 + 2x=0,x=-5 .5 y=-5 .5, color = yellow):

Figura 38 — Resolucao do exemplo 1 - Parte VII

> di:pf@'[ {zmp{icimfor(i-:fl +8 }2 —4xy—18x+9=0.x=0_4 y=-2 3. color = red gridrefine = 4. crossingrefine= 4]. implicitplot(1 —x+ 2y
=0,x=0.4,y=-2 .3, color = blue). impiicz.guiar[ - % +2x+y=0.x=0.4.y=-2 3. color= green} implicitplot( -1 4+ 2y=0.x=0.4,y=-2

_3, color = orange), implicitplot( -4 + 2x=0,x=0_4 v=-2 3. color = yellow) D

k]
2
y
1
n ( /
1 2 3 4
x
-1
-2

Figura 39 — Resolucao do exemplo 1 - Parte VIII
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A resolugao se apresenta em nove partes (40), (41), (42), (43), (44), (45), (46), (47), (48)

;> with( geomeiry) :
| > com’c(cl_ 7% — 48 xy—17 }1 —30x—40y+T75=0, [Y_;L]] :
> form(c2):

hvperbola2d
[> detail(c2);
name of the object c2
form of the object hyperbolald
53]
center - -
57 5
2 ) P )
[T T S
5 5 3 3 5 5 5
[-5153]]
vertices Bl N
5 5 573
X Ty Tx y
he asymptotes -+ = 4+1=0-——-=—-1=0
the asymptote: { 5 3 T B }

equation of the hyperbola 722 —48xy— ?}: —30x—40y+75=0

i 3 4
> point| P-—.-— |;
Pﬂmf[ TS ]

P
[ 9 12 3 4
> 1, inr| A~ —.——— |.point| B, — — | . [x¥]|:
me[f. porm[ s ]pow[ T S].[t}]).
ri
[> Eguation(rI):
- 1,6 x+ 12 y=0
pl 2

Figura 40 — Resolucao do exemplo 2 - Parte [

@

@

@)

@

)
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> slope(rl);

2

3
[> PerpendicularLine(r2, P.r1):

2
[> slope(r2);

El

4

> Eguarion(r2):

PR L im— 0
> E':'ne[EL [P.pom:[g—%.-%] . [x Jr]];
i1
[> Eguation(i1);
-E-s=0
3
> slope(11);
o
[> PerpendicularLine(i2, P, 11);
2
[> Eguarion(i2);
2 _x=0

Figura 41 — Resolucao do exemplo 2 - Parte II

:> with( plots)
> rmpiic:{uiar(? o — 48 Xy — ?-}] —30-x—40-y+ 75 =0.x=-15 ..15. ¥y =-20 .20, color = red gridrefine = 5. crossingrefine= 5];
20
FoAln
-15 -10 - 0 5 10 15
x
-10
-20

Figura 42 — Resolucao do exemplo 2 - Parte II1

(16 12 .
> im_pﬁcf{pia([ —?x—k ?}2 0,x=-15 .15, y=-20 .20, color = b.fue}
20
F 10
-15 -10 -3 3 10 15
x
-10
-20

Figura 43 — Resolucao do exemplo 2 - Parte IV
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49

. . 2 16 )

> impﬁfcim.ﬁor[4+ ?_Y+ ?}2 0.x=-15 .15, y=-20 .20, color = green |;

E
10
¥ 3

-15 -10 -5 a 5 10 15
x

-5
-10

Figura 44 — Resolucao do exemplo 2 - Parte V

N
> impffcie;ufof[ —% —y=0.x=-15 15 y=-20 .20, color = orange |;
I

-13 -10 -5 0 3 10 15

-0.3

-0.8

-07

Figura 45 — Resolucao do exemplo 2 - Parte VI

r 3
> impifcf{uiar[ - ; —x=0,x=-15 15, y=-20_20. color = yellow |:
2 J
20
10
ooy
-09 -03 -07 -06 -05 -0.4
x

-10
=20

Figura 46 — Resolucao do exemplo 2 - Parte VII



Apéndice B. Exemplo 7Tx* — 48xy — Ty? — 30z — 40y + 75 =0

50

W

a‘l‘spf‘a}'[ {zmp[ici!p[oz(? o — 48 XY — ?-:L: —30x—40-y+75=0,x=-15 15, y=-20 .20, color = red gridrefine= 4, crossmgreﬁnezﬁl],_
P 16 12 o o P 12 6 o
implicitplot —T:(+ ?}— 0.x=-15 .15, ¥y=-20 .20, color = blue |, implicitplot| 4 + T:(+ ?}— 0, x=-15 .15, y=-20 .20, color
= green |, zmp[icigu[oz[ - 47 —y=0x=-15 15, y=-20_20, color= omnge} zmpficigufoi[ - i —x=0,x=-15 15 y=-20_20. color
5 3

o] )

20

Figura 47 — Resolucao do exemplo 2 - Parte VIII

;> with{ geometry) :
> asympiotes(c2);

|asymptote_I_c2. asymptote_2 c2) (15)
> draw(asymptotesic2));
10
3
1o -5 3 10
-5
-10

Figura 48 — Resolucao do exemplo 2 - Parte IX



C Exemplo

2%+ 22xy + 2y% + 632 + 3 =0

A resolugao se apresenta em oito partes (49), (50), (51), (52), (53), (54), (55), (56)

;> with( geometry)
> form(c3):
> detail(c3);

name of the object
form of the object

vertex
focus
directrix

> com’c[cif + 2-sqrt(2) x4+ 2-}1 + 6-sqrt(3)-x+3=0. [_\:}']] :

parabola’d

c3

parabola2d

5]
37 3

[_ 3 _J2J6
3

6 3
w6 w3 2

w
[
(=]

equation of the parabola P +2\.”?x}'+2}3 +6/3x+3=0

P

> pm[p___m__w];
3 3
> Eme[ rl pomr[.e{.— %.— Sqrgi].pomf

B Eguationi(rI);

=> slape(rl);

[3— sqrt(3) _ sqri(2) sqrif6) _ sqri(6) squ(E)-sqrtU)]
T3 T3 6

E Ix .v]];

ri

1 1 1 1 1 Y 1 1 1 A
-FJ?JTI—?JT}J?—?[-?J?+?J?JT JT+?J?[-TJ?—?JTJ?|:0
4 4

|

1o | =
<
3

Figura 49 — Resolucao do exemplo 3 - Parte |
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Apéndice C. Ezemplo x> 4+ 2v/2xy + 2> +6V32 +3 =0

52

B PerpendicularLine(r2. P, r1);
r2 (7
[> slope(r2):
1
T3V ®
> Egquation(r2);
—%Vq_rvf?+%vq}quu )
i . 3- sqri(3) sqrt(6) 1)
> line| I1. | P, point| Q. —3 T3 NESIRE
| 11 (10)
> Eguation(il):
%}-J?+ %JTJ?:D an
B slope(11);
0 (12)
[> PerpendicularLine(I2. P, 11):
2 (13)
[> Eguation(i2);
%+%\."?_r=[} (14)

Figura 50 — Resolucao do exemplo 3 - Parte II

:> with( plots)
> im_piicf.[piai(:() + 2-sqrt(2) oy + 2 -}3 + 6-sqrt{3)x+ 3=0.x=-5_5y=-5_5, color = red gridrefine= 3, crossingrefine= 5];
3

Figura 51 — Resolucao do exemplo 3 - Parte III

> zmpficrfpfor[fLﬁﬁxf Lawe-1 [%ﬁ+ %ﬁﬁ]ﬁJr %J?[f%ﬁf %ﬁﬁ]w__x:—s_.s__}:—s_.s__ color

6 6
= 5[1:3);

Figura 52 — Resolucao do exemplo 3 - Parte IV



Apéndice C. Ezemplo x> 4+ 2v/2xy + 2> +6V32 +3 =0

93

r 5\
> zmpifcf{p.far[ ,% J2 26 + % 233 =0,x=-5_5y=-5_5, color= green |:
7/
4
¥
2
-3 -2 -1 0 1 z 3
x
-2
-4

Figura 53 — Resolucao do exemplo 3 - Parte V

r Y
> zmpffciguior[%}"q+ %\."T-f?:ﬂ,x:—f,,i}:—ﬁ,j |
7/
4 Y
!'mpfi‘c,i,gufo.‘[éy\.‘?nt i\."'?\.'?=0 x=-5 5y=-575
3 9 J
[ O N = S §
> implicitplot 3 + TV 3 x=0,x=-5.5y=-5_5, color = yellow |;
4
4
2
oy
-08 -0.7 -06 -0.5 -0.4
X
-2
-4

Figura 54 — Resolucao do exemplo 3 - Parte VI
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Apéndice C. Ezemplo x> 4+ 2v/2xy + 2> +6V32 +3 =0

o4

> dtsp?qv[ {mpﬁc:miar[f + 2-sqrt{2) xy+ 2 :I.,: + 6-sqrt{3) x+ 3=0.x=-5_5,¥=-3 .5, color = red gridrefine = 4, crossingrefine = 4).
mplictpior| - VT VT 3= ¢V - (-3 VE + %ﬁﬁ] S35 VE (-5 - %ﬁﬁ] =0x=-5.5y=-5 5
color= 5[1:3]. imp.{fcf{p.fai[ —% J2x/6 + %ﬁl J3 =0.x=-5.5y=-5.5, cofangTeen]. fmpiicia;ufof[ %lﬁ + %ﬁ J6 =0.x=

-5.5,y=-5.5color= Drange], mpﬁcfrp!oi[ % + % V3 x=0,x=-5.5y=-5.5 gag‘or:}eiimv']]];

Figura 55 — Resolucao do exemplo 3 - Parte VII

;:» with( geometry) :
> directrix(c3);
directrix_c3

> draw(directrix(c3) ):

10

5

-10 -3 0 3 10

-5

-10
E3

Figura 56 — Resolucao do exemplo 3 - Parte VIII
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D Exemplo
20° — 3xy — 2% + 5+ 5y —3 =0

A resolucao se apresenta em duas partes (57), (58)

;> with( geometry) :
> conﬁc(c{?-,‘g —3xy—2 :I.: +5x+5y—3=0, [Jc_J;]] :
lconic: degenerate case: two intersecting lines
> form(c4):
FAIL (6]
[> draw(cd);

Figura 57 — Resolucao do exemplo 4 - Parte |

> detail(c4);

name of the object Line [ o4 name of the object Line 2 o4

form of the object line2d form of the object line2d @
[0z, 2Ty _3/T0 -

J10 _

2

equation of the line - =0 equation of the line

2410 x + Vi0y
5 5 5

Figura 58 — Resolucao do exemplo 4 - Parte II
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E Exemplo

3x2 — 2xy + 3y + 4w — 4y + 20 = 0

A resolucao se apresenta em uma parte (59)

;> with( geometry) -

> form(e3);

B draw(c3);

Error, (in geometry:

> com’c(c.i._ 34 -2 xy+ 3-_].2 +4x—4y+20=0[x J.]] :
lconic: there is no locus

FAIL

—draw) unknown geometric object c5

> detail(c3);

|Error, (in geometry:

—detail) unknown object: ¢S

>

Figura 59 — Resolucao do exemplo 5 - Parte I
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