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RESUMO

LIMA, M. L. S. Sobre pensamento geométrico, provas e demonstracdes matematicas de
alunos do 2° Ano do Ensino Médio nos ambientes lapis e papel e GeoGebra. 2015. 192f.
Dissertacdo (Mestrado em Educacdo Matematica) - Universidade Estadual da Paraiba- UEPB,
Campina Grande, 2015.

Nossa pesquisa investigou que tipo de provas, demonstracbes matematicas e nivel de
pensamento geométrico de alunos do 2° Ano do Ensino Médio podem ocorrer a partir de uma
proposta didatica nos ambientes lapis e papel e GeoGebra. Como pesquisa qualitativa, e estudo
de caso, utilizamos como instrumentos redacdo com o tema Provas e Demonstracdes
Matematicas, proposta didatica desenvolvida por uma equipe de cinco pessoas que trabalhou de
forma colaborativa inserida no Projeto CAPES/OBEDUC/UFMS/UEPB/UFAL Edital 2012,
notas de campo, observacao participante, gravacdes em audio e fotos. Elaboramos uma proposta
didatica com 18 atividades, dividida em quatro partes, que incentivam alunos a refletirem,
justificarem, provarem e demonstrarem. A aplicacdo dessa proposta se deu em julho de 2015 aos
alunos do 2° Ano do Ensino Médio de uma escola publica na cidade de Areia, Paraiba. Para isso,
os alunos se agruparam em duplas e um trio e a coleta dos dados se deu em trés momentos. No
primeiro momento, aplicamos a redacdo, revisamos com os alunos angulos, triangulos e
teoremas e trabalhamos com eles o aplicativo GeoGebra. No segundo momento, aplicamos as
Partes | e Il da proposta com 8 atividades sobre Teorema de Pitagoras e 3 atividades sobre
Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo, respectivamente. No terceiro
momento, aplicamos a Parte 111, com 2 questdes sobre o Teorema do Angulo Externo e a Parte
IV, com 5 questdes a serem trabalhadas no aplicativo GeoGebra sobre 0 Teorema de Pitagoras e
Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo. Em nossa pesquisa analisamos o
trabalho desenvolvido pelo trio de alunos, uma vez que foram ricos na tentativa de responder a
todas as perguntas/atividades. Analisamos a Atividade 8 da Parte I, as Atividades 1 e 2 da Parte
Il e todas as Atividades da Parte 1V, totalizando em 8 questes. Utilizamos o método de
triangulacdo de dados para nosso estudo de caso e, primeiramente, tragamos o perfil do trio de
alunos com relacdo as Provas e Demonstracdes Matematicas. Em seguida, investigamos o
pensamento geométrico e as provas e demonstra¢cdes matematicas utilizadas pelo trio de alunos
nos ambientes lapis e papel e GeoGebra. Para isso, utilizamos as discussdes sobre 0s niveis do
pensamento geométrico propostos por Parzysz (2006) e tipos de provas propostos por Balacheff
(2000) e Nasser e Tinoco (2003). A partir de nossos resultados pudemos concluir que o trio de
alunos ndo conseguiu desenvolver suas justificativas nem provas, uma vez que ndo entendem o
que vem a ser provas e demonstragdes matematicas, e em suas redagdes percebemos que estes
alunos tratam provas matematicas como as avaliacdes aplicadas bimestralmente pelo professor
de Matematica. Alem disso, as provas matematicas realizadas por estes alunos se enquadram no
empirismo ingénuo, prova pragmatica (Balacheff, 2000) e justificativa grafica (Nasser e Tinoco,
2003). Dessa forma, quando observamos o pensamento geométrico (Parzysz, 2006) destes
alunos, notamos que se enquadra nos dois niveis da Geometria ndo axiomatica: a Geometria
Concreta (G0) e a Geometria Spatio-Graphique (G1), uma vez que estes alunos se utilizam de
desenhos para justificar suas afirmagfes, como também a validacdo das afirmaces foi feita pela
percepcao do trio. Acreditamos que se nas aulas de Matematica os professores contemplassem
provas e demonstracdes matemaéticas, respeitando o nivel de escolaridade, o grau de
conhecimento e a maturidade dos alunos, contribuiriam fortemente para o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica e do pensamento geométrico, uma vez que 0s alunos seriam
levados a refletir, justificar, provar e demonstrar suas ideias.

Palavras-Chave: Pensamento Geométrico; Provas e Demonstragdes Matematicas; Observatorio
da Educacdo (OBEDUC); GeoGebra; Educacdo Matematica.



ABSTRACT

LIMA, M. L. S. On geometric thinking, proof and mathematical demonstration of High
School Second Year students in pencil and paper and GeoGebra environments. 2015.
192f. Dissertation (Master in Mathematics Education) — State University of Paraiba - UEPB,
Campina Grande, 2015.

Our research work aimed to investigate what type of proof, mathematical demonstration and
level of geometrical thinking can occur from a didactic proposal within pencil, paper and
GeoGebra environments. As qualitative research and study case, we used as instruments essays
with Mathematical Proof and Demonstration themes, a didactic proposal developed by a team
of five people who inserted worked collaboratively in the
CAPES/OBEDUC/UFMS/UEPB/UFAL Project, field notes, participant observation, audios
and photos. We elaborated a didactic proposal with eighteen activities, divided into four parts,
which encouraged the students to reflect, justify, prove and demonstrate. The proposal
application was carried out in July 2015 with High School 2" year students of a public school
in the town of Areia, Paraiba. For such, the students organized themselves in couples and one
trio and the data collection happened in three moments. In the first moment we applied the
essay, revised angles, triangles and theorems with the students and worked GeoGebra
application with them. In the second moment we applied Parts | and Il of the proposal with
eight activities on Pythagoras Theorem and three activities on Sum of the Internal Angles of a
Triangle Theorem, respectively. In the third moment we applied Part 111, with two questions on
External Angle Theorem and Part 1V, with five question to be worked with the GeoGebra
application on Pythagoras Theorem and Sum of the Internal Angles of a Triangle Theorem. In
our research work we analyzed the work developed by the trio of students, once they were
great in responding all the questions/activities. We analyzed Activity 8 of Part I, Activity 1 and
2 of Part 1l and all Activities of Part IV, totalizing in eight questions. We used the triangulation
method for our study case and, firstly, we traced the profiles of the trio in relation to
Mathematical Proof and Demonstration. Then we investigated the geometric thinking and the
mathematical proof and demonstration used by the trio of students in the pencil and paper and
GeoGebra environments. For such, we used discussions around the level of geometrical
thinking proposed by Parzysz (2006) and the type of proofs proposed by Balacheff (2000) and
Nasser and Tinoco (2003). From our research results we could conclude that the trio of
students could not develop the justifications or proofs, once they did not understand what are
mathematical proof and demonstration are, in their essays they understand mathematical proofs
as bimestrial evaluations applied by the mathematics teacher. Moreover, the mathematical
proofs performed by these students were in accordance with naive empiricism, pragmatic proof
(Balacheff, 2000) and graphic justification (Nassar and Tinoco, 2003). In this way, when we
observed the students geometrical thinking (Parzysz, 2006) we noted that it fits into two levels
of the non-axiomatic Geometry: the Concrete Geomety (G0) and the Spatio-Graphique
Geometry (G1), once these students used drawings to justify their affirmations, as the
validation of the affirmation was done by the trio. We believe that if in Mathematic classes the
teachers contemplate mathematical proof and demonstration, respecting the level of education,
the degree of knowledge and maturity of the students, they could strongly contribute to the
process of teaching and learning Mathematics and geometrical thinking, once the students
would be led to reflect, justify, prove and demonstrate their ideas.

Keywords: Geometrical Thinking; Mathematical Proof and Demonstration; Observatory of
Education (OBEDUC); GeoGebra; Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Nossa trajetoria académica iniciou quando ingressamos no Curso de Licenciatura
Plena em Matematica, na Universidade Federal de Campina Grande — UFCG, no primeiro
semestre de 2008 e concluimos no primeiro semestre de 2012. Quando ingressamos no
referido Curso ndo era necessario optar pela Licenciatura ou pelo Bacharelado logo no
primeiro semestre (periodo). Ficou a nosso critério escolher as disciplinas as quais
gostariamos de cursar. Desse modo, optamos por disciplinas comuns a Licenciatura e ao
Bacharelado. No segundo semestre ja deveriamos escolher a modalidade que cursariamos
nos préximos, sendo assim, optamos pela Licenciatura Plena. Durante o Curso tivemos
vérias disciplinas comuns ao Bacharelado e, em relagdo aos anos anteriores, uma
quantidade consideravel de disciplinas pedagogicas e praticas. Porém, pudemos observar

que o foco maior estava voltado ao Bacharelado.

No segundo ano do Curso, em 2009, ingressamos como bolsista em um projeto
federal chamado Programa de Educacéo Tutorial — PET. Este projeto objetiva envolver o0s
estudantes participantes em um processo de formacdo integral, proporcionando-os uma
compreensdo abrangente e aprofundada de sua area de estudos. Além disso, objetiva uma
melhoria do ensino na Graduacgéo, a formacdo ampla do aluno, a interdisciplinaridade e a
atuacdo coletiva de planejamento e execucdo. Nesse projeto, apesar de estar na
Licenciatura Plena, nosso contato maior foi com alunos do Bacharelado e estudos
relacionados a esta modalidade. Nesse sentido, comecamos a observar que preferiamos
mais a Licenciatura ao Bacharelado, pois sentiamos falta de colocar em pratica as teorias
estudadas nas disciplinas pedagdgicas, assim como gostariamos de confirmar se realmente

era a profissdo de professora que gostariamos de exercer.

Apo6s um ano e trés meses no PET, em mar¢o de 2010, decidimos nos desligar e
ingressar em outro projeto voltado para a Licenciatura em Matematica, o qual se chama
Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia — PIBID. Este projeto objetiva
melhorar a qualidade da formagé&o inicial de professores em cursos de Licenciatura Plena
em Matematica (neste caso, integrando a UFCG a Educacdo Baésica), contribuir com a
diminuicdo da evasdo nos cursos de Licenciatura em Matematica e incentivar a atuacao
efetiva dos alunos na transformacéo do ensino publico com praticas inovadoras. Quando
ingressamos, 0 projeto j& estava em seu segundo ano de execucao, ou seja, finalizando em

dezembro de 2010 e houve a sele¢do de novos bolsistas, pois alguns alunos tiveram que
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deixa-lo. Os bolsistas anteriores ja haviam estudado sobre GeoGebra e Modelagem
Matematica e foi pedido para os novos bolsistas escolher um dos grupos para fazer parte e
continuar os trabalhos. Assim sendo, escolhemos participar do grupo sobre o GeoGebra,
pois achamos o aplicativo interessante e nos motivou a estuda-lo. Foi a partir disso que
confirmamos a nossa vocacdo na docéncia, pois pudemos ministrar algumas aulas na
Escola parceira, como também ficamos encantadas com o aplicativo GeoGebra nas

Oficinas por nds ministradas.

Ao finalizar o projeto, segundo semestre de 2011, ingressamos em um novo projeto
do PIBID, no qual ficamos até a finalizagdo de nossa graduacdo. Nesse novo projeto
foram criados dois grupos, um sobre 0 GeoGebra e 0 outro sobre Materiais Manipulaveis
e, novamente, optamos por ficar no grupo GeoGebra para continuar estudando o
aplicativo. Desse modo, realizamos algumas Oficinas e Minicursos sobre o GeoGebra,
tanto na Escola parceira como na UFCG. Aliado a essas praticas, escrevemos alguns

artigos para Revistas e Eventos relatando experiéncias utilizando o aplicativo.

Na Graduagdo cursamos quatro disciplinas de Pratica de Ensino de Matematica, nas
quais pudemos estudar um pouco sobre as Tendéncias da Educacdo Matematica e saber
um pouco sobre a propria Educacdo Matematica, em especial, a Didatica Francesa. Desse
modo, nos encantamos pelas leituras e debates ocorridos durante as aulas. Além disso, nos
encantamos com a paixao e dedicacdo pela Educacdo Matematica da docente Dra. 1zabel

Maria Barbosa de Albuquerque, quem nos inspirou a adentrar nessa area.

Durante o Curso de Licenciatura Plena em Matematica nossa vivéncia docente
esteve ligada ao PIBID, uma vez que estudavamos manhé&/tarde e optamos por estar em
projetos ao invés de buscar por empregos. Desse modo, tivemos experiéncia docente em
trés Escolas Estaduais da cidade, duas foram a partir do PIBID e a terceira a partir dos
Estagios Supervisionados da UFCG. Nesse sentido, foi a partir das duas primeiras que
comegamos a nos inquietar sobre o ensino e a aprendizagem da Geometria nas escolas e
como poderiamos tentar melhorar este quadro. Além disso, pudemos notar a melhora na
aprendizagem dos alunos ao rever assuntos de Geometria a partir do aplicativo GeoGebra

e como os professores tentam melhorar suas aulas por meio de cursos de aperfeicoamento.

No primeiro semestre de 2012 cursamos a disciplina de Leitura e Produgdo de
Textos Académicos Il e o docente nos propds que fizéssemos um projeto de pesquisa
como finalizacdo da disciplina. Como ja vinha com inquietagdes sobre a Geometria e 0

GeoGebra, conversamos com o docente e pedimos que nos orientasse no projeto, uma vez
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que queriamos utiliza-lo para ingressar em um Programa de Mestrado. Desse modo, nosso
projeto foi sobre Uma Proposta para o ensino aprendizagem de Geometria do Ensino

Médio utilizando o software GeoGebra.

Como iriamos concluir nosso curso em julho de 2012, tivemos oportunidade de
tentar a selecdo do Mestrado Profissionalizante em Ensino de Ciéncias Naturais e
Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Norte — UFRN, em abril/maio de
2012. Realizamos a primeira etapa da selecdo, a qual foi uma prova escrita com relacdo a
um livro de Iran Abreu Mendes e fomos aprovadas nessa etapa. A segunda etapa da
selecédo foi uma entrevista, na qual defendemos nosso projeto de pesquisa e conversamos
sobre planos de nossa carreira profissional. Nessa etapa também fomos aprovadas, mas
um dos motivos que nos impediu de ingressar no Programa foi a greve geral, abracada
pela UFCG. Desse modo, ndo tinhamos o certificado de conclusdo, ndo levando a uma
pontuacdo necessaria entre os aprovados e classificados. De qualquer forma, foi uma

experiéncia muito boa e nos motivou a ndo desistir de uma nova sele¢do para o mestrado.

Em novembro de 2012, assim que concluimos o curso, nos inscrevemos para a
selecdo do Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica da Universidade
Estadual da Paraiba — UEPB, no qual fomos aprovadas e tivemos a honra de ter como
orientadora a docente Dra. Abigail Fregni Lins (Bibi Lins). Ao ingressar no Mestrado,
nossa proposta inicial estava aliada ao uso de métodos e ferramentas tecnoldgicas que
auxiliassem no ensino e aprendizagem da Matematica, em especial 0 GeoGebra e a
Geometria. Nossa proposta era a de analisar tanto o ensino (professores) quanto a
aprendizagem (alunos) por meio de aulas e atividades utilizando o aplicativo e
comparando as aulas expositivas tradicionais com as aulas realizadas com o GeoGebra.
Em conversa com nossa orientadora, percebemos que seria melhor optarmos pelo ensino
ou pela aprendizagem para tornar possivel e viavel a pesquisa em si. Nesse sentido,
optamos pela aprendizagem da Geometria com o auxilio do GeoGebra, ndo tendo ainda
conteudo(s) especifico(s) a ser(em) trabalhado(s) com os alunos.

Além dessa conversa, nossa orientadora nos convidou a fazer parte de um Projeto
dela e de outras duas docentes doutoras, uma da UFMS e outra da UFAL, intitulado
Trabalho colaborativo com professores que ensinam Matematica na Educagdo Béasica em
escolas publicas das regides Nordeste e Centro-Oeste, que faz parte do Programa
Observatério da Educacdo OBEDUC/CAPES. Apos algumas reunides, juntamente com

mestrandos do projeto e nossa orientadora, decidimos participar do mesmo uma vez que
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pudemos perceber o quanto um ambiente colaborativo poderia vir a ser enriquecedor. O
acréscimo a minha proposta inicial (aprendizagem da Geometria com o auxilio do
GeoGebra) se deu com Provas e Demonstracfes, ja foco de alguns dos mestrandos

integrantes do projeto.

O Projeto das docentes dentro do Programa Observatério da Educacao
OBEDUC/CAPES ¢ em rede, ou seja, possui trés nucleos, um na UFMS, outro na UEPB e
outro na UFAL. Na UEPB contamos com uma equipe de 20 pessoas, dentre essas 5
mestrandos, 7 professores da educacdo basica e 8 graduandos da UEPB, mais a
coordenadora Abigail Fregni Lins. Nesse projeto, o trabalho é de cunho colaborativo e
fazemos parte da equipe de Provas e Demonstracbes Matematicas. Essa equipe é
composta por 5 membros, sendo 2 mestrandos, 1 professor da educacdo bésica e 2
graduandos da UEPB e estudamos trés perspectivas: provas e demonstracées, aplicativos e

trabalho colaborativo.

Nossa equipe Provas e Demonstracdes Matematicas atuou na Escola Estadual de
Ensino Fundamental e Médio Carlota Barreira, localizada na cidade de Areia — Paraiba
(PB), a qual consta com 6 professores de Matematica, sendo dois deles integrantes da
nossa equipe. Dessa forma, atuamos nos trés anos do Ensino Médio (1°, 2° e 3° anos) e
buscamos investigar, por meio de uma proposta didatica, que tipos de prova e
demonstracdo matematica esses alunos conseguiriam desenvolver com atividades que o

levassem a justificar, argumentar, provar e demonstrar.

Nesse sentido, pensamos na realizacdo de uma pesquisa que motivasse os alunos a
argumentarem, justificarem e provarem com mais frequéncia alguns enunciados da
Geometria, aliando a sua verificagdo no aplicativo GeoGebra. O nosso objeto de estudo
centrou nos alunos de 2° ano do Ensino Médio, buscando analisar que tipo de provas e
demonstracGes matematicas e nivel do pensamento geométrico podem ocorrer a partir de

uma proposta didatica aplicada nos ambientes lapis e papel e GeoGebra.

No que diz respeito aos contetdos da Geometria a serem trabalhados pelos alunos,
toda a equipe concordou que nossa proposta didatica abordasse trés conteddos, que sdo
Teorema de Pitagoras, Teorema da soma dos angulos internos de um triangulo e Teorema
do angulo externo de um triangulo, uma vez que os alunos do Ensino Médio ja teriam
estudado esses contetidos, como também sdo necessarios para o entendimento de assuntos

mais aprofundados deste ano de ensino.
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Ao longo de um ano de anélise e reflexdo sobre o teor da pesquisa, especialmente a
partir das reunibes semanais de equipe do Projeto OBEDUC, a riqueza das discussdes
acerca de provas e demonstracdes, aplicativo GeoGebra e trabalho colaborativo, fomos
conseguindo delinear 0 que nossa equipe pretendia, tendo como base a pesquisa de cada
integrante. Desse modo, a partir do trabalho colaborativo, conseguimos entrelacar as cinco

pesquisas, proporcionando momentos enriquecedores para todos.

Ao longo de 2013 e 2014 tivemos contato com uma grande quantidade de artigos e
livros, nos quais buscamos embasamento tedrico a respeito de temas como trabalho
colaborativo, educacgdo brasileira e Ensino Médio, ensino/aprendizagem da Geometria,
provas e demonstragdes matematicas, desenvolvimento do pensamento geométrico, TIC e
GeoGebra. No ano de 2015, conseguimos delinear nosso referencial teérico e, por meio
dele, elaboramos e aplicamos a proposta didatica em trés turmas do Ensino Médio da

Escola Carlota Barreira.

Em 2013 tivemos a oportunidade de discutir nossa proposta no VII Congreso
Iberoamericano de Educacion Matematica (CIBEM), ocorrido em setembro em
Montevideu (UY); XVII Encontro Brasileiro de Estudantes de Pds-Graduagdo em
Educacdo Matematica (EBRAPEM), realizado em novembro em Vitoria (ES) e no |
Seminario Anual OBEDUC, realizado em novembro em Maceid (AL). Em 2014 tivemos a
oportunidade de discutir nossa proposta no XVIII Encontro Brasileiro de Estudantes de
Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica (EBRAPEM), realizado em novembro em
Recife (PE) e no Il Seminario Anual OBEDUC, realizado em novembro em Campina
Grande (PB). Em 2015 compartilhamos nossas ideias e escritas no 1l Congresso Nacional
de Educacdo (CONEDU), realizado em outubro em Campina Grande (PB) e no IlI
Seminario Anual OBEDUC, realizado em outubro em Campo Grande (MS).

A participacdo nesses eventos contribuiu para o aprimoramento de nossa proposta e
direcionou o embasamento tedrico escolhido. Sendo assim, elaboramos nossa pesquisa

tendo a seguinte questdo norteadora:

Que tipo de provas e demonstracfes matematicas e nivel do pensamento geométrico

podem ocorrer a partir de uma proposta didatica por alunos do 2° Ano do Ensino Médio?

Orientadas por essa questdo, objetivamos investigar que tipo de provas e

demonstracGes matematicas e nivel de pensamento geométrico de alunos do 2° Ano do
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Ensino Médio podem ocorrer a partir de uma proposta didatica nos ambientes lapis e papel

e GeoGebra.

Nesse sentido, norteadas por essa questdo, organizamos nosso trabalho em quatro
distintos capitulos. No Capitulo 1 discutimos algumas colocacGes sobre provas e
demonstracGes matematicas referentes a diferenciagcdo desses termos na Matematica Pura
e na Educacdo Matematica. Abordamos também sobre os tipos de provas propostos por
alguns educadores matematicos, como também apresentamos as funcBes das provas
matematicas, indicando quais consideramos para elaboracdo e analise da proposta
didatica. Além disso, trazemos alguns comentarios dos PCN e de educadores matematicos
referentes & utilizagio das provas e demonstragdes na aprendizagem da Matematica. A
vista disso, elegemos autores como Jahn, Healy e Pitta (2007), Balacheff (2004),
Balacheff (2000), Almouloud (2007), Aguilar Jr e Nasser (2012), Morais Filho (2010),
Nasser e Tinoco (2003), Grinkraut (2009), Aguilar Jr (2012), De Villiers (2001), Hanna
(1990), entre outros.

No Capitulo 2 apresentamos, sucintamente, algumas colocacdes das Leis Brasileiras,
alguns comentarios dos PCN e de educadores matematicos referentes a Educacéo
brasileira e ao ensino da Matematica no Brasil. Abordamos também algumas colocacfes
sobre o0 ensino da Geometria no Brasil e a proposta de Parzysz (2006) sobre os niveis do
pensamento geométrico, 0s quais utilizamos para analise de dados. Além disso, trazemos
alguns recortes de educadores matematicos referentes a utilizacao das TIC na sociedade e
no ensino da Matematica, enfatizando o aplicativo GeoGebra. Nesse sentido, buscamos
documentos e autores como Constituicdo Brasileira (1988), LDB (1996), Castro (1997),
Krawczyk (2008), Carvalho (1994), Pires (2008), Miorim, Miguel e Fiorentini (1993),
Pavanello (1993), Bertoluci (2003), Nascimento (2012), Nunes (2011), Ponte (2000),
Janzen (2011), Gravina (2001), entre outros.

O Capitulo 3 aborda sobre os procedimentos metodoldgicos escolhidos nessa
pesquisa. Iniciamos abordando sobre trabalho colaborativo, enfatizado via recortes de
alguns educadores matematicos, buscando esclarecer o trabalho realizado no Projeto
OBEDUC. Além disso, descrevemos o local e os sujeitos envolvidos nesta pesquisa, como
também caracterizamos o tipo de pesquisa que desenvolvemos e 0s procedimentos

metodoldgicos utilizados para a realizagdo da proposta.

O Capitulo 4 apresenta a analise dos dados como estudo de caso. Finalmente, apos o

Capitulo 4, nas Consideracdes Finais, revisitamos o objetivo do nosso trabalho e a questao
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norteadora, apontamos alguns resultados obtidos com a realizagdo da pesquisa e

discutimos as limitagcdes da nossa pesquisa e trabalho futuro.
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CAPITULO 1
PROVAS E DEMONSTRACOES MATEMATICAS

No presente capitulo discutimos algumas colocac¢des sobre provas e demonstracdes
matematicas, observando as diferengas de nomenclaturas na Matemética Pura e na
Educacdao Matematica. Apresentando, assim, as definicdes que estaremos considerando
em nossa pesquisa.

Trazemos também algumas discussdes acerca dos tipos de provas propostas por
alguns renomados educadores matematicos, apresentando alguns exemplos para clarificar
as ideias de uma das propostas. Nesse sentido, também indicaremos os tipos de provas que
nortearam a nossa analise de dados.

Discutimos também acerca das fungdes da prova propostas por alguns educadores
matematicos, apresentando as suas defini¢ces e entendimentos. Dessa forma, indicamos
algumas funcbes da prova que nos nortearam a elaborar e organizar a nossa proposta
didatica.

Além disso, nesse capitulo trazemos alguns comentérios dos PCN e de educadores
matematicos referentes a utilizagdo das provas e demonstragdes na aprendizagem da
Matematica, enfatizando a sua importdncia e relevancia para o desenvolver dos

conhecimentos matematicos dos alunos.

1.1 CONCEITOS E NOMENCLATURAS

As provas tem um papel muito importante na Matematica, uma vez que € a partir
delas que confirmamos se algo é valido ou ndo. Segundo Jahn, Healy e Pitta Coelho
(2007), a prova matematica fornece aos seres humanos a forma mais pura de diferenciar o

certo do errado. Com isso, 0 conceito de prova diz respeito ao:

desenvolvimento e elevagio da compreensdo que o aluno deve ter. E um
conceito que ndo apenas difunde-se em seu trabalho na matemética, mas é
também envolvido em todas as situagBes onde a conclusdo seja alcancada e
decisdo seja construida. Matematica tem uma Unica contribuicdo para realizar o
desenvolvimento deste conceito (BALACHEFF, 2004, p. 2).

Nesse sentido Balacheff (2004) afirma que prova e linguagem estdo rigorosamente
relacionados. Ou seja, para se utilizar bem as provas e demonstracfes € necessario
sabermos que estas consistem na utilizacdo da linguagem matematica. De acordo com

Morais Filho (2010), a linguagem matematica consiste da linguagem materna e da
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linguagem simbdlica, a qual usa simbolos matematicos. Dessa forma, os enunciados de

resultados e as demonstracdes matematicas sao feitos utilizando-se esta linguagem.

Segundo Morais Filho (2010, p. 69), quando estamos estudando Matematica,
percebemos que ela € repleta de teoremas e que, muitas vezes, ja as utilizamos ou as
demonstramos sem saber. Dessa forma, do ponto de vista puramente matematico, um
teorema “¢ uma sentenga condicional ‘se P, entdo Q’, cuja validade ¢ garantida por uma
demonstracdo. Nesse caso, a sentenca P chama-se hipotese e a sentenca Q chama-se tese”.
Didaticamente, para trabalharmos com as demonstracdes, é mais facil separarmos e
destacarmos a hipdtese e a tese de um teorema. Além disso, um teorema sempre deve ter

um enunciado claro e preciso, no qual podemos identificar claramente a hipétese e a tese.

Ainda do ponto de vista puramente matematico, segundo Morais Filho (2010), para
ndo abusarmos da palavra teorema, na Matematica, alguns teoremas recebem outros

nomes, a saber:

- chamamos corolario a um teorema obtido como consequéncia de outro recém
provado. Nesse caso, 0 segundo teorema é chamado corolario do teorema
provado;

- j& um teorema usado para provar outro que lhe sucede é chamado lema;
podemos dizer que um lema é um teorema auxiliar ou preparatério, que sera
usado na demonstragdo de outro teorema;

- em algumas ocasifes, chama-se proposi¢ao a um teorema que néo é central no
contexto e tem importancia limitada (MORAIS FILHO, 2010, p. 79).

Na Matematica nada é aceito sem ser questionado, provado ou convencido. Dessa
forma, é preciso que se demonstre para que acreditemos nos fatos. As demonstracdes
compdem, segundo Morais Filho (2010, p. 113), parte da estrutura logica essencial do que
é constituida a Matematica e da maneira como a Matematica funciona. Nesse sentido, uma
demonstracdo, matematicamente falando, “de que uma proposi¢do T ¢ deduzida de outra
proposicdo H é uma cadeia de argumentacdes logicas, validas, que usam H para concluir
os resultados apresentados em T. Nesse processo, H chama-se hipdtese e T chama-se

tese”.

Para isso, de acordo com Morais Filho (2010), cada passo de uma demonstracdo
deverd ser provado utilizando-se argumentacdes validas, usando-se hipoteses, axiomas,
definicbes e outros resultados anteriormente provados, formando assim uma cadeia

dedutiva de raciocinio. Ou seja:

demonstrar € um ato de persuasdo, de convencimento, baseado em
argumentacdes légico-dedutivas, por isso é tdo importante (também) saber
redigi-las. Ninguém deve acreditar em um fato matematico, mas deve ser
convencido por meio de uma demonstracdo que ele é valido. Muitas vezes esse
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convencimento é para vocé mesmo, mas na maioria das vezes, a demonstragdo é
para convencer outra pessoa da validade de algum fato (MORAIS FILHO,
2010, p. 115).

Outro ponto importante a ser comentado é a definicdo matematica. As definicBes
matematicas sdo importantes, pois evitam longas e desnecessarias repeticfes e, juntamente
com as notagdes, sdo mais um aliado na ajuda com a economia da linguagem (MORAIS
FILHO, 2010). Além disso, para se tentar demonstrar um resultado matematico € preciso
conhecer 0 objeto com os quais iremos trabalhar e saber precisamente suas propriedades.
Ou seja, “definir é dar nomes a objetos matematicos, mediante determinadas propriedades

interessantes que possuam e que os caracterizem” (MORAIS FILHO, 2010, p. 83).

No que diz respeito as terminologias, Morais Filho (2010) nos informa que os
verbos mostrar, demonstrar e provar sdo sindbnimos e tém o mesmo significado. Além
disso, as palavras encontrar, exibir, construir, obter, etc., s6 sdo possiveis de serem

realizadas ou justificadas por meio de uma demonstracdo matematica.

Do ponto de vista da Educacdo Matemaética, Aguilar Jr e Nasser (2012, p. 136), nos
afirmam que “provar um resultado matematico ¢ validar a declaragdo feita, a partir de
hipodteses verificadas e certificadas como verdadeiras”. J& Almouloud (2007), nos afirma
que demonstrar € um procedimento de validacdo que caracteriza a Matematica e a

distingue das Ciéncias Experimentais.

Sobre essas diferencas de terminologias, Balacheff (2000) faz uma distingdo entre
explicacdo, prova e demonstracdo. Para este autor, a explicacdo se situa no nivel do sujeito
locutor e estabelece e garante a validade de uma proposicdo, estando enraizada em seus
conhecimentos e no que constitui sua racionalidade, ou seja, suas proprias regras de
decisdo da verdade. A base da explicacdo é essencialmente a lingua natural. Quando a
explicacdo é reconhecida como convincente para uma comunidade, ela adquire um
estatuto social e se constitui uma prova para esta comunidade, podendo ser verdadeira ou

nao.

Desse modo, para Balacheff (2000) quando uma explicacdo é reconhecida e aceita
por uma comunidade, convém chamé-la de prova. As provas sdao explicacfes aceitas em
um determinado momento, podendo ter o estatuto de prova para uma comunidade, mas
também pode ser rejeitada por outra. Para este autor, quando a prova faz referéncia a um
enunciado matematico, esta se denomina demonstracdo. Ou seja, as demonstracdes se

tratam de uma série de enunciados que se organizam seguindo um conjunto bem definido
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de regras. O que caracteriza as demonstracbes como género de discurso é a sua forma

estritamente codificada.

Almouloud, Regnier e Fusco (2009) afirmam que as demonstragdes sdo provas

particulares com as seguintes caracteristicas:

* 530 as Unicas aceitas pelos matematicos;

* respeitam certas regras: alguns enunciados sdo considerados verdadeiros
(axiomas), outros sdo deduzidos destes ou de outros anteriormente
demonstrados a partir de regras de deducdo tomadas em um conjunto de regras
l6gicas;

* trabalham sobre objetos matematicos com um estatuto tedrico, ndo
pertencentes ao mundo sensivel, embora a ele fagam referéncia
(ALMOULOUD, REGNIER e FUSCO 2009, p. 2).

Nesse sentido, compreendemos que para Balacheff (2000) uma prova diz respeito a
um discurso que valida uma proposicdo para uma determinada comunidade, podendo
assumir diferentes niveis de generalizacdo. Ja a demonstracdo consiste em um tipo
particular de prova, uma vez que utilizamos termos matematicos para validar uma
proposicao, isto é, validamos por meio de um desenvolvimento dedutivo rigoroso de

forma a atingir a prova formal.

Portanto, em nossa pesquisa consideramos que provas e demonstragdes ndo séo
palavras sinbnimas e adotamos as diferencas de terminologias propostas por Balacheff
(2000), as quais dizem respeito a explicacdo, prova e demonstracdo, tendo significados
diferentes. Assim como, Grinkraut (2009), tomaremos a prova em um significado mais
amplo, podendo ser entendida como um discurso para estabelecer a validade de uma
afirmacdo, ndo necessariamente aceita no dominio matematico. Dessa forma, as
justificativas encontradas nas produgfes dos alunos serdo aceitas dentro do contexto
escolar dos mesmos, em termos do raciocinio envolvido, mesmo sabendo que muitas
vezes estes ndo consigam atingir a formalizacdo necessaria. J& a demonstracao ou prova
formal seré considerada um tipo de prova aceita pela comunidade dos matematicos, a qual
é baseada em um conjunto de axiomas e de outras propriedades ja demonstradas, devendo
ser obtida por meio de um processo hipotético-dedutivo.

1.2 TIPOS DE PROVA

Sabemos que a prova é caracteristica essencial da Matematica e que ela produz uma
nova compreensdo matematica, uma vez que ela possibilita que o aluno produza novas
ligagBes conceituais e novos métodos para resolver determinados problemas. Os PCN nos

recomendam que o curriculo de Matematica deva propiciar experiéncias e atividades que
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possibilitem aos alunos o desenvolvimento de conjecturas e a formulagdo e a comunicacao

de argumentos matematicamente validos.

Para isso, Balacheff (2004) nos afirma que o esquema de provar de um sujeito
consiste em averiguar e convencer a si proprio, isto é, o averiguar e o persuadir sao
totalmente subjetivos e podem variar de sujeito para sujeito e de geracdo para geragao, em
uma mesma civilizagdo. Dessa forma, devemos levar em conta o desenvolvimento
cognitivo dos estudantes, uma vez que um aluno pode se convencer da validade de um

teorema utilizando apenas casos particulares para a sua prova.

Nesse sentido, ha algumas pesquisas realizadas por educadores matematicos 0s
quais classificam as provas de diversas maneiras. O primeiro trabalho que comentaremos
diz respeito ao de Sowder e Harel (1998 apud AGUILAR JR e NASSER, 2012), os quais
categorizaram os tipos de prova do seguinte modo: esquema de prova baseado em
elementos externos, esquema de prova empirico e esquema de prova analitico (ver Figura
1). Dessa forma, de acordo com os autores, 0 esquema de prova baseado em elementos
externos diz respeito a elementos que tanto convence o aluno quanto persuade a outros. Ja
0 esquema de prova empirico é aquele em que justificacdes sdo feitas exclusivamente com
base em exemplos. E 0 esquema de prova analitico diz respeito ao mais elevado tipo de

prova, ou seja, € o que exige um nivel de rigor de justificacdes muito alto:

Figura 1 - Esquemas de prova propostos no trabalho de Sowder e Harel (1998)

[ Esquemas de Prova }
| |
| . | | 1
Baseado em elementos Empirico Analitico
externos )
Autoritario [ Perceptual } Transformacional
Ritual { Baseado ﬂm exemplos J [ Axiomético
|
Simbalico

Fonte: Aguilar Jr e Nasser (2012)

Balacheff (2000) argumenta que a forma mais elementar de uma prova é a
exposi¢do, ou seja, as operacdes e 0s conceitos que esta acarreta sdo executados, mas ndo
sdo diferenciados nem articulados, uma vez que s&o utilizados apenas para a observacéo.

Dessa forma, estas provas se fundamentam na capacidade de quem observa a figura para,
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a partir dai, reconstruir as razdes que o locutor tinha em mente e que ndo sabia explicitar

de outra maneira.

Nesse sentido, Balacheff (2000) identifica dois tipos basicos de provas: o
pragmatico e o intelectual. O primeiro, segundo Balacheff (2000, p. 22), diz respeito
aquela prova que recorre a testes de validade, busca de regularidades, exemplos ou
desenhos para justificar um determinado resultado, chamados pelo autor de ‘recursos de
acdo’. O segundo “ndo recorre a tais recursos no momento de formular as propriedades

envolvidas e as possiveis relagdes entre elas”.

Balacheff (2000) denomina as provas pragmaticas como aquelas que recorrem a
acdo e a exposicdo, ja as provas intelectuais sdo aquelas que, separando-as da acdo, se
apoiam em formulacgdes das propriedades em jogo e de suas relagdes. Dessa forma, o autor
sugere que as provas intelectuais estdo fundamentadas em uma tomada de consciéncia do

carater genérico das situacdes consideradas.

Para Balacheff (2000), o desenvolvimento no terreno das provas intelectuais exige
uma troca de posicdo, ou seja, 0 conhecimento que antes era tratado apenas na agao,
exposicdo e observacao, converte-se em um objeto de reflexdes, discursos e debates.
Porém, para o autor, & preciso mais do que isto para que o aluno seja capaz de elaborar
provas formais e até demonstracdes. Para o autor, a elaboracdo de demonstragdes requer
mais do que certo nivel de conhecimentos, uma vez que estas devem constituir-se em uma
verdadeira teoria reconhecida como tal, ja que ela deve ser aceita por uma comunidade

matematica:

A demonstragdo em Matematica se fundamenta sobre um corpo de
conhecimentos fortemente institucionalizado, sobre um conjunto de definigdes,
de teoremas e de regras de deducdo, cuja validade é aceita socialmente. Este
principio é um dos fundamentos do rigor matematico (BALACHEFF, 2000, p.
23).

Dessa forma, as provas pragmaticas sao aquelas em que os alunos podem verificar
uma conjectura construida por meio de a¢fes experimentais sobre os objetos estudados. Se
o resultado for positivo, o aluno pode considerar a conjectura como valida. J& as provas
intelectuais sdo aquelas em que o discurso a ser utilizado pelo aluno € teérico, nao
necessitando tomar observacdes experimentais como argumentos para validar uma
conjectura, mas apenas resultados teoricos ja observados, como defini¢bes, teoremas,

axiomas, entre outros.
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Dentro desses dois tipos de provas propostos por Balacheff (2000), o mesmo
distinguiu quatro tipos principais de provas pragmaticas e intelectuais que terdo um lugar
privilegiado na génese cognitiva da demonstracdo: empirismo ingénuo, experiéncia

crucial, exemplo genérico e experiéncia mental.

Segundo Balacheff (2000), o empirismo ingénuo consiste em assegurar a validade
de um enunciado depois de té-lo verificado em alguns casos, ou seja, consiste em afirmar
a validade de uma conjectura ap0s a observacdo de um pequeno numero de casos. Esse
tipo de prova é a mais rudimentar e é uma das primeiras formas no processo de

generalizacéo.

A experiéncia crucial, de acordo com este autor, diz respeito a uma experimentacao
cujo resultado permite escolher entre duas hipéteses, sendo verdadeira somente uma delas.
Ou seja, consiste em afirmar a validade de uma proposi¢do apos a verificacdo para um
caso especial, geralmente ndo familiar. Este tipo de validagdo se distingue do empirismo
ingénuo na medida em que o aluno realiza experiéncias e toma consciéncia de que busca
por um resultado geral, isto €, o aluno comeca a levantar a generalizagdo do problema de

modo explicito.

Ainda de acordo com Balacheff (2000), o exemplo genérico consiste na explicacdo
das razfes de validade de uma conjectura para a validacdo de operacgdes ou transformacdes
de um objeto em qualidade de representante caracteristico de determinada classe, ou seja,
o aluno trabalha sobre um objeto particular, mas tem em mente a classe de objetos do qual
0 primeiro é um representante. Desse modo, o aluno busca uma generalizagdo baseada em

exemplos, mas procura justifica-la com a teoria relacionada a esta proposicao.

A experiéncia mental, segundo Balacheff (2000), se centra na acdo, interiorizando-a
e separando-a de sua execucdo sobre um representante particular. Ou seja, consiste em
afirmar a verdade de uma proposicdo de forma genérica, porém baseada no estudo de
alguns casos especificos. Dessa forma, o aluno ndo faz mais referéncia ao caso particular,
a afirmacéo é elaborada para uma classe de objetos e a validagdo é inteiramente sustentada

pela teoria.

No que diz respeito essas modalidades de prova, Aguilar Jr e Nasser (2012) nos
afirma que o empirismo ingénuo (empirismo natural para esses autores) e a experiéncia
crucial (experimento crucial para eles) fazem parte do tipo de prova pragmaética. Ja a

experiéncia mental (experimento mental para eles) reside no tipo de prova intelectual e o
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exemplo genérico transita entre os dois tipos de prova, uma vez que o aluno estd

comecando a generalizar uma proposi¢do por meio de exemplos.

Para entendermos melhor esses quatro tipos de provas propostos por Balacheff
(2000), Aguilar Jr (2012, p. 37) considerou a seguinte proposi¢do “A soma de dois

numeros pares resulta um namero par” e identificou possiveis exemplos de raciocinio para

cada um desses tipos:

Figura 2 - Os tipos de prova propostos por Balacheff, suas descri¢des e exemplos

TIPO DE PROVA
(BALACHEFF, 1988)

DESCRIGAO

EXEMPLOS

Empirismo Natural

{naive empiricism)

Define-se  empirismo  natural o
exercicio de argumentacdo em que o
aluno tira suas conclusdes a partir de
um pequeno numero de “testes” e
“experimentos” que realiza.

Os alunos verificam a validade da
afirmativa testando varios exemplos:
12 +26=238; 16 + 20 =36

Experimento Crucial
(crucial experiment)

Neste tipo de prova, verifica-se a
realizagdo de um experimento
bastante particular e forte, ou seja,
consiste em generalizar o problema e
resolvé-lo mediante aquele
experimento particular.

Os alunos julgam que, mostrando que a
proposicdo vale com nUmeros muito
grandes, valera para todos os demais
exemplos possiveis.

Ex: 824 + 632 = 1456;
1890 + 2020 = 3910

Exemplo Genérico

(generic example)

QO exemplo genérico, como o termo
sugere, & o tipo de prova em que o
aluno elege um exemplo como
representante da classe de todos os
exemplos possiveis que atendem a
proposicdo. Da manipulacdo deste
exemplo tomado, s3o concluidas
propriedades e estruturas.

Ex:24 + 36 =2(12 + 18) = 2 x 30 = 60;

128 +26=2(64+13)=2x77 =154

Experimento Mental

(thought experiment)

Segundo Balacheff (1998, p. 219), o
experimento mental “evoca a acdo,
internalizando-a e desligando-se de
uma representacdo particular”.

Se p e q sdo numeros pares, entdo
existem numeros naturais m e n tais que
p=2meq=2n Entao:

ptg=2m+2n=2(m +n), compe q

nimeros naturais. Logo, p + g & par

Fonte: Aguilar Jr (2012)

Além desses tipos de prova citados por Sowder e Harel (1998) e por Balacheff
(2000), ha outros dois tipos de provas bastante importantes. De acordo com Nasser e
Tinoco (2003), existe a prova formal, que ja foi citada anteriormente com os estudos de
Morais Filho (2010), que diz respeito a “um desenvolvimento formal, que parte dos
pressupostos (hipoteses) e, através do encadeamento do raciocinio e de resultados ja
conhecidos ou de teoremas, chega ao resultado que se quer mostrar que é verdadeiro
(tese)”. Para essas autoras, atualmente o que se observa ¢ que a maioria dos alunos nao
domina esse tipo de prova, nem quando chegam a universidade, nem quando concluem, e

ainda, nem quando comeca a exercer um tempo de magistério.

A vista disso, pesquisadores como Gila Hanna (1995), do Canada, e Nicholas

Balacheff, da Franca, defendem a ideia da prova ingénua, a qual diz respeito a “uma
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argumentacao aceitavel, que pode ter diversos niveis de rigor, dependendo da idade e do
ano de escolaridade do aluno que a apresenta”. Sobre isso, Morais Filho (2010) também
nos alerta de que alguns professores e autores de livro didatico parecem abolir a palavra
demonstracdo das salas de aula e dos livros, e que n6s devemos ter o devido cuidado
quando tratamos de demonstracGes no Ensino Fundamental e Médio, pois, segundo este
autor, ha demonstragdes que ndo sdo convenientes de serem apresentadas nestes ensinos,
porém cabe ao professor fazer os devidos ajustes e procurar fazer com que os alunos, se

ndo demonstrem, argumentem suas ideias e debatam com os colegas sobre elas.

Nasser e Tinoco (2003) nos apresentam ainda outros tipos de provas encontradas a

partir de uma investigacao feita por Rezende e Nasser (1994):

- Justificativa pragmaética: o aluno atesta a veracidade de uma afirmativa com
base em apenas alguns casos particulares;

- Recorréncia a uma autoridade: o aluno afirma que o resultado é verdadeiro
porque o professor falou, ou porque esta no livro texto;

- Exemplo crucial: o aluno desenvolve através de um exemplo o raciocinio que
poderia ter sido feito no caso geral,

- Justificativa grafica: o aluno mostra numa figura por que o resultado é
verdadeiro (NASSER e TINOCO, 2003, p. 4-6).

Dessa forma, ha varias possibilidades e tipos de provas a serem trabalhadas na
Educacdo Baésica, algumas delas foram apresentadas acima e foram propostas por
renomados educadores matematicos. Portanto, para que a utilizagdo das provas e
demonstracGes seja mais efetiva no ensino e aprendizagem da Matematica, € necessario
que o professor, primeiramente, tenha um bom conhecimento matematico e saiba adaptar
provas e demonstracdes aos conhecimentos dos alunos, levando em consideracéo o grau

de maturidade deles e 0s conhecimentos prévios que esses alunos possuem da Matematica.

Além disso, é necessario que o professor perceba que o desenvolvimento cognitivo
dos alunos sobre as provas sao apresentadas em formas potencialmente compreensiveis
por eles, ou seja, cada aluno apresentard uma justificativa ou uma prova para determinada
afirmacdo de acordo com o seu desenvolvimento cognitivo. Dessa forma, ndo se deve
restringir que a forma vélida de uma prova seja somente a formal, uma vez que o grau de
conhecimento varia de aluno para aluno e, por isso, se faz tdo importante todos esses tipos
de provas, uma vez que nos auxiliara no trabalho efetivo das provas e demonstracdes em

sala de aula.

Portanto, para fins de analise dos dados, consideraremos 0s quatro tipos de provas
propostos por Balacheff (2000), somando a defini¢cdo de prova ingénua de Gila Hanna,

uma vez que iremos considerar a idade e os conhecimentos matematicos dos alunos, como
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também consideraremos que os alunos ndo séo incentivados a trabalharem com as provas
desde cedo, o que torna inviavel esperar que o0s mesmos provem formalmente
determinadas afirmacdes. Consideraremos, também, os tipos de provas propostos por
Nasser e Tinoco (2003), os quais dizem respeito a justificativa pragmatica, a recorréncia a

uma autoridade, o exemplo crucial e a justificativa gréfica.

1.3 AS FUNCOES DA PROVA

Sabemos que a demonstracao é o coracao do pensamento matematico, do argumento
dedutivo, o qual tem sua base tedrica baseada no processo de provar, diferenciando, assim,
a matematica das ciéncias empiricas. Dessa forma, é necessario que os alunos tomem
conhecimento de sua importancia, levando os professores a propiciarem situagfes de
aprendizagem que instiguem isso nos alunos, que os motivem a buscar uma justificativa

Ou uma prova.

Para isso, os professores devem ter a clareza, o motivo e a necessidade dessa
pertinéncia, pois para 0s alunos ndo é necessario construir uma prova formal para
convencé-lo da veracidade de uma afirmacdo. Como nos afirma De Villiers (2001), isso
ocorre porgue os alunos ndo compreendem as fungdes das provas e demonstracdes, uma
vez que no ensino da Matematica a utilizacdo desse recurso serve apenas para eliminar as

duvidas, para verificar a correcdo das afirmacGes matematicas.

Dessa forma, De Villiers (2001) propde seis tipos de funcdes de prova: verificagéo,
explicacdo, sistematizacdo, descoberta, comunicacéo e desafio intelectual. A verificacdo
diz respeito a verdade de uma afirmacédo, ou seja, o aluno busca convencer a si proprio e
aos outros por meio da veracidade de uma afirmacdo. Grinkraut (2009) afirma que os
processos empiricos ou indutivos até podem convencer os alunos da validade de uma
afirmacdo, mas, para eliminar as davidas é necessaria a prova. A verificacdo se constitui

na funcdo mais evidente da prova e € a mais utilizada no ensino da Matematica.

A explicagdo diz respeito ao fornecimento de explicagcdes quanto ao fato de uma
afirmacdo ser verdadeira, ou seja, a compreensdo de o porqué essa afirmacgéo é verdadeira,
proporcionando assim o entendimento dos motivos da validade da afirmacdo. Ja a
sistematizacdo diz respeito a organizacao dos varios resultados em um sistema dedutivo de

axiomas, conceitos principais e teoremas.

A descoberta diz respeito a descoberta de novas teorias, conjecturas ou resultados a

partir da tentativa de se demonstrar uma conjectura, ou seja, a busca de uma prova néo
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consiste apenas em um meio de verificar um resultado que ja foi descoberto, mas também
pode ser visto como um processo que implique em uma atividade investigativa e de
criatividade, possibilitando ao aluno a exploracdo, a analise, a descoberta, a criacdo e a

invengdo de novos resultados.

A comunicacdo diz respeito a transmissdo do conhecimento matematico, ou seja, a
prova possibilita a interagdo ou a comunicagédo entre todos os envolvidos, promovendo
uma negociacdo do significado entre os matematicos, os professores e os alunos. Ja o
desafio intelectual diz respeito a realizacdo pessoal e a gratificacdo resultante da
construcdo de uma prova, isto é, ha o desafio de provar alguma afirmacdo que se sabe que
existe e que é verdade, porém essa funcdo da prova enfatiza o caminho a ser percorrido,

tomando como o processo de valorizar a argumentacdo ao invés do resultado final.

Nasser e Tinoco (2003) também propdem algumas funcbes da prova. As autoras
afirmam que a mais conhecida e usada € a de validar um resultado, ou seja, quando ha
necessidade de comprovar que algo é verdadeiro ou ndo. Nasser e Tinoco (2003, p. 3),
afirma que “essa fungdo ¢, sem davida alguma, fundamental na Matematica, mas nem
sempre ¢ motivadora para alunos da escola basica”. Além disso, essa fungao s6 se tornara
motivadora quando ha a necessidade de sanar alguma duvida, isto €, quando for preciso

validar ou refutar uma conjectura.

A segunda funcdo da prova, como afirma Nasser e Tinoco (2003), é a de explicar
ou elucidar, ou seja, mostrar 0 porqué o resultado é verdadeiro. Segundo as autoras,
algumas provas sdo perfeitamente aceitas, mas ndo ddo nenhum indicio do motivo pelo
qual a afirmativa vale. Dessa forma, de Villiers (1991, p. 261 apud NASSER e TINOCO,
2003, p. 3) afirma que “em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificacéo, a
funcdo mais fundamental da prova como meio de explicacdo deve ser explorada, a fim de

apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos”.

A terceira funcdo da prova, de acordo com Bell (1976 apud NASSER e TINOCO,
2003) diz respeito a sistematizar, ou seja, preparar o aluno para o0 dominio do processo

dedutivo:

acompanhando as demonstracdes apresentadas pelo professor, o aluno vai
tomando conhecimento das estruturas da matematica, para no futuro dominar o
processo dedutivo, e até, em alguns casos, ser capaz de fazer demonstracdes por
si mesmo. Para isso, é necessario que o professor ndo esconda dos alunos as
dificuldades encontradas e o motivo de certos passos tomados no
desenvolvimento de uma demonstracdo (NASSER e TINOCO 2003, p. 3-4).
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E a quarta funcdo da prova, segundo as autoras, diz respeito a descoberta e a
comunicacdo como funcdes da prova. A primeira como a descoberta de novos resultados

e a segunda como a transmissdo do conhecimento matematico.

Dessa forma, percebemos as principais fungbes das provas e demonstragcdes no
ensino e aprendizagem da Matemaética, observando que elas fazem com que o aluno
questione, argumente e conjecture suas ideias e atitudes, esperadas pelos PCN. Além
disso, as provas e demonstracdes auxiliam na Matematica com o seu sentido de validacdo

e de explicacdo de determinados fatos que ndo sdo aceitos de imediato.

Portanto, quando o professor tomar conhecimento dos tipos de provas e de suas
fungdes, podera haver uma mudanga em suas concepcles, uma vez que ele estara
preparado para enfrentar esses novos desafios e conseguira introduzir e utilizar a prova em
um contexto escolar de forma correta, respeitando o desenvolvimento cognitivo dos

alunos e estimulando-os para progredirem com seus argumentos e justificativas.

Nesse sentido, em termos das atividades elaboradas e aplicadas na nossa proposta
didatica, levamos em consideragdo algumas fungdes da prova, as quais os alunos poderiam
trabalhar com provas que assumissem outros papéis além da simples verificacdo. Ou seja,
exploramos atividades que envolvessem fungdes de explicagdo, comunicacdo e

descoberta, conforme o que foi proposto por De Villiers (2001).

1.4 UTILIZACAO DAS PROVAS E DEMONSTRACOES NA APRENDIZAGEM DA
MATEMATICA

No que diz respeito a énfase nos ensinos, segundo Almouloud (2007), a
demonstracdo em Matematica é uma das competéncias indicadas nos PCN para o Ensino
Fundamental e Médio, como parte integrante do curriculo da escola basica. Além disso, de
acordo com Aguilar Jr e Nasser (2012), mesmo sendo as provas e argumentacées uma das
competéncias indicadas nos PCN, as avalia¢des internas no Brasil, a exemplos da Prova
Brasil e o ENEM, e as avaliagGes internacionais, como o PISA (Programme for
International Student Assessement), mostram que nossos alunos ndo dominam a

Matematica.

Além disso, de acordo com Fusco, Silva e Almouloud (2007), verifica-se que nao se
da énfase ao ensino de demonstracbes em Matemaética. Ao contrario do que se pede nos
PCN, que de acordo com Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007), a preocupagdo com a

argumentacédo e a producgédo de uma prova pode ser encontrada neles (Brasil, 1998), o qual
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recomenda que o curriculo de Matematica deva contemplar experiéncias e atividades que
possibilitem aos alunos o desenvolvimento e a comunicacdo de argumentos
matematicamente validos.

Ainda sobre os PCN, Fusco, Silva e Almouloud (2007) nos afirmam que a
preocupacdo com as provas e demonstracdes ao processo de formagdo dos alunos esta
presente nesses Parametros, tanto do Ensino Fundamental, quanto do Médio, os quais

indicam que a demonstracao deve ser parte integrante do curriculo:

[..] é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que o0s alunos ndo se satisfacam apenas com a producéo
de respostas a afirmacgdes, mas assumam a atitude de sempre tentar justifica-las.
Tendo por base esse trabalho, pode-se avancar no quarto ciclo para que o aluno
reconhega a importancia das demonstragdes em Matematica, compreendendo
provas de alguns teoremas (PCN, 1998, p. 71).

Nesse sentido, identificamos que nos PCN ha certa preocupacdo com a
argumentacdo e a producdo de provas matematicas, uma vez que eles apontam a
importancia do desenvolvimento de certas atitudes na formacdo dos alunos, como as
atitudes de levantar hipoteses e argumentar. Além disso, os PCN defendem que um dos

objetivos do ensino e aprendizagem da Matematica possibilite ao aluno:

comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e apresentar
resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas, fazendo uso da
linguagem oral e estabelecendo relacGes entre ela e diferentes representacdes
matematicas. (p. 37)

A vista disso, Nasser e Tinoco (2003) afirmam que depois de séculos de um ensino
puramente tradicional e estatico, a abordagem adotada no ensino da Matematica vem
sofrendo mudancas. Essas modificacfes passaram pela Mateméatica Moderna, a qual
valorizava um enfoque puramente estruturalista, 0 que ndo é natural para os alunos da
escola basica. Depois que resolveram deixar de lado as ideias da Matematica Moderna,

abandonaram-se também o raciocinio dedutivo e as demonstraces:

a realidade hoje mostra que a maioria dos alunos nao esta aprendendo a pensar e
raciocinar quando estuda os diversos conteldos da Matematica. Se pensarmos
um pouco na natureza das aulas de Matematica na maioria das escolas
brasileiras, chegamos a uma constatagdo: 0s jovens ndo estdo habituados a
pensar e comunicar suas ideias (NASSER e TINOCO, 2003, p. 01).

Uma das formas de auxiliar na mudanca desse cenario como tambeém de auxiliar o
ensino e aprendizagem da Matematica seria a utilizacdo de provas e demonstracdes, de
modo a tornar mais claro o seu entendimento e a fazer com que os alunos construam,
questionem, conjecturem e analisem todo o seu processo. Além disso, as habilidades de

provar e demonstrar, segundo Aguilar Jr e Nasser (2012), em Matemaética sdo importantes
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tanto para o desenvolvimento em Matematica quanto para a formacdo do cidadao critico.

Sobre isso, 0s PCN nos avisam que:

[...] desenvolvimento no educando da capacidade/habilidade de comprovacéo,
argumentacdo e justificacdo, com vistas a formacéo do cidadéo critico, além de
propiciar que a Matematica seja encarada pelo estudante como um
conhecimento que possibilita o desenvolvimento de seu raciocinio e de sua
capacidade expressiva (PCN, 1997, p. 26).

Segundo Aguilar Jr e Nasser (2012), para que os professores desenvolvam este
raciocinio com seus alunos, € importante que esses compreendam e aceitem os diversos
niveis de argumentacdo e justificacdo que seus alunos possam vir a apresentar para provar
um determinado resultado. Recaindo, dessa forma, na proposta de Hanna (1990 apud
AGUILAR JR e NASSER, 2012), na qual afirma que a analise das demonstraces feitas
pelos alunos deve levar em conta a faixa etaria dos mesmos e seus conhecimentos

matematicos adquiridos até a fase escolar que se encontram.

Dessa forma, Hanna (1990 apud AGUILAR JR, 2012) afirma que o nivel de
aprendizagem do aluno e o nivel de exigéncia quanto ao valor do argumento dado para a
comprovacdao de uma declaragdo matematica ndo devem necessariamente seguir oS
padrdes de rigidez quanto a validade de proposi¢cdes, como é defendida na Academia.
Além disso, Andrade e Nacarato (2005) compreendem que na educacdo basica ndo nos
cabe falar em demonstracdo ou prova formal, mas sim em processos de validagéo, os quais

envolvem as habilidades de justificar, argumentar e provar fatos matematicos.

Dessa forma, segundo Grinkraut (2009) a construgdo da prova no contexto escolar é
diferente daquela direcionada aos matematicos na Academia, uma vez que na escola
consiste em convencer alguém ou a si mesmo que determinada afirmacéo € verdadeira.
Mas para isso, a qualidade dos argumentos necessarios para tal convencimento, como
também o nivel de generalidade de uma prova € varidvel, ja que, como discutimos
anteriormente, um aluno pode se convencer da validade de um teorema apenas utilizando
casos particulares. Isto quer dizer que os argumentos ou justificativas produzidas pelos
alunos devem ser considerados como objetos de ensino e ndo apenas como respostas
inconsistentes, mesmo que muitas vezes os alunos utilizem argumentos que nao

constituem uma demonstragdo ou prova formal aceita pela comunidade matematica.

Nesse sentido, € necessario tomar conhecimento de que, segundo Balacheff (2004),
a educacdo para prova matematica ndo deve iniciar enfatizando a forma, mas pelo seu

significado como atividade matematica. Ou seja, os alunos e os professores devem ver a
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prova matemética como uma atividade que esta intrinsecamente relacionada a prépria

Matematica, a qual ndo pode ser vista separada desta area de conhecimento:

a maior contribuicdo potencialmente significativa de prova para educacdo
matematica € a comunicacdo sobre compreensdo matematica" [...] "Um
curriculo matematico que objetiva refletir modelo real de prova rigorosa na
matematica deve apresentar-se como ferramenta indispensavel ao invés de estar
mais no cerne desta ciéncia (HANNA & JAKE, 1996 apud BALACHEFF,
2004, p. 9).

Nesse sentido, para Aguilar Jr e Nasser (2012, p. 136), ensinar por meio de uma
prova “consiste em mostrar ao educando a validade da declaracéo feita, exibindo as etapas
do processo dedutivo, para assim desenvolver no educando o raciocinio l6gico-dedutivo”.
Além disso, para esses autores a argumentacdo logico-dedutiva é uma habilidade que ndo
pode ser ensinada em algumas aulas, ou seja, essa habilidade deve ser desenvolvida desde
0s primeiros anos, ao longo de toda escolaridade, em uma constante gradacdo dos niveis
de argumentacdo, com o intuito de conduzir o aluno a construir justificativas que possam

ser aceitas como provas de resultados matematicos.

Sobre o porqué de desenvolver atividades de provas e demonstracGes em sala de
aula, Aguilar Jr e Nasser (2012) nos apresenta uma lista de componentes necessarios para
a compreensdo, construcédo e avaliacdo de provas, proposta por Galbraith (1981, p. 4 apud
AGUILAR JR E NASSER, 2012, p. 7):

(a) entender e ser capaz de checar uma variedade de casos particulares;

(b) detectar e utilizar um principio externo relevante para a argumentac&o;

(c) utilizar uma cadeia de inferéncias a fim de se convencer do resultado a ser
alcancado;

(d) reconhecer o dominio de validade de uma generalizac&o;

(e) interpretar corretamente condicdes e afirmativas;

(f) apreciar e perceber a distingdo entre implicacdo e equivaléncia;

(g) reconhecer a arbitrariedade e propriedades de uma definigéo;

(h) ser capaz de analisar uma prova como meio de expor os detalhes de um
argumento.

Com essas relagcdes de componentes necessarios para a compreensdo, construgéo e
avaliacdo de provas, percebemos o quanto é importante e necessario trabalhar com as
provas e demonstragdes em sala de aula com o aluno, pois quanto mais cedo comegarmos
a fazer esse trabalho, de acordo com sua faixa etaria e seus conhecimentos matematicos,
mais facil serd de forma-lo um cidaddo critico e capaz de defender suas ideias e
argumentos, ndo s6 matematicamente, mas também socialmente. Como também, segundo
os autores, “essa relacdo de competéncias confirma nossa crenca de que os alunos devem
ser preparados para dominar o processo dedutivo. (...) essas habilidades sdo adquiridas aos

poucos, dependendo da experiéncia e maturidade dos alunos™.
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Dessa maneira, Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007), nos indica que uma abordagem
eficiente para o ensino da prova requer o conhecimento das dificuldades e concep¢des dos
alunos, o desenvolvimento de situacdes de aprendizagem inovadoras que explorem novos
contextos e ferramentas, 0s quais possibilitem a construcdo de argumentos
matematicamente validos, além da aceitacdo e da apropriacdo pelos professores dessas

novas ferramentas e situagoes.

Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007), nos indica que uma investigacao na problematica
do ensino e aprendizagem da prova pode compreender dois enfoques inter-relacionados.
Com relagdo ao primeiro enfoque, as autoras apresentam que se refere a elaboracdo de
situacOes de aprendizagem, visando possibilitar aos aprendizes o desenvolvimento de
habilidades para lidar com argumentos matematicos expressos de diferentes formas. Ja
com relacdo ao segundo enfoque, este se centra no professor, que nessa nova abordagem

de sala de aula, torna-se o agente principal desse processo de adaptacao.

Nesse sentido, € importante observar como e quais as condi¢Ges e suportes que
favorecem a utilizacdo da prova matematica pelo professor a partir do uso de novos
recursos didaticos e como o aluno serd capaz de construir seu proprio conhecimento por
meio desse ensino. Dessa forma, o professor tem que escolher uma nova ferramenta que
ele mesmo aceite e saiba se apropriar de seus comandos e possibilidades, contribuindo

assim para o ensino e aprendizagem da Matematica de forma eficaz e duradoura.

Portanto, quando os professores passarem a aceitar e se apropriar dessas novas
possibilidades e metodologias, teremos uma mudanca efetiva no ensino e aprendizagem da
Matematica. Além disso, como sugere Nasser e Tinoco (2003) e Hanna (1990),
acreditamos que iniciando o trabalho com provas e demonstragdes nas séries iniciais,
levando em consideracdo a faixa etaria e os conhecimentos prévios dos alunos, quando
esses alunos chegarem as séries subsequentes o trabalho e a utilizacdo das provas e

demonstracOes serd bem mais facil e mais eficaz na aprendizagem da Matematica.
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CAPITULO 2
O ENSINO DA GEOMETRIA E O USO DAS TIC

No presente capitulo discutimos, rapidamente, algumas colocacdes das Leis
Brasileiras, alguns comentarios dos PCN e de educadores matematicos referentes a
Educacdo brasileira e ao ensino da Matematica no Brasil. Percebemos uma grande
diferenca entre aquilo que consta no papel, nas Leis, na teoria e aquilo que estd
acontecendo na pratica. Como também observamos que o ensino da Matematica esta
muito aquém das propostas feitas pelos Parametros e esperadas pelo Governo.

Trazemos também algumas colocagdes sobre o ensino da Geometria no Brasil,
fazendo uma comparagdo das mudancas ocorridas com as diversas propostas para 0
melhoramento do ensino e aprendizagem da Matematica. Além disso, trazemos a proposta
de Parzysz sobre os niveis do pensamento geométrico, que nos auxiliard na analise de
dados.

Discutimos rapidamente algumas colocagdes sobre a utilizacdo das TIC na
sociedade e na Educacdo Matemaética, fazendo uma abordagem historica do processo
evolutivo das TIC em nossa sociedade e dos beneficios e dificuldades encontradas com a
implementacéo dessas TIC na educacéo.

Por fim, trazemos alguns comentérios de educadores matematicos referentes ao uso
das TIC no ensino da Matematica, enfatizando o aplicativo GeoGebra como um recurso de
Geometria Dindmica capaz de auxiliar no processo de desenvolvimento do raciocinio

I6gico-dedutivo dos alunos.

2.1 AEDUCACAO BRASILEIRA E O ENSINO DA MATEMATICA

A Educacdo no Brasil, de acordo com o que determina a Constituicdo Federal e as
Leis de Diretrizes e Bases (LDB), deve ser gerida e organizada por cada nivel de governo.
Ou seja, a Unido, os Estados, o Distrito Federal e os Municipios devem gerir e organizar
seus respectivos sistemas de ensino. Logo, cada um desses sistemas educacionais publicos
é responsavel por sua propria manutencao, que gere fundos, bem como os mecanismos e

fontes de recursos financeiros.

A educacdo brasileira é regulamentada pelo Governo Federal, por meio do
Ministério da Educacdo, que define os principios orientadores da organizacdo de

programas educacionais. Ja 0s governos locais sdo responsaveis por estabelecer programas
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educacionais estaduais e seguir as orientacGes utilizando os financiamentos oferecidos

pelo Governo Federal.

A Constituicdo Brasileira (1988), em seu artigo 205, estabelece que a educacéo seja
um direito de todos e um dever do Estado e da familia. Além disso, ela serda promovida e
incentivada com a colaboracdo da sociedade, objetivando o pleno desenvolvimento da

pessoa, Seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacdo para o trabalho.

A Lei nimero 9394, de 20 de dezembro de 1996, estabelece as diretrizes e bases na
educacdo nacional. Isto é, a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB) foi
publicada com o propésito de aproximar o cidaddo dos contelddos legislativos, para
conhecimento de seus direitos e deveres, e assim estimular a participacdo consciente por

parte da populacéo.

Ainda no tocante a educagdo brasileira, a LDB (1996, p. 17) estabelece que “a
educacdo basica tem por finalidades desenvolver o educando, assegurar-lhe a formacao
comum indispensavel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no
trabalho e em estudos posteriores”. Isto é, a educacdo bésica deverd formar cidaddos
conscientes, capazes de cumprirem seus deveres junto a sociedade e capazes de se
desenvolverem profissionalmente, conseguindo cumprir seus deveres junto ao ambiente de

trabalho.

Com relagdo ao Ensino Médio, a LDB (1996) estabelece a insercdo da experiéncia
cotidiana e o trabalho no curriculo deste ano de escolaridade, como elementos que irdo
facilitar a tarefa educativa de explicitar a teoria e pratica. Nesse sentido, Castro (1997)
observa que isso ndo implica em trabalhar somente o profissional e diminuir a teoria, mas
sim de ensinar melhor a teoria, de forma bem ancorada na préatica. Ou seja, para Castro
(1997, p. 10) “as pontes entre teoria e pratica tém que ser construidas cuidadosamente e de

forma explicita”.

Para Castro (1997) deve ter uma mudanca curricular no Ensino Médio, buscando
atualizar as disciplinas e fazé-las mais proximas do mundo em que vivemos e onde
trabalhamos. E preciso que as disciplinas lidem com conte(idos novos, mas que saibam

fazer melhor a ponte entre a teoria e a pratica.

Ja Krawczyk (2008) cita termos como crise, apagdo e auséncia de sentido, como um
dos problemas enfrentados no Ensino Médio, que sdo utilizados por governantes,
pesquisadores, jornalistas e representantes de organizagbes ndo governamentais, ao
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analisar esse ensino. Além disso, a autora nos afirma que os docentes e os alunos falam de
falta de interesse, falta de qualidade e desmotivacdo. O debate atual sobre este ensino no
Brasil foi retomado devido a queda nas matriculas do Ensino Médio regular, pela auséncia
de professores especialistas (principalmente os de Quimica, Fisica e Biologia), pelo
desempenho insatisfatorio dos alunos nos exames (0 SAEB e o ENEM) e também pela

recente discussao sobre sua obrigatoriedade:

as atuais deficiéncias do ensino médio em nosso pais sdo a expressdo da
presenca tardia de um projeto de democratizagdo da educacdo publica, ainda
inacabado, que sofre os abalos das mudancas ocorridas na segunda metade do
século XX, que transformaram significativamente a ordem social, econémica e
cultural, com importantes consequéncias para toda a educagdo publica
(KRAWCZYK, 2008, p. 7).

A vista disso, concordamos com Krawczyk (2008), uma vez que o Ensino Médio
deve ser modificado ndo s6 em uma ou duas escolas, mas em todas as escolas como um
todo, modificando sua organizacdo, seu funcionamento e seu curriculo. Assim como é
preciso que os professores também modifiquem suas praticas e concepg¢des pedagogicas,
tentando diminuir, aos poucos, as dificuldades que encontramos no ensino e aprendizagem

de determinado conteudo.

Nesse sentido, a escola dos dias de hoje deve fazer com que os alunos pensem,
reflitam, questionem e argumentem sobre o que estd sendo aprendido e debatido. Além
disso, € necessario que os professores também mudem sua visdo sobre o ensino e a
aprendizagem da sua disciplina, fazendo com que esses alunos sejam capazes de construir
seu prdprio conhecimento e suas proprias decisdes, tornando-se assim, como 0s PCN nos

sugere, um cidaddo critico e consciente em uma sociedade cada vez mais moderna.

Com relagdo ao ensino da Matematica, sempre escutamos muitos alunos
perguntarem o porqué de estudarem esta disciplina ou o para que estuda-la, pois estes ndo
conseguem Vé-la em situacdes simples do seu dia a dia ou estes estudam os contetidos
puramente matematicos sem relagdo com suas vivéncias ou com a interdisciplinaridade.
Nesse sentido, Carvalho (1994) nos afirma que no inicio da década de 90, o Documento
Basico do Subprograma Educacéo para a Ciéncia (SPEC) destaca que o objetivo do ensino
da Matematica seria o de “preparar o cidaddo para atuar em uma sociedade complexa,

cada vez mais permeada pela Ciéncia e pela Tecnologia” (MEC, CAPES, 1989).

J& Pires (2008) nos afirma que no periodo do Movimento da Mateméatica Moderna a
grande questdo era a de aproximar o ensino escolar da ciéncia, ou seja, esperava-se que a

Matematica fosse util para a técnica, para a ciéncia e para a economia moderna. Nesse
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sentido, o que foi colocado em pratica estava distante de ser um ensino renovado e
democratico da Matematica. Tinha-se um ensino formalizado ao extremo, decepado de
todo suporte intuitivo, apresentando a Matematica a partir de situacdes artificiais e

bastante seletivas.

Ainda de acordo com Pires (2008), quando ocorreu o declinio da Matematica
Moderna buscou-se construir curriculos de Matematica mais ricos, mais contextualizados
cultura e socialmente, com o rigor e a conceituacdo matematicos apropriados e acessiveis

aos estudantes, tentando evidenciar o poder explicativo da Matematica.

Pires (2008) alega que na segunda metade do seculo XX podemos identificar trés

periodos marcantes de reformas de curriculos:

0 primeiro, caracterizado pela influéncia do Movimento Matematica Moderna
(de 1965 a 1980); o segundo, caracterizado por reformas que buscavam se
contrapor ao ideario do Movimento Matematica Moderna (de 1980 a 1994) e
lideradas por Secretarias Estaduais e Municipais de Ensino; o terceiro,
organizado em nivel nacional e consubstanciado num documento divulgado ao
conjunto das escolas brasileiras, denominado Pardmetros Curriculares Nacionais
(a partir de 1995) (PIRES, 2008, p. 16).

A autora afirma que no Brasil o primeiro periodo caracterizado pela influéncia da
Matematica Moderna foi incorporado, inicialmente, por meio de livros didaticos, sem
existir a adequada preparacdo dos professores nem uma suficiente discussdo dos
propodsitos ou finalidades da Matematica Moderna. Isto é, ela surgiu como substituta
definitiva da velha Matematica, com a qual ndo mantinha relagdo alguma. Foi nessa época

que a Geometria e as Medidas foram relegadas a segundo plano, isto é:

a Geometria era tratada como tema ilustrativo dos conjuntos ou da algebra. [...]
Do mesmo modo que ndo houve preparagdo adequada para a entrada dos
professores no Movimento Matematica Moderna, também ndo houve discusséo
suficiente para que pudessem entender o que estava sendo criticado no trabalho
coOm 0s conjuntos ou nos prejuizos acarretados pelo excesso de algebrismo,
abandono da Geometria, falta de vinculos com o cotidiano, criticas essas que
foram importantes na elaboragdo das propostas que orientaram os curriculos nas
décadas de 80 e 90 (PIRES, 2008, p. 20).

Nesse sentido, foi a partir dessas criticas ocorridas no primeiro periodo da reforma
curricular e aliado ao novo contexto politico e social no Brasil que nos anos 80 surgiu uma
apresentacdo favoravel de propostas para a constru¢do de uma escola inspirada em valores
democraticos. Logo, nesse segundo periodo, a proposta defendida era que o conteido a ser
ensinado estivesse compreendido como “veiculo para o desenvolvimento de uma série de

ideias fundamentais, convenientemente articuladas, tendo em vista as grandes metas que
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sdo a instrumentacdo para a vida e o desenvolvimento do raciocinio” (PIRES, 2008, p.
22).

O terceiro periodo da reforma, iniciado em 1995, esteve inteiramente ligado ao
Ministério da Educacdo que desencadeou, de 1995 a 2002, o processo de elaboragdo dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), para diferentes niveis e modalidades de ensino.
Segundo Pires (2008), para os PCN da area de Matematica do Ensino Fundamental busca-
se expressar a contribuicdo das investigacGes e das experiéncias na area de Educacdo

Matematica.

Jd os PCN do Ensino Meédio, de acordo com Pires (2008), destacam que a
Matematica nessa Ultima fase da educacdo basica tem um valor formativo, ajudando o
aluno a estruturar seu pensamento e raciocinio dedutivo, como também desempenha um
papel instrumental, visto que é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para
muitas &reas especificas da atividade humana. Nesse sentido, é extremamente importante
que o aluno perceba que as definicdes e demonstracdes tém a fungdo de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar intui¢Oes e dar sentido

as técnicas aplicadas.

Consequentemente, se devemos ter essa nova maneira de trabalhar com a
Matematica, também devemos ter uma nova relacdo entre professor e aluno. Ou seja,
nessa nova concepgdo deve-se adotar métodos de aprendizado onde o professor é o
mediador do processo de aprendizagem dos alunos e estes devem ser instigados e
desafiados por esse professor a participarem e questionarem mais. 1sso pode ser feito a
partir da valorizacdo das atividades coletivas, as quais proporcionam a discussao e
elaboracdo de ideias e praticas, fazendo com que o aluno desenvolva seu senso critico e

sua capacidade de validacdo de ideias.

Dessa forma, os PCN do Ensino Médio nos informa que em nossa sociedade, o
conhecimento matematico € necessario em uma grande diversidade de situacdes, como
apoio a outras areas do conhecimento, como instrumento para lidar com situagdes da vida
cotidiana ou, ainda como forma de desenvolver habilidades de pensamento. Nesses PCN,
a Matematica vai além de seu carater instrumental, uma vez que ela se coloca como

ciéncia com caracteristicas préprias de investigacéo e de linguagem:

aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos, traz em si 0 desenvolvimento de competéncias e
habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e
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interpretar situacOes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para
muitas outras acfes necessarias a sua formacdo (PCN, 1998, p. 152).

Os PCN (EM) afirmam que o centro das reformas educacionais esta na aquisi¢do de
competéncias por parte dos alunos, onde se recomenda que eles pensem, raciocinem,
argumentem, comuniquem-se matematicamente, modelem, planejem e representem. Ou
seja, os PCN (EM) esperam que os alunos percebam que as defini¢fes, demonstragoes e
encadeamentos conceituais e logicos tém a fungdo de construir novos conceitos e
estruturas a partir de outros, e que servem para validar intuicdes e dar sentido as técnicas

aplicadas.

Dessa forma, nds sabemos que ha muitos problemas e obstaculos a serem
enfrentados para que haja realmente uma mudanga significativa no ensino e na
aprendizagem da Matematica no Brasil, uma dessas mudancas esta inteiramente ligada aos
professores em tentarem modificar sua pratica pedagogica e o seu trabalho com os alunos
em sala de aula, uma vez que ndo d& mais para imaginar o ensino da Matemaética estatico,

onde néo se valoriza as vivéncias dos alunos e o grupo social com o qual convive.

Portanto, como propde os PCN, hoje em dia espera-se que os professores ensinem 0s
contelldos matematicos levando em conta suas potencialidades, suas instrumentacdes para
a vida, e seu auxilio no desenvolvimento de formas de pensar. Além disso, espera-se que
os professores de Matematica levem em consideracdo o conhecimento prévio dos alunos
na construcdo de seu aprendizado, instigando os alunos a pensar, questionar e argumentar
os contetdos aprendidos, desmistificando a crenca de que a Matematica € uma ciéncia

para poucos.

2.2 O ENSINO DE GEOMETRIA NO BRASIL

Os PCN do Ensino Fundamental indicam varios objetivos a serem alcancados pelos
alunos deste ensino com relacéo as finalidades do ensino da Matematica. Destacamos dois
que afirma que a resolucdo de situacdes problemas, validando estratégias e resultados,
desenvolvem formas de raciocinio e processos, como intuicdo, inducdo, deducdo,
analogia, estimativa, e utilizam conceitos e procedimentos matematicos, bem como
instrumentos tecnoldgicos que levam a construcdo da cidadania por parte dos alunos.
Além disso, os alunos aprenderdo a comunicar-se matematicamente, isto &, eles irdo

descrever, representar e apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas
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conjecturas, fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relagdes entre ela e diferentes

representacdes matematicas.

Com relacdo a Geometria, os PCN do Ensino Médio afirmam que ela é essencial
para a descri¢do, representacdo, medida e dimensionamento de uma infinidade de objetos
e espacos na vida diéria e nos sistemas produtivos e de servigos. Ao utilizar as formas
geométricas para representar ou visualizar partes do mundo real, segundo os PCN, o aluno
podera desenvolver habilidades de visualizacdo, de desenho, de argumentacéo logica e de

aplicacdo na busca de solucéo para problemas.

Em vista de todas essas propostas dos PCN, tanto do Ensino Fundamental quanto do
Médio, nos questionamos se todas elas juntamente com seus objetivos estdo sendo
alcancados no desenvolvimento da Matematica, em especial da Geometria. Notamos que
uma das maiores dificuldades no ensino e aprendizagem da Matemaética é a Geometria, ja
que os alunos ndo conseguem compreender 0s conceitos dos conteddos ministrados e 0s
professores relegam o seu ensino. Segundo Reis e Lins (2010), em diversos documentos
que norteiam a estruturagdo do curriculo escolar, a exemplo dos PCN, a Geometria
aparece como um dos elementos de grande importancia. Mas € dada pouca relevancia a
esta disciplina quando ensinada no Ensino Fundamental e no Médio, assim como €é senso
comum entre professores e alunos desprezar o ensino dela, nos dando a impresséo,
conforme argumenta o professor Lorenzato (NACARATO e PASSOS, 2003, prefacio), de
que a Geometria ¢ a “parte da Matematica cujo ensino tem sido boicotado pelos

professores”.

Para compreendermos o motivo do boicote ou do desprezo do ensino e
aprendizagem da Geometria é necessario analisarmos o porqué disso tudo acontecer e
como ocasionou isso. Miorim, Miguel e Fiorentini (1993) fazem um retrospecto da
implantacdo da Matematica Moderna no Brasil, abordando o anterior, 0 concomitante e o
posterior periodo a essa implantacdo. Aqui comentaremos os dois primeiros periodos. Os
autores afirmam que o primeiro momento, anterior ao Movimento da Matematica
Moderna, € o mais longo, comecando em 1799 até o inicio da década de 60. Esses autores
afirmam que nesse periodo houve um equilibrio na abordagem da Algebra e da Geometria
e que esta Ultima era considerada “a matéria mais nobre”, enquanto que a Algebra era

considerada uma “matéria mais instrumental”.

J& no segundo momento, Miorim, Miguel e Fiorentini (1993) afirmam que a partir

de 1960, com o aparecimento do Movimento da Matemaética Moderna, tentou-se unificar

44



os trés campos fundamentais da Matematica, introduzindo elementos unificadores como a
Teoria dos Conjuntos e as Estruturas Algébricas. Nesse segundo momento, a Algebra
passa a ocupar um lugar de destaque, enquanto que a Geometria, quando ndo abandonada,

passou a ter uma abordagem eclética.

Ja Pavanello (1993) traz uma perspectiva diferente com relacdo ao abandono da
Geometria. A autora afirma que esse abandono tem sido verificado nessas Gltimas décadas
no Brasil e é um fato bastante preocupante para os educadores matematicos brasileiros. A
autora ainda afirma que essa € uma tendéncia geral, porém mais evidente nas escolas

publicas, principalmente depois da promulgacdo da Lei 5692/71.:

a liberdade que essa lei concedia as escolas quanto a decisdo sobre 0s programas
das diferentes disciplinas possibilitou que muitos professores de matematica,
sentindo-se inseguros para trabalhar com a geometria, deixassem de inclui-la em
sua programacdo. Por outro lado, mesmo dentre aqueles que continuaram a
ensina-la, muitos reservaram o final do ano letivo para sua abordagem em sala
de aula — talvez numa tentativa, ainda que inconsciente, de utilizar a falta de
tempo como desculpa pela nao realizagdo do trabalho programado com o tépico
em questdo (PAVANELLO, 1993, p. 7).

Pavanello (1993) afirma que essa Lei 5692/71 facilitou o abandono da Geometria
quando permitiu que cada professor montasse seu programa de acordo com as
necessidades dos alunos. Dessa forma, a maioria dos alunos do 1° grau fica sem aprender
Geometria, pois os professores se limitavam a ensinar somente a aritmética e as nocoes de
conjuntos. Assim, 0 estudo da Geometria passa a ser feito apenas no 2° grau, quando isso
realmente ocorre, com a dificuldade de que os alunos ndo sabem lidar com as figuras
geomeétricas e sua representacdo, uma vez que o Desenho Geomeétrico foi substituido, nos

dois graus de ensino, pela Educacédo Artistica.

Ha outras causas relacionadas ao abandono da Geometria no Brasil como Lorenzato
(1995 apud BERTOLUCI, 2003) destaca, a saber: a ma formacdo dos professores de
Matematica; a exagerada importancia que o livro didatico desempenha; o curriculo dos
cursos de formacdo de professores que ndo oferece uma formacdo em Geometria
adequada; os programas e guias curriculares que colocam a Geometria como complemento
ou como apéndice; e o0 Movimento da Matematica Moderna, que tornou o ensino da

Geometria altamente algebrizado.

Domingues (1994 apud NASCIMENTO, 2012) traz algumas sugestdes que
requerem mais atengdo e dedicacdo quanto a aplicacdo da Geometria, a saber: o curriculo
escolar ndo respeita a Geometria; o programa da disciplina é ministrado por displicéncia e

com descaso; em muitas escolas, a Geometria é ensinada somente no final de semestre,

45



onde os professores ndo levam em conta as aplicacfes no dia a dia dessa disciplina, como
também ndo tem material minimo de suporte didatico para ele e para os alunos. Dessa
forma, esses fatos dificultam consideravelmente o ensino e aprendizagem da Geometria
nas escolas brasileiras, apresentando assim um baixo desempenho tanto dos alunos quanto

dos professores em Geometria.

Nascimento (2012) considera como problemas de desempenho docente no ensino da
Geometria dois fatores. O primeiro, a maior parte dos professores ndo quer aprofundar
seus estudos por falta de base na sua vida escolar, € o segundo, porque eles ndo sabem
utilizar as tecnologias mais simples, por meio do uso dos instrumentos como: compasso,
régua, transferidor, esquadro, como também as tecnologias da computacdo, como:

informaética béasica, programas educativos em Matemaética e etc. Além disso:

no curriculo da escola basica, de nivel fundamental e médio, ndo se evidencia
no projeto pedagdgico das instituicdes educativas publicas uma disciplina
especifica sobre geometria. O que se verifica é a disciplina matematica
delineada de forma generalista, onde a geometria se constitui apenas uma
unidade de estudo, isto é, um sO professor tem que abranger geometria e
algebra, o que dificulta ainda mais o interesse e a motivacdo para a realizacéo de
experiéncias no campo da geometria, quer por parte dos alunos e dos
professores (NASCIMENTO, 2012, p. 30).

Os fatores acima mencionados e outros existentes contribuem bastante para o
abandono do ensino da Geometria no Brasil. Pavanello (1993) afirma que a auséncia desse
ensino e a énfase no ensino da Algebra pode prejudicar a formacéo dos alunos, privando-
os da possibilidade de se desenvolver integralmente nos processos de pensamento
necessarios a resolucdo de problemas matematicos. Para esta autora, 0 que conseguimos
ensinar bem com a Geometria, pode favorecer a andlise de fatos e de relagBes, o
estabelecimento de ligacdes entre eles e a deducdo, a partir dai, de novos fatos e novas
relacdes. Além disso, o trabalho realizado com a Geometria pode proporcionar o
desenvolvimento de um pensamento critico e autbnomo, como os PCN afirmam em suas

propostas.

A vista disso, Nunes (2011) afirma que ensinar bem Geometria estd além de
problemas e teoremas, estd ligada diretamente ao contexto histérico e cultural dessa
disciplina e de suas aplicagdes. Para este autor (2011, p. 40) “o estudo da geometria
contribui para o desenvolvimento da visualizacdo, do pensamento critico, da intuicdo, da
perspectiva, da resolucéo de problemas, do raciocinio dedutivo, do argumento logico e da

prova”.
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Nesse sentido, sabemos que o ensino da Geometria, muitas vezes, ndo produz esses
fatos e outros esperados por nds e pelos PCN, mas isso ndo implica que o seu ensino seja
deixado de lado. Esperamos que os professores busquem por uma formacdo continuada
em Geometria e em novas metodologias de ensino, com o intuito de melhorar a qualidade
desse ensino. Além disso, esperamos que as a¢cdes governamentais também proporcionem
mais cursos e formacOes para o0s professores melhorarem seus conhecimentos
geométricos, tornando o ensino e aprendizagem da Geometria mais rica e proporcionando
aos alunos um trabalho mais efetivo quanto a argumentacéo, justificacdo e demonstracédo

de fatos.

Portanto, quando houver uma modificacdo das visbes do professor e do aluno e
guando muitos perceberem a importancia do ensino da Geometria nas escolas e no dia a
dia, conseguiremos ter uma verdadeira aprendizagem em Matematica, pois 0s alunos serdo
levados a exploragdo concreta, a experimentacao, a resolucdo de problemas, a elaboracéo

de conjecturas, as justificativas informais e as provas.

2.3 OS NIVEIS DE PENSAMENTO GEOMETRICO

Bernard Parzysz (2006) buscou desenvolver um quadro tedrico para estudar o
raciocinio geomeétrico dos sujeitos, tentando estabelecer uma articulagéo entre a percepcao
e a deducdo. Dessa forma, ele propés uma forma de articulagdo entre os niveis de
pensamento geométrico baseado nas pesquisas desenvolvidas por Van Hiele (1984),
Houdement & Huzniak (1998) e Henry (1999).

Van Hiele (1984 apud DIAS, 2009) estabeleceu cinco niveis do desenvolvimento do
pensamento geométrico da crianca: visualizacdo, andlise, deducdo informal, deducéo
formal e rigor. No nivel 0 (visualizagdo), as figuras sdo identificadas unicamente pelos
seus aspectos gerais, isto &, o aluno reconhece as formas e modelos geométricos, compara-
os e até mesmo classifica-os. No nivel 1 (analise), os alunos comecam a distinguir as
propriedades dos objetos, porém ndo conseguem ainda esclarecé-las. No nivel 2 (dedugéo
informal), o aluno estabelece relagdes intra e interfigurais, mas ndo conseguem realizar
uma deducdo formal, mesmo que conhecam as defini¢cdes. No nivel 3 (deducdo formal), o
aluno ja é capaz de realizar uma deducdo e esta é vista como instrumento de validacao
dentro de um sistema axiomatico. Por fim, no nivel 4 (rigor), o aluno é capaz de se colocar

nos diferentes sistemas axiomaticos e conseguem fazer comparagdes entre 0s mesmos.
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De acordo com Dias (2009), Parzysz, ao analisar os niveis de VVan Hiele, coloca de
um lado os niveis 0 e 1, nomeando-os como geometria “concreta”, na qual os objetos sdo
materiais e a validacdo é perceptiva. O autor também agrupa os niveis 3 e 4, classificando-
os de geometria “tedrica”, na qual os objetos sdo abstratos e a validacdo é uma
demonstracdo. Com relacdo ao nivel 2, Parzysz afirma que este € um nivel intermediario
entre as duas geometrias, na qual o aluno se movimenta da validagdo perceptiva para a

demonstracao.

Parzysz (2006) também se apoia em Houdement & Kuzniak (1998 apud DIAS,
2009), os quais distinguem trés paradigmas geométricos, que sao caracterizados por sua
relacdo com a intuicdo, a experiéncia e a dedugdo. O primeiro tipo diz respeito a uma
geometria natural (G 1), na qual a geometria se confunde com a realidade e a intuicdo
norteia as observacdes. O segundo tipo € a geometria axiomatica natural (G II), a qual
apresenta um esquema da realidade, tendo lugar para as experimentacGes. O ultimo tipo é
a geometria axiomatica formalista (G I11), na qual ndo ha mais vinculo com a realidade e

os resultados sdo obtidos por meio da deducéo.

Segundo Dias (2009), Parzysz afirma, com relacdo ao estudo de Houdement &
Kuzniak, que o “concreto” vai cedendo lugar ao tedrico e a validacdo baseada em

observacdes é substituida pela demonstracdo no interior de um sistema axiomatico.

Por fim, Parzysz (2006) também se apoia em Henry (1999 apud DIAS, 2009), o qual
diferencia trés tipos de relacdo com o espaco no ensino-aprendizagem da Geometria.
Henry (1999) destaca, inicialmente, a situacdo “concreta”, em seguida, uma primeira
modelagem que se refere a uma abstracdo e simplificagdo da complexidade de uma
situacdo real observada. E, por fim, uma matematizagdo elaborada a partir de um modelo

anterior, que é feita no dominio tedrico.

A partir desses trés estudos apresentados, Parzysz (2006) prop6s outra articulacéo
entre 0s niveis de pensamento geométrico. Ele tomou como base a natureza dos objetos
que sdo estudados na Geometria e seu tipo de validagdo. Nesse sentido, o autor considera

dois tipos de Geometria: a ndo-axiomatica e a axiomatica.

De acordo com Dias (2009), nas Geometrias ndo-axiomaticas, o estudo é voltado
para uma situacdo concreta, 0s objetos sdo modelos da realidade, se referem a eles, ou a

uma representacdo deles por meio de maquetes ou desenhos. A validacdo de uma
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afirmacdo sobre propriedades destes objetos ou relacfes entre eles é feita por meio da

percepcao, ou seja, o aluno afirma que é verdadeiro porque assim ele vé ou percebe.

Ja nas Geometrias axiomaticas, Dias (2009) afirma que os objetos sdo teoricos e
podem se referir ao real. A validacdo € feita por meio de teoremas e axiomas.
Diferentemente da ndo-axiomatica, nesta geometria uma afirmacdo que origina-se de uma
observacdo da realidade ou ndo, sé sera verdadeira se a mesma puder ser demonstrada. O
fato de a afirmacéo ser ou ndo fruto de observacBes é porque se admite que conjecturas
podem nascer de resultados tedricos que ja foram demonstrados anteriormente, ou no

processo de prova. Este carater assinala o aspecto abstrato desta geometria.

Desse modo, Parzysz (2006) prop6s um quadro tedrico que comporta um total de

quatro paradigmas, que se articulam segundo o esquema abaixo:

Quadro 1 - Sintese da classificacdo da Geometria segundo Parzysz

Geometrias ndo-axiomaticas Geometrias axiomaticas
Tipos de Geometria Geometria spatio- | Geometria proto- Geometria
Geometria concreta (GO0) graphique (G1) axiomatica (G2) axiomatica (G3)
Objetos Fisicos Tebricos
Validacédo Perceptiva Dedutiva

Fonte: Parzysz (2006)

Parzysz (2006) afirma que os elementos que repousam sobre sua proposta séo, por
um lado, a natureza dos objetos em jogo (fisico vs teorico) e, por outro, os modos de

validacao (perceptiva vs dedutiva).

Nesse sentido, de acordo com Dias (2009, p. 24) as geometrias ndo-axiomaticas
estdo subdivididas em duas outras: a Geometria concreta (G0) e a Geometria spatio-
graphique (G1). Em GO, “os objetos sdo fisicos, e suas caracteristicas fisicas influenciam
as observac0Oes e constatacdes. A validacdo é baseada somente na percepgao”. Em G1, “os
objetos, que eram fisicos em GO, ganham uma representacdao grafica, que pode ser um
esbog¢o ou um desenho construido por processos geométricos”. Dessa forma, essa acdo ja é
um primeiro passo para o processo de abstracdo, uma vez que o0s alunos necessitam
reconhecer as propriedades que sdo caracteristicas do objeto para determina-los e, assim,
fazer sua representacdo grafica. Em G1, a validacdo é baseada em comparacédo visual e
sobreposicdes, realizadas por meio da régua graduada, do compasso e de esquadros.
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Segundo Dias (2009, p. 24-25), as geometrias axiomaticas se subdividem em proto-
axiomatica (G2) e axiomatica (G3). Em G2, “ainda pode-se recorrer a objetos fisicos, tais
como representacdes feitas por processos geometricos, mas a sua existéncia é garantida
pelas definicdes, axiomas e propriedades entre figuras, no interior de um dado sistema
axiomatico — a geometria euclidiana”. A validagdo dessa Geometria se da por meio de um
discurso dedutivo aplicado aos dados do enunciado do problema, se apoiando nos
postulados e axiomas da Geometria Euclidiana. Em G3, “os objetos sdo tedricos, € a
tentativa de representa-los pode incorrer em deformacdes do objeto representado. A
existéncia dos objetos geométricos, bem como as relagdes entre si, € baseada em axiomas,

defini¢des e teoremas, que podem mudar de uma geometria para outra”.

A vista disso, Luis (2006) afirma que a distincdo de G2 em relacdo a G1 e a G3 é
que a G2 é uma modelacdo do espaco fisico (de G1), enquanto G3 nédo faz referéncia a
nenhuma realidade, isto é, G2 é uma Geometria em que os axiomas estdo parcialmente

implicitos, enquanto G3 é uma versao euclidiana.

Com relagdo a uma articulagéo entre G1 e G2, Dias (2009) afirma que o aluno em
G1 trabalha com objetos fisicos e a validacdo é perceptiva, ja em G2, € esperado que 0
aluno tenha a compreensdo de objetos geométricos como objetos tedricos em ultima

andlise e a validacdo é dedutiva.

Dessa forma, Dias (2009, p. 26) afirma que “em G1 € requerido do aluno, por parte
do professor, que ele identifique objetos geométricos por meio de suas representacdes
(fisicas ou desenhos construidos com processos geométricos ou nao), e ndo por suas

defini¢des”. Ja em G2:

espera-se que o aluno apreenda os objetos geométricos como entes abstratos,
cuja representagdo por meio de desenhos ou modelos fisicos sdo importantes
para facilitar a sua apreensdo, mas ndo indispensaveis para sua existéncia como
objeto tedrico, que é assegurada pela teoria geométrica; no caso de G2, a
geometria euclidiana. Também ¢é esperado que o aluno valide as suas
observagdes e/ou resultados com o uso de axiomas e teoremas (DIAS, 2009, p.
26).

Sendo assim, ao analisarmos o que se espera dos alunos em Gl e em G2,
percebemos que as agOes e comportamentos que os professores esperam dos alunos nesses
dois tipos de Geometrias sdo antagbnicos, 0 que consiste em uma mudanca de

compreensdo e postura diante de um problema geométrico.

Ainda com relacdo a articulacdo entre G1 e G2, Parzysz (2006) nos apresenta alguns

tipos ou géneros de tarefas geométricas referentes a essas duas Geometrias. Um desses
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tipos diz respeito a validacdo de uma dada conjectura, a qual Parzysz (2006) afirma que

existem, no minimo, duas maneiras de consegui-la:

a) utilizar como técnica uma demonstracdo (eventualmente facilitada por uma
figura) e se fundamentar em uma tecnologia constituida, por um lado, por uma
geometria parcialmente axiomatizada, e, por outro, por um raciocinio
hipotético-dedutivo, o conjunto pertencente a geometria G2 (a teoria
correspondente sendo uma geometria euclidiana axiomatizada do tipo G3).

b) utilizar como técnica a realizacdo de um objeto gréfico (figura) e se apoiar
em uma tecnologia constituida de um corpus de construcfes geométricas (saidas
mais ou menos diretamente de G2) associada a validacdo perceptiva, 0 conjunto
pertencente da geometria G1 (a teoria correspondente sendo a geometrografia)
(PARZYSZ, 2006, p. 134).

Nesse sentido, a tecnologia é utilizada como suporte para auxiliar na verificacdo de
um determinado objeto, por meio das propriedades inerentes aquele objeto, as quais 0s
alunos ja sdo capazes de argumentarem sobre elas (G2), ou pela observacdo das
construcdes geomeétricas, estando relacionada apenas a analise da figura de maneira

perceptiva (G1).

Com relacdo a uma articulagdo entre G2 e G3, Dias (2009) afirma que em G2, 0
aluno sabe que precisa justificar suas conjecturas utilizando teoremas e axiomas da
Geometria Euclidiana, porém ndo considera os resultados como axiomas locais de modo
consciente, ou seja, 0 aluno ndo admite uma propriedade, sendo necessaria a demonstracdo
de uma situacdo geométrica, mesmo sabendo que a prova desta propriedade existe, e que

talvez ele ndo queira ou ndo saiba demonstrar naguele momento.

De acordo com Dias (2009, p. 30), é justamente esta tomada de consciéncia que
diferencia G2 de G3. Para a autora, em G3, “o aluno ao admitir uma propriedade sem
demonstracdo, o faz sabendo que deve prova-la, o que equivale a adicionar axiomas ad
hoc”. Dessa forma, para que o aluno consiga alcancar o nivel G3 ¢ necessario um
amadurecimento geomeétrico, o qual ocorre por meio de um processo que ndo é rapido e
nem fécil, uma vez que podem ocorrer obstaculos nesse processo do perceptivo ao

dedutivo.

Para fins de andlise dos dados, utilizaremos os quatro niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico de Parzysz e tentaremos observar em qual(is) dele(s) os alunos da

Escola Estadual Carlota Barreira, localizada no municipio de Areia-PB, se enquadram.

2.4 UTILIZACAO DAS TIC NA SOCIEDADE E NA EDUCACAO MATEMATICA
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As tecnologias sdo tdo antigas quanto a prépria humanidade, pois seu surgimento se
deu a partir da necessidade de 0 homem das cavernas fazer seus utensilios para a caca e a
pesca, da necessidade de escrita em papiro no Egito, da necessidade de contar utilizando
pedras na Antiguidade, da necessidade de criacdo do alfabeto para facilitar a comunicacao

das pessoas, dentre outras necessidades geradas a partir da evolugédo da sociedade.

Nesse sentido, desde os primérdios da humanidade j& havia a utilizacdo da
tecnologia, passando da simples atividade agraria para a industrializacdo das cidades. Ou
seja, que ocorreu assim a Revolugdo Industrial. Além disso, com o passar do tempo a
informacgdo deixou de ser um processo local, que dizia respeito a uma determinada
sociedade, para se apresentar em ambito global. Passando a reconfigurar o tempo e o

espaco, e acelerando as praticas e encurtando as distancias.

Com a utilizacao das tecnologias tudo mudou e muda muito rapido, e a sociedade
passou a chamar essas mudancas de Era do Computador ou Era Digital, ou seja, a
sociedade é chamada agora, ndo por aquilo que é ou por seus feitos, mas pelos
instrumentos que a auxiliam a evoluir. Dessa forma, nessa atual configuragdo, muitos

aspectos passaram a ser mais relevantes na sociedade, tais como:

valorizou-se o conhecimento; a riqueza dos paises passou a ser medida pelo
acesso a tecnologia e sua capacidade de desenvolvimento na area; a informacéo
e as praticas relacionadas a ela se tornaram o principal setor da economia. Estes
trés principais fatores levam hoje a instauracdo de um simbolismo da tecnologia
como bem maior, a ser perseguido e incorporado em novas praticas sociais
(KOHN e MORAES, 2007, p. 2).

Diante de toda essa revolucdo tecnoldgica em nossa sociedade, ja era de se esperar
que essa mesma revolucdo chegasse as escolas. Ou seja, 0s poderes publicos esperam que
as escolas adquiram as tecnologias na sala de aula com o intuito de melhorar o ensino e
aprendizagem das disciplinas. Nesse sentido, tanto os PCN do Ensino Fundamental quanto

0 do Médio, abordam as tecnologias da comunicacdo como recurso da seguinte forma:

as tecnologias, em suas diferentes formas e usos, constituem um dos principais
agentes de transformacdo da sociedade, pelas modificacdes que exercem nos
meios de producdo e por suas consequéncias no cotidiano das pessoas.
Estudiosos do tema mostram que escrita, leitura, visdo, audicdo, criacdo e
aprendizagem sdo influenciados, cada vez mais, pelos recursos da informética.
Nesse cenario, insere-se mais um desafio para a escola, ou seja, 0 de como
incorporar ao seu trabalho, tradicionalmente apoiado na oralidade e na escrita,
novas formas de comunicar e conhecer (PCN, 1998, p. 43).

Para que isso ocorra € necessario que tenhamos mais cautela quanto a
implementacdo de tecnologias na escola, uma vez que se espera que a relacdo entre

professor e aluno seja modificada, a formacgéo do professor seja continuada e as escolas

52



tenham espaco suficiente para a criacdo de um laboratdrio de informética, por exemplo, e

gue os materiais a serem utilizados nesse laboratério sejam eficientes e de boa qualidade.

Dessa forma, devemos ter em mente que o trabalho com as tecnologias nédo é algo
que venha a substituir o nosso papel de professor ou de aluno, mas que essas tecnologias,
segundo Lévy (1999, p. 168), “devem ser pensadas em termos de articulagdo e de criagdo
de sinergia”. Ou seja, o professor ¢ o aluno estardo em um mesmo espago de
aprendizagem, onde o professor media 0s conhecimentos e as ideias dos alunos e estes

passam a questionar, argumentar e discutir mais as ideias apresentadas pelo professor:

a principal funcdo do professor ndo pode mais ser uma difusdo dos
conhecimentos, que agora é feita de forma mais eficaz por outros meios. Sua
competéncia deve deslocar-se no sentido de incentivar a aprendizagem e o
pensamento. O professor torna-se um animador da inteligéncia coletiva dos
grupos que estdo a seu encargo. Sua atividade serd centrada no
acompanhamento e na gestdo das aprendizagens: o incitamento a troca dos
saberes, a mediacdo relacional e simbdlica, a pilotagem personalizada dos
percursos de aprendizagem etc (LEVY, 1999, p. 173).

Nesse trabalho estaremos levando em consideracdo a ideia de que os computadores
ndo serdo substitutos incansaveis dos professores ou que a informatica ird oferecer
maquinas de ensinar, mas sim de que 0s computadores serdo considerados como
instrumentos de comunicacdo, de pesquisa de informacdes, de calculos, de producéo de
mensagens a serem colocados nas maos dos alunos com a devida orientacdo do professor,
0 qual devera ter planejado sua aula de maneira que ndo se torne mondtona ou tradicional

e que tenha as devidas precaugdes com o uso das tecnologias.

Nesse sentido, Ponte (2000) nos afirma que as novas tecnologias surgem como
instrumentos para serem usados livre e criativamente por parte dos professores e dos
alunos, e para isso seria necessario pensar em novos papéis para a escola, novos objetivos
educacionais e novas culturas de aprendizagem. O autor ainda nos afirma o quanto é
complicado integrar as TIC no processo de ensino e aprendizagem com os curriculos

atuais que temos e dentro dos condicionalismos existentes em cada escola:

o professor, em suma, tem de ser um explorador capaz de perceber o que lhe
pode interessar, e de aprender, por si 6 ou em conjunto com os colegas mais
préximos, a tirar partido das respectivas potencialidades. Tal como o aluno, o
professor acaba por ter de estar sempre a aprender. Desse modo, aproxima-se
dos seus alunos. Deixa de ser a autoridade incontestada do saber para passar a
ser, muitas vezes, aquele que menos sabe (0 que esta longe de constituir uma
modificacdo menor do seu papel profissional) (PONTE, 2000, p. 76).

A vista disso, a relacdo professor e aluno podera ser profundamente alterada pelo

uso das TIC, especialmente se as mesmas forem utilizadas intensamente. Ponte (2000)
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afirma que as TIC irdo proporcionar uma nova relagdo e um novo tipo de interagdo do
professor com os alunos, como também uma nova forma de integracdo do professor na

organizacdo da escola e na comunidade profissional:

os professores vém a sua responsabilidade aumentar. Mais do que intervir numa
esfera bem definida de conhecimentos de natureza disciplinar, eles passam a
assumir uma funcdo educativa primordial. E tém de o fazer mudando
profundamente a sua forma dominante de agir: de (re)transmissores de
contedidos, passam a ser co-aprendentes com 0s seus alunos, com 0s seus
colegas, com outros actores educativos e com elementos da comunidade em
geral. Este deslocamento da énfase essencial da actividade educativa — da
transmissdo de saberes para a (co)aprendizagem permanente — é uma das
consequéncias fundamentais da nova ordem social potenciada pelas TIC e
constitui uma revolugdo educativa de grande alcance (PONTE, 2000, p. 77).

Dessa forma, para que haja a apropriacdo benéfica das TIC na educacdo é necessaria
que aconteca muitas mudangas no setor educacional, as quais estdo ligadas ao professor e
ao aluno, uma vez que eles terdo de redesenhar seu proprio papel e redefinir suas
responsabilidades na escola atual. Além disso, essas mudancas também dizem respeito a
direcdo da escola, a administracdo e a propria sociedade, ja& que é preciso que todos
modifiquem suas visdes e opinides sobre o papel de cada um em seu dia a dia e, em
especial, quando tratamos e trabalhamos na escola.

Portanto, sabemos que nao é facil o trabalho com as TIC na educacdo, mas também
n&o é impossivel. E necessario que o professor esteja preparado para situacdes em que ele
ndo saberd responder, de imediato, um questionamento do aluno ou um problema
encontrado pelo aluno no computador. Nesse sentido, as relagdes professor-aluno e aluno-
aluno sé@o modificadas, as quais o professor torna-se mediador do ensino e os alunos
passam a questionar e perguntar mais sobre aqueles conhecimentos que estdo sendo

apresentados e propostos pelo professor.

2.5 0 GEOGEBRA

Janzen (2011) nos afirma que para que o aluno tenha uma boa compreensdo da
matematica, € necessario que ele tenha representagdes mentais ricas de conceitos, que
contenham varios aspectos deles, uma vez que isto permitird uma maior flexibilidade na
resolugdo de problemas. Porém, a autora afirma que na medida em que isso é necessario,
percebe-se que hd essa falta de compreensdo nos alunos, uma vez que se fizermos
qualquer mudanca na estrutura de um problema ou na sua formulagdo, ja lhes tira a
capacidade de resolucdo. Para essa autora, os alunos, em geral, se limitam a usar uma

Unica representagdo do conceito e assim falham em resolver o problema em questéo.
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Nesse sentido, para que os alunos venham a ter uma boa compreensdo matematica,
tendo representacdes mentais ricas de conceitos, uma possivel abordagem no ensino € usar
diversas representacdes de objetos desde o inicio, interligando uma a outra. Desse modo,
segundo Janzen (2011), os ambientes computacionais sdo uma ferramenta util para tal,
pois neles também aparece o processo de visualizagdo. Para esta autora, a visualizagédo é
entendida ndo como simplesmente ver o que esta posto, mas sim olhar cada parte, buscar

configuracdes e relacdes que possam ser exploradas.

A vista disso, 0 uso das tecnologias, em especial as calculadoras e os computadores,
na sala de aula traz significativas contribuicbes para repensarmos sobre o processo de
ensino e aprendizagem da Matematica. Nesse sentido, os PCN do Ensino Fundamental nos

orientam que essas contribuicdes se ddo a medida que:

- relativiza a importancia do calculo mecanico e da simples manipulagdo
simbdlica, uma vez que por meio de instrumentos esses calculos podem ser
realizados de modo mais rapido e eficiente;

- evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem gréfica e de
novas formas de representacdo, permitindo novas estratégias de abordagem de
variados problemas;

- possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigacdo e exploracdo como parte
fundamental de sua aprendizagem;

- permite que os alunos construam uma visdo mais completa da verdadeira
natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes positivas diante de seu
estudo (PCN, 1998, pp. 43 e 44).

Ja os PCN do Ensino Médio nos afirmam que a Tecnologia para a Matematica
dispbe de programas de computador (software ou aplicativo) nos quais os alunos podem
explorar e construir diferentes conceitos matematicos. Além disso, esses programas
apresentam recursos que provocam, de forma natural, o processo de pensar
matematicamente, isto €, os alunos sdo motivados a fazerem experimentos, testarem suas
hipdteses, esbocarem conjecturas e criarem estratégias para a resolucdo de problemas.

Ademais, sdo caracteristicas desses programas:

- conter um certo dominio de saber matematico — a sua base de conhecimento;

- oferecer diferentes representacfes para um mesmo objeto matematico —
numérica, algébrica, geométrica;

- possibilitar a expressdo de sua base de conhecimento por meio de
macroconstrugdes;

- permitir a manipulacéo dos objetos que estdo na tela (OCEM, 2006, p. 88).

A vista disso, na Matemética e na Educacio Matematica dispomos de varios
softwares, isto &, aplicativos, e jogos com seus funcionamentos para a utilizacdo de
diferentes conhecimentos com o intuito de auxiliar na escrita matematica ou no ensino e

aprendizagem da Matematica. Eles podem ser gratuitos ou pagos, como GeoGebra, Cabri
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Géometre, Poly, Equation Grapher, Geoplan, Geospace, Graphequation, Graphmatica,
Matematica na Selva, MathGV, Modellus, NonEuclid, OOG (Object Orientation Game),
Régua e Compasso, S-Logo, Tess, Torre de Handi, Winarc, WinGeom, WinMat, WinPlot,
MatLab, Maple, Geometer’s Sketchpad, dentre outros.

Com essa gama de aplicativos disponiveis ou pagos na Educacdo Matemaética e na
Matematica, optamos por trabalhar com um aplicativo de Geometria Dindmica, uma vez
que esses aplicativos tornam as aulas mais dindmicas e interativas; possibilitam que o
aluno interligue a Geometria com a Algebra, ja que para uma figura geométrica ha a sua
representacdo algebrica e vice-versa; quando construimos algo nesses aplicativos,
podemos aplicar movimento a seus elementos e as relagdes geométricas impostas a figura
sdo preservadas; como também enriquecem as imagens mentais associadas as

propriedades geométricas:

0 termo “Geometria Dindmica” esta fortemente relacionado aos softwares que
permitem que as figuras geométricas possam ser arrastadas pela tela mantendo-
se 0s vinculos estabelecidos durante sua construgdo. Isso provoca
transformagdes que “ocorrem continuamente em tempo real, determinadas pelos
movimentos do cursor controlados pelo usuario” (SHUMANN e GREEN, 1994
apud ZULATTO e PENTEADO, 2006, p. 1).

Sobre os principais beneficios e aplicacGes dos aplicativos de geometria dinamica,
King e Schattschneider (1997 apud JANZEN, 2011, p. 46) apontam: (a) a precisdo de
construcdes e a capacidade de visualizacdo das relagdes geomeétricas; (b) a possibilidade
de exploracao das construcdes e a descoberta de relacdes e propriedades geométricas; (c) a
busca de prova de teoremas, de forma experimental e heuristica; (d) a geracdo de
transformacdes e lugares geométricos; e (e) a possibilidade de simulacdo e de construcao

de micro-mundos com caracteristicas proprias.

Petla (2008) nos afirma que esse termo Geometria Dinamica (GD) € utilizado para
especificar a Geometria implementada em computador, ou seja, a Geometria que permite
que os objetos sejam movidos mantendo-se todos os vinculos estabelecidos inicialmente
na construcdo. Além disso, essa nomenclatura é melhor entendida como uma oposicéo a
Geometria Tradicional de régua e compasso, que € estatica, porque apo6s o aluno realizar
uma construcao, se ele desejar analisa-la com alguns dos objetos em outra disposicao tera
que construir um novo desenho. Ja a Geometria Dindmica possui um recurso de
transformacdo continua em tempo real, quando utilizamos o simples arrastar das

construcdes.

56



Nesse sentido, na Geometria Dindmica, quando os alunos arrastam as figuras
geométricas com o cursor, as mesmas nao perdem a propriedade geométrica relacionada a
ela, fazendo com que eles compreendam melhor os conteudos da Geometria envolvidos
nas figuras construidas, como também possibilita a conjectura e a validacdo de teoremas
desta area da Matematica. As OCEM nos afirmam que esse aplicativo de Geometria
Dinamica:

exige, além de conhecimento em geometria, uma escolha de estratégia de
resolugdo do problema, com a elaboragdo de um cronograma de ataque aos
diferentes subproblemas que comp&em o problema maior. E uma atividade que
coloca em funcionamento diferentes habilidades cognitivas — o pensar
geométrico, o pensar estratégico, o pensar hierarquico (OCEM, 2006, pp. 88 e
89).

Dessa forma, esses programas oferecem essa possibilidade de movimento e é o que
os tornam dindmico, uma vez que as figuras podem ser arrastadas e modificadas,
enriquecendo, assim, a concep¢do de ‘figura’, uma vez que podemos ter varias

representacfes de um mesmo objeto, sem que 0 mesmo perca suas propriedades

geométricas. Com relagdo a isso, Olivero afirma que:

a caracteristica mais relevante dos softwares de geometria dindmica é
exatamente essa funcdo de “arrastar” (dragging), isto é, a possibilidade de
mover e manipular as figuras construidas na tela do computador: se uma figura
foi construida corretamente, de acordo com as propriedades geométricas, ela
mantera suas relacfes internas mesmo sendo arrastada (OLIVERO, 2002, p.59
apud JANZEN, 2011, p. 48).

Ainda com relacdo ao arrastar, Gravina (2001, p.83) classifica este recurso de

estabilidade sob acdo do movimento:

estes programas oferecem o recurso de ‘estabilidade sob acdo do movimento’:
feita uma construcdo, mediante deslocamentos (dragging) aplicados aos
elementos iniciais determinadores do objeto geométrico, o desenho na tela do
computador — instancia de representacdo do componente figural — transforma-
se, mas preserva, has novas instancias, as relacGes geométricas impostas
inicialmente a construcdo, bem como as relagbes delas decorrentes. Ou seja,
para um dado objeto tem-se na tela do computador uma colegdo de ‘desenhos
em movimento’ que guarda certos invariantes geométricos, declarados ou ndo
no procedimento de construgdo (GRAVINA, 2001, p.83).

Dessa forma, a possibilidade que os aplicativos de geometria dindmica nos
proporcionam com a funcdo arrastar é grandiosa, uma vez que nos sugere novas maneiras
de raciocinar e operar e até mesmo de conceber a Geometria, uma vez que nos apresenta o
carater relacional dos objetos geométricos. Ou seja, para Janzen (2011), nesses ambientes
temos multiplas constru¢bes possiveis para um mesmo objeto geométrico e assim 0s

alunos passam a compreender que, a partir de certos fatos declarados (hipoteses), outros
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destes decorrem — os fatos estaveis implicitos (a tese do teorema), entdo passiveis de
explicacdo. Para a autora, esta compreensdo € parte fundamental para a construcdo de uma

demonstracéo.

Com a utilizacdo da funcdo arrastar, temos uma problematica com relacdo aos
conceitos de desenho e figura adequados a geometria dindmica. Segundo Olivero (2002, p.
59 apud JANZEN, 2011, p. 50), o desenho pode representar um objeto geométrico, com
relaces internas, porém que se alteram em outros objetos pelo arrastar, ja as figuras séo

invariantes geometricos que se mantém mesmo com o arrastar de alguma de suas partes.

Para Parzysz (2006), figura é um objeto geométrico tedrico definido por um
enunciado e desenho é uma representacdo material deste objeto tedrico sobre um suporte

plano, que pode ser uma folha de papel, tela de computador, entre outros.

Dessa forma, ao construirmos figuras em um ambiente dinamico, estas adquirem um
estatuto diferente dos simples desenhos, uma vez que as mesmas ao se arrastar alguns de
seus pontos, ndo perderdo as propriedades impostas a elas. A vista disso, Janzen (2011)
nos afirma que essas figuras passam a ser exemplos genéricos, possibilitando uma
exploracdo dindmica das propriedades envolvidas, uma vez que a construcdo da figura
utiliza explicitamente as suas propriedades, e isto proporciona uma visualizacdo de muitas

e diferentes representacdes de uma mesma classe de figuras.

Com todas essas possibilidades, optamos por trabalhar com o aplicativo GeoGebra
que foi criado pelo austriaco Ph.D. Markus Hohenwarter, com inicio do projeto em 2001
na University of Salzburg e que continua seu desenvolvimento na Florida Atlantic
University com uma equipe internacional de programadores, para a Educacdo Matematica
nas escolas. O nome GeoGebra retine GEOmetria, AIGEBRA e Célculo. Esse aplicativo
recebeu muitos prémios internacionais, incluindo o prémio de software educacional

Aleméao e Europeu.

O GeoGebra é um aplicativo gratuito e multiplataforma para todos os niveis de
ensino, combinando a Geometria, a Algebra, tabelas, graficos, Estatistica e Calculo em um
Gnico sistema. Além disso, os gréaficos, Algebra e tabelas construidos estdo
interconectados e possuem caracteristicas dinamicas; sua interface é amigavel com varios
recursos sofisticados; pode-se reproduzir as construcdes em paginas WEB, e esta

disponivel em vérios idiomas.
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O GeoGebra pode ser adquirido gratuitamente a partir da Internet. No site
<http://www.geogebra.org/cms/> encontra-se o link para download, com a ultima
atualizacdo, versdo 5.0. Qualquer usuério pode fazer a instalacdo individual do programa
de forma facil e rapida, desde que seja para fins ndo comerciais. Além disso, é possivel
do GeoGebra,
<www.geogebra.org/help/docupt_PT.pdf>. Esse aplicativo também possui extensdes para
Google Chrome, Windows, Mac OS X App Store, Ubuntu, openSUSE e JavaApplet.

baixar também 0 manual acessando 0 site

Aliado a isso temos que:

0 GeoGebra esta rapidamente ganhando popularidade no ensino e aprendizagem
da matematica em todo o mundo. Atualmente, o0 GeoGebra é traduzido para 58
idiomas, utilizado em 190 paises e baixado por aproximadamente 300.000
usuarios em cada més. Esta utilizacdo crescente obrigou o estabelecimento do
Internacional GeoGebra Institute (GlI), que serve como uma organizacéo virtual
para apoiar GeoGebra locais iniciativas e institutos (NASCIMENTO, 2012, p.
128).

A Interface deste aplicativo € composta de uma janela grafica (ver Figura 3) que se
divide em uma janela de Algebra, uma janela de visualizagdo, menu principal, barra de

ferramentas e um campo de entrada de comandos:

Figura 3 - Janela grafica do GeoGebra

| MENU PRINCIPAL

AB(}‘ii +

Arquivo Editar Exiblr OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

DREE

Entrar
DESFAZER/REFAZER
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e Sl o\

D &
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagcdo X

0.

[] 1 2 3 3 5 ] 7 s o 10 i) 2 1 14 15 1 7 [ty 1 20

e
Entrada: ENTRADA DE COMANDOS 1)

Fonte: Nossa autoria

A janela de visualizacdo possui um sistema de eixos cartesianos no qual o usuario
poderd fazer construcGes geométricas com o0 mouse e, simultaneamente a isso, as
coordenadas e as equacgOes correspondentes sdo mostradas na janela de Algebra (ver
Figura 4).
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Figura 4 - Exemplos de construcdes no GeoGebra
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Fonte: Nossa autoria

Dessa forma, todas as representacbes de um mesmo objeto estdo ligadas
dinamicamente e adaptam-se automaticamente as mudancas realizadas em qualquer delas,

independentemente da forma como esses objetos foram inicialmente criados.

Na janela de visualizagdo podemos realizar constru¢des geométricas utilizando as
ferramentas disponiveis na Barra de ferramentas. Cada objeto criado na janela de
visualizacio tem também sua representacio na janela de Algebra. Na janela de Algebra, os
objetos matematicos sdo organizados em suas classes: objetos livres e objetos
dependentes. Isto é, se criarmos um novo objeto, sem que para tal tenhamos utilizado
qualquer objeto ja existente, ele é classificado como objeto livre. Se, pelo contrario, nosso
novo objeto tenha sido criado com algum recurso de objetos ja existentes, ele é

classificado como objeto dependente.

O campo de entrada de comandos é usado para escrever coordenadas, equacoes,
comandos e funcdes, e estes sdo mostrados na janela de visualizacdo e na janela algébrica

imediatamente ap0s pressionar a tecla Enter.

Araujo e Ndbriga (2010) nos recomendam que mesmo que o GeoGebra forneca
condigbes que possibilitem a elaboragdo de situacbes que favorecam a construcdo de
conhecimentos pelo aluno, o aplicativo, sozinho, ndo pode ensinar coisa alguma. Ou seja,
para que aconteca aprendizagem efetiva com esse aplicativo é necessaria a elaboracdo de
situacBes de uso. Além disso, quando propomos atividades aos alunos, nesse aplicativo,
sem uma finalidade especifica, as mesmas ndo proporcionam conhecimento aos alunos, ou

seja, para que haja aprendizagem é necessario que o aluno reflita durante a execucédo das
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atividades, buscando experimenta-las de diferentes maneiras, percebendo as propriedades,

conjecturando e justificando:

o papel do professor € de fundamental importancia nesse processo. Ele precisa
criar novos mecanismos para fazer com que os alunos reflitam e percebam o que
de fato esta por tras das construgdes que eles estdo fazendo, além de auxilia-los
nas justificativas das construcdes (ARAUJO e NOBRIGA, 2010, p. XI).

Nessa perspectiva, Gravina e Santarosa (1998) nos afirma que a aprendizagem da
Matematica, em especial da Geometria, dependera de acdes que caracterizem o fazer
matematico, ou seja, 0s alunos poderdo experimentar, interpretar, visualizar, induzir,
conjecturar, abstrair, generalizar e, enfim, demonstrar. Dessa forma, o aluno deixara o seu
papel passivo, como ocorria antes, o qual s6 recebia 0s conhecimentos transmitidos pelo
professor, passando, agora, a ter o seu conhecimento construido a partir de investigacoes,
exploracdes e finalizando com a escrita formal e organizada dos resultados obtidos. Para
tanto, o trabalho com o GeoGebra, a ser realizado tanto pelo professor quanto pelo aluno,

podem ser feito de duas maneiras:

a) os alunos constroem os desenhos de objetos ou configuracdes, quando o
objetivo é o dominio de determinados conceitos através da construgéo;

b) recebem desenhos prontos, projetados pelo professor, sendo o objetivo a
descoberta de invariantes através da experimentacéo e, dependendo do nivel de
escolaridade dos alunos, num segundo momento, trabalham as demonstracfes
dos resultados obtidos experimentalmente (GRAVINA, 1996, p. 7).

Gravina (1996) nos afirma que nesse novo cenario o professor interage com 0s
alunos como questionador e mediador, procurando situa-los, sempre que necessario, nas
atividades propostas, porém deixando sempre para 0s alunos o ajuste das conjecturas. Ja
os alunos, suas atitudes frente a esse novo processo de aprender, dizem respeito a
experimentacdo, criacdo de estratégias, construgdo de conjecturas, argumentacdo e
deducdo das propriedades matematicas impostas as construgdes. A autora ainda argumenta
que a partir desses experimentos dindmicos as regularidades e invariantes vao surgindo e
pela esséncia do pensamento matematico surgira nos alunos a busca de uma demonstracao

que independa de experiéncias concretas.

Nesse sentido, de acordo com Bennet (2004), o uso do GeoGebra podera auxiliar no
processo de transformacédo daquilo que é abstrato para o concreto (visivel), uma vez que o
ambiente de Geometria Dinamica ira encorajar os alunos a descobrirem novas
representacdes e refletirem mais de perto a forma como o ensino da Matematica é

construido, isto é, o aluno ir&4 perceber como um matematico, inicialmente, visualiza e
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analisa um determinado problema, fazendo conjecturas antes de realizar provas e

demonstracoes.

Com o dinamismo do GeoGebra, os alunos podem compreender muitos conceitos
em Matematica, pois este dinamismo permite a movimentacdo de construc@es iniciais e a
visualizagcdo do que acontece com 0s objetos que dependem dessas construgdes sem a
perda dos vinculos geométricos. Dessa forma, o GeoGebra ird estimular o carater
investigativo das tarefas, permitindo que os alunos levantem hipoteses, criem conjecturas

e verifiguem se essas sdo ou ndo verdadeiras.

Pertile, Pierozan e Lieban (2012) nos afirmam que quando adequadamente
utilizamos o GeoGebra, ele pode contribuir para o ensino de varios conteudos
matematicos. Porém, cabe ao professor escolhé-los, levando em consideracdo 0 seu
planejamento previsto, seja pelo conteldo a ser abordado, pelo tempo reservado para a
atividade, pelo dominio (do aplicativo ou do conteudo) da turma ou por qualquer outro
fator que venha a interferir direta ou indiretamente na condugdo da proposta. Além disso,
o professor, diante dessa nova perspectiva e proposta, deve:

assumir um papel de parceiro, conduzindo atividades que visem a exploragdo e
a descoberta e favorecam a criatividade e o envolvimento do aluno com o
assunto em questdo. Assim, em uma pratica em que o sujeito participa e percebe
os resultados de suas acBes, e mais, faz uso desta interacdo para o
desenvolvimento do conhecimento, entende-se haver uma aprendizagem sélida
e consistente (PERTILE, PIEROZAN e LIEBAN, 2012, p. 479).

Para esses autores € preciso respeitar o ritmo de aprendizagem de cada aluno, ja que
cada um possui um tempo diferente de assimilacdo. Eles ainda afirmam que o docente
deve decidir o momento e a abordagem adequados na utilizagdo do GeoGebra como um
recurso auxiliar no processo de ensino e aprendizagem, uma vez que essa escolha reflete o
seu conhecimento do conteudo, que deve ser pensado, analisado e aperfeicoado
continuamente. Desse modo, Pertile, Pierozan ¢ Lieban (2012, p. 483) afirmam que “néo
basta que o professor queira utilizar as tecnologias no ensino da matematica, € necessario
que ele esteja capacitado e que seus objetivos didaticos estejam relacionados com o

software a ser utilizado para que seu uso em sala de aula ndo se torne em vao”.

Nesse sentido, esse aplicativo, assim como outros recursos, pode ser usado em
beneficio da educacdo quando as atividades e metas forem bem definidas. O professor,
portanto, ndo precisa, nem deve ignorar, suas demais concepcdes metodoldgicas e nem
deve temer ser substituido por esses recursos, basta reflexao, capacitagdo e disponibilidade

ao novo.
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Quando trabalhamos com as provas e demonstracdes utilizando o GeoGebra, estas
aparecem como alternativa para o desenvolvimento de conjecturas, argumentacoes,
construcdo do raciocinio hipotético-dedutivo e articulagdes entre os niveis de raciocinio
geométrico. Ou seja, a utilizacdo do aplicativo GeoGebra exerce uma especial importancia
na questdo da visualizacdo, uma vez que a visualizacdo e a identificacdo do objeto
geométrico sdo caracterizados como um passo preparatorio para o entendimento da
formalizacdo do conceito, isto €, para o processo de uma prova.

Desta forma, ao se trabalhar com o aplicativo GeoGebra, o aluno é levado a
perceber a importancia da prova e a exercer as suas mais variadas fungdes. Como De
Villiers (2001) nos afirma, as provas e demonstracGes sdo uma parte indispensavel do
conhecimento matematico e seu valor esta muito além da mera verificagdo de resultados.
Nesse sentido, as provas e demonstracdes tém muitas outras fungdes, como, por exemplo,
a explicacdo (proporcionar compreensdo sobre o porqué é que é verdade), a descoberta
(descoberta ou a invencdo de novos resultados), a comunicacdo (a negociagdo do
significado), o desafio intelectual (a realizacdo ou satisfacdo pessoal por se ter construido
uma demonstracao) e a sistematizacdo (a organizacdo de varios resultados em um sistema
dedutivo de axiomas, conceitos e teoremas). (DE VILLIERS, 2001).

A vista disso, quando o aluno trabalha com o aplicativo GeoGebra, ele pode
verificar facilmente as propriedades existentes naquela figura construida e ao se fazer
novas movimentacdes, ele ampliara seu leque de conceitos. Porém, o aluno pode também,
mesmo convencido da veracidade das construgOes, descobrir demonstragdes dedutivas,
ndo porque ele tenha a necessidade de aumentar a sua certeza, mas para explicar por que
elas sdo verdadeiras e se ele é capaz de demonstra-las.

Nesse sentido, o aplicativo GeoGebra permite que o aluno descubra
instantaneamente se uma conjectura estd certa ou errada, uma vez que se esta estiver
errada, isso é imediatamente Obvio quando se manipula as construcdes na janela de
visualizacdo de forma dindmica. Ja se estiver certa, as construcbes permanecem
consistentes, seja qual for a forma de mexer na figura.

Dessa forma, observamos, assim como Hofstadter (1997, p. 10 apud DE VILLIERS,
2001, p. 6), que esses trabalhos no GeoGebra ndo sdo demonstracdes, uma vez que as
demonstracbes sdo ingredientes criticos do conhecimento matematico, porém,
concordamos também com este autor, que ndo somos um dos que acreditam que a certeza

sO se adquire com a demonstracéo.
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De Villiers (2001), ao manipular um software de Geometria Dinamica, observou que
as investigacOes feitas nesses aplicativos dinamicos podem também auxiliar a construcao
de uma eventual demonstracdo, uma vez que esses aplicativos permitem generalizar um
resultado a partir da identificacdo de suas propriedades fundamentais por meio do
dinamismo. Por conta disso, de acordo com o autor, a fungéo de verificagdo de uma prova
e uma demonstracdo pode e deve ser desenvolvida por meio de um aplicativo de
geometria dinamica, ja que este d& possibilidade aos alunos de atingirem uma
compreensdo mais desenvolvida sobre o valor e a natureza da demonstracdo dedutiva.

Para De Villiers (2001), ao invés de colocarmos em foco a funcédo de verificacdo de
uma prova e uma demonstracdo em geometria dindmica, deveriamos utilizar inicialmente
a funcdo mais fundamental de explicacdo e descoberta para introduzir a demonstragao
como uma atividade significativa para os alunos. Para este autor, isto requer que os alunos
sejam iniciados bem cedo a arte de formular problemas e que lhes tenham sido
proporcionadas oportunidades suficientes para explorar, conjecturar, refutar, reformular,

explicar, etc.

Portanto, ndés acreditamos que o trabalho realizado interligando as provas e
demonstracOes e suas verificacbes no GeoGebra fazem com que os alunos construam
aquilo que estd sendo pedido, tendo como processos 0s de experimentar, interpretar,
visualizar, induzir, abstrair, generalizar e, por fim, demonstrar. Ou seja, quando levamos
em consideracdo o0 grau de maturidade dos alunos e seus conhecimentos prévios,
percebemos e podemos aceitar aquelas verificacdes feitas no GeoGebra como um tipo de
prova e demonstracdo, uma vez que, naquele momento, o aluno esta sendo capaz de

construir, questionar, argumentar e conjecturar seu proprio conhecimento.
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CAPITULO 3
TIPO DE PESQUISA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esse capitulo estd dividido em cinco se¢des. A primeira traz algumas colocagoes
sobre o trabalho colaborativo e o Projeto OBEDUC/CAPES. A segunda reflete sobre o
local e sujeitos da pesquisa, a terceira discute o tipo de pesquisa e instrumentos, a quarta o
desenvolver da coleta dos dados e, por fim, a Gltima traz algumas colocacGes referentes a

analise dos dados.

3.1 O PROJETO OBEDUC/CAPES E O TRABALHO COLABORATIVO

Trazemos alguns apontamentos de Peixoto e Carvalho (2007) e Ibiapina (2008)
referentes a cooperacdo, colaboracdo, trabalho colaborativo e pesquisa colaborativa.
Porém, quanto ao Projeto OBEDUC, preferimos seguir e optar pelas coloca¢des propostas
por Ibiapina (2008) quanto a pesquisa colaborativa, uma vez que nosso olhar para

colaboracdo tem 0 mesmo viés que o dela.

Peixoto e Carvalho (2007) nos afirmam que o principal elemento de diferenca entre
trabalho cooperativo e colaborativo estad no grau de autonomia de cada participante e o
controle que eles exercem sobre sua agdo no grupo. Ou seja, optarmos por cooperagéo e
colaboracédo ird depender da maturidade dos participantes, de sua autonomia e de suas

competéncias quanto ao tema que sera trabalhado ou proposto.

Para Peixoto e Carvalho (2007) se optarmos pelo trabalho colaborativo teremos a
realizacdo de uma determinada tarefa e o desenvolvimento da autonomia e da capacidade
de trabalhar em grupo gque sdo 0s mesmos objetivos da abordagem cooperativa. Porém, a
diferenca é que a colaboracdo da mais liberdade aos integrantes do grupo. Ou seja, a
colaboracdo é mais adequada a um tipo de relacdo desenvolvida em uma lista de
discussdo, com o objetivo de trocar informacdes e ideias e para que haja um

desenvolvimento de discussdes nesse grupo de trabalho.

Segundo Ibiapina (2008), no ambito da pesquisa colaborativa, 0s professores
trabalham em interacdo com o pesquisador, construindo teorias sobre as suas praticas
profissionais e interpretam com os demais colegas suas compreensdes a respeito da
questdo de investigacdo proposta pelo pesquisador, ndo existindo, assim, hierarquia entre
0s participantes. Ou seja, na pesquisa colaborativa, 0s participes sdo considerados como

coprodutores da pesquisa e, nesse processo:
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a colaboracdo é produzida por intermédio das interacfes estabelecidas entre as
multiplas competéncias de cada um dos participes, os professores, com o
potencial de anélise das préaticas pedagogicas; e 0 pesquisador, com o potencial
de formador e organizador das etapas formais da pesquisa. A interacdo entre
esses potenciais representa a qualidade da colaboracdo, quando menor as
relagBes de opressdo e poder, maior o potencial colaborativo (IBIAPINA, 2008,
p. 20).

Nesse sentido, a pesquisa colaborativa, segundo Ibiapina (2008), proporciona
condigdes para que os professores reflitam sobre sua pratica e sobre seus valores e
crencas, fazendo-os questionar os aspectos da préatica profissional que mais 0s preocupam.
Dessa forma, pesquisar colaborativamente considera tanto o lado e o ponto de vista da
academia (pesquisador) quanto o lado e o ponto de vista do professor. Além disso, para a
autora, pesquisar colaborativamente significa envolver tanto os pesquisadores quanto 0s
professores em projetos comuns que busquem o beneficio da escola e o desenvolvimento

profissional do docente:

a pesquisa colaborativa é pratica que se volta para a resolugdo dos problemas
sociais, especialmente aqueles vivenciados na escola, contribuindo com a
disseminagdo de atitudes que motivam a co-producdo de conhecimentos
voltados para a mudanca da cultura escolar e para o desenvolvimento
profissional dos professores. Em sintese, essa € uma préatica alternativa de
indagar a realidade educativa em que investigadores e educadores trabalham
conjuntamente na implementagdo de mudangas e na analise de problemas,
compartilhando a responsabilidade na tomada de decisGes e na realizacdo das
tarefas de investigagdo (IBIAPINA, 2008, p. 23).

Além disso, Ibiapina (2008) nos afirma que colaborar ndo significa cooperar nem
tampouco participar, mas significa oportunidade igual e negociacdo de responsabilidades,
em que todos os participantes tém voz e vez em todos 0s momentos da pesquisa. Nesse
sentido, 0os participantes tem voz para expressar suas ideias, interpretar e descrever
praticas e teorias, abordando suas compreensdes, concordancias e discordancias em

relacdo aos discursos dos outros participes. Dessa forma:

colaborar significa tomada de decisbes democraticas, agdo comum e
comunicagdo entre investigadores e agentes sociais que levem & construgdo de
um acordo quanto as suas percepcdes e principios. Nessa perspectiva, a
colaboracdo se efetiva a partir da interacdo entre pares com diferentes niveis de
competéncia, isto é, colaboracdo significa a ajuda que um par mais experiente,
no caso 0 pesquisador, dd a um outro menos experiente no momento de
realizacdo de determinada atividade, no caso a pesquisa, € também acédo
formativa desenvolvida conjuntamente que faz o desenvolvimento pessoal e
profissional de professores (IBIAPINA, 2008, p. 34).

Nesse sentido, em meio a essas colocacdes de Ibiapina (2008), temos a certeza que
nosso trabalho versa em um trabalho colaborativo, uma vez que todos tém voz e vez
dentro do Projeto OBEDUC/CAPES, como também temos pesquisadores, professores da
educacdo bésica e graduandos trabalhando juntos. Sabendo que ndo ha hierarquia e que
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todos trabalham juntos para o desenvolvimento da pesquisa, compreendemos que 0
trabalho colaborativo satisfaz as necessidades de formacdo dos professores e as
necessidades investigativas dos pesquisadores, uma vez que envolve os participantes em
processos de reflexdo sobre suas préaticas, proporcionando a partilha de experiéncias e
ideias e mobilizam a ampliag&o do nivel de aprendizagem docente.

A vista disso, adotamos essas colocacdes de Ibiapina (2008) para nosso Projeto
OBEDUC/CAPES, ja mencionado anteriormente, assim como adotamos a seguinte
definicdo de pesquisa colaborativa proposta pela autora, uma vez que aborda as ideias
principais que pretendiamos alcancar com o cunho colaborativo desse projeto, unindo

professores universitarios, mestrandos, professores da educacao bésica e graduandos:

[...] pesquisa colaborativa €, no &mbito da educacdo, atividade de co-producédo
de saberes, de formagdo, reflexdo e desenvolvimento profissional, realizada
interativamente por pesquisadores e professores com o objetivo de transformar
determinada realidade educativa. Compreendo ainda que a pesquisa
colaborativa envolve empreendimento complexo que leva tempo para ser
apreendido, ja que sua execucdo envolve op¢do por acbes formativas que
possam auxiliar o professor a valorizar 0 pensamento do outro e a construir
ambiente de discussao, de autonomia e de respeito matuo. Assim, 0S processos
de aprendizagem construidos colaborativamente oferecem potencial de auxilio
tanto para a concretizacdo do pensamento tedrico quanto das préaticas
emancipatérias, ja que fortalece a pratica docente, abrindo caminhos para o
desenvolvimento pessoal e profissional tanto dos pesquisadores quanto dos
professores (IBIAPINA, 2008, p. 31).

O Projeto, intitulado de Trabalho colaborativo com professores que ensinam
Matematica na Educacdo Basica em escolas publicas das regides Nordeste e Centro-
Oeste, que estd dentro do Programa Observatério da Educacdo (OBEDUC), foi
inicialmente pensado pelas docentes doutoras Patricia Sandalo Pereira, Abigail Fregni
Lins e Mercedes Betta Quintano de Carvalho Pereira dos Santos, cada qual exercendo seu
trabalho em instituicdes diferentes, a saber, Universidade Federal do Mato Grosso do Sul
(UFMS), Universidade Estadual da Paraiba (UEPB) e Universidade Federal de Alagoas
(UFAL), respectivamente. O referido Projeto foi aprovado pela CAPES sem necessidade
de alteracdes na proposta e de aprovacao plena do orcamento, o qual podemos dizer que

foi fruto de muito trabalho e dedicacdo das docentes.

O Projeto Observatorio da Educacdo OBEDUC/CAPES foi proposto com dois
diferenciais. O primeiro que este seja realizado em rede, ou seja, trés instituicGes
trabalham a distancia nos seus respectivos nicleos buscando executar suas atividades e a

partir dos eventos mesclam suas opinides e propostas. O segundo é o trabalho colaborativo
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desenvolvido por cada nucleo e que se encadeia por todo o projeto em rede, buscando

melhorias para a Educacdo Matematica.

Dessa maneira, por o Projeto ser em rede, temos trés nucleos de atuacdo de cada
pesquisadora. O nucleo da UFMS, coordenado pela docente Patricia Sandalo Pereira, a
qual também é a coordenadora geral do Projeto, composto por 4 mestrandos, 7 professores
da educagdo basica e 4 graduandos. O nucleo UEPB, coordenado pela docente Abigail
Lins é composto por 5 mestrandos, 7 professores da educacdo béasica e 8 graduandos. E o
nucleo UFAL, coordenado pela docente Mercedes Carvalho, composto por 1 doutoranda,

3 professoras da educacdo bésica e 3 graduandas, totalizando em 46 membros.

Além disso, esse Projeto possui duracdo de 3 (trés) anos, tendo iniciado em Marco
de 2013 com finalizacdo em Fevereiro de 2016. No nucleo UEPB, dividimos nosso
trabalho em quatro fases. Na primeira fase, realizamos reunides gerais e de equipes,
estudos, leituras, debates, discussdes e ocorreu o | Semindrio OBEDUC em Maceio,
Alagoas. Na segunda fase, foram realizadas reunides gerais e de equipe, leituras, debates,
discussodes, planejamento de uma proposta didatica e ocorreu o Il Seminario OBEDUC em
Campina Grande, Paraiba. Na terceira fase, ocorreram reunifes gerais e de equipe,
finalizacdo e aplicacdo de uma proposta didatica em escolas e agendamento do Il
Seminéario OBEDUC realizado em Campo Grande, Mato Grosso do Sul. Na quarta e
Gltima fase, serdo realizadas reuni@es, leituras, discussdes, anélises e escritas do trabalho

realizado e dos resultados alcancados.

O nucleo UEPB conta com 20 membros organizados em 4 equipes, sendo elas
iniciadas pelas propostas de dissertagdo dos 4 membros/mestrandos do nucleo. Cada
equipe é formada por um mestrando, dois professores da educacdo bésica e dois
graduandos. As equipes foram nomeadas de Robdtica na Educacdo Matematica; Provas e
Demonstracfes Matematicas; Deficiéncia Visual e Materiais Manipulaveis na Educacéo

Matematica; e, Argumentacédo e Calculadoras na Educacdo Matematica.

Fazemos parte da Equipe Provas e DemonstracGes Matematicas, na qual estudamos
varios artigos e livros referentes a utilizacdo das provas e demonstracbes no ensino e
aprendizagem da Matematica na Educacédo Basica; a aplicacdo dos aplicativos nas aulas de
Matematica, em especial o0 GeoGebra; e o desenvolvimento de um trabalho colaborativo

entre equipes de pesquisadores, professores e alunos das universidades.
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Nosso nucleo da UEPB iniciou o trabalho com todos em agosto de 2013 e foi
decidido realizar as reunifes as segundas feiras, com duracdo de duas horas. De inicio, as
reunides foram gerais, isto €, com os 20 integrantes do nucleo UEPB, nas quais
discutiamos os eventos que iriamos participar; realizamos leituras sobre trabalho e
pesquisa colaborativos; realizavamos relatos de cada equipe com o intuito de sabermos o
que cada grupo estava elaborando e fazendo; organizadvamos eventos; e tivemos orientagdo

de como proceder nas reunides de equipe e nas nossas propostas de pesquisa.

Decorrido algum tempo, apds todos saberem o que iriam fazer e ja estando cientes
de como deveria ser feito o trabalho colaborativo, foram realizadas as divisdes das 4
equipes, propondo uma reunido geral e 3 reunides de equipe por més, na qual cada equipe

iria sentir o tempo necessario para o trabalho e estudo.

Dessa maneira, as reunides de nossa equipe ocorreram todas segundas feiras, com
duracdo de duas horas. Na nossa primeira reunido de equipe discutimos o que cada
membro queria trabalhar e a proposta de pesquisa de cada um, objetivando fazer um
enlace dentro do nosso trabalho colaborativo. Além disso, como ja mencionado, nossas
leituras estavam em torno do trabalho colaborativo, das TIC e das provas e demonstracfes

matematicas.

No segundo semestre de 2014, com o desenvolver das leituras e atividades,
percebemos que estdvamos necessitando de mais tempo para trabalhar em equipe. Dessa
forma, continuamos a nos reunir todas segundas feiras, porém com duracdo de quatro
horas. Ainda nesse segundo semestre de 2014 comecamos a montar o esqueleto da nossa
proposta didatica e continuamos a ler e discutir sobre provas e demonstracdes

matematicas.

No ano de 2015, as reunides em equipe ocorreram juntamente com a docente
Abigail Lins, pois nossa equipe ainda estava um tanto perdida quanto a escolha dos
assuntos, a escolha do referencial teérico e o fechamento de nossas pesquisas na equipe.
Dessa forma, a docente nos motivou e recomendou ler mais algumas dissertagdes e artigos

referentes as nossas duvidas para que conseguissemos alavancar a nossa proposta didatica.

Apos a nova fase de leitura, conseguimos fechar o nosso referencial tedrico
juntamente com os assuntos a serem abordados na proposta didatica e as turmas que
iriamos trabalhar. Além disso, decidimos os instrumentos de pesquisa que iriamos utilizar,

as divisdes e as questdes da proposta didatica e como seria a sua aplicagéo.
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Portanto, o ano de 2015 foi bastante produtivo, pois conseguimos chegar a um senso
comum dentro da equipe quanto ao referencial teérico adotado e aos assuntos da proposta
didatica. Além disso, elaboramos nossa proposta didatica com o objetivo de levar o aluno

a justificar, argumentar e provar as suas respostas.

3.1.1 Leituras comuns na Equipe

No ano de 2013 e 2014, elaboramos um cronograma de leituras dividindo-as em trés
momentos. No primeiro momento realizamos leituras e debates sobre provas,
demonstracBes e argumentacdes matematicas. No segundo realizamos leituras e
discussbes sobre TIC, em especial o aplicativo GeoGebra. No terceiro momento
realizamos leituras e debates sobre trabalho colaborativo. Vale salientar que nos propomos
a ler os artigos ou livros, fazermos um resumo ou resenha do que percebemos neles e na
equipe discutimos nossas visdes sobre o que lemos, argumentando e concordando ou ndo

com as ideias dos demais.

No que diz respeito ao primeiro momento do cronograma, dividimos as datas de
debates dos artigos escolhidos como os mais importantes, inicialmente, para leitura,
deixando livre a proposta de serem levados outros artigos para discussao, caso alguém
sentisse necessidade. Isto posto, propomos 0s seguintes autores para leituras: Balacheff,
Almouloud, Healy, Hanna e Nasser. Durante as leituras e os debates sentimos a
necessidade de diferenciar a visdo técnica da visdo critica das provas e demonstracfes

matematicas, como também de diferenciar o raciocinio dedutivo e o indutivo.

Propomo-nos a analisar os PCN do Ensino Fundamental Il e do Ensino Médio, com
0 intuito de verificarmos se constava como proposta o trabalho de provas, demonstracoes
ou argumentacBes no ensino e aprendizagem da Matematica. Propomo-nos também a ler
algumas partes do livro de Morais Filho, pois sentimos a necessidade de diferenciarmos o

que ¢ teorema, corolario, definicao, proposicao, lema, etc.

Além disso, ao elaborarmos alguns questionarios e de nossa inquietacdo em saber o
poder argumentativo dos alunos referentes a alguns conteidos matematicos, sentimos a
necessidade de ler alguns artigos e textos de Ramalho, Boavida, Monteiro e Santos,

Tinoco e Silva, entre outros, que tratam sobre o trabalho da argumentacdo com alunos.

Referente ao segundo momento do cronograma, realizamos as leituras e os debates
de algumas partes do livro de Lévy, observando a utilizacdo das TIC na sociedade e na

educacdo em geral. Além disso, lemos textos de Espinosa e Aradjo, abordando a utilizacao
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das TIC na educacdo matematica, as dificuldades e a modificacdo do papel do professor
frente a essas novas tecnologias. Propomo-nos também a ler algumas partes do livro de
Araujo e Nobriga, pois 0s autores trazem um roteiro de trabalhos a ser realizado com o

GeoGebra para alguns contetdos da Matematica.

Com relacdo ao terceiro momento do cronograma, nossa leitura sobre trabalho
colaborativo diz respeito ao livro de Ibiapina, uma vez que o consideramos como norte

para nosso trabalho em equipe e no Projeto OBEDUC/CAPES.

3.1.2 Elaboracéo de questionarios para sondagens

Durante a fase de leituras e planejamento, comegamos a desenhar a nossa proposta
particular de pesquisa e 0 nosso foco principal esta em torno dos alunos do Ensino Médio
da Escola Estadual Carlota Barreira, localizada no municipio de Areia-PB. Antes de
iniciarmos a construcao da proposta didatica da nossa equipe e com as leituras feitas em
grupo e individual, sentimos a necessidade de pesquisar na referida escola o
posicionamento e pensamento dos alunos e professores no que diz respeito ao trabalho
com provas e demonstracdes matematicas, como também com as TIC no ensino de

Matematica.

Dessa forma, elaboramos, inicialmente, um questionario para os professores de
Matematica objetivando saber o que eles percebiam como barreiras para o entendimento
da Matematica por parte de seus alunos, o que eles entendiam por provas e argumentacéo,
Seu uso no ensino e aprendizagem de Matematica e sua opinido sobre a utilizacdo das TIC
no ensino e aprendizagem da Matemética. Na Escola Carlota Barreira, na qual realizamos
esta pesquisa, conseguimos que dois professores se dispusessem a responder o

questionario.

Além do questionario para os professores, elaboramos um questionario para 0s
alunos, tentando seguir o mesmo roteiro dos professores, para que com suas respostas
pudéssemos fazer um comparativo entre 0s mesmos. Nesse sentido, objetivamos saber
quais as dificuldades que esses alunos sentiam nos contelidos matematicos abordados na
sala de aula, se eles foram incentivados ou sentiram necessidade de justificar, provar e
demonstrar algo nos conteddos matematicos, a opinido deles sobre a utilizacdo das TIC
nas aulas de Matematica, e se eles conheciam algum teorema de Matematica. Na Escola
Carlota Barreira, na qual realizamos esta pesquisa, conseguimos aplicar este questionario

para uma turma de 3° Ano do Ensino Médio, composta por 21 alunos. Esses dois
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questionarios foram analisados pela equipe, porém ainda ndo publicamos os resultados

que percebemos.

Em uma de nossas reunides de equipe, elencamos alguns assuntos matematicos que
consideramos importantes para o (re)trabalho com os alunos, principalmente do 3° ano de
Ensino Médio, com o auxilio das provas e demonstraces matematicas. Os assuntos
foram: o valor do discriminante na equacdo do 2° grau; anélise dos coeficientes da fungao
quadratica; a diferenca entre incognita e variavel, Teorema de Pitagoras; soma dos
angulos internos de um triangulo; Teorema do Angulo Externo; casos especiais da fungao
afim e seus coeficientes lineares e angulares; e, razdes trigonométricas no tridngulo

retangulo.

Em vista disso, escolhemos os dois primeiros assuntos mencionados acima com 0
intuito de analisar a maneira de argumentar e justificar um contetdo ja sabido e estudado
pelos alunos. Com isso, elaboramos outro questionario, aplicado na mesma turma do 3°
ano do Ensino Médio da Escola Carlota Barreira com o intuito de analisarmos se suas
respostas referentes ao primeiro questionario seriam confirmadas ou ndo. Logo, o
questionario continha seis questdes que versavam sobre a discussdo do valor do
discriminante em algumas equacdes do 2° grau; a explicacdo do coeficiente a ser diferente
de zero, da relagdo entre coeficiente a e concavidade da parébola, e da finalidade do
coeficiente c; a explicagdo da relacdo entre zeros da funcdo quadrética e a parabola; a
explicacdo de quando a fungédo quadratica atinge o valor maximo ou o valor minimo; e a
aplicacdo das respostas dadas nas questdes anteriores nessa ultima questdo especifica de

uma fungéo quadrética.

Com relacéo a esse questionario aplicado a uma determinada turma do 3° Ano do
Ensino Médio da Escola Carlota Barreira, o qual pretendiamos observar o poder
argumentativo dos alunos referente a valor do discriminante e funcdo quadréatica, sua
analise e discussdo estdo publicados nos Anais do | CONEDU, realizado na cidade de
Campina Grande, em setembro de 2014. Sucintamente, com a aplicagdo do questionério e
com os resultados obtidos, percebemos que mesmo que alguns alunos tentem argumentar
ou justificar matematicamente suas respostas, eles ainda ndo sdo capazes de explicar,
definir ou argumentar matematicamente os métodos que utilizaram para resolver situacoes

que envolviam conhecimentos matematicos referentes as fungdes quadraticas.

Em uma de nossas reunides de equipe, nos propomos analisar o livro didatico

adotado na escola para a turma do 3° Ano do Ensino Médio, Matematica: ciéncia e
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aplicaces, dos autores Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e
Nilze Almeida, com o objetivo de verificarmos se 0s conteidos que continham
demonstracGes em seus assuntos especificos. Nesse sentido, pensamos em escolher
algumas definigdes dos assuntos que continham demonstracdes e transformarmos em
sentencas matematicas do tipo se...entdo.... Desse modo, realizamos cinco transformacdes
em sentencas matematicas dentro do contetdo estudo de retas, a saber, distancia entre dois
pontos, ponto medio de um segmento, condicdo de alinhamento de trés pontos, equacao
geral da reta e célculo do coeficiente angular. Este trabalho foi realizado pela propria
equipe e ndo foi publicada em nenhum evento, visto que foi um trabalho de modificacgdes

de escritas matematicas.

Em uma de nossas reunifes de equipe, nos propomos a investigar o potencial
argumentativo dos alunos de cinco turmas do 3° Ano do Ensino Médio de duas escolas
estaduais da cidade de Areia-PB com relagdo ao conteddo triangulos, uma vez que, por se
tratar de um assunto que é lecionado a partir do 7° Ano do Ensino Fundamental e continua
sendo abordado nas séries posteriores, estavamos pressupondo gue 0S Mesmos
conhecessem 0s conceitos basicos desse contetido. Nesse sentido, o questionario continha
sete questdes que versavam sobre a definicdo de triangulo; a condicéo de existéncia de um
tridangulo; a classificagdo dos tridngulos quanto aos lados; a sua classificagdo quanto aos
angulos; o valor da soma dos angulos internos; teorema do angulo externo; e a aplicacdo

das respostas dadas nas questdes anteriores nessa Ultima questdo especifica de triangulos.

Com relacdo a esse questionario aplicado a cinco turmas do 3° Ano do Ensino
Médio de duas escolas estaduais da cidade de Areia-PB, o qual pretendiamos observar o
poder argumentativo dos alunos referente a triangulos, sua analise e discussdo estdo
publicados nos Anais do VIII EPBEM, realizado na cidade de Campina Grande, em
novembro de 2014. Sucintamente, chegamos a conclusdo que os alunos ndo foram capazes
de explicar, definir ou argumentar matematicamente os métodos utilizados para resolver
situacbes que envolviam o assunto triangulo, como também grande parte dos alunos
generalizou a definicdo de triangulo citando particularidades de um triangulo retangulo e
empregavam 0s conceitos de modo aleatdrio, sem nenhuma preocupacdo com a utilizacao

indevida dos elementos matematicos.
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3.2 LOCAL E SUJEITOS DA PESQUISA

O desenvolvimento da nossa pesquisa foi feito na Escola Estadual de Ensino
Fundamental e Medio Carlota Barreira, localizada na Praga Monsenhor Ruy Barreira
Vieira, S/N, no centro do municipio de Areia-PB, com codigo do INEP 25064126,
possuindo em 2011 a nota 3,1 no IDEB. A escolha dessa Escola esta relacionada a dois
participantes da nossa Equipe que estudaram e agora trabalham como professores de
Matematica nesta Escola e que desejam contribuir de alguma forma com o crescimento
dos alunos, como também é uma forma de agradecimento por todos esses anos de estudo e

trabalho na Escola Estadual Carlota Barreira.

A referida Escola foi fundada com a iniciativa de um dos maiores benfeitores da
cidade de Areia, 0 Monsenhor Ruy Barreira Vieira, também conhecido por Padre Ruy, que
chegou ao municipio no ano de 1949. Este sacerdote chegou a Pardquia e nela tomou
posse como vigario. Uma das suas preocupacdes iniciais foi os problemas sociais que a
cidade de Areia enfrentava, especialmente a situacdo das pessoas com baixa renda. Dessa
forma, ele se tornou uma pessoa singular, pois se dedicava a populagdo mais carente e teve
a iniciativa de oferecer educacdo a essa camada mais pobre do municipio (GUEDES,
2005).

Dessa forma, o Padre Ruy, em outubro de 1951, com muita dedicacdo e empenho,
inaugurou a Escola Paroquial Nossa Senhora de Fatima, que era sede de alfabetizagéo de
alunos, além de ter aulas de catecismo, civismo e doacdo de todo material escolar. O
trabalho cresceu tanto que foram fundadas mais trés escolas. Com a grande procura dos
pais a educacdo dos filhos, em 1956, Padre Ruy recuperou a antiga Casa de Caridade, na
qual reuniu as quatro escolas construidas naquele lugar e deu-lhes 0 nome de Escolas
Reunidas Paroquiais Padre Ibiapina (RIBEIRO, 1999).

Mesmo com todo esforco do Monsenhor, aquele espaco fisico ndo era suficiente,
uma vez que a procura aumentava, ano ap6s ano. Foi entdo que o Padre Ruy teve a
iniciativa de coordenar e fundar um colégio destinado ao ensino de jovens residentes no
municipio de Areia e, entdo, no dia 26 de maio de 1968 € inaugurado o Grupo Escolar
Carlota Barreira, cujo nome homenageia Dona Carlota Barreira Vieira, sua mée
(SANTQOS, 2010).
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Figura 5 - Fachada da Escola Estadual Carlota Barreira

TR

e

Fonte: Nossa autoria

A Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Carlota Barreira é amparada sob
0s seguintes Decretos: Decreto Lei n® 4.683, de 24 de novembro de 1968 e Decreto Lei n°
16.109, de 22 de fevereiro de 1994. Esta Escola destaca-se por sua estrutura fisica, além
da localizacdo em uma &rea privilegiada no municipio de Areia. Ela funciona nos turnos
matutino, vespertino e noturno, contando com uma clientela de aproximadamente 771

alunos no ano letivo de 2015.

A Escola Estadual Carlota Barreira oferece ensino de Educacdo Baésica, atendendo
alunos desde o 1° Ano do Ensino Fundamental até o 3° Ano do Ensino Médio, com turmas
distribuidas nos periodos matutino, vespertino e noturno, contendo o Ensino Fundamental,
Ensino Médio e também atendendo a demanda que opta pela modalidade de Educacéo de
Jovens e Adultos (EJA). Esta Escola também é contemplada com alguns programas do
Governo Federal, com destaque para o Programa Mais Educacao.

Atualmente a Escola possui um prédio amplo, dispondo de um espaco fisico que
permite o desenvolvimento de a¢des educativas diversas. Dessa forma, a Escola conta com
uma area ampla, interna e externa, possibilitando o bem estar fisico dos alunos. Ou seja,
ela dispde das seguintes reparticdes: 01 Diretoria; 01 Secretaria; 14 salas de aula; 01
Biblioteca; 01 Refeitorio; 01 Sala de professores; 02 banheiros para professores; 01
Depdsito para material de limpeza; 01 Cozinha; 01 Depésito para merenda; 01
almoxarifado; 13 banheiros para alunos; 01 Auditério; 01 Sala de videoconferéncia; 01
quadra de esporte sem cobertura; 01 capela; patio coberto.
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No que diz respeito ao corpo Técnico Administrativo, a Escola conta com um
diretor e um diretor adjunto. O quadro de servidores desta Escola € composto por 64
membros, destes 38 fazem parte do corpo docente e 26 funcionarios da carreira,
assisténcia em educacdo, estando distribuidos em merendeiras, porteiros, vigias e
servidores de limpeza. Estes funcionarios possuem formacdo em nivel fundamental e
médio.

Em 2015, o corpo docente da Escola Estadual Carlota Barreira € formado por 18
professores efetivos e 20 professores substitutos. A totalidade de professores desta Escola
tem nivel superior, a qual a maioria possui Especializacdo e/ou Mestrado em sua area

especifica ou areas afins, e dois estdo cursando o Doutorado.

Com relacdo aos pais ou responsaveis pelos alunos, estes participam das reunides e
eventos promovidos pela Escola, mas uma boa parte ndo demonstra estar consciente da
relevancia escolar na vida do ser humano, uma vez que eles ndo participam efetivamente
do processo de ensino-aprendizagem dos alunos e ndo acompanham cotidianamente as

atividades escolares.

A maioria dos alunos advém de lares com renda familiar inferior a um salario
minimo, apresentando condi¢cdes econdmicas precarias, ndo podendo usufruir de
momentos de lazer. Eles moram em conjuntos habitacionais sem muita infraestrutura,
outros na zona rural em casas de taipa ou em casas de tijolos, mas falta a infraestrutura
necessaria. Estes que moram na zona rural dependem do transporte coletivo
disponibilizado pela prefeitura de Areia. Em grande parte, sdo filhos de agricultores ou
sem uma profissdo definida, sobrevivendo de aposentadorias e dos projetos

governamentais.

Nossa pesquisa foi realizada com 20 alunos do 2° Ano do Ensino Médio do turno da
tarde da Escola Estadual Carlota Barreira. A aplicacdo da Proposta Didatica foi realizada
em duplas, dessa forma ficamos com 10 duplas de alunos deste ano de Ensino. A maioria
dos alunos é da zona rural, ou seja, utiliza énibus disponibilizado pela Prefeitura até a

Escola.

A escolha desses alunos do Ensino Medio se deu pelo fato de j& terem estudado os

assuntos que estavam sendo contemplados na nossa Proposta Didatica.
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3.3 TIPO DE PESQUISA E INSTRUMENTOS

Segundo D’Ambrosio (2004), um individuo curioso ao se questionar o que €
pesquisa, naturalmente, ird recorrer ao dicionario € entdo encontrard que “pesquisa € o
conjunto de atividades que tém por finalidade a descoberta de novos conhecimentos no
dominio cientifico, literario, artistico etc., é a investigacdo ou indagacdo minuciosa, é 0
exame de laboratorio” (Dicionario Houaiss). A vista disso, D’ Ambrésio afirma que esta
definicdo pouco ajuda e entdo ele devera recorrer a outras linguas e o sentido vago ainda

continuara.

De acordo com Liidke e André (1986, p. 1), “para se realizar uma pesquisa €
preciso promover o confronto entre os dados, as evidéncias, as informacgdes coletadas
sobre determinado assunto € o conhecimento tedrico acumulado a respeito dele”. Ou seja,
segundo Lidke e André (1986), uma pesquisa ¢ feita a partir do estudo de um problema,
gue a0 mesmo tempo desperta o interesse e a inquietacdo do pesquisador e limita sua
atividade de pesquisa a uma determinada porcdo do saber, a qual ele se compromete a

construir naquele momento. Além disso:

trata-se, assim, de uma ocasido privilegiada, reunindo o pensamento e a acdo de
uma pessoa, ou de um grupo, no esforco de elaborar o conhecimento de
aspectos da realidade que deverdo servir para a composicdo de solucdes
propostas aos seus problemas. Esse conhecimento &, portanto, fruto da
curiosidade, da inquietacdo, da inteligéncia e da atividade investigativa dos
individuos, a partir e em continuagdo do que ja foi elaborado e sistematizado
pelos que trabalharam o assunto anteriormente (LUDKE e ANDRE, 1986, p. 2).

Nesse sentido, a partir das leituras realizadas na Equipe e individuais, nos
mostramos inquietos quanto ao trabalho com provas e demonstracdes matematicas e as
suas verificagdes no aplicativo GeoGebra. Com isso, buscamos investigar que tipo de
provas e demonstracGes matematicas e nivel do pensamento geométrico de alunos do 2°
Ano do Ensino Médio podem ocorrer a partir de uma proposta didatica nos ambientes

lapis e papel e GeoGebra.

Para o desenvolvimento desta pesquisa, além do trabalho colaborativo, utilizamos
para a nossa Proposta a pesquisa qualitativa. Nesse sentido, D’ Ambrosio (2004) afirma
que, atualmente, as pesquisas sdo, em linhas gerais, classificadas em duas grandes
vertentes: a pesquisa quantitativa e a pesquisa qualitativa. Com relacdo a primeira vertente
de pesquisa, ela lida com grande numero de individuos, recorrendo aos métodos
estatisticos para a andlise de dados coletados de diversas maneiras. Nesse sentido,

podemos também chamaé-la de pesquisa estatistica ou pesquisa positivista. Ja a segunda
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vertente, a pesquisa qualitativa ou pesquisa naturalistica, tem como foco entender e
interpretar dados e discursos, mesmo quando envolve grupos de participantes. Ou seja, a
pesquisa qualitativa depende da relacdo observador-observado e sua metodologia repousa

sobre a interpretacdo e varias técnicas de analise de discurso.

Segundo Bogdan e Biklen (2003), a investigagdo em educagdo comegou a se
modificar quando foi publicada a primeira edicdo de Investigacdo Qualitativa em
Educacdo: Uma Introducéo a Teoria e aos Métodos, em 1982. O campo mais usado para
a investigacdo era o da pesquisa quantitativa, que era dominado por questbes de
mensuracdo, definicdes operacionais, variaveis, teste de hipoteses e estatistica. Este campo
alargou-se para contemplar uma metodologia de investigagdo que destaca o uso da
descricdo, da inducéo, da teoria fundamentada e do estudo das percepcbes pessoais. Esta

abordagem refere-se a pesquisa qualitativa.

Ainda sobre a definicdo de pesquisa qualitativa, Stake (2011) afirma que seu
raciocinio se baseia principalmente na percepgdo e na compreensdo humana. Ou seja, para
este autor, 0 proprio pesquisador € um instrumento ao observar acfes e contextos e ao
desempenhar uma funcdo subjetiva no estudo, uma vez que ele se utiliza da sua
experiéncia pessoa em fazer interpretacdes. Sobre a esséncia da abordagem qualitativa,
Stake (2011) afirma:

ndo existe uma Unica forma de pensamento qualitativo, mas uma enorme
colecdo de formas: ele é interpretativo, baseado em experiéncias, situacional e
humanistico. Cada pesquisador fara isso de maneira diferente, mas quase todos
trabalhardo muito na interpretacdo. Eles tentardo transformar parte da historia
em termos experienciais. Eles mostrardo a complexidade do histérico e tratardo
os individuos como Unicos, mesmo que de modos parecidos com outros
individuos (STAKE, 2011, p. 41).

De acordo com Bogdan e Biklen (2003) a investigacdo qualitativa possui cinco

caracteristicas:

1 — Na investigacdo qualitativa a fonte directa de dados é o ambiente natural,
constituindo o investigador o instrumento principal;

2 — A investigacdo qualitativa é descritiva;

3 — Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos;

4 — Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva;

5 — O significado é de importancia vital na abordagem qualitativa (BOGDAN e
BIKLEN, 2003, pp. 47-51).

Quanto a primeira caracteristica, sabemos que os investigadores se introduzem e
despendem grandes quantidades de tempo em escolas, familias, bairros e outros locais

tentando elucidar questdes educativas. Segundo Bogdan e Biklen (2003), os
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investigadores qualitativos frequentam os locais de estudo porque se preocupam com 0
contexto, ou seja, para esses investigadores divorciar o ato, a palavra ou o gesto do seu
contexto € perder de vista o significado. Além disso, para os investigadores qualitativos, o
comportamento humano ¢é significativamente influenciado pelo contexto em que ocorre 0

local de estudo.

A segunda caracteristica diz respeito aos dados que sdo recolhidos em forma de
palavras ou imagens e ndo de ndmeros, ou seja, os dados incluem transcricdes de
entrevistas, notas de campo, fotografias, videos, documentos pessoais, memorandos e
outros registros oficiais. De acordo com Bogdan e Biklen (2003), na sua busca de
conhecimento, os investigadores qualitativos ndo reduzem as muitas paginas contendo
narrativas e outros dados a simbolos numeéricos. Ou seja, eles tentam analisar os dados em
toda a sua riqueza e abordam o mundo de forma minuciosa, respeitando, tanto quanto

possivel, a forma em que estes foram registrados ou transcritos.

A terceira caracteristica versa sobre a importancia do processo da investigagéo, ou
seja, 0s investigadores se interessam mais pelo processo do que simplesmente pelos
resultados ou produtos. Bogdan e Biklen (2003) afirmam que, enquanto as técnicas
quantitativas conseguiram demonstrar, recorrendo a pré e pos testes, as estratégias
qualitativas patentearam 0 modo como as expectativas se traduzem nas atividades,

procedimentos e interagdes diarias.

A quarta caracteristica diz respeito a analise dos dados de forma indutiva, isto €, 0s
investigadores qualitativos ndao recolhem dados ou provas com o objetivo de confirmar ou
infirmar hipoteses construidas previamente; ao invés disso, as abstracBes sdo construidas a
medida que os dados recolhidos vdo sendo agrupados. Para um investigador qualitativo
que planeja elaborar uma teoria sobre seu objeto de estudo, a direcdo dessa teoria s
comeca a se estabelecer apos a recolha dos dados e com o passar de tempo com 0s
sujeitos. Além disso, o investigador qualitativo planeja utilizar parte do estudo para
perceber quais sdo as questdes mais importantes, ndo presumindo que sabe o suficiente

para reconhecer as questdes antes de efetuar a investigacéo.

A Ultima caracteristica versa sobre a importancia do significado na abordagem
qualitativa. Segundo Bogdan e Biklen (2003), os investigadores que fazem uso deste tipo
de abordagem estdo interessados no modo como diferentes pessoas dao sentido as duas
vidas, ou seja, ao apreender as perspectivas dos participantes, a investigacdo qualitativa

faz luz sobre a dindmica interna das situacdes. Além disso, esses investigadores
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qualitativos fazem questdo em se certificarem de que estdo apreendendo as diferentes

perspectivas adequadamente.

Nesse sentido, os investigadores qualitativos em educacao:

estdo continuamente a questionar os sujeitos de investigacdo, com o objectivo
de perceber ‘aquilo que eles experimentam, o modo como eles interpretam as
suas experiéncias € 0 modo como eles préprios estruturam o mundo social em
que vivem’ (Psathas, 1973). Os investigadores qualitativos estabelecem
estratégias e procedimentos que lhes permitam tomar em consideracdo as
experiéncias do ponto de vista do informador. O processo de conducdo de
investigacdo qualitativa reflecte uma espécie de dialogo entre os investigadores
e 0S respectivos sujeitos, dado estes ndo serem abordados por aqueles de uma
forma neutra (BOGDAN e BIKLEN, 2003, p. 51).

Portanto, além do trabalho colaborativo desenvolvido pela equipe Provas e
Demonstracdes na Educacdo Matematica, escolhemos a pesquisa qualitativa para nossa
Proposta, pois acreditamos que nosso trabalho se deu nessa perspectiva, confirmando
assim as afirmagdes de D’Ambrdsio (2004), Bogdan e Biklen (2003) e Stake (2011).
Além disso, sobre as cinco caracteristicas propostas por Bogdan e Biklen (2003),
acreditamos que nosso trabalho esteve presente nas trés primeiras, uma vez que
participamos de todo o processo de coleta de dados estando presente no local de estudo
dos alunos; os dados que recolhemos foram descritivos, ou seja, estes vieram em forma de
palavras ou imagens e nao de numeros; e, para nos, 0 processo de investigacao, de coleta

de dados foi mais interessante do que os resultados recolhidos.

Nossa pesquisa qualitativa se mostra como estudo de caso, o qual discutimos em
detalhes na secdo Sobre Analise dos dados. Utilizamos distintos instrumentos de pesquisa,

descritos a sequir.

3.3.1 Redacéo sobre Provas e Demonstracdes Matematicas

Sobre esse tipo de instrumento, Bogdan e Biklen (2003) nos afirmam que o0s textos
escritos pelos sujeitos, quando estdo na esfera dos documentos pessoais, sdo documentos
em qgue 0s sujeitos escreveram por si préprios. Bogdan e Biklen (2003, p. 177) também
afirmam que “uma vantagem de solicitar composicoes ¢ de que o investigador pode ter
alguma interferéncia em dirigir o foco dos autores e por isso, conseguir que um certo

numero de pessoas escreva sobre um mesmo acontecimento ou topico”.

Dessa forma, o objetivo de escolhermos esse tipo de material é de que
conseguiremos tracar um perfil do trio de alunos do 2° Ano do Ensino Médio sobre o que

pensam ser provas e demonstra¢cdes matematicas.
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Nesse sentido, demos a eles uma folha composta por linhas e com o titulo Provas e
Demonstracdes Matematicas (Figura 6) e pedimos para escreverem 0 que pensavam a
respeito desse titulo, o que entendiam por provas e demonstracbes matematicas.
Pretendiamos que eles estivessem livres para escreverem ou nao escreverem o que sabiam

a respeito desse tema.

Figura 6 - Modelo da redacdo para alunos

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIEA
PROJETO.CAPES OBEDUC UFMSUEPBUFAL
EQUIPE PROVAS E DEMONSTRACOES MATEMATICAS

REDACAO

ALUNOA):
DATA: 2015

PROVAS E DEMONSTRACOES MATEMATICAS

AGRADECEMOS SUA COLABORAGAO!
Fonte: Nossa autoria

3.3.2 Observacéao

A observacdo foi realizada durante a aplicacdo das atividades da Proposta Didatica.
De acordo com Stake (2011), muitos pesquisadores qualitativos preferem usar dados de
observacao, que sao informacdes que podem ser vistas, ouvidas ou sentidas diretamente

pelo proprio pesquisador, do que outros tipos.

Sobre este instrumento de pesquisa, Marconi e Lakatos (2008) afirmam que é uma
técnica de coleta de dados utilizada para conseguir informagfes e que o pesquisador se
utiliza de seus sentidos para a obtencdo de determinados aspectos da realidade. Para
Marconi e Lakatos (2008, p. 192), a observagdo “nao consiste apenas em ver € ouvir, mas

também em examinar fatos ou fenomenos que se desejam estudar”.

Dessa forma, julgamos importante recorrer a observagdo, pois essa técnica nos ajuda
a identificar e a obter provas a respeito de objetivos sobre os quais os individuos

pesquisados ndo tem consciéncia, mas que orientam seu comportamento.
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Dentro dos variados tipos de observagdo, optamos pela observagédo participante, a
qual “consiste na participagdo real do pesquisador com a comunidade ou grupo. Ele se
incorpora ao grupo, confunde-se com ele. Fica tdo proximo quanto um membro do grupo
que esta estudando e participa das atividades normais deste” (MARCONI e LAKATQOS,
2008, p. 196). Além disso, a observacdo participante € uma tentativa de colocar o
observador e o observado do mesmo lado. Essa observacgéo participante foi feita de forma
artificial, ou seja, o observador integrou-se ao grupo com a finalidade de obter
informagdes (MARCONI e LAKATOQOS, 2003).

3.3.3 Notas de campo

No decorrer das atividades, com o intuito de registrar as observagfes, foram
utilizadas as notas de campo. Nelas registramos o envolvimento e as dificuldades das
duplas e nossas observacdes e impressdes com relacdo aos dialogos realizados pelas

duplas e ao processo de resolucdo das atividades da Proposta Didatica.

De acordo com Bogdan e Biklen (2003), nas notas de campo escreveremos a
descricdo das pessoas, objetos, lugares, acontecimentos, atividades e conversas. Além
disso, registraremos ideias, estratégias, reflexdes e palpites. Ou seja, as notas de campo
sdo “relato escrito daquilo que o investigador ouve, V€, experiéncia e pensa no decurso da
recolha e reflectindo sobre os dados de um estudo qualitativo” (BOGDAN e BIKLEN,
2003, p. 150).

Portanto, tal escolha se deu, pois por meio das notas de campo seria possivel termos
uma descricdo fidedigna das atividades, conversas, acontecimentos, problemas e
dificuldades encontradas no decorrer da aplicacdo das atividades da Proposta Didatica.

3.3.4 Imagens e gravacdes em audio

Durante a aplicacdo da redacéo e da Proposta Didatica, fotografamos a fachada da
Escola e os alunos e fizemos algumas gravac6es de discussdes de algumas duplas, as quais
observamos que estavam mais preocupadas em resolver corretamente e as que mais

discutiam e conversavam a respeito da resolugéo das questdes.

De acordo com Bogdan e Biklen (2003, p. 41), “as fotografias obtidas podem
proporcionar informacao sobre o comportamento dos sujeitos, a sua interacdo e sua forma
de apresentacdo em determinadas situagdes”. Dessa forma, as fotografias sdo utilizadas

como um meio de lembrar e estudar detalhes que poderiam ter sido esquecidos caso nao
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estivesse uma camera fotografica por perto. Assim, as fotografias foram utilizadas com o
intuito de registrar os momentos de escrita das redacfes e os momentos de discussdes

quanto as resolucdes das atividades da proposta didatica.

Quanto as gravagoes, Liidke e André (1986, p. 37) afirmam que as gravagdes “tem a
vantagem de registrar todas as expressdes orais, imediatamente, deixando o entrevistador
livre para prestar toda a sua atencdo ao entrevistado”. Dessa forma, as gravagdes em audio
foram utilizadas no momento da realizacdo das atividades no aplicativo GeoGebra. A
opcao em gravar tal momento se deu porque haveria mais possibilidade de conversacao
entre o trio de alunos, uma vez que a interacdo entre eles aumentaram para que

conseguissem chegar a uma opinido conjunta quanto as respostas das atividades.

Optamos por nao filmar a resolucdo da Proposta Didatica porque os alunos
poderiam ficar receosos na hora e nao apresentar discussdes ou interacdes entre as duplas.
Dessa forma, achamos mais conveniente fazermos somente as fotografias e as gravacoes

em audio.

3.3.5 Proposta Didatica

A Proposta Didatica foi elaborada pelos cinco componentes da nossa Equipe e versa
sobre trés importantes assuntos da Geometria, 0s quais sdo Teorema de Pitagoras,
Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo e Teorema do Angulo Externo.
Aplicamos essa Proposta a todos os alunos das turmas da tarde do Ensino Médio da
Escola Carlota Barreira. Escolhemos alunos do Ensino Médio pressupondo que eles ja
detinham algum conhecimento quanto aos trés assuntos abordados na Proposta Didatica.
Quanto aos assuntos, escolhemos porque julgamos serem contetdos importantes dentro da

Geometria e que sdo explorados em todos os niveis de escolaridade.

Essa Proposta (Apéndice E) contém 18 atividades, sendo estas divididas em quatro
partes. A primeira parte contempla 8 atividades a respeito do Teorema de Pitagoras; a
segunda, com 3 atividades sobre o Teorema da Soma dos Angulos Internos de um
Triangulo; a terceira, consta com 2 atividades sobre o Teorema do Angulo Externo; e a
quarta, contempla 5 atividades a serem desenvolvidas no aplicativo GeoGebra com
espacos para fazer as observacdes a respeito do Teorema de Pitagoras e do Teorema da

Soma dos Angulos Internos de um Triangulo.

Para esta pesquisa foram utilizadas a Atividade 8 da Parte I, as Atividades 1 e 2 da

Parte 1l e as cinco Atividades da Parte 1V, todas referentes ao Teorema de Pitagoras e ao
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Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo. Essas atividades fazem com
que os alunos justifiguem e argumentem as suas respostas, a raciocinarem bastante e a
refletir sobre as propriedades e conceitos inerentes ao passo a passo e as construgoes.
Pretende-se com isso que 0s alunos percebam que nao € necessario decorar esses teoremas

e que sao ferramentas utilizaveis na resolucdo de inimeros problemas de Geometria.

Segue abaixo as questdes e 0s seus objetivos:

3.3.5.1 Atividade 8 — Parte |
Figura 7 - Atividade 8 (Parte )
(8) (adaptado de Ferreirs Filho, 2007}

a) Na figura abaixo, o guadriiatere ABCD é um quadrado? Justifiguem.

T
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d} Comparem com o resuitado obtido na letra 5. O que vocés observam?

3 Calcule o valor de a, da figura acima, em fungao de b e ¢ utilizando o conceito de area aplicado nos
quadrados e nos rrianguios

&) Comparem a conciusdo odtida na istra b com a0 obrida na letra ¢ e respondam

¥ As duas conclusdes s30 squivalents:

552 r2lagdo” Justifiquem
¢} Odservem o desenito abano e cakulem o vaior de aem fungdo de 3¢ 4 usando qpenas o corcein de drax
aplicado nos quadrados e nos trianguios

v Emaqual dos dois processos (latrz 5 ou letra ¢) vooss consideram e efetuado ums prova pas

Fonte: Adaptado de Ferreira Filho (2007)

Objetivo: Conduzir o aluno a uma prova para o Teorema de Pitagoras, utilizando os
conceitos de areas de um quadrado e de um triangulo. Além disso, observar em qual nivel

do pensamento geométrico, segundo Parzysz (2006), os alunos se encontram.

Nesta atividade os alunos devem verificar se o quadrilatero a € um quadrado (a);
chegar ao teorema de Pitagoras utilizando os conceitos de areas de um quadrado e de um
tridngulo (b); resolver um caso particular desse teorema também utilizando os conceitos
de areas de um quadrado e de um triangulo (c); reconhecer que os resultados obtidos nas
letas b e ¢ s@o semelhantes, mas um é o caso geral e o outro particular (d); e, conhecer se 0
aluno sabe a diferenca entre uma prova e uma simples verificagdo, como também saber se

0 aluno reconhecerd quando um argumento ird se constituir em uma prova ().



3.3.5.2 Atividade 1 — Parte Il

Figura 8 - Atividade 1 (Parte I1)
PARTED

(1) (adaptado da questio Gl do ApraxaME) Amands, Dario, Helia, Ctutia ¢ Edu estavam tentando
Provar qoe i sezuinte afirmacio ¢ verdadeira:

Quando voc# soma s medidas dox fnzules internos de um tritnzulo qualquer, o resultads ¢

sempre 130°.
Resposta de Amanda
Resposta de Dano
£ 2050010 08 Snguios ¢ unts 08 s Eu ool oadadossmente 08 Mngios S alguns
N3 P sdnguions ¢ 17 uma tabela
- — a b o o
@ N ASA Ho M M 180
AL 2N
DoEN 9 43 42 180
L cbiarto uma it rets oo & 160" '-"" n ,:3 :"7
Eu tertes para um tndngulo eqiaitero o Sambém i 0 27 R 80 ‘o0
PIFa UM IACeIeS € 0 MEITa (OB DCOntece 35 S000 S8 £ RAME S5 G0 19
Entho Amords 02 gue & afrmorss ¢ Eneho Daro &2 que 5 slematlo ¢ verdasers
o - g
vergsders
Resposta de Héka Resposta de Cinta
Eu desenher és retas pependicuiares » um Eu Sosennel Uma reta parsiels & Dase 00 TAQWO
1232 00 TiAQuUic © med te dnguios — ;-\:‘-?7 -
. Y N
o
Ateroailes Jutdicatva
pes irgaca otermnca riemot
ofre duas paratetas 830 Guan
et hrgeton slemcs intemon
o eme Suss paraieian +30 iguae
. prger= g Arguice mama inhy reta
0 20 e 28 ot o (W0 0 ) e 10 Logosetere 100
Entho 1He33 AT Gue 0 afrmatdo ¢ veiadeny Entho Cintia 057 Que 8 a6rmacks ¢ veradera
Resposta de Eou -~

-

e vood camrhar por 1038 VO=a sobes 3 ena 0o Fdnguio ¢

1TNAT OANG0 O CAMVNDO DO ONOE COMECOu, YO Seve e grado ~
um 20tal de 350" Yook pode ver que Cosa Sngul) exiemo Quandd )
SOMat0 80 Bagule maems Seve dar 150" porgue eles fommam uma feta

1980 122w kot S S40°. 540" - 380" - 180"

Entio Eou a2 gue 8 afrmacdo é verdaders

) Dat resposizs acima, ercoliom wma gue & o mair porecids com = résporis gue voeds daviom 32

Suerrdm gud résolver e Guanso. Jurkfigusm ruz dacoles.

&) Dax resposies acims, escolkom aguels pors & gual voeds ackam gue seu profersor daviz 2 meleer

mote. Jursifgudm rus excolhs

Fonte: adaptado do AprovaME

Obijetivo: Escolher as respostas que eles (os alunos) dariam se tivessem que resolver
a questao.

Nessa atividade, estamos buscando analisar, a partir das suas respostas e

justificativas, qual tipo de prova, segundo Balacheff (2000), esses alunos utilizariam para
resolver a questao.

Dessa forma, a resposta de Amanda diz respeito a uma experiéncia crucial (prova
pragmatica); a de Dario, um empirismo ingénuo (forma mais rudimentar de uma prova
pragmatica); a de Hélia, um empirismo ingénuo (prova pragmatica); a de Cintia, uma
experiéncia mental (marca a evolugdo da prova pragmatica para a prova intelectual); e a

de Edu, um exemplo genérico (prova intelectual).
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3.3.5.3 Atividade 2 — Parte Il

Figura 9 - Atividade 2 (Parte I1)

(2) (poszz autoria) Comiderem um tritnzulo ABC, no qual estio ausinalades oz fnzules infernos:

Sabemozque p=aeg=c.
Comop+b+q=180" conclutmoz que a + b+ ¢ = 180°.

Obzervando exxa demomtracio, respondam o qoe se pede:

&} Por que podamos afirmar gue p —2¢ § =7

&) O gut podemos sfirmar com d22a conclusdo da demonsirag3o?

¢} Ezrz afirmacdo vale parz gualjuer idegulo? Justifiguem.

i Temie damovrtrar 2222 sfrmagSo de outrz forma.

Fonte: Nossa autoria

Objetivo: Fazer com que o aluno chegue a uma prova ou demonstracdo do Teorema
da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo. Além disso, analisar, diante das respostas
deles, em qual nivel de pensamento geométrico, segundo Parzysz (2006), eles se
encontram e qual tipo de prova, segundo Balacheff (2000) e Nasser e Tinoco (2003), eles

utilizam.

Nessa atividade os alunos devem se lembrar dos tipos de angulos formados por duas
retas paralelas e uma transversal (a); perceber que a concluséo da demonstragéo indica um
importante teorema da Geometria (b); reconhecer que a demonstracdo apresentada na
questdo é um caso geral do teorema e que, assim, vale para qualquer triangulo (c);

demonstrar de outra forma o teorema da soma dos angulos internos de um triangulo (d).
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3.3.5.4 Atividade 1 — Parte IV

Figura 10 - Atividade 1 (Parte 1V)
ParteIV
(1) (adaptado do Tube (ze0(zehra) Abram o arquivo “material-27567" e observem atentamente s
fizura. Sigam as instrucdes abaixo e respondam as perzuntas:
aj Arrastemo selstor para a direin. O que aconseceu coma figwa’ Quais os movimenros obsenados peic
trés divisdes do rrianguio?

5) Arrastemo proxmo seletor paradaixo. O que aconteceu com a figura’ Quai o movimento reaiizado
pelas rrés divisdes do rrianguio? O que vocés observaram apds essa movimeniagao?

¢} Marquem oz trés quadrados refrentesa "conparar nguios”. O que vocds observaram? Como podem
ser chamados 05 anguios asuis, vermeinos e verdes? Por qué?

d) Quai propriedade estaigadaa esza verfragdn? Como vocés enconraram sz propriedads € por qué?

Fonte: adaptado do Tube GeoGebra

Objetivo: Fazer o aluno justificar o passo a passo feito no GeoGebra e observar o

nivel do pensamento geométrico, segundo Parzysz (2006), dos alunos.

Nessa atividade os alunos devem reconhecer os tipos de transformacdes que surgem
ao movimentar o primeiro seletor da construcdo do GeoGebra (a); reconhecer que tipo de
transformacéo ocorreu com a movimentagcdo do segundo seletor e observar as mudangas
que ocorreram na figura (b); perceber, com a movimentacdo, que a nova figura diz
respeito a duas retas paralelas e uma transversal, e reconhecer os tipos de angulos
formados nessa estrutura (c); reconhecer a propriedade da soma dos angulos internos de
um tridngulo e justificar corretamente por que podemos considerar valida (d).
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3.3.5.5 Atividade 2 — Parte IV

Figura 11 - Atividade 2 (Parte 1V)
(2) (adaptado do Tube (GeqGebra) Abram o arquivo “material-239787" e observem a figura.
Ha ums importante relacio relacionada sos trisngulos e seus angulos internos. Sigam as instrucdes
abaixo e respondam as perguntas:
aj Movimentem o vérace C do ridnguio. O que acontece com o rringwo? E com seus anguios internos?

) Ao movimentar esze vérace C, qual arelagds enwe o5 IAMGUIOS €XCONIIAADS € SEUS ARgUIOS internos?

¢} Agora movimentem o vérace B. O que aconzce? Contnuavalendo esza relagdd para owurros ridnguios

enconrrados € seus a):gnja: internos?

d} Se movimentarmos o vérrice A. O que aconrtece? Essa relagao continua sendo vaiida?

¢) Desse modo, 0 que podemos conciulr com essa verificagao? Justifiguem.

Fonte: adaptado do Tube GeoGebra

Objetivo: Fazer o aluno justificar as movimentacdes feitas no GeoGebra e observar

o nivel do pensamento geométrico dos alunos, segundo Parzysz (2006).

Nessa atividade os alunos devem reconhecer o que acontece com o triangulo e com
seus angulos internos ao movimentar o vértice C (a); reconhecer que a soma dos angulos
internos permanece a mesma, mesmo obtendo diferentes triangulos com diferentes
angulos internos (b); movimentar o vértice B, perceber que encontrara outros triangulos
com diferentes angulos internos e observar que a propriedade continua valida (c);
movimentar o vértice A, perceber que encontrara outros triangulos com diferentes angulos
internos e observar que a propriedade continua valida (d); e, concluir, com essas

verificacOes, que, para qualquer tridngulo, a soma de seus angulos internos é sempre 180°

(e).
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3.3.5.6 Atividade 3 — Parte IV

Figura 12 - Atividade 3 (Parte 1V)
(3) (extraido do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-145257”, observem a figura e

respondam o que se pede.

Fonte: extraido do Tube GeoGebra

Objetivo: Fazer o aluno refletir sobre as movimentagdes feitas no GeoGebra e

observar o nivel do pensamento geomeétrico dos alunos, segundo Parzysz (2006).

A maior dificuldade que os alunos poderdo enfrentar ao realizar as movimentagoes
serd a de arrastar os quadrilateros sem deforma-los, pois, ao arrasta-los, eles poderdo
deformar-se e assim perderdo suas propriedades iniciais. Desse modo, se iSso acontecer, 0S

alunos deverdo desfazer a operacéo e comeca-la novamente.

Nessa atividade os alunos devem arrastar os quatro quadrilateros para o quadrado
rosa e observar se € possivel completa-lo totalmente (primeiro item); reconhecer que a
area que esta faltando no quadrado rosa é a area de um quadrado e perceber que se trato do
quadrado vermelho, que ainda néo foi arrastado (segundo item); perceber que o quadrado
vermelho se encaixou na area que faltava do quadrado rosa (terceiro item); perceber que a
soma das areas do quadrado médio e do menor resultou na area do quadrado maior (quarto

item).
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3.3.5.7 Atividade 4 — Parte IV

Figura 13 - Atividade 4 (Parte 1V)
(4) (adaptado do Tube GeaGehra) Abram o arquivo “material-570957 e observem s figura. Sizam as
instrucdes e respondam o que se pede:
aj Movimentem os selewres dosanguos a € . O gue aconteceu ap movimantar o angulo a? Eo anguioB?
As duas figuras foram movimentadas para onde? Como glas ficaram nessas movimentagdes?

3} Swgiu wm novo sekewr. Moumersm o anguioy. O gue aconreceu ap movimetny esednguio?

¢} Swgiuw now seaor. \vmmente o anguio &. O que aconteceu ap movmmertar eseanguo?

dj Ao fazer 10d0s es565 MOVIMENIOS, 0 qQuE VOCEs observaram? A gue conciusdes vocds chegaram?

¢) Existe aiguma relagdo entre esses gquadrados € os iados do trianguio retanguio? Se sim, guai?

Fonte: adaptado do Tube GeoGebra

Objetivo: Fazer o aluno justificar as movimentacdes feitas no GeoGebra e observar

o0 nivel do pensamento geométrico dos alunos, segundo Parzysz (2006).

Nessa atividade os alunos devem reconhecer o tipo de transformacgdo ocorrida ao

movimentar os seletores dos angulos « e £ e observar 0 que aconteceu com a construcao
(a); reconhecer o tipo de transformacédo ocorrida ao movimentar o seletor do angulo y e

observar 0 que aconteceu com a construcdo (b); reconhecer o tipo de transformacao

ocorrida ao movimentar o seletor do angulo & e observar o que aconteceu com a

construcdo (c); observar o que aconteceu com a nova figura, apés fazer todas essas
movimentacdes (d); perceber que a relacdo existente entre os quadrados e os lados do

triangulo retangulo diz respeito ao teorema de Pitagoras.



3.3.5.8 Atividade 5 — Parte IV

Figura 14 - Atividade 5 (Parte 1V)

(3) (adaptado de Ferreira Filbo, 2007)
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~—‘ " ¢) A verificacdo feite mo dem d goraeie gqut o relagdo vale sempre pars quaslguer ideguls resiegulo?
Fugaem

imagem atenta & detalhadamente.
Na figura temes 5 pecas coloridss, 4 dentro do quadrads médis + ums po quadrads menor.

Arrastem cada uma das pecas, encaivando-as dentro do quadrads mador.

3 O gue voeds sbaena

do quadrade comstruide sobot 2 kipestruiz O g

s kipotenuss do trifngulo resingulo por s, & por b & ¢ &2 madidas de cads caseio

Fonte: adaptado de Ferreira Filho (2007)

Objetivo: Perceber a relacdo entre as areas dos quadrados construidos sobre os
catetos com a area do quadrado construido sobre a hipotenusa. Aléem disso, observar o
nivel do pensamento geométrico, segundo Parzysz (2006), dos alunos e o tipo de prova,
segundo Balacheff (2000) e Nasser e Tinoco (2003), que os alunos utilizam.

A maior dificuldade que os alunos poderdo enfrentar ao realizar as movimentagoes
sera a de arrastar os quadrilateros sem deforma-los, pois ao arrasta-lo, eles poderao se
deformar e assim perderdo suas propriedades iniciais. Desse modo, se isso acontecer, 0s

alunos deveréo desfazer a operagao e comega-la novamente.

Nessa atividade os alunos devem construir explicagGes sobre as suas observacoes
(a); reconhecer, algebricamente, a relacdo existente entre as areas dos quadrados
construidos sobre os catetos com a area do quadrado construido na hipotenusa (b); se
questionar sobre a validade ou ndo da relagcdo encontrada no item anterior para qualquer
triangulo retangulo (c); fazer um novo processo de validacdo para a verificagcdo do
teorema de Pitagoras, a partir de uma construcdo prépria no aplicativo GeoGebra (d);

verificar se a construcéo feita no item anterior € uma generalizacéo do teorema (e).



3.4 COLETA DOS DADOS

Segundo Marconi e Lakatos (2008, p. 167), a coleta dos dados ¢ uma “etapa da
pesquisa em que se inicia a aplicacdo dos instrumentos elaborados e das técnicas
selecionadas, a fim de se efetuar a coleta dos dados previstos”. Desse modo, ¢ na coleta
dos dados que obtemos as informacGes necessarias e que sera alvo de analise

posteriormente.

Sendo assim, como explicitado anteriormente, a nossa pesquisa esta inserida em um
Projeto maior, OBEDUC, sendo o mesmo desenvolvido colaborativamente com
mestrandos, professores da educacdo béasica e graduandos. Como fruto dos estudos
realizados pela equipe Provas e DemonstracGes Matematicas tivemos redacdo aplicada
aos professores e alunos, questionarios inicial e final aplicados aos professores e uma

Proposta Didatica dividida em quatro partes, com 18 atividades ao total.

Iniciamos a nossa coleta de dados em junho de 2015. Dividimos nosso trabalho na
Escola em duas fases. A primeira fase foi realizada com quatro professores da Escola
Estadual Carlota Barreira, dividida em dois momentos. Posteriormente, tivemos a segunda
fase realizada com os alunos do Ensino Médio da referida Escola, dividida em trés

momentos.

A primeira fase realizada com os professores, no dia 03 de junho, foi desenvolvida
em duas quartas feiras, iniciando as 13h e finalizando as 17h. No primeiro momento,
conversamos com o diretor e com dois professores. Infelizmente as duas professoras nao
puderam estar presentes e dois integrantes da equipe ficaram responsaveis para realizar
esse primeiro momento com elas em outro horario. Nesse primeiro momento, nos
apresentamos, conversamos sobre o Projeto e a equipe, os professores e o diretor relataram
sobre as suas vivéncias e, entdo, aplicamos a redacdo e o questionario inicial para os dois
professores presentes nesse dia. A redacdo continha somente o titulo Provas e
Demonstracdes Matematicas, na qual os professores escreveriam o que sabem a respeito

desse tema e expressariam a sua opinido.

J& o questionéario inicial foi dividido em duas partes. A primeira parte continha
questBes profissionais dos professores, como por exemplo, as séries que ele leciona na
Escola, sua formagdo, ha quanto tempo leciona na Escola, etc. A segunda parte diz
respeito a questbes relacionadas a provas e demonstracdes matematicas, as quais 0S

professores opinariam sobre questionamentos relacionados ao seu uso na sala de aula, se
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sua formacdo contemplou esse tema, o curriculo de Matematica, etc. Dessa forma,
engquanto estes professores estavam respondendo o questionario, fomos conhecer a
estrutura fisica da Escola e conversamos mais um pouco com o diretor sobre a mesma, 0
qual nos contou de forma sucinta a historia da Escola e nos apresentou os laboratérios de
Matemaética e o de Informaética, e a Biblioteca.

Ainda com relagdo aos professores, o segundo momento foi realizado, no dia 10 de
junho, a leitura e discussdo da nossa Proposta Didética e a aplicacdo do questionario final.
Nesse segundo momento, contamos com a participacdo de trés professores, ficando dessa
forma dois integrantes da equipe encarregados de realizar esse segundo momento com a
quarta professora em outro horario. Nossa ideia com a leitura e discussdo da Proposta era
fazer com que estes professores se envolvessem um pouco mais com nossa pesquisa e
como eles conhecem mais a realidade dos alunos da Escola, estavamos abertos a criticas e

sugestdes para melhoramento da mesma.

Dessa forma, os professores nos propuseram algumas modificagdes nas questdes,
de forma a tornar o entendimento mais claro aos alunos. Além disso, conseguiram
compreender qual seria 0 nosso trabalho relacionado a provas e demonstracdes
matematicas, ficando assim satisfeitos com o trabalho. J& o questionario final, os
professores iriam comentar sobre a Proposta Didéatica; se ap0s a leitura e discussdo da
proposta, houve alguma modificacdo no que pensavam sobre provas e demonstracfes
matematicas; se era possivel fazer esse trabalho com os alunos; quais os desafios que

encontrariamos com esse trabalho; etc.

O trabalho realizado com os professores serd abordado por um dos integrantes da
nossa equipe. Aqui, abordaremos sobre o trabalho realizado com uma turma de 2° Ano do

Ensino Médio da Escola Estadual Carlota Barreira.

A segunda fase foi realizada com os alunos do Ensino Médio da Escola Carlota
Barreira, compreendidos em trés turmas do turno da tarde, isto é, uma turma de 1° Ano,
uma de 2° Ano e uma de 3° Ano, totalizando 80 alunos. Essa segunda fase foi dividida em

trés momentos, desenvolvidos em trés tardes, tendo inicio as 13h e finalizando as 17h.

No primeiro momento, realizado no dia 15 de junho, explicamos aos alunos o
nosso intuito da pesquisa e pedimos a colaboracdo dos mesmos, para que a mesma fosse
feita da melhor forma possivel. Logo apds, foi proposto que os alunos redigissem uma

redacdo sobre Provas e Demonstra¢Ges Matematicas, na qual os alunos estiveram livres
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para escreverem 0 que pensam e sabem a respeito desse tema. Além disso, fizemos uma
pequena intervencdo com as trés turmas, na qual explicamos o que € um objeto
matematico, a definicdo de Teorema e a explanacdo de uma demonstracdo, como também
revisamos alguns contetdos relacionados a tridngulos, como definicdo, classificacdes
quanto aos lados e angulos, tipos de triangulos, tipos de angulos, entre outros, que
possivelmente iriam auxiliar a responder as atividades da Proposta. Vale salientar, que
nesse momento da aula de revisdo ndo trabalhamos com os trés assuntos que norteiam a
nossa Proposta Didatica, visto que pretendiamos observar os conhecimentos que estes

alunos tinham a respeito desses assuntos.

Ainda nesse primeiro momento, fizemos outra intervengdo com a turma do 2° Ano
do Ensino Médio, na qual apresentamos o aplicativo GeoGebra, explicando o que é o
aplicativo, quem o desenvolveu, o layout do aplicativo, as op¢Oes de ferramentas presentes
na barra de botbes, etc. Além disso, realizamos algumas atividades utilizando as
ferramentas disponiveis na barra de botdes e uma construgdo referente a funcéo afim, na
qual observamos o que acontece com o grafico da fungdo a0 movimentarmos os seletores

aeb.

No segundo momento, realizado no dia 17 de junho, trabalhamos as Partes | e Il da
Proposta Didatica, que diz respeito aos assuntos de Teorema de Pitagoras e Teorema da
Soma dos Angulos Internos de um tridngulo. Dessa forma, nesta tarde os alunos foram
orientados a resolverem as onze primeiras atividades da Proposta. Apos a aplicacdo da
Proposta Didatica, fomos verificar se os cinco arquivos do GeoGebra a serem utilizados
no terceiro momento abriam nos computadores da Escola. Verificamos que os arquivos
ndo abriam, pois se tratavam de construcdes realizadas no GeoGebra 4.0 e 42 e 0

GeoGebra instalado nos computadores da Escola é de uma versdo anterior.

Dessa forma, fomos pensar e refletir outras possibilidades para que o trabalho com o
aplicativo GeoGebra pudesse ser feito. Assim, no site do Tube GeoGebra tem a opg¢éo de
baixar os arquivos off-line e, entdo, fizemos isso. Baixamos o0s cinco arquivos off-line
para serem trabalhados no terceiro momento. Levamos também no nosso notebook, para

que, caso ocorresse algo, tinhamos o nosso disponivel.

No ultimo momento, realizado no dia 19 de junho, trabalhamos as Partes Ill e IV da
Proposta, que versam sobre o Teorema do Angulo Externo e atividades a serem realizadas
no GeoGebra. Esta Parte 1V foi desenvolvida somente pela turma de 2° Ano do Ensino

Médio da Escola Estadual Carlota Barreira. Dessa forma, estes alunos resolveram as sete
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Gltimas atividades da Proposta. Nesse dia, chegamos mais cedo a Escola e entdo fomos
verificar se os arquivos off-line iriam funcionar e s6 deu certo em dois computadores, 0s
que tinham internet. Como a maioria dos computadores ndo sdo conectados a internet,
entdo nesses 0s arquivos ndo abriram. Dessa forma, ficamos com dois computadores da

Escola mais 0 nosso notebook.

Nos dois primeiros momentos da segunda fase do nosso trabalho, contamos com a
presenca dos 20 alunos do 2° Ano do Ensino Médio da Escola, ficando com 10 duplas.
Porém, no ultimo momento tivemos um pequeno imprevisto, uma vez que as outras
escolas estaduais do municipio de Areia-PB decretaram ponto facultativo e os 6nibus
disponibilizados pela Prefeitura ndo trabalharam. Dessa forma, como a maioria dos alunos
é da zona rural e outros ndo quiseram ir, nesse terceiro momento, s6 contamos com a
participacdo de 7 alunos do 2° Ano. Portanto, nesse dia tivemos duas duplas e um trio e
deu bastante certo, pois a quantidade de computadores foi suficiente para o trabalho dos

alunos.

Durante a aplicacdo das Partes I e 1l, segundo momento, notamos que a maioria dos
alunos ndo conseguiu resolver as atividades e estava deixando as mesmas em branco ou
respondendo que ndo sabiam. Como no terceiro momento s6 contamos com a participacao
de duas duplas e um trio e estes participaram de todos os momentos da segunda fase do
nosso trabalho, entdo decidimos né&o trabalhar com as atividades dos outros 13 alunos,

uma vez que estavam incompletas, pois so resolveram as Partes | e 11.

Dessa forma, ao observamos as atividades completas dos 7 alunos presentes nos trés
momentos da segunda fase de nosso trabalho, decidimos analisar as oito atividades,
mencionadas anteriormente, respondidas pelo trio, uma vez que foram as mais ricas em
termos de tentativa de responder a todas as perguntas/atividades e, entdo, foi o trio

escolhido a ser analisado.

3.5 SOBRE ANALISE DOS DADOS

Ao finalizar-se a fase da coleta de dados, inicia-se a analise propriamente dita. Para
muitos pesquisadores ¢ o momento em que estamos ‘“namorando” os dados obtidos
durante o processo de coleta. Assim, quando encerramos a coleta, temos todo o material
bruto a ser organizado, onde colocaremos em ordem e separaremos de acordo com 0S

instrumentos utilizados. O préximo passo sera a leitura e releitura do material completo
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para selecionarmos 0s pontos relevantes e iniciarmos o processo de construgdo das

categorias descritivas.

Para Liidke e André (1986, p. 45), “analisar os dados qualitativos significa
‘trabalhar’ todo o material obtido durante a pesquisa, ou seja, os relatos de observagao, as
transcricOes de entrevista, as anélises de documentos e as demais informagdes possiveis”.
Dessa forma, Bogdan e Biklen (2003) corroboram afirmando que a analise envolve o
trabalho com os dados, onde iremos descobrir aspectos importantes, separando 0 que deve

ser aprendido e decidindo o que sera transmitido aos outros.

Com isso, a fase da analise de dados se inicia a partir da organizacdo de todos os
dados, onde o pesquisador, além de organizar esses dados, comeca a refletir sobre seu
objetivo e questdo de pesquisa, podendo gerar novos questionamentos e possibilitando,

futuramente, uma busca de novos dados mais especificos. Diante disso:

a analise de dados consiste em examinar, categorizar, classificar em tabelas ou,
do contréario, recombinar as evidéncias tendo em vista proposi¢des iniciais de
um estudo. Analisar as evidéncias de um estudo de caso é uma atividade
particularmente dificil, pois as estratégias e as técnicas ndo foram muito bem
definidas no passado. Ainda assim, cada pesquisador deve comegar seu trabalho
com uma estratégia analitica geral — estabelecendo prioridades do que deve ser
analisado e por que (YIN, 2001, p. 131).

Dessa forma, como ja destacamos anteriormente, nossa pesquisa € qualitativa e
dentre as modalidades dessa pesquisa, 0 nosso estudo se enquadra em estudo de caso.
Segundo Bogdan e Biklen (2003), o estudo de caso consiste na observacao detalhada de
um contexto, ou individuo, de uma Unica fonte de documentos ou de um acontecimento
especifico. Dessa forma, julgamos nossa pesquisa como dentro dessa modalidade, uma
vez que a mesma foi desenvolvida em uma turma do 2° Ano do Ensino Médio da Escola
Estadual Carlota Barreira na cidade de Areia, Paraiba, com uma Proposta Didatica
explorando as provas e demonstracfes matematicas e suas verificagdes no aplicativo
GeoGebra nos assuntos de Teorema de Pitdgoras e Teorema da Soma dos Angulos

Internos de um Triangulo.

Além disso, Stake (2011, p. 37) afirma que “os estudos de caso sdo simplistas, pois
observam apenas uma ou poucas salas de aula, mas podem analisar com mais cuidado a
énfase nos testes e a instrugdo”. Ou seja, mesmo que fagamos nosso trabalho com uma ou
poucas turmas, a nossa analise sera maior e mais cuidadosa nas propostas das atividades

aplicadas e nos momentos de discussdes das duplas durante as resolucdes das atividades.
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Ainda com relacdo ao estudo de caso, Yin (2001) afirma que um estudo de caso é
uma investigacdo empirica, na qual investiga um fenémeno contemporaneo dentro de seu
contexto da vida real, especialmente quando os limites entre o fenémeno e o contexto nao

estdo claramente definidos. Além disso:

a investigacdo de estudo de caso enfrenta uma situacdo tecnicamente Unica em
que havera muito mais variaveis de interesse do que pontos de dados, e, como
resultado, baseia-se em vérias fontes de evidéncias, com os dados precisando
convergir em um formato de tridngulo, e, como outro resultado, beneficia-se do
desenvolvimento prévio de proposices tedricas para conduzir a coleta e a
analise de dados (YIN, 2001, pp. 32-33).

Assim, o estudo de caso como estratégia de pesquisa compreende um método que
abrange tudo, desde a ldgica de planejamento incorporando abordagens especificas até a
coleta e a analise de dados. Portanto, de acordo com Yin (2001), o estudo de caso nédo é
nem uma tatica para coleta de dados nem meramente uma caracteristica de planejamento,

mas sim uma estratégia de pesquisa abrangente.

Dessa forma, ao finalizarmos a coleta dos dados, temos os dados brutos, ou seja,
temos as notas de campo, as atividades aplicadas, as redacdes, as entrevistas, as gravacoes
em audio ou em video, e estes devem ser organizados a fim de que se definam as

categorias para que se inicie a analise da pesquisa. Diante disso:

¢ possivel que o pesquisador utilize alguma forma de codificacdo, isto €, uma
classificagdo dos dados de acordo com as categorias iniciais ou segundo
conceitos emergentes. Nessa tarefa ele pode usar nimeros, letras ou outras
formas de anota¢cBes que permitam reunir, numa outra etapa, componentes
similares (LUDKE e ANDRE, 1986, p. 48).

Sendo assim, a primeira fase da analise é a constru¢cdo de um conjunto de
categorias descritivas, onde o referencial tedrico, estudado anteriormente, ira fornecer a
base inicial de conceitos, dos quais é feita a primeira classificacdo dos dados
(CAVALCANTI, 2011). Porém, a forma de codificacdo varia muito, pois depende da
preferéncia pessoal de cada pesquisador e do que ele ird precisar para responder a sua

questdo de pesquisa e 0 seu objetivo.

Com isso, Liidke e André (1986) afirmam que a categorizacao, por si mesma, ndo
esgota a analise, uma vez que o pesquisador precisard ir além da mera descricdo, buscando
realmente acrescentar algo a discussdo ja existente sobre o assunto estudado. Ou seja, para
essas autoras, 0 pesquisador devera fazer um esforco de abstracdo, tendo que ultrapassar
os dados, buscando estabelecer conexdes e relagcdes que possibilitem a proposicdo de

novas explicacOes e interpretacdes.
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Diante disso, em nossa pesquisa utilizamos a técnica de triangulacdo para a
organizagdo e analise dos dados. Utilizamos tal técnica, pois a triangulagdo “pode nos dar
mais confianca de que determinamos corretamente o significado ou pode nos dar mais
confianga de que precisamos analisar as diferencas para enxergar significados maltiplos e
importantes” (STAKE, 2011, p. 139). Além disso, porque a triangulagdo ¢ um fundamento

I6gico disponivel para se trabalhar com varias fontes de evidéncias (YIN, 2011).

A origem do conceito de triangulacdo ndao vem das Ciéncias Sociais e Humanas,
mas sim das Ciéncias Militares. O conceito de triangulacao foi utilizado na navegacao e na
topografia, onde é entendida como um método para fixar uma posicdo, isto é, a
triangulacdo refere-se a um método para determinarmos a posi¢ao de um ponto C, através
da observacao de dois pontos, A e B (DUARTE, 2009).

Segundo Azevedo et al. (2013), atualmente, com as novas tecnologias de satélite, a
triangulacdo é utilizada por militares para descobrir a exata localizagdo de um telefone
celular, um réadio-transmissor ou outro equipamento de comunicacdo do oponente e com
0s principios basicos da Geometria, pode-se garantir que multiplos pontos de vista irdo
contribuir para uma maior precisdo. Dessa forma, “estando o pesquisador posicionado em
um ponto de vista, ele precisara se posicionar em outros dois pontos de vista, no minimo,
a fim de ajustar a adequada ‘distdncia e angulagdo’ dos conceitos e se posicionar

definitivamente apds a analise das visadas” (AZEVEDO et al., 2013, p. 3 — grifo nosso).

Assim, a triangulacdo significa olhar para o mesmo fenémeno, ou questdo de
pesquisa, a partir de mais de uma fonte de dados, nas quais contém informacdes advindas
de diferentes angulos que podem ser utilizadas para corroborar, elaborar ou iluminar o

problema de pesquisa. Portanto:

0 uso de vérias fontes de evidéncias nos estudos de caso permite que o
pesquisador dedique-se a uma ampla diversidade de questes histdricas,
comportamentais e de atitudes. A vantagem mais importante, no entanto, é o
desenvolvimento de linhas convergentes de investigacdo, um processo de
triangulacéo (...). Assim, qualquer descoberta ou conclusdo em um estudo de
caso provavelmente sera muito mais convincente e acurada se se basear em
varias fontes distintas de informacéo, obedecendo a um estudo corroborativo de
pesquisa (YIN, 2001, p. 121).

Dessa forma, a triangulacdo ajuda a enriquecer o estudo de caso, uma vez que
podemos organizar diversas linhas que convergem para 0 mesmo foco, fazendo assim, o
estudo mais convincente e confiavel. Yin (2001) aborda em seu texto quatro tipos de
triangulacdo defendidas por Patton (1987): de fontes de dados (triangulacdo de dados);

entre avaliadores diferentes (triangulacdo de pesquisadores); de perspectivas sobre o
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mesmo conjunto de dados (triangulacdo da teoria); de métodos (triangulagdo

metodoldgica).

Segundo Azevedo et al. (2013), a triangulacdo de dados consiste na coleta de
dados em diferentes periodos e de fontes distintas de modo a obter uma descricdo mais
rica e detalhada dos fenbmenos. Ja a triangulacéo do investigador diz respeito ao uso de
pesquisadores diversos para estudar a mesma questdo de pesquisa ou a mesma estrutura,
com o intuito de que pesquisadores diferentes irdo trazer perspectivas, reflexdes e analises
diferentes. A triangulacdo tedrica refere-se a possibilidade do investigador recorrer a
maultiplas tedricas para interpretar um mesmo conjunto de dados. Por fim, a triangulacéo
metodoldgica diz respeito ao uso de multiplos métodos para obter os dados mais

completos e detalhados possiveis sobre o fenémeno.

Diante disso, em nossa pesquisa, focamos especificamente na triangulacdo de
fontes de dados (triangulagédo de dados), uma vez que exploramos diferentes fontes a fim

de obter uma descri¢do mais rica e detalhada do nosso objeto de estudo. Ou seja,

Figura 15 - Esquema de convergéncia de dados
CONVERGENCIA DE
VARIAS FONTES DE EVIDENCIAS
" {estudo tnico)

Registros
em arquivo
Documentos Ennevjstas
\ / espontaneas
FATO
Observacgdes / \
(direta e Entrevistas
articipante . focais
B p ) Entrevistas e
levantamentos
estruturados

Fonte: Retirado de Yin (2001, p. 122)

O esquema apresentado acima mostra de maneira organizada como funciona a
triangulacdo de dados e a convergéncia de dados realizada a partir dele, ou seja, todos os

diferentes dados alimentam o objeto a ser estudado, de modo que ndo sejam vistos
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isoladamente, mas que, ao organiza-los, consigamos perceber as regularidades em diversas

fontes, tornando assim um discurso convincente, confiavel e justificado ao leitor.

Assim, com o auxilio da triangulacdo, o pesquisador podera recorrer a diferentes
fontes, enriquecendo seu estudo, fortalecendo e validando as suas ideias. Ludke e André
(1986) afirma que o pesquisador, ao recorrer a triangulacéo, podera checar um dado obtido
por meio de diferentes informantes, em situagdes variadas e em momentos diferentes. E
esse aspecto nos reporta a fidedignidade, onde ndo se espera que 0s observadores cheguem
as mesmas representacfes dos mesmos eventos, mas que haja alguma concordancia, de
forma que essa representacdo da realidade seja aceitavel, mesmo que existam outras
igualmente aceitaveis (LUDKE e ANDRE, 1986).

Portanto, tomando como base a estrutura de convergéncia apresentada por Yin
(2001) e a estrutura realizada por Lins (2003), referente a convergéncia de evidéncias para

a triangulacéo de dados, adaptamos a mesma na presente pesquisa:

Figura 16 - Triangulacéo de Dados

A: Perfil do trio de alunos
(Redagdo e notas de campo)

%

Objeto de
Estudo

100

B: Provas e demonstragdes C: Provas e demonstragdes

matematicas e o pensamento
geométrico no ambiente lipise

papel (Proposta Didatica e notas de !
campo) de campo)

matematicas e 0 pensamento
geométrico no ambiente GeoGebra
(Proposta Didatica, audio e notas

Fonte: Estrutura adaptada de Lins (2003)

A andlise foi desenvolvida com o objetivo de responder a pergunta que norteou a
nossa pesquisa: Que tipo de provas e demonstracdes matematicas e nivel do pensamento
geométrico podem ocorrer a partir de uma proposta didatica por alunos do 2° Ano do

Ensino Médio?

Conforme a Figura 16, o vértice A tem como objetivo tracar o perfil do trio
pesquisado em relacdo as provas e demonstracBes matematicas. A coleta de dados

aconteceu por meio de uma redagéo, na qual proporcionamos um espaco onde os alunos
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poderiam escrever livremente o que entendiam sobre esses assuntos. O vértice B objetiva
analisar qual(is) tipo(s) de provas e demonstracdes matematicas os alunos conseguem
desenvolver e qual(is) nivel(is) do pensamento geométrico 0S mesmos se encontram ao
trabalharem atividades no ambiente lapis e papel. Para isso, a coleta de dados aconteceu
por meio da aplicacdo de uma Proposta Didatica (Atividade 8 da Parte | e Atividades 1 e 2
da Parte 1) e notas de campo. O vértice C visa analisar qual(is) tipo(s) de provas e
demonstracfes matematicas os alunos conseguem desenvolver e qual(is) nivel(is) do
pensamento geométrico 0s mesmos se encontram ao trabalharem atividades no ambiente
GeoGebra. Para isso, a coleta de dados se deu por meio de uma Proposta Didatica
(Atividades 1 a 5 da Parte 1V), audio e notas de campo. Para as analises dos vértices B e C
utilizamos as discussdes feitas por Balacheff (2000) e Nasser e Tinoco (2003) para 0s
tipos de provas e demonstracbes matematicas e as discussdes de Parzysz (2006) para 0s

niveis do pensamento geométrico.

Ao finalizarmos cada Vértice, realizamos comentarios, nos quais analisamos cada
ponto e, por fim, realizamos uma discusséo final com o objetivo de um fechamento do

estudo de caso.

Assim, a analise dos dados se deu em trés niveis. O primeiro, partindo das
categorias; o segundo nivel, os comentérios; e o terceiro nivel de anélise, a discussdo do
estudo de caso como um todo. Dessa forma, a estrutura dos niveis de analise é organizada

em forma de funil e se baseia na proposta de Lins (2003):

Figura 17 - Niveis de analise

Categorias ] -~ Nivel 1 \‘.
N_—-% (\ /4
\ \\s ’II
‘——:::;---‘-‘:‘::—— J
Comentarios : P Nivel 2 /
S, »7
cab "——;—J\m—.:“" s
D ~ ‘ /’ r o f
Discussio — ( Nivel 3 \\,‘
\ y.
-~

S — -

Fonte: Estrutura adaptada de Lins (2003)



A vista disso, a partir das categorias expostas e objetivadas acima, criamos

subcategorias, as quais estdo expostas na Figura abaixo:

Figura 18 - Esboco das Categorias e Subcategorias
4-OESTUDO DE CASO

4.1 -PERFIL DOTRIO DE ALUNOS i
4.1.1 - A importincia das provas 2 demonstragdss
matematicas 2° nivel

1°nivel [ £
. ; 25 de analise
4.1.2 —Facilidades =dificuldades em provas e de analise

demonstragOas matematicas
4.1.3 —Comentarios
4.2-PENSAMENTO GEOMETRICO E PROVAS -

E DEMONSTRACOES MATEMATICAS NO AMBIENTE

LAPIS E PAPEL
2° pivel
4.2.1-Atividade 8§ (Part=I) de analise
422 Atividade 1 (Parte II) L
de analise | 3 nivel

4.2 3-Atividade 2 (Part= IT) _ de analise
4.2 4 —Comeantirios
4.3 -PENSAMENTO GEOMETRICO E PROVAS g
E DEMONSTRACOES MATEMATICAS NO AMBIENTE
GEOGEBRA
4.3.1—Atividade 1 (Parte IV il

tivida (Parte IV) | 2°nivel
4.3.2-Atividade 2 (Part= IV) de analise
433 Atividads 3 (Part= IV) 1 nivel

de analise

4.34-Atividads 4 (Part= IV)

43 5-Atvidads 3 (Part2 IV)

4.3.6—Comentirios

4.4-DISCUSSAO

Fonte: Estrutura adaptada de Lins (2003)

Com isso, a Figura acima sintetiza o que fizemos nos trés niveis de anélise, onde o
primeiro diz respeito as categorias; o segundo, 0s comentarios; e o terceiro, a discussdo do

estudo de caso como um todo.

Portanto, a andlise de dados esteve sempre relacionada ao nosso objetivo de

pesquisa, 0 qual é o centro da triangulacdo, que trata de investigar que tipo de provas e
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demonstracGes matematicas e nivel de pensamento geométrico de alunos do 2° Ano do
Ensino Médio podem ocorrer a partir de uma Proposta Didatica nos ambientes lapis e
papel e GeoGebra. A partir disso, podemos apontar algumas contribuicfes e limitacdes da

pesquisa, assim como um trabalho futuro. No proximo capitulo, apresentaremos o estudo
de caso em si.
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CAPITULO 4
ESTUDO DE CASO

Nesse capitulo descrevemos o Estudo de Caso realizado em nossa pesquisa, no qual
estd dividido em quatro se¢des, que dizem respeito as quatro grandes categorias e suas
subcategorias. A primeira secdo, Perfil do trio de alunos; a segunda, Pensamento
geométrico e provas e demonstracdes matematicas no ambiente lapis e papel; e a terceira,
Pensamento geométrico e provas e demonstracGes matematicas no ambiente GeoGebra.
Para esta analise, escolhemos um trio de alunos do 2° ano do Ensino Médio, uma vez que
suas atividades foram as mais ricas em termos de tentativas de responder a todas as
atividades.

A primeira secdo representa o vértice A do triangulo, primeira grande categoria.
Nesta secdo analisamos a redagdo sobre o tema Provas e DemonstracGes Matematicas,
que foi aplicada no primeiro momento de nosso trabalho com os alunos, com a qual
tracamos um perfil do trio de alunos em relacéo a este tema.

Em seguida, a segunda secdo, constitui o vértice B do tridngulo, segunda grande
categoria. Nesta secdo analisamos 0 pensamento geomeétrico e as provas e demonstracdes
matematicas desse trio de alunos no ambiente lapis e papel. Para isso, utilizamos as
atividades 8 (Parte 1), 1 e 2 (Parte Il) da Proposta Didéatica e as notas de campo escritas
durante a aplicacdo da Proposta.

A terceira secdo diz respeito ao vértice C do tridngulo, terceira grande categoria.
Nesta secdo analisamos 0 pensamento geométrico e as provas e demonstracGes
matematicas desse trio de alunos no ambiente GeoGebra. Para isso, utilizamos as
atividades 1 a 5 (Parte 1V) da Proposta Didatica, os audios gravados desse trio durante a
realizacdo das atividades e as notas de campo escritas no decorrer da aplicacdo da
Proposta.

Finalizamos este capitulo com a quarta secdo, a qual traz uma discussdo do estudo

de caso como um todo.

4.1 PERFIL DO TRIO DE ALUNOS

As pesquisas em andamento no Brasil nos mostram que as provas e demonstrac¢des
matematicas ainda é um assunto pouco abordado nas aulas de Matematica da Educacdo
Basica, uma vez que os professores de Matematica ddo pouca importancia a esta tematica
(ALMOULOUD, 2007 e NASSER e TINOCO, 2003). De acordo com Garbi (2010), o
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ensino da Matematica no Brasil foi de um extremo ao outro, isto é, anteriormente os
professores demonstravam demais e, atualmente, ja ndo se enfatiza o processo de
demonstrar matematicamente. Com isso, temos os indices baixos em Matematica e
pesquisas indicam que nossos alunos ndo dominam a Matematica (AGUILAR JR e
NASSER, 2012). A vista dessa discussdo, buscamos analisar o que o trio de alunos
entende por provas e demonstragfes matematicas, por meio de uma redacdo aplicada ao
mesmo, na qual estiveram livres para dissertar sobre esta tematica. Com isso, construimos
essa secdo 4.1 com o objetivo de tragar um perfil do trio de alunos em relagdo as provas e
demonstracBes matematicas, buscando elencar os pontos que mais nos chamaram a

atengdo nas suas escritas.

O trio de alunos é composto por Aluno A, Aluno B e Aluno C, do 2° ano do Ensino
Médio, turno tarde, da Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Carlota Barreira,
situada na cidade de Areia-PB. Salientamos que as redacdes na integra elaboradas pelos

alunos do trio se encontram nos Apéndices B, C e D.

Dessa forma, essa secdo diz respeito ao vértice A do tridngulo que foi dividida em
trés subsecdes, trés subcategorias. A primeira subsecao esta relacionada a escrita do Aluno
A e seu entendimento com relacdo a importancia das provas e demonstracdes
matematicas; a segunda subsecdo esta relacionada as escritas dos Alunos B e C e seus
entendimentos com relacdo as facilidades e dificuldades em provas e demonstracdes
matematicas; e na terceira, fazemos comentarios acerca das discussbes feitas nas

subsecdes anteriores.

4.1.1 A importancia das provas e demonstrac6es matematicas

Percebemos que o Aluno A dissertou sobre a importancia da Matematica nas nossas
vidas, uma vez que “cabe a qualquer ser humano se envolver na matematica, pois até a

pessoa mais humilde precisa de um calculo ou outro nas diversas situagdes cotidianas”

(Redacdo, Aluno A).

O Aluno A também afirmou que “quando penso no tema Provas e demonstragdes
matematicas lembro de dor de cabeca, impaciéncia, além, da inteligéncia que € essencial
no momento de resolver uma prova matematica” (Redagdo, Aluno A). Ou seja, o Aluno A
considera provas matematicas como as provas de Matematica que avaliam o0s
conhecimentos estudados dos alunos e que o faz lembrar dor de cabega e impaciéncia,

além de afirmar que a inteligéncia é essencial para resolver as provas dessa disciplina.
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Além disso, o Aluno A disserta que “uma demonstracdo matematica nio esta
presente apenas na sala de aula, mas a partir que o ser humano cresce a Matematica, ou
seja, dinheiro, poupanca, economia crescem em sua vida” (Redagdo, Aluno A). Isto ¢, o
Aluno A afirma que a demonstracdo matematica esta presente na sala de aula, mas
percebemos que ele ndo a conhece, uma vez que relaciona demonstracdo matematica com
dinheiro, poupanca e economia. Consequentemente, ele afirma que a demonstracédo
matematica também esta presente em nosso cotidiano, ja que esta relacionada aos gastos e

economias de uma pessoa adulta.

Percebemos que o Aluno A ndo sabe os conceitos de provas e demonstracdes
matematicas, uma vez que relaciona prova matematica com a avaliacdo feita
bimestralmente para se obter uma nota e relaciona demonstracdo matematica com
economia, dinheiro e poupanca. O que vem confirmar com as discussbes feitas
anteriormente em que pesquisas mostram que nossos alunos ndao dominam a Matematica e
que provas e demonstracdes ainda ¢ um assunto pouco abordado nas salas de aula de
Matematica da Educacdo Basica (ALMOULOUD, 2007; NASSER e TINOCO, 2003;
AGUILAR JR e NASSER, 2012).

4.1.2 Facilidades e dificuldades em provas e demonstracfes matematicas

Percebemos que o Aluno B considera as provas matematicas muito dificeis e afirma
que elas “servem como demonstra¢do para analisar ou observar o grau de experiéncia de
alguma pessoa. Que podem ser expostas para que pessoas utilizem como experiéncia de
ensino” (Redagdo, Aluno B). Ou seja, o Aluno B entende prova matematica como uma
demonstracdo e a considera como uma forma de avaliar a experiéncia de uma pessoa com

relacdo a Matematica, podendo ser utilizada também como experiéncia de ensino.

J4 o Aluno C afirma que “as provas de Matematica sdo boas s6 algumas questdes
que complicam muito, assim, ndo sdo as questdes que complicam, € porque muito dos
alunos ndo leem para compreender melhor a pergunta” (Redagdo, Aluno C). Isto é, o
Aluno C considera as provas matematicas como avaliagdo bimestral que vale uma nota.
Um ponto interessante na escrita do Aluno C é que ele afirma que ndo séo as questfes que
complicam, mas os alunos que ndo leem corretamente e, consequentemente, nédo
conseguem compreender o que é pedido na questdo. Esse ponto é bastante discutido entre
os professores de Matematica, principalmente quando trabalhamos com questBes
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contextualizadas, que requerem dos alunos certa atencao e leitura cuidadosa, para que eles

possam compreender o que esta sendo pedido na questdo.

Além disso, o Aluno C afirma que “com as demonstragdes nos alunos aprendemos
mais ¢ quando for fazer uma prova fica mais facil” (Redagdo, Aluno C). Ou seja, na sua
escrita, 0 Aluno C nédo afirma o que vem a ser demonstracéo para ele, mas percebemos
que ele afirma que com o auxilio das demonstra¢des, os alunos aprendem mais e a prova

ficara mais facil. Tratando, dessa forma, prova como avaliacdo bimestral valendo nota.

Portanto, percebemos que os Alunos B e C consideram as provas matematicas como
avaliacbes bimestrais, nas quais 0s professores irdo analisar 0s seus conhecimentos

matematicos.

4.1.3 Comentarios

A partir das escritas do Aluno A percebemos que o mesmo afirma sobre a
importdncia da Matematica para qualquer ser humano; liga o tema Provas e
Demonstracbes Matemaéticas a dor de cabeca, impaciéncia e inteligéncia; e relaciona
demonstracdo matematica com dinheiro, poupanca e economia. Notamos também que este
aluno trata as provas matematicas como as avaliaces que ocorrem bimestralmente

valendo nota.

Com relacdo ao Aluno B percebemos que, em suas escritas, 0 mesmo afirma que as
provas matematicas séo dificeis e que servem como demonstracdo para analisar o grau de
experiéncia de uma pessoa, ou seja, assim como o Aluno A, este aluno trata as provas
matematicas como as avaliacdes que os professores de Matematica aplicam para verificar

0s conhecimentos matematicos de seus alunos.

Ja 0 Aluno C trata de um ponto bastante importante e discutido entre os professores
de Matematica nas escolas. Este aluno afirma que as provas de Matematica sdo boas e s6
algumas questdes que complicam, mas para ele ndo sao as questdes que complicam, e sim
os alunos que ndo leem para compreender melhor a pergunta. Com relacdo a esta tematica,
Siqueira (2013) afirma que a dificuldade em interpretar textos basicos surge devido a falta
de leitura e destaca que essa dificuldade em interpretar textos também pode interferir no
raciocinio de outras matérias. Ou secja, para a autora, “as vezes, o aluno ndo consegue
resolver uma questdo de matematica por nao saber interpretar o enunciado. Desta forma,
ele acaba se tornando um analfabeto funcional: aquela pessoa que I&, mas ndo processa a
informacdo e ndo reflete” (SIQUEIRA, 2013).
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Dessa forma, percebemos que, assim como o0s Alunos A e B, o Aluno C também
trata provas matematicas como as avaliacfes que os professores de Matematica realizam
bimestralmente para se obter nota dos alunos. Além disso, o Aluno C, mesmo sem
sabermos qual seu entendimento por demonstracdo, afirma que com as demonstracdes, 0s
alunos aprenderdo mais e entdo quando forem fazer uma prova ficara mais facil.

Confirmando, mais uma vez, seu entendimento de que prova matemaética é avaliacao.

A vista de toda essa discussdo, trazemos nossas leituras feitas e discutidas
anteriormente, nas quais percebemos que nossos alunos ndo dominam a Matematica, nem
sdo incentivados a utilizar as provas e demonstracfes matematicas na sala de aula da
Educacdo Basica, confirmando as discussdes feitas por Almouloud (2007), Nasser e
Tinoco (2003) e Aguilar Jr e Nasser (2012).

Como afirmamos anteriormente, para nossa pesquisa estamos considerando prova e
demonstracdo com significados distintos, ou seja, tratamos a prova em um significado
mais amplo, no qual pode ser entendida como um discurso para estabelecer a validade de
uma afirmacdo, que possivelmente ndo serd aceita pelos matematicos puros. Ja a
demonstracdo ou prova formal sera considerada como um tipo de prova aceita pela
comunidade dos matematicos, a qual é baseada em um conjunto de axiomas e de outras
propriedades j& demonstradas, devendo ser obtida por meio de um processo hipotético-
dedutivo. Assim, com estas afirmagdes, notamos que os Alunos A, B e C ndo sdo
incentivados a trabalhar com as provas e demonstracdes matematicas em sala de aula, uma

vez que suas visdes dizem respeito a avaliagdo bimestral da disciplina de Matematica.

Além disso, de acordo com Nasser e Tinoco (2003), a realidade hoje mostra que a
maioria de nossos alunos ndo estd aprendendo a pensar e raciocinar quando se estuda
Matematica. Assim, podemos constatar que nossos alunos ndo estdo habituados a pensar e
comunicar suas ideias e isso n0s percebemos na aplicacdo na Redacgéo na turma do 2° Ano
do Ensino Médio, a qual a maioria dos alunos ndo se mostrou interessado em escrever a
redacdo, como também estavam tendo dificuldades para expressar as suas ideias com

relacdo a esta tematica.

Afirmamos que, assim como os PCN recomendam, a capacidade ou habilidade de
comprovacdo, argumentacdo e justificacdo e bastante importante para a formacdo do
cidaddo critico e isso possibilita, na Matematica, um desenvolvimento de seu raciocinio e
de sua capacidade expressiva. Dessa forma, acreditamos que se as provas e demonstragdes

matematicas forem abordadas na sala de aula da Educacdo Basica e, quando abordadas,
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que estas tenham significado tanto para o professor quanto para o aluno, entdo teremos

uma melhor e mais clara compreensdo da Matematica e do pensamento matematico.

42 PENSAMENTO GEOMETRICO E PROVAS E DEMONSTRACOES
MATEMATICAS NO AMBIENTE LAPIS E PAPEL

Para esta secdo e a proxima estaremos considerando os niveis de pensamento
geométrico propostos por Parzysz (2006), uma vez que o mesmo para fazer uma
articulacdo entre os quatro niveis de pensamento geométrico tomou como base a natureza
dos objetos de estudo da Geometria e o tipo de validagdo. Parzysz (2006) considera dois
tipos de Geometria, a N&do-Axiomatica e a Axiomatica. A Geometria Nao-Axiomatica é
subdividida em duas outras: Geometria concreta (G0) e Geometria spatio-graphique (G1).
A Geometria Axiomatica se subdivide em duas outras: Geometria proto-axiomatica (G2) e

Geometria axiomatica (G3).

Também utilizaremos os tipos de provas matematicas e a demonstracdo para
analisarmos as atividades do trio de alunos. Com isso, estaremos considerando as
discussoes feitas por Balacheff (2000), nas quais 0 autor considera quatro tipos de provas
que se diferenciam pelo conhecimento mobilizado e pelo tipo de raciocinio. Estaremos
considerando o empirismo ingénuo, a experiéncia crucial, o exemplo genérico e a
experiéncia mental. Além desses tipos de provas, estaremos considerando as propostas por
Nasser e Tinoco (2003): justificativa pragmatica, recorréncia a uma autoridade, exemplo

crucial e justificativa gréafica.

Portanto, essa secdo diz respeito ao vértice B do tridngulo, segunda grande
categoria, e estaremos analisando as atividades 8 (Parte I) e 1 e 2 (Parte 1I). Esta secdo foi
subdividida em quatro subsecdes, subcategorias: as trés primeiras dizem respeito as
atividades da Proposta Didatica e que estaremos analisando as solucdes das mesmas pelo
trio de alunos, e na quarta, trazemos comentarios referentes as discussdes feitas nas

subsecdes anteriores.

Salientamos que na Atividade 8 (Parte 1) buscamos analisar o pensamento
geométrico e as provas e demonstracGes matematicas do trio de alunos; na Atividade 1
(Parte 1) analisamos as provas e demonstracdes matematicas do trio de alunos; e na
Atividade 2 (Parte Il) observamos o pensamento geométrico e as provas e demonstracdes

matematicas do trio de alunos.
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4.2.1 Atividade 8 (Parte I)

Figura 19 - Atividade 8 (Parte I) resolvida pelo trio de alunos
PARTEI

(8) (adaptado de Ferreira Filho, 2007)
aj} Na figura abaixs, o quadriidtero ABCD é um guadrado? Justifiquem.

. A b "

aQ ® ¢ .

b} Caicule o valor de a, da figura acima, em fungdo de b e ¢ wtiizando o concsito de drea gplicado nos
quadrados e nos tridngulos.

¢) Observem o desenho abaixo e calculem o valor ds aem fungdo de 3 e 4 usands apenas o conceito de drea
apiicado nos quadrados e nos tridnguios:

3 »

d) Comparem com o resuitado obtido naietra b. O que vocks observam?

&) Comparem a concluslo obtida na ietra b com a conciusdo obtida na letra ¢ e respondam:
¥ As duas conclusdes 230 aquivalantes (izuais)?
v" Em qual dos doiz procaszos (latra b oulatea ¢) vocss consideram ter sfatuado tma prova para
2:33 ralagdo? Justifiquem.

Fonte: Proposta Didéatica

Resultados Esperados:

Que o trio de alunos consiga desenvolver uma prova para o Teorema de Pitagoras,
utilizando os conceitos de areas de um quadrado e de um triangulo. Assim:

- item a: O trio de alunos ira verificar se o quadrilatero de lado a é um quadrado.

Para isso, os alunos deverdo ter conhecimentos sobre a definicdo de um quadrado.

- item b: O trio de alunos serd levado a compreender o teorema de Pitagoras,

utilizando os conceitos de areas de um quadrado e de um tridngulo. Para isso, € preciso
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que eles se lembrem de produtos notaveis, calculo de &rea (quadrado e triangulo),
congruéncia de triangulos, potenciacédo e radiciagdo. Uma possivel dificuldade do trio de
alunos podera surgir na percepcao de que a area da figura pode ser expressa de duas

formas diferentes.

- item c: ApOs fazer o caso geral do teorema de Pitagoras, o trio de alunos ird
resolver um caso particular envolvendo esse teorema, utilizando apenas os conceitos de
areas de um quadrado e de um tridangulo. Com este item, supde-se que o trio de alunos ja
venha preparado do item anterior e consiga ver mais facilmente a relagdo pitagérica. Além
disso, assim como no item anterior, € necessario que eles tenham conhecimento do
conceito de area de tridngulo e de quadrado, congruéncia de tridngulos, potenciacdo e
radiciacdo. Uma possivel dificuldade do trio de alunos, assim como no item anterior,
podera surgir na percepcdo de que a area da figura pode ser expressa de duas formas

diferentes.

- item d: O trio de alunos devera reconhecer que os resultados obtidos nos itens b e ¢

sdo semelhantes, porém o item b é o caso geral e o item ¢, um caso particular.

- item e: O trio de alunos deverd conhecer as suas concepcdes sobre o que € uma
prova e 0 que € uma simples verificacdo ou validacdo. Dessa forma, eles deverdo

reconhecer quando um argumento constitui-se em uma prova.

Resultados Obtidos:

No item a, a pergunta era: Na figura abaixo, o quadrilatero ABCD é um quadrado?

Justifique. Tendo como resposta do trio de alunos:

Figura 20 - Respostas do item a da Atividade 8 (Parte I)
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Observamos que o trio de alunos utilizou a defini¢do de um quadrado para justificar
que o quadrilatero ABCD é um quadrado. Ou seja, como afirma Dolce e Pompeo (2005, p.
94), “um quadrilatero plano convexo ¢ um quadrado se, e somente se, possui quatro
angulos congruentes e os quatro lados congruentes”. Dessa forma, consideramos correta
as suas justificativas quanto ao quadrildtero ABCD ser mesmo um quadrado, uma vez que
eles afirmam que, invertendo a sua posic¢do, o quadrilatero tem todos os lados de mesma
medida.

No item b, foi pedido: Calcule o valor de a, da figura acima, em funcéo de b e ¢
utilizando o conceito de area aplicado nos quadrados e nos triangulos. O trio de alunos

respondeu:

Figura 21 - Respostas do item b da Atividade 8 (Parte I)
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Fonte: Proposta Didética resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B deixaram a questdo em branco, ja o Aluno C afirmou que nao sabe
calcular ou ndo sabe a formula. Dessa forma, concluimos que o trio de alunos ndo se
lembrou dos conceitos que seriam necessarios para se resolver este item, que seriam:
produtos notaveis, calculo de area (quadrado e triangulo), congruéncia de triangulos,
potenciacdo e radiciacdo. Além disso, como eles ndo responderam o item b, podemos
afirmar que a dificuldade apresentada nos resultados esperados foi confirmada, uma vez
que afirmamos que o trio de alunos poderia ter dificuldade na percepcao de que a area da
figura pode ser expressa de duas formas diferentes. Assim, como eles ndo responderam,
percebemos que eles ndo conseguiram enxergar a area da figura de duas formas diferentes,
como também ndo lembraram o0s conceitos necessarios para resolver a atividade

corretamente.



No item c, pedimos que: Observem o desenho abaixo e calcule o valor de a em
funcdo de 3 e 4 usando apenas o conceito de area aplicado nos quadrados e nos

triangulos. Obtivemos como resposta:

Figura 22 - Respostas do item ¢ da Atividade 8 (Parte I)
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Os Alunos A e B deixaram o item ¢ em branco e podemos afirmar a mesma coisa do
item anterior, uma vez que eles precisariam dos mesmos conceitos do item b para resolver
essa questdo, como também ndo conseguiram enxergar que a area da figura pode ser

expressa de duas formas diferentes. Ja o Aluno C escreveu que A = 12 e percebemos que

ele deve ter multiplicado a altura 4 e a base 3 do tridngulo retadngulo, o que esta errado
caso ele queira encontrar a area desse triangulo. Outra possibilidade para essa escrita do
Aluno C é que ele ndo queria deixar a questdo em branco e colocou essa resposta.
Podemos concluir a mesma coisa do item anterior para o trio de alunos, 0 mesmo néo
lembrou dos conceitos necessarios para se resolver a atividade e tiveram dificuldade em

perceber que a area da figura pode ser expressa de duas formas diferentes.

No item d, pediamos que: Comparem com o resultado obtido na leta b. O que vocés

observam? A resposta do trio foi:
Figura 23 - Respostas do item d da Atividade 8 (Parte I)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos




Assim como no item ¢, os Alunos A e B deixaram a questdo em branco, uma vez
gue, como ndo responderam os item b e ¢, entdo ndo tinha como comparar os resultados

encontrados. J& o Aluno C respondeu que B = 12 e também concluimos o mesmo que o

item anterior, o aluno multiplicou os nimero 4 e 3 presentes na altura e na base,
respectivamente, do triangulo retdngulo da figura, mas ndo respondeu o que foi pedido,
uma vez que deixou o item b em branco, pois afirmou que ndo sabia calcular e ndo sabia
da formula. Assim, como os alunos ndo resolveram o caso geral e o caso particular para o

Teorema de Pitagoras, entdo eles ndo conseguiram reconhecer que sdo semelhantes.

E por fim, no item e as perguntas foram: Comparem a concluséo obtida na letra b
com a conclusdo obtida na letra ¢ e respondam: - as duas conclusfes sdo equivalentes
(iguais)? — em qual dos dois processos (letra b ou letra c) vocés consideram ter efetuado
uma prova para essa relacéo? Justifiquem. Foi dado como respostas:

Figura 24 - Respostas do item e da Atividade 8 (Parte I)

v As duas conclusdes sdo equivalentes (iguais)?

v Em qual dos dois processos (letra b ou letra c¢) vocés consideram ter efetuado uma prova para

essa relag@o? Justifiquem.

v As duas conclusdes sio equivalentes (iguais)?

_\3&@\

7 :
Em qual dos dois processos (letra b ou letra ¢) vocés consideram ter efetuado uma prova para
essa relagdo? Justifiquem.
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Para responder esse item era necessario que o trio de alunos tivesse respondido 0s
itens b e c. Dessa forma, os Alunos A e B deixaram em branco, uma vez que néo
resolveram os itens necessarios para responder o que estava pedindo no item e. Ja o Aluno

C, com as respostas dadas nos itens ¢ e d, respondeu erroneamente, uma vez que era
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preciso ter respondido os itens b e ¢. Quanto ao segundo ponto, percebemos que o Aluno
C nédo leu corretamente o gque estava sendo pedido, ja que sua resposta ndo esta coerente
com o que foi perguntado, uma vez que estdvamos pedindo para ele dizer qual das duas
conclusdes, do item b ou c, constituia uma prova do Teorema de Pitagoras. Dessa forma,
percebemos que o trio de alunos ndo sabe a diferenca entre prova e uma simples
verificacdo ou validacdo e isso pode ser confirmado por meio de suas escritas na redagéo
que foi aplicada, uma vez que estes alunos afirmaram que provas matematicas sdo as
provas bimestrais aplicadas pelo professor de Matematica, com o intuito de avaliar o
conhecimento do aluno. Além disso, percebemos que os alunos ndo conseguiram
reconhecer quando um argumento constitui-se em uma prova, ja que nao resolver os itens
b,ced.

A vista disso, podemos afirmar que o trio de alunos conseguiu resolver a Atividade
8 (Parte I) de acordo com os conhecimentos que detinham sobre os conceitos necessarios
para se resolver essa atividade, porém nao atingiram o objetivo esperado para a atividade,
uma vez que eles ndo conseguiram desenvolver uma prova para 0 Teorema de Pitagoras.
Em especial, notamos que o trio de alunos respondeu corretamente o item a, uma vez que
se lembravam da definicdo de um quadrado e a utilizaram para justificar a resposta.
Quanto aos itens b e ¢, os alunos ndo lembravam os conceitos de produtos notaveis,
calculo de area (quadrado e tridngulo), congruéncia de tridngulos, potenciacdo e
radiciacdo, como também tiveram dificuldade em perceber que a area do quadrilatero
MNPQ pode ser vista de duas formas diferentes. Como ndo resolveram esses itens, entdo
os itens d e e ou foram deixados em branco, ou foram respondidos erroneamente. Quanto
ao item e, notamos que o trio de alunos ndo possuem concepgdes sobre 0 que é uma prova

e 0 que € uma simples verificacdo/validacéo.

Com relacdo ao pensamento geométrico dos alunos, percebemos que 0s mesmos s
conseguiram lembrar a definicdo de um quadrado para se resolver o item a e,
consequentemente, estes alunos se encontram no nivel GO (Geometria concreta), segundo
Parzysz (2006), uma vez que suas observacdes e constatacdes surgiram por meio das
caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma, a validacdo foi baseada somente na
percepcdo. Quanto as provas e demonstragbes matematicas, infelizmente, ndo pudemos
afirmar que tipo eles utilizaram, uma vez que os itens b e ¢, necessarios para esta

afirmacdo, foram deixados em branco pelo trio de alunos.
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Salientamos que ndo estamos obedecendo a formalidade e ao rigor matematico
quando analisamos as resolucdes das Atividades pelo trio de alunos, ja que estamos
considerando o seu conhecimento matematico e o seu grau de maturidade, como Hanna
(1990) propde.

4.2.2 Atividade 1 (Parte 1)

Figura 25 - Atividade 1 (Parte 1) resolvida pelo trio de alunos
PARTEI
(1) (adaptado da questio Gl do AprovaME) Amanda, Dario, Hélia, Cintia e Edu estavam tentando
provar que a seguinte afirmacio € verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer, o resultado é

sempre 180°,
Resposta de Amanda
Resposta de Dario
Eu recorto 03 dngulos @ junto os trés Eu medi cuidadosamente os Sngulos de alguns
CEFTEY twridngulcs e £z uma tabela
N2/ a b ¢ toal
a4

DNA 10 34 36 180
(-\-g;b 95 43 42 180

3 12 73 %0
10 27 143 180
Em todos eles a soma fol de 180°
Entdo Dario diz que o afirmagdo é verdadeira

Eu obtenho uma linha reta que & 180°

Eu tentet para um tridnguic eqilitero & também
para um isdsceles ¢ a mesma colsa acontece
Entdo Amanda diz que a afirmaglo é

verdadeka
Resposta de Hélia Resposta de Cintia
Eu desenhei trés retas perpendiculares a um Eu desenhel uma reta paralela & base do tridnguio
lado do tridnguio e medi os dnguios 7
A "‘.v_\ &
o\ / \ & 7'\
J Afirmacdes Justficatva
S p=s Angulos altemos intemos
fa™ entre duas paralelas sio iguais
3 q=t Angulos altemos intemos
- entre duas paralelas 830 iguais
{ L perqer=180° Anguios numa linha reta
(90% - 28" ) + 28" + 42" « (90" - 42" ) = 180" Logos s ter=180"
Entdo Héda diz que a afirmagdo é verdadeira Entdo Cintia diz que o afirmagdo é verdadeira
Resposta de Edu = <

A
Se vocé caminhar por 10da volta sobre a linha do tridnguio &
terminar olhando ¢ caminho por onde comegou, vock deve ter girado A,
um total de 380°. Vocé pode ver que cada dngulo externo quando
20mado 30 dngulo intemo deve dar 180° porque sles formam uma reta
1550 faz um total de S40°, 540° - 360° = 180°

Entdo Edu diz que o afirmagdo é verdadera

a) Das regostas acima, escolham una gue & a mais parecida com a yeposa que vocés dariam se

tivessem que resolver esta gquestdo. Justifiguen suasscolha.

b) Das respostas acima, escolham aguela para a gual vocés acham que seu professor daria a mslhor

nota. Justifiqguemsua escolha

Fonte: Proposta Didatica
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos escolha as respostas que eles dariam se tivessem que resolver a

questdo, ou seja, eles deverdo escolher uma das tentativas de provas propostas por



Amanda, Dario, Hélia, Cintia e Edu, caso tivessem que também provar se a afirmacéo €
verdadeira.

Dessa forma:
- Prova de Amanda: é uma resposta do tipo Experiéncia Crucial (Prova Pragmatica);

- Prova de Dario: é uma resposta do tipo Empirismo Ingénuo (forma mais

rudimentar de uma Prova Pragmatica);
- Prova de Hélia: € uma resposta do tipo Empirismo Ingénuo (Prova Pragmatica);
- Prova de Cintia: é uma resposta do tipo Experiéncia Mental (Prova Intelectual);

- Prova de Edu: é uma resposta do tipo Exemplo Genérico (transita entre a Prova

Pragmatica e a Intelectual).

Resultados Obtidos:

No item a, foi pedido que: Das respostas acima, escolham uma que é a mais
parecida com a resposta que vocés dariam se tivessem que resolver esta questdo.

Justifiqguem sua escolha. O trio de alunos respondeu:

Figura 26 - Respostas do item a da Atividade 1 (Parte I1)

M&@m e, WXL M WMuMm_@%&qq&g W o A
(JM._ mﬂ‘ .&L y%[ﬂ;}c‘ vh r)/’é L}nt/bm & LML)M(A(C&J
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B escolheram a resposta de Dario, uma vez que, para eles, a tentativa
de Dario estd representando melhor a afirmagdo. Para responder essa questdo, Dario
utilizou quatro exemplos de medidas de angulos internos de triangulos diferentes e
percebeu que, em todos, da sempre 180°. Assim, ele afirma que, para qualquer triangulo, a
soma de seus angulos internos sempre da 180°. Dessa forma, o tipo de prova que 0s
Alunos A e B iriam utilizar para resolver esse item seria o tipo Empirismo Ingénuo, que na
prova de Dario, € a forma mais rudimentar de uma Prova Pragmatica, de acordo com

Balacheff (2000). Para Nasser e Tinoco (2003), esta prova de Dario diz respeito a



justificativa pragmaética, uma vez que ele atesta a validade de uma afirmativa com base

em alguns casos particulares.

Ja o Aluno C escolhe a resposta de Edu, porque, para ele, ao calcular o angulo da
reta interna, o total d& 360° e para chegar a 180° é s6 diminuir os seus valores. Para
responder essa questdo, Edu se utiliza de argumentos baseados em propriedades gerais.
Assim, ele busca a generaliza¢do da confirmacdo de que, para qualquer triangulo, a soma
de seus angulos internos sera sempre 180°, porém essa generalizacdo ainda é baseada em
exemplos, mas ele procura justificar com a teoria geométrica. Assim, o tipo de prova que
0 Aluno C iria utilizar para resolver esse item seria 0 tipo Exemplo Genérico, que esta

dentro da Prova Intelectual, proposto por Balacheff (2000).

E por fim, no item b, pedimos que: Das respostas acima, escolham aquela para a
qual vocés acham que seu professor daria a melhor nota. Justifiguem sua escolha.

Obtivemos as seguintes respostas:

Figura 27 - Respostas do item b da Atividade 1 (Parte I1)

JVA‘ oot O Q\x.LD—;T(SO Qrleou e

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B deixaram o item b em branco. Dessa forma, ndo podemos afirmar
que tipo de prova o professor deles daria a melhor nota. Ja o Aluno C afirmou que seria a
mesma do item anterior, ou seja, o professor dele daria a melhor nota para a resposta de
Edu. Dessa forma, para o Aluno C, o seu professor de Matematica daria a melhor nota
para o tipo de prova Exemplo Genérico (Balacheff, 2000), uma vez que Edu utiliza
argumentos baseados em propriedades gerais para afirmar que, para qualquer triangulo, a

soma de seus angulos internos € sempre 180°.

Portanto, percebemos que as escolhas para responder essa questdo estdo situadas,
para os Alunos A e B, na forma mais rudimentar de uma Prova Pragmaética, o Empirismo

Ingénuo, ou seja, se eles tivessem que provar que, para qualquer tridngulo, a soma de seus
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angulos internos é sempre 180°, eles utilizariam casos particulares e concluiriam que vale
para qualquer triangulo. Ja para o Aluno C, estaria situada no Exemplo Genérico, o qual
transita entre a Prova Pragmatica e a Intelectual, uma vez que o aluno iria se utilizar de

propriedades gerais para generalizar a afirmacdo, porém essa generalizacdo ainda é

baseada em exemplos.

4.2.3 Atividade 2 (Parte II)

Figura 28 - Atividade 2 (Parte 1) resolvida pelo trio de alunos
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(2) (nossa autoria) Considerem um triangulo ABC, no qual estido assinalados os angulos internos:

&

—

DS
e~
.

Tracando a reta u, paralela ao lado AC e que passa pelo vértice B:

8 u

b

7
y
.

Sabemos quep=aeq=c.

Como p + b+ ¢q=180° concluimos que a+ b +c=180°.
Observando essa demonstracio, respondam o que se pede:
a) Por que podemos aftirmar quep =aeq =c¢?
b) O que podemos afirmar com essa conclusdo da demonstragdo?
¢) Essa afirmagdo vale para qualquer triangulo? Justifiquem.
d) Tente demonstrar essa afirmag¢do de outra forma.

Fonte: Proposta Didatica

Resultados Esperados:

Que o trio de alunos consiga chegar a uma prova ou demonstracdo do Teorema da

Soma dos Angulos Internos de um Triangulo. Assim:



- item a: O trio de alunos ird explicar por qual motivo os &ngulos p € a, € g e ¢ séo
congruentes. Para isso, 0s alunos deverdo ter conhecimento dos tipos de angulos formados

por duas retas paralelas e uma transversal.

- item b: O trio de alunos devera concluir que a demonstracdo apresentada na
questdo diz respeito a um importante teorema da Geometria. Para isso, eles deverdo
concluir que a soma dos angulos a, b e ¢ (angulos internos do triangulo apresentado na

questdo) é igual a 180°.

- item c: O trio de alunos devera reconhecer que a demonstracdo apresentada na
questdo € um exemplo de caso geral do teorema. Dessa forma, eles poderdo afirmar que
vale para qualquer tridngulo. Para isso, eles deverdo conhecer as suas concepcdes sobre o

gue € uma prova e 0 que € uma simples verificacdo ou validacao.

- item d: O trio de alunos devera demonstrar de outra forma o teorema da soma dos
angulos internos de um triangulo. Aqui, eles ficardo livres para provar da forma que

quiserem e que achar correto.

Resultados Obtidos:
No item a perguntamos: Por que podemos afirmar que p = a e g = c¢? O trio de

alunos respondeu:

Figura 29 - Respostas do item a da Atividade 2 (Parte I1)

P sl fapon g
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B afirmam que p e a e q e c sdo, respectivamente, congruentes
porque fazem parte da mesma semirreta. Com isso, afirmamos que a sua resposta esta em
partes correta, uma vez que esses angulos p e a e g e c, respectivamente, fazem parte da
mesma semirreta, mas, pela definicdo de angulos alternos internos, esses angulos estdo em
lados diferentes da transversal e na parte interna das paralelas. A vista disso, concluimos
que esses alunos nao se lembraram dos tipos de angulos presentes em duas paralelas

cortadas por uma transversal.
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Ja o Aluno C afirmou que a soma de seus valores var da 180°, pois 0 que muda s&o
as letras e ndo os valores. Ou seja, ele ndo se utilizou da definicdo de angulos alternos
internos para justificar que esses angulos sdo congruentes, ele apenas afirmou o que ja

deixado claro na demonstracao.

No item b, foi pedido que: O que podemos afirmar com essa conclusdo da

demonstracéo? Obtivemos como resposta:

Figura 30 - Respostas do item b da Atividade 2 (Parte I1)
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Fonte: Proposta Didética resolvida pelo trio de alunos

O trio de alunos compreendeu corretamente a demonstracdo e conseguiram afirmar
que a soma de todos os angulos do triangulo € igual a 180°. Porém, s6 nao afirmam que

diz respeito aos angulos internos do triangulo.

No item c perguntamos: Essa afirmacao vale para qualquer triangulo? Justifiquem.

O trio de alunos respondeu:

Figura 31 - Respostas do item ¢ da Atividade 2 (Parte I1)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B afirmam que ndo vale para qualquer triangulo, porque depende das
extremidades das semirretas. Dessa forma, percebemos que eles ndo conseguiram
visualizar que a demonstracdo apresentada na atividade se trata de um caso geral e que
pode ser classificada como Experiéncia Mental, segundo Balacheff (2000), j& que na
Atividade 1 ha& a resposta de Cintia para a prova desta afirmacdo e os alunos nem

interligaram ou perceberam esse fato. Com isso, afirmamos que a resposta desses alunos



estd incorreta, pois, com a demonstracdo, podemos afirmar que vale para qualquer

triangulo e ndo esta relacionado as extremidades das semirretas.

Ja o Aluno C afirmou que vale, pois a soma de seus angulos internos € igual a 180°.
Dessa forma, percebemos que ele conseguiu compreender corretamente a demonstracao e
que podemos sim concluir que vale para qualquer tridangulo. Com isso, afirmamos que sua

resposta esta correta.

E por fim, no item d, pedimos que: Tente demonstrar essa afirmacédo de outra

forma. Obtivemos as seguintes respostas:

Figura 32 - Respostas do item d da Atividade 2 (Parte I1)
|
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Os Alunos A e B desenham dois triangulos e afirmam que sdo diferentes, porém néo
indicaram seus angulos internos nem suas medidas. Assim, ndo podemos afirmar que essa
tentativa seja uma prova ou demonstracao valida, ja que eles ndo concluiram que a soma

de seus angulos internos é 180°.

Ja o Aluno C utilizou de um caso particular, construindo um triangulo com seus
angulos internos, e apresenta que a soma desses trés angulos é igual a 180°. Portanto,
podemos afirmar que a sua prova esta relacionado ao tipo Empirismo ingénuo, segundo
Balacheff (2000), uma vez que este aluno utiliza um caso particular para conjecturar que a
soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°. J& de acordo com Nasser e
Tinoco (2003), o Aluno C se utilizou de uma Justificativa grafica, ja que ele apresentou

que o resultado é valido por meio de uma figura.
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A vista disso, podemos afirmar que somente o Aluno C conseguiu chegar ao
objetivo que pretendiamos na Atividade 2 (Parte 11), uma vez que ele conseguiu chegar a
uma prova do Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo. Afirmamos
também que consideramos a resposta do Aluno C uma prova, pois, Como mencionamos
anteriormente, tratamos prova em um significado mais amplo, no qual pode ser entendida
como um discurso para estabelecer a validade de uma afirmacgéo, que possivelmente ndo
sera aceita pelos matematicos puros (GRINKRAUT, 2009). Para tanto, as justificativas
encontradas nas producdes desse trio de alunos estdo sendo aceitas dentro do contexto
escolar dos mesmos, em termos do raciocinio envolvido, mesmo sabendo que muitas

vezes estes ndo consigam atingir a formalizagdo necesséria.

Quanto ao item a, o trio de alunos ndao lembrou os tipos de angulos formados por
duas retas paralelas e uma transversal, respondendo assim de forma incompleta ou
incorreta. Quanto ao item b, o trio de alunos respondeu de forma correta, pois conseguiu
visualizar que a conclusdo da demonstracdo esta relacionada ao fato de que a soma dos
angulos de um triangulo é igual a 180°, porém ndo deixam explicitos que se tratam dos
angulos internos de um triangulo. Quanto ao item c, somente o Aluno C respondeu
corretamente, uma vez que conseguiu perceber que, por meio da demonstracdo
apresentada nesse item, para qualquer triangulo a soma de seus angulos internos é igual a
180°. E, por fim, quanto ao item d, somente o Aluno C conseguiu fazer uma prova para o

Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo, mesmo néo tendo generalizado.

Com relacdo ao pensamento geométrico dos alunos, percebemos que os mesmos se
encontram nos dois niveis da Geometria ndo axiomatica, de acordo com Parzysz (2006): a
Geometria Concreta (G0) e a Geometria Spatio-Graphique (G1), uma vez que esses alunos
se utilizam de desenhos para justificar suas afirmacgdes, nos quais utilizaram suas
observacOes e constatacdes para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma,
a validacdo utilizada nesses niveis e por estes alunos foi baseada somente na percepcao.
Quanto as provas e demonstracdes matematicas, concluimos que o Aluno C se utiliza do
tipo Empirismo Ingénuo, de acordo com Balacheff (2000), uma vez que utiliza um caso
particular para provar que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, ndo
chegando a generalizacdo. E, de acordo com Nasser e Tinoco (2003), o aluno utiliza a

Justificativa Gréfica, pois este mostra por meio de uma figura que a afirmac&o é vélida.
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4.2.4 Comentarios

Com os resultados obtidos com as Atividades 8 (Parte 1), 1 e 2 (Parte 1), ambas
realizadas no ambiente l&pis e papel, chegamos a conclusdo que o trio de alunos se utiliza
de observacdes e constatacBes para justificar as caracteristicas fisicas das figuras presentes
nas atividades, e, para isso, a validacdo feita por eles esta baseada somente na percepcéo.
Dessa forma, esses conhecimentos apresentados pelo trio de alunos se enquadram nos dois
niveis da Geometria ndo axiomatica, de acordo com Parzysz (2006): a Geometria Concreta
(GO) e a Geometria Spatio-Graphique (G1).

Esses dois niveis podem ser observados no desenvolver dessas atividades da
Proposta, uma vez que a medida que foi sendo requisitados conhecimentos mais apurados
desses alunos, eles tiveram dificuldades em desenvolver as suas ideias e justificativas. 1sso
foi percebido nos itens b e ¢ da Atividade 8 (Parte 1), nos quais os alunos ndo lembravam
0s conceitos de produtos notaveis, calculo de area (quadrado e tridngulo), congruéncia de
triangulos, potenciacdo e radiciacdo, e por isso deixou esses itens em branco, como
também tiveram dificuldade em perceber que a area do quadrilatero MNPQ pode ser vista
de duas formas diferentes. Além disso, o nivel G1 foi percebido unicamente na Atividade
2 (Parte 1I), na qual os alunos utilizaram um caso particular para provar que a soma dos
angulos internos de um triangulo é 180°, e para isso, utilizaram um desenho com as

medidas dos trés angulos e assim confirmaram a relagéo.

Quanto as provas e demonstraces matematicas, concluimos que, em sua maioria, se
enquadra no tipo Empirismo Ingénuo, defendido por Balacheff (2000), uma vez que o trio
de alunos se utiliza de casos particulares para conjecturar uma afirmacdo. Isso foi
percebido nas Atividades 1 e 2 da Parte Il, pois os alunos elegem ou redigem provas
relacionadas a esse tipo de prova. Quanto a Atividade 1, o trio de alunos conseguiu atingir
0 objetivo para a mesma, uma vez que gostariamos que eles escolhessem respostas que
eles proprios dariam caso tivessem que resolver a questdo, e isso eles fizeram a contento.
Ja a Atividade 2, somente o Aluno C conseguiu atingir o objetivo da mesma, uma vez que
ele utilizou a Justificativa Gréfica (Nasser e Tinoco, 2003) para verificar que a soma dos

angulos internos de um triangulo é igual a 180°.

Outro aspecto detectado foi o pouco conhecimento do trio de alunos em utilizar a
Algebra para resolver problemas geométricos. Os alunos ndo conseguiram algebrizar as
areas de um triangulo e de um quadrado para provar o Teorema de Pitdgoras, o que
confirma as ideias defendidas por Lorenzato (1995 apud BERTOLUCI, 2003), o qual
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afirma que uma das causas para o0 abandono da Geometria no Brasil é que seu ensino
passou a ser algebrizado, depois do Movimento da Matematica Moderna. Ou seja, 0S
alunos sdo motivados a decorar férmulas para atividades mecanicas e quando encontra
atividades que o motivem a refletir, justificar e provar as suas ideias, esses alunos nao
conseguem aplicar as formulas ou conceitos aprendidos, pois ndo condizem as atividades

que eles costumam responder.

Portanto, percebemos que o trio de alunos possui um conhecimento superficial do
Teorema de Pitagoras e do Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo,
como também seu conhecimento matematico se encontra de forma fragmentada e
mecanica, o que dificulta a exploracdo deste conhecimento para resolver atividades fora

do contexto da sala de aula.

43 PENSAMENTO GEOMETRICO E PROVAS E DEMONSTRACOES
MATEMATICAS NO AMBIENTE GEOGEBRA

Como ja foi mencionado anteriormente, 0 GeoGebra é um aplicativo de Geometria
Dindmica gratuito e multiplataforma para todos os niveis de ensino, combinando a
Geometria, a Algebra, tabelas, graficos, Estatistica e Calculo em um Gnico sistema. E um
aplicativo de Geometria Dindmica, pois ele permite que os objetos sejam movidos
mantendo-se todos os vinculos estabelecidos inicialmente na construgdo, ou seja, quando
os alunos arrastam as figuras geométricas com 0 cursor, as mesmas ndo perdem as
propriedades geométricas relacionadas a ela, fazendo com que eles compreendam melhor
os contetdos da Geometria envolvidos nas figuras construidas, como também possibilita a

conjectura e a validacdo de teoremas desta area da Matematica.

Dessa forma, essa funcdo de arrastar as construcdes possibilita que os alunos
tenham novas maneiras de raciocinar, operar e até mesmo de conceber a Geometria. Ou
seja, nesses ambientes temos multiplas construcBes possiveis para um mesmo objeto
geométrico e assim os alunos passam a compreender que, a partir de certos fatos
declarados (hipéteses), outros destes decorrem — os fatos estaveis implicitos (a tese do
teorema), entdo passiveis de explicacdo (Janzen, 2011). Assim, esta compreensdo €
fundamental para a construcdo de uma demonstracdo e podem levar o aluno a construir o
fazer matematico, isto €, os alunos poderdo experimentar, interpretar, visualizar, induzir,

conjecturar, abstrair, generalizar e, enfim, demonstrar.
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Assim como De Villiers (2001) afirma, nés acreditamos que o trabalho com o
aplicativo GeoGebra pode auxiliar na construcdo de uma eventual demonstracdo, pois esse
aplicativo permite generalizar um resultado a partir da identificacdo de suas propriedades
fundamentais por meio do dinamismo, uma vez que o aluno é levado a verificar

instantaneamente se uma determinada conjectura esta correta ou nao.

A vista disso, para esta secdo estaremos considerando os niveis de pensamento
geométrico propostos por Parzysz (2006), uma vez que o mesmo, para fazer uma
articulacdo entre os quatro niveis de pensamento geométrico, tomou como base a natureza
dos objetos de estudo da Geometria e o tipo de validacdo. Parzysz (2006) considera dois
tipos de Geometria, a Ndo-Axiomatica e a Axiomatica. A Geometria Ndo-Axiomatica é
subdividida em duas outras: Geometria concreta (G0) e Geometria spatio-graphique (G1).
A Geometria Axiomatica se subdivide em duas outras: Geometria proto-axiomatica (G2) e

Geometria axiomética (G3).

Portanto, essa se¢do diz respeito ao vértice C do tridngulo e estaremos analisando
todas as Atividades da Parte IV. Esta se¢do foi subdividida em seis subsegfes: as cinco
primeiras dizem respeito as atividades da Proposta Didatica e que estaremos analisando as
solugdes das mesmas pelo trio de alunos no aplicativo GeoGebra, e na sexta, trazemos

comentarios referentes as discussdes feitas nas subsec¢Ges anteriores.

Para esse trabalho no GeoGebra, foi disponibilizado os materiais (construcdes ja
prontas) para que os alunos fizessem as movimentacGes pedidas e observassem o que
estava ocorrendo em cada passo a passo. Dessa forma, além de fazerem todas as
movimentacdes no aplicativo, era necessario que o trio anotasse, com o auxilio do l&pis e
papel, as suas observacgdes, reflexdes e justificativas quanto as movimentagdes realizadas

nas construcdes e ao que estava sendo questionado na Parte IV da Proposta Didatica.

Salientamos que nas Atividades de 1 a 4, buscaremos analisar 0 pensamento
geométrico do trio de alunos, uma vez que esses alunos terdo os materiais prontos para
que possam movimentar as construcOes e serdo levados a refletir, justificar e argumentar
as movimentacdes que eles mesmos estejam fazendo; e na Atividade 5, observamos o
pensamento geomeétrico e as provas e demonstragdes matematicas do trio de alunos, ja
que, além de realizarem as movimentacdes do material, sera preciso que esses alunos

conjecturem o Teorema e facam uma prova do mesmo.
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Além disso, salientamos que as Atividades 1 e 2 dizem respeito a verificacdo do
Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo e as Atividades 3, 4 e 5 dizem

respeito a verificacdo do Teorema de Pitagoras.

4.3.1 Atividade 1 (Parte 1V)

Figura 33 - Atividade 1 (Parte IV) resolvida pelo trio de alunos
Parte IV

(1) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-27567” e observem atentamente a
figura. Sigam as instrucdes abaixo e respondam as perguntas:
a) Arrastem o seletor para a direita. O que aconteceu com a figura? Quais os movimentos observados pelas

trés divisées do triGngulo?

b) Arrastem o proximo seletor para baixo. O que aconteceu com a figura? Qual o movimento realizado

pelas trés divisées do triagngulo? O que vocés observaram apds essa movimentagdo?

¢) Marquem os trés quadrados referentes a “comparar angulos”. O que vocés observaram? Como podem

ser chamados os angulos azuis, vermelhos e verdes? Por qué?
d) Qual propriedade esta ligada a essa verificagdo? Como vocés encontraram essa propriedade e por qué?

Fonte: Proposta Didética
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos justifique o passo a passo feito durante as movimentagdes no

GeoGebra e percebam 0s conceitos geomeétricos inerentes a essas movimentagdes. Assim:

- item a: O trio de alunos devera reconhecer os tipos de simetria e transformagdes
que surgem ao movimentar o primeiro seletor da construcdo do GeoGebra. Para isso, esses
alunos deverdo lembrar a diferenca entre rotacdo, translacdo e reflexdo e optar pela

transformacéo correta da figura.

- item b: O trio de alunos ira reconhecer que tipo de transformacdo ocorreu com a
movimentacao do segundo seletor e observar as mudancas que ocorreram na figura. Para
isso, esses alunos deverdo optar por uma das transformacGes (reflexdo, translagdo ou
rotacdo) e anotar o que ocorreu com a figura com essa transformacdo e com as

movimentacdes.

- item c: O trio de alunos devera perceber, com a movimentacéo, que a nova figura
formada diz respeito a duas retas paralelas e uma transversal, como também devera
reconhecer 0s tipos de angulos formados por retas paralelas e uma transversal. Para isso, é
preciso que esses alunos se lembrem dos tipos de angulos formados por duas retas

paralelas e uma transversal, optando pelos tipos coerentes ao apresentado na construcéao.
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- item d: O trio de alunos deverédo reconhecer a propriedade da soma dos angulos

internos de um tridngulo e justificar corretamente por que podemos considerar valida.

Resultados Obtidos:

Para responder a Atividade 1 foi disponibilizado o “material-27567” ao trio de
alunos. Esse material encontra-se disponivel no link <http://ggbtu.be/m27567>, do
TubeGeoGebra e foi construido por Paulo Correia, de Portugal, em 15 de Janeiro de 2013,

na versao 4.2 do GeoGebra:

Figura 34 - Material-27567 (Tube GeoGebra)
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Fonte: GeoGebra

Com relacéo aos itens pedidos na Atividade 1, no item a, a pergunta foi: Arrastem o
seletor para a direita. O que aconteceu com a figura? Quais os movimentos observacdes

pelas divisdes do triangulo? Tendo como resposta do trio de alunos:

Figura 35 - Resposta do item a da Atividade 1 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didética resolvida pelo trio de alunos


http://ggbtu.be/m27567

No que se refere a primeira pergunta, o trio de alunos afirma que ela se separou.
Quanto a segunda, os alunos afirmam que, com os movimentos, formou-se outra figura,
juntamente com um angulo raso. Dessa forma, o que os alunos observaram foi justamente
0 que aconteceu, porém o que pretendiamos com a pergunta, eles ndo observaram. O
objetivo deste item era que eles observassem que, com a movimentagdo do seletor para a
direita, ocorreu uma rotacdo do angulo verde e uma translacdo dos &ngulos azul e

vermelho, formando assim, uma nova figura composta de um angulo raso (180°).

No item b, foi pedido que: Arrastem o proximo seletor para baixo. O que aconteceu
com a figura? Qual o movimento realizado pelas trés divisdes do triangulo? O que vocés

observaram ap0s essa movimenta¢do? O trio de alunos respondeu:

Figura 36 - Resposta do item b da Atividade 1 (Parte 1V)

Fonte: Proposta Didética resolvida pelo trio de alunos

Foram perguntadas trés coisas ao trio de alunos e 0 mesmo respondeu somente a
ultima pergunta, o qual afirmou que eles se complementaram formando um angulo de
180°. Que, de certa forma, estd correta, pois foi assim que eles observaram. Mas
gostariamos que eles tivessem observado e refletido mais sobre as movimentagfes. O
objetivo deste item era que eles observassem que, com a movimentacdo do seletor para
baixo, as trés divisdes (0s angulos) juntas se movimentaram, houve uma translacdo das
divisOes até o vértice C do triangulo e, com isso, pode-se perceber, implicitamente, que
temos uma reta paralela ao segmento AB do tridangulo e duas transversais que se cruzam

no veértice C do triangulo.

No item c, pedimos que: Marquem os trés quadrados referentes a ‘“‘comparar
angulos”. O que vocés observaram? Como podem ser chamados os dngulos azuis,

vermelhos e verdes? Por qué? Obtivemos como resposta:

Figura 37 - Resposta do item ¢ da Atividade 1 (Parte IV)

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Quanto a primeira pergunta, o trio de alunos respondeu que surgiram trés semirretas.

Quanto a segunda e terceira, que os angulos azuis, vermelhos e verdes formam angulos
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agudos, porque possuem um grau menor que 90°. Percebemos que as suas observacoes
estdo corretas, porém nao conseguiram agucar mais as suas observacoes e reflexdes. O
objetivo desse item era que eles observassem que, apds a marcacdo dos trés quadrados,
estaria mais nitido as duas retas paralelas e a transversal, uma vez que surgiram as trés
semirretas; como também, que observassem que os angulos azuis e vermelhos sdo
correspondentes e, por isso, sdo congruentes, e 0s angulos verdes sdo opostos pelo vértice,

sendo também congruentes.

Por fim, no item d, a pergunta era: Qual propriedade esta ligada a essa verificagdo?
Como voceés encontraram essa propriedade e por qué? A resposta do trio de alunos foi:

Figura 38 - Resposta do item d da Atividade 1 (Parte V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

A resposta dada pelo trio de alunos diz respeito a primeira pergunta, uma vez que
eles ndo conseguiram perceber qual a propriedade estava associada aquela verificacao.
Para esses alunos, eles nunca viram e se viram, eles ndo sabem o assunto. O objetivo desse
item era que esses alunos observassem que a propriedades diz respeito a soma dos angulos
internos de um triangulo e que, com a observacgéo feita no item anterior, perceberiam que,
como a juncdo dos angulos ocorrida no item a, os angulos internos do triangulo sendo

congruentes a esses, a soma deles também € igual a 180°.

Dessa forma, percebemos que as suas respostas ndo estdo erradas, apenas
incompletas, uma vez que eles conseguiram visualizar corretamente 0 que estava
acontecendo ao selecionar os seletores. Porém, pretendiamos que eles tivessem agucado
mais as suas observacGes e 0s seus raciocinios, conseguindo perceber a propriedade
inerente a verificacdo. Assim, afirmamos que o trio de alunos ndo conseguiu perceber 0s
conceitos geométricos presentes na verificacdo, como também ndo conseguiram chegar ao

objetivo pretendido na Atividade.

A vista disso, podemos afirmar que o trio de alunos se encontra no nivel GO
(Geometria concreta), segundo Parzysz (2006), ja que eles se utilizaram de observages e
constatacOes para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma, a validacéo
utilizada nesse nivel e por estes alunos foi baseada somente na percep¢do, uma vez que

esses alunos ndo conseguiram perceber 0s conceitos geométricos presentes na verificacéo.



4.3.2 Atividade 2 (Parte 1V)

Figura 39 - Atividade 2 (Parte 1V) resolvida pelo trio de alunos
(2) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-239787” e observem a figura.

Ha uma importante relacio relacionada aos triingulos e seus ingulos internos. Sigam as instrucdes
abaixo e respondam as perguntas:

a) Movimentem o vértice C do tridgngulo. O gue acontece com o trigngulo? E com seus angulos internos?
b) Ao movimentar esse vértice C, qual a relagdo entre os triGngulos encontrados e seus éngulos internos?

c) Agora movimentem o vértice B. O que acontece? Continua valendo essa relagéo para outros triangulos

encontrados e seus éangulos internos?
d) Se movimentarmos o vértice A. O que acontece? Essa relagdo continua sendo valida?

¢) Desse modo, o que podemos concluir com essa verificagdo? Justifiguem.

Fonte: Proposta Didatica
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos consiga justificar as movimentacfes feitas no GeoGebra e

perceba que a relagdo continua sendo valida para qualquer movimentagdo. Assim:

- item a: O trio de alunos devera reconhecer o que acontece com o triangulo e com

seus angulos internos ao movimentar seu vértice C.

- item b: O trio de alunos devera perceber a relacdo existente entre os triangulos
encontrados e seus angulos internos. Para isso, eles deverdo observar que a soma dos
angulos internos permanece a mesma, mesmo obtendo diferentes tridngulos com

diferentes angulos internos.

- item c: O trio de alunos devera movimentar o vértice B, perceber que encontrara

outros triangulos com angulos internos diferentes e observar que a relagdo continua valida.

- item d: O trio de alunos deverd movimentar o vértice A, perceber que encontrara

outros tridngulos com angulos internos diferentes e observar que a relagdo continua valida.

- item e: O trio de alunos devera concluir que a soma dos angulos internos é sempre
180° para qualquer triangulo, uma vez que, a partir das varias movimentacdes,

encontramos varios tipos de triangulos.

Resultados Obtidos:

Para responder a Atividade 2 foi disponibilizado o “material-239787” ao trio de

alunos. Esse material encontra-se disponivel no link <http://ggbtu.be/m239787>, do
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TubeGeoGebra e foi construido por Marco, de Porto Alegre, em 31 de Outubro de 2014,

na versao 4.4 do GeoGebra:

Figura 40 - Material-239787 (Tube GeoGebra)
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Fonte: GeoGebra

Com relacdo aos itens pedidos na Atividade 2, no item a, a pergunta foi:
Movimentem o vértice C do tridngulo. O que acontece com o triangulo? E com seus

angulos internos? A resposta do trio foi:

Figura 41 - Resposta do item a da Atividade 2 (Parte 1V)

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Para o item a, era esperado apenas que eles observassem o0 que acontecia ao
movimentar o vértice C. Dessa forma, a resposta do trio de alunos esta correta, uma vez
gue ao movimentaram esse Vértice, o triangulo iria se modificar e ja os angulos internos,

uns aumentariam de valor e outros diminuiriam.

No item b, foi perguntado: Ao movimentar esse vértice C, qual a relacdo entre os

triangulos encontrados e seus angulos internos? O trio de alunos respondeu:

Figura 42 - Resposta do item b da Atividade 2 (Parte 1V)

ks /{‘ JUIE](n—O 4da o ﬁklpena/v]m o _ja'v\n()/\"'tumo £ ui,,gaifr:c

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Aqui os alunos ndo conseguiram visualizar além da percepcdo, uma vez que sua

resposta afirma que a relacdo estd na diferenca de tamanho e posi¢do. O que ndo era isso



que pretendiamos com o item, ja que, a0 movimentar o vértice C, eles iriam encontrar
varios tipos de triangulos com angulos internos diferentes, porém a relacdo iria
permanecer a mesma, pois esta relacdo diz respeito a soma dos angulos internos dos
tridangulos encontrados. Mesmo tendo a soma dos angulos internos dos tridngulos indicada
na Janela de visualizagdo do GeoGebra, o trio de alunos ndo conseguiu atingir o objetivo

esperado para o item.

No item c, a pergunta foi: Agora movimentem o vértice B. O que acontece?
Continua valendo essa relagdo para outros triangulos encontrados e seus angulos

internos? Obtivemos como resposta:
Figura 43 - Resposta do item ¢ da Atividade 2 (Parte V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Da mesma forma que no item a, o trio de alunos afirmou que, a0 movimentar o
vértice B, o tridngulo se modificou. Quanto & segunda pergunta, como no item b eles
afirmaram que a relacdo esta na diferenca de tamanho e posicdo, entdo foi isso que eles
também perceberam nesse item. Dessa forma, ndo esta errado, mas pretendiamos que eles
tivessem observado que a soma dos angulos internos permanece vélida para essas

movimentacaoes.

No item d, foi pedido que: Se movimentarmos o vértice A. O que acontece? Essa

relacdo continua sendo véalida? A resposta do trio de alunos foi:
Figura 44 - Resposta do item d da Atividade 2 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Assim como no item anterior, era esperado que eles tivessem percebido que a soma
dos angulos internos dos triangulos encontrados continua valida. Obtivemos como
resposta a mesma do item anterior. Dessa forma, ndo consideramos errada, apenas faltou
mais reflexdo e uma observacdo mais detalhada das movimentacgdes, dos angulos e dos
valores das somas desses angulos apresentados na Janela de visualizacdo por parte desse

trio de alunos.
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E por fim, no item e, a pergunta foi: Desse modo, 0 que podemos concluir com essa

verificacdo? Justifiguem. Foi dado como resposta:

Figura 45 - Resposta do item e da Atividade 2 (Parte IV)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Dessa forma, o trio de alunos conseguiu perceber, mesmo ndo tendo apresentado a
relacdo nos itens anteriores, que, mesmo mudando a posi¢do e movimentando 0s Vvértices
dos triangulos, a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°. E, desse
modo, eles podem afirmar que vale, uma vez que foram encontrados diferentes tipos de
triangulos com diferentes angulos internos. Assim, o trio de alunos conseguiu atingir o
objetivo esperado no item e, como também em toda a Atividade 2, uma vez que

conseguiram visualizar a relacdo presente no material.

Em todos os momentos da aplicacdo da nossa Proposta Didatica, esse trio de alunos
sempre estava dialogando, discutindo, argumentando e expondo as suas ideias. Durante o
desenvolver dessa Atividade 2, o Aluno A afirmou que a soma de todos os angulos é
sempre igual a 180° e, como no item e, pedia para justificar, ela mesma afirmou que é
igual porque €. Assim, com essa argumentacdo, percebemos que eles ndo sdo levados a
justificar suas ideias, a refletir sobre os argumentos que estdo usando e a relacionar tudo
que escreveram e observaram nos itens anteriores para que pudessem explicar o porqué

disso acontecer.

A Vvista disso, podemos afirmar que o trio de alunos se encontra no nivel GO
(Geometria concreta), segundo Parzysz (2006), j& que eles se utilizaram de observaces e
constatacdes para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma, a validacdo

utilizada nesse nivel e por estes alunos foi baseada somente na percepcéo.
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4.3.3 Atividade 3 (Parte 1V)

Figura 46 - Atividade 3 (Parte 1V) resolvida pelo trio de alunos
(3) (extraido do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-145257”, observem a figura e

respondam o que se pede.

Fonte: Proposta Didatica
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos reflita sobre as movimentac@es feitas no GeoGebra e consiga

perceber qual a relacdo inerente a esta construgéo.

Para essa Atividade, a maior dificuldade que o trio de alunos poderé enfrentar sera a
de arrastar os quadrilateros sem deforma-los, pois ao arrasta-los, eles poderdo deformar-se
e assim perderdo suas propriedades iniciais. Desse modo, se isso acontecer, os alunos

deverdo desfazer a operacdo e comeca-la novamente. Assim:

- Primeiro item: O trio de alunos devera arrastar os quatro quadrilateros para o

quadrado rosa e observar se € possivel completa-lo totalmente.

- Segundo item: O trio de alunos devera reconhecer que a area que esta faltando no
quadrado rosa € a area de um quadrado e perceber que se trata do quadrado vermelho, que

ainda nao foi arrastado.

- Terceiro item: O trio de alunos devera perceber que o quadrado vermelho se

encaixou na area que faltava do quadrado rosa.

- Quarto item: O trio de alunos devera perceber que a soma das areas dos quadrados
médio e menor resultou na area do quadrado maior. Dessa forma, nesse item os alunos

poderdo observar que se trata da verificagdo do Teorema de Pitagoras.

Resultados Obtidos:

Para responder a Atividade 3 foi disponibilizado o “material-145257” ao trio de
alunos. Esse material encontra-se disponivel no link <http://ggbtu.be/m145257>, do
TubeGeoGebra e foi construido por Ana Claudia C. Martins, de Neves Paulista, em 19 de
Agosto de 2014, na versao 4.4 do GeoGebra:


http://ggbtu.be/m145257

Figura 47 - Material-145257 (Tube GeoGebra)
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- E possivel cobrir todo o quadrado rosa com estas pecas?

- 0 que representa a area que esta faltando ser preenchida?
- Agora arraste o quadrado vermelho sobre o quadrado rosa.
Ele se encaixa na sua figura?

- 0 que podemos concluir em relagéo as areas
movimentadas e a drea do quadrado rosa?

Fonte: GeoGebra

Durante o desenvolver dessa Atividade, percebemos que a dificuldade que
indicamos que o trio de alunos poderia enfrentar, foi encontrada e resolvida a contento. No
inicio eles ndo estavam conseguindo encaixar os quatro quadrilateros no quadrado rosa,
uma vez que na hora de arrastar eles estdo deformando-os, consequentemente, nao seria

possivel 0s seus encaixes.

Assim, durante a nossa observagdo, notamos uma discussdo dos mesmos quanto a
isso, uma vez que eles estavam dizendo que néo estavam encaixando e nos perguntaram se
dava certo e nos respondemos que sim. Portanto, eles desfizeram os movimentos feitos e

comecaram novamente, com o cuidado de ndo deformar novamente.

Nessa Atividade, as perguntas ja estavam presentes no préprio material. Entdo, na
Proposta Didatica s6 disponibilizamos o espago para escrita das respostas dos quatro itens.
Assim, apresentamos abaixo a resposta do trio de alunos e comentaremos cada item em

separado:

Figura 48 - Resposta da Atividade 3 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Quanto ao primeiro item, a pergunta foi: E possivel cobrir todo o quadrado rosa

com estas pecas? Tivemos como resposta o0 que nds pretendiamos que eles respondessem,
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ou seja, o trio de alunos conseguiu perceber que nao é possivel cobrir o quadrado rosa e,
ainda observaram que o espaco que falta é de um quadrado. Durante as movimentacdes
dos quatro quadrilateros, os Alunos A e B estavam dizendo que nao iria dar certo, porém o
Aluno C conseguiu agrupa-los de forma correta no quadrado rosa e, entdo, o Aluno A
ficou surpreso por ter dado certo e achou até bonito.

No segundo item, foi perguntado: O que representa a area que esta faltando ser
preenchida? Como o trio de alunos percebeu no item anterior que o0 espaco dizia respeito a
um quadrado, entdo esses alunos conseguiram responder corretamente a pergunta e
durante as movimentacdes, eles estavam perceberem e argumentarem corretamente que se

tratava de um quadrado.

No terceiro item, pediamos que: Agora arraste o quadrado vermelho sobre o
quadrado rosa. Ele se encaixa na sua figura? O trio de alunos ja estava percebendo que
area que estava faltando dizia respeito a de um quadrado e como sé faltava o quadrado
vermelho a ser arrastado, entdo eles responderam corretamente, uma vez que o quadrado

vermelho realmente se encaixa na area que estava faltando ser preenchida.

E por fim, no quarto item, a pergunta foi: O que podemos concluir em relacéo as
areas movimentadas e a area do quadrado rosa? O trio de alunos concluiu que todos
esses elementos complementados preenchem a area do quadrilatero maior. O que nédo esta
errado, uma vez que pretendiamos que eles observassem isso. Porém, esperavamos que,
guanto a escrita, eles tivessem observado que a soma das areas dos quadrilateros menor e

médio resulta na area do quadrado maior (rosa).

Antes da escrita desse quarto item, durante as discussées do trio, o Aluno A afirmou
de uma forma diferente do que esta escrito. Esse aluno afirmou que todas essas figuras
juntas formam/preenchem a area do quadrado maior. A sua resposta atinge o objetivo
deste item, uma vez que as figuras juntas da ideia de soma, porém, nas palavras dos trés

alunos, ndo ha referéncia a area das figuras.

Dessa forma, o objetivo da Atividade 3 era que o trio de alunos percebesse a relacéo
inerente a atividade, que diz respeito a verificacdo do Teorema de Pitdgoras, porém isso
ndo foi atingido. Em contrapartida, esses alunos conseguiram atingir os objetivos de cada

item e suas observag6es foram mais agucadas durante as movimentagoes.

Portanto, podemos afirmar que o trio de alunos se encontra no nivel GO (Geometria
concreta), segundo Parzysz (2006), ja que eles se utilizaram de observagdes e constatagdes
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para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma, a validacéo utilizada nesse
nivel e por estes alunos foi baseada somente na percep¢do, uma vez que esses alunos nao

conseguiram perceber os conceitos geométricos presentes na verificacao.

4.3.4 Atividade 4 (Parte 1V)

Figura 49 - Atividade 4 (Parte 1V) resolvida pelo trio de alunos
(4) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-57095” e observem a figura. Sigam

instrucdes e respondam o que se pede:
a) Movimentem os seletores dos éngulos a e 8. O qgue aconteceu ao movimentar o angulo a? E o éangulo

As duas figuras foram movimentadas para onde? Como elas ficaram nessas movimentagdes?

b) Surgiu um novo seletor. Movimentem o éangulo y. O gue aconteceu ao movimentar esse éngulo?
¢) Surgiu um novo seletor. Movimente o angulo §. O que aconteceu ao movimentar esse angulo?
d) Ao fazer todos esses movimentos, o que vocés observaram? A que conclusées vocés chegaram?

e) Existe alguma relagdo entre esses quadrados e os lados do tridngulo reténgulo? Se sim, qual?

Fonte: Proposta Didatica
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos justifiqgue as movimentagdes feitas no GeoGebra, perceba os
conceitos geométricos presentes nessas movimentacdes e conclua que a relacdo inerente a

essa construcdo diz respeito ao Teorema de Pitagoras. Assim:

- item a: O trio de alunos devera reconhecer o tipo de transformacgdo ocorrida ao
movimentar os seletores dos angulos c e ff e observar 0 que aconteceu com a construcéo,
apos as movimentacOes desses dois seletores.

- item b: O trio de alunos devera reconhecer o tipo de transformacdo ocorrida ao
movimentar o seletor do angulo ¥ e observar o0 que aconteceu com a construcdo, apos a
movimentacao desse seletor.

- item c: O trio de alunos devera reconhecer o tipo de transformacdo ocorrida ao
movimentar o seletor do angulo & e observar o0 que aconteceu com a construcdo, apos a
movimentacao desse seletor.

- item d: O trio de alunos devera observar o que aconteceu com a nova figura, ap6s

fazer todas essas movimentacdes. Para isso, eles deverdo perceber que os quadrados

vermelho e verde se encaixaram no quadrado azul.
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- item e: O trio de alunos devera perceber que a relagdo existente entre os quadrados
e os lados do triangulo retangulo diz respeito ao Teorema de Pitagoras. Para isso, eles
deverdo observar que o quadrado azul estd sobre o lado maior do triangulo retangulo
(hipotenusa) e que os quadrados verde e vermelho estdo sobre os catetos. Dessa forma,
percebendo essa ligacdo, deverédo escrever a definicdo desse teorema, de acordo com seu

entendimento.

Resultados Obtidos:

Para responder a Atividade 4 foi disponibilizado o “material-57095” ao trio de
alunos. Esse material encontra-se disponivel no link <http://ggbtu.be/m57095>, do
TubeGeoGebra. N&do hd nome para quem elaborou, apenas 0 nome de usuario (user5315).

O material foi disponibilizado em 10 de Novembro de 2013, na versdo 4.2 do GeoGebra:

Figura 50 - Material-57095 (Tube GeoGebra)
€2 material-57095.ggb — - - ~ - —
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Fonte: GeoGebra

Com relacdo aos itens pedidos na Atividade 4, no item a, a pergunta foi:

Movimentem os seletores dos angulos e 5. O que aconteceu ao movimentar o angulo «?
E o angulo £? As duas figuras foram movimentadas para onde? Como elas ficaram

nessas movimentacdes? A resposta do trio foi:
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Figura 51 - Resposta do item a da Atividade 4 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Dessa forma, o trio de alunos conseguiu visualizar as movimentacdes, porém néo
agucaram mais a sua percepcao, uma vez que gostariamos que esses alunos tivessem
percebido que tipo de movimentagdo ocorreu com os quadrados vermelho e verde ao

arrastarmos os seletores dos angulos @ e B, respectivamente. Ou seja, 0 objetivo deste item

era que o trio de alunos tivesse observado que houve uma rotacdo para a esquerda dos dois
quadrados, vermelho e verde. Porém, no que diz respeito as suas respostas, as mesmas
estdo coerentes, uma vez que os quadrados vermelho e verde se encaixaram com outro
(quadrado azul), eles foram movimentados para a esquerda e eles ficaram juntos. Quanto a
ultima pergunta, pretendiamos que esses alunos tivessem utilizado a palavra “intersec¢do”
dos quadrados vermelho e verde. Consideramos as suas respostas validas, ja que

visualizaram os movimentos corretamente.
No item b, foi pedido que: Surgiu um novo seletor. Movimentem o angulo y. O que
aconteceu ao movimentar esse angulo? A resposta foi:

Figura 52 - Resposta do item b da Atividade 4 (Parte 1V)

Mma ol (7“14-@ .

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Notamos que o uso do tinha juntado com o outro tem o significado de interseccéo,
uma vez que eles estdo usando as suas linguagens e os seus entendimentos. Dessa forma,

ao observar o que aconteceu ao movimentar o angulo ¥, os alunos perceberam
corretamente que o quadrado vermelho, que eles estdo chamando de c , pois estd

relacionado ao seletor desse angulo, que tinha juntado com o outro (quadrado verde), se
dividiu formando um retangulo. As suas observagfes estdo corretas, porém gostariamos,
da mesma forma que no item anterior, que eles tivessem observado um pouco mais dos
conceitos geométricos presentes nessas movimentagfes. Ou seja, a interseccdo dos

quadrados vermelho e verde, um retangulo, foi rotacionada para a esquerda e se encaixou
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na parte de cima do quadrado vermelho. Com isso, gerou-se novamente outra intersecgéo

com o quadrado verde.
No item c, pediamos que: Surgiu um novo seletor. Movimente o angulo &. O que
aconteceu ao movimentar esse angulo? Obtivemos como resposta:

Figura 53 - Resposta do item ¢ da Atividade 4 (Parte IV)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Assim como no item anterior, os alunos conseguem perceber corretamente o que
acontece ao arrastar os seletores dos angulos, porém em suas respostas 0S mesmos nao se
utilizam dos conceitos matematicos para justificar/explicar as movimentacdes. Para o trio

de alunos, ao movimentarem o angulo &, o retdngulo que se formou do quadrado @ se

dividiu em um retangulo menor. Pretendiamos que esses alunos tivessem percebido e
anotado um pouco a mais das suas visualizagdes, ou seja, 0 novo retangulo gerado pela
intersecdo dos quadrados vermelho e verde foi rotacionada para a esquerda e se encaixou

no espaco restante, em cima do quadrado verde.

Durante esses passos realizados nos itens anteriores, os alunos ficaram
argumentando e conversando bastante sobre as movimentacfes e 0 que estd surgindo de
novo. Uma das coisas que nos chamou atencdo foi a fala do Aluno A quando estavam
arrastando os seletores dos angulos, o mesmo afirmou que “olha... t4 tudo
complementando... uma coisa complementando a outra.” Assim, ele percebeu que as

movimentacdes estavam complementando o quadrado maior (azul).

No item d, a pergunta foi: Ao fazer todos esses movimentos, O que VOCEs

observaram? A que conclus6es vocés chegaram? A resposta do trio de alunos foi:

Figura 54 - Resposta do item d da Atividade 4 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Nesse item, nds afirmamos para eles que poderiam escrever somente uma vez, pois
as duas perguntas sdo semelhantes. Dessa forma, o trio de alunos observou que os

quadrados vermelho e verde se movimentaram, se dividiram e preencheram boa parte do



quadrado maior. Com essa resposta, percebemos que esses alunos visualizaram
corretamente e atingiram o objetivo esperando nesse item, uma vez que ao fazer as
movimentacdes dos quatro angulos, esses dois quadrados foram se movimentando, as suas
interseccBes foram se dividindo, porém tudo isso preencheu completamente todo o
quadrado azul e ndo boa parte. Ou seja, o0 trio de alunos ndo conseguiu visualizar que o

quadrado azul foi totalmente preenchido pelos quadrados vermelho e verde.

E por fim, no item e, foi perguntado: Existe alguma relacéo entre esses quadrados e

os lados do triangulo retangulo? Se sim, qual? O trio de alunos respondeu:

Figura 55 - Resposta do item e da Atividade 4 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Para responder esse item, o trio de alunos dialogou bastante, uma vez que os alunos
B e C estavam afirmando que ndo havia relagcdo, enquanto que o Aluno A afirmou que
tinha relacdo, pois tudo se encaixou e, para ele, havia alguma relacdo. Dessa forma,
entraram em um consenso e afirmaram que havia uma relacao e essa relacéo percebida por
eles é que, a0 movimentar e ao encaixar os quadrados, foram formando outros angulos. O
que ndo esta errado, mas a relacdo pedida no item é entre os quadrados e os lados do
triangulo retangulo, ou seja, essa verificagdo diz respeito ao Teorema de Pitagoras e, para
essa Atividade, poderiamos afirmar que o quadrado azul esta na hipotenusa e os verde e
vermelho estdo nos catetos. Assim, a soma das areas dos quadrados construidos sobre 0s

catetos equivale a area do quadrado construido sobre a hipotenusa.

A vista disso, o trio de alunos nio conseguiu atingir o objetivo esperado na
Atividade, uma vez que gostariamos que eles tivessem relacionado os quadrados com 0s
lados do tridngulo, chegando assim a definicdo do Teorema de Pitdgoras. Porém, esses
alunos conseguiram visualizar corretamente o que aconteceu ao movimentar os seletores
dos quatro angulos, todavia nas suas escritas percebemos que eles anotaram somente 0s
movimentos e ndo fizeram ligacdo alguma com o0s conceitos de rotacdo, interseccao,
hipotenusa, catetos e areas dos quadrados. N&do conseguindo, dessa forma, concluir
corretamente a relacdo presente nesta Atividade.

Portanto, podemos afirmar que o trio de alunos se encontra no nivel GO (Geometria

concreta), segundo Parzysz (2006), ja que eles se utilizaram de observacdes e constatacdes
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para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma, a validacéo utilizada nesse
nivel e por estes alunos foi baseada somente na percep¢do, uma vez que esses alunos nao

conseguiram perceber os conceitos geométricos presentes na verificacao.

4.3.5 Atividade 5 (Parte 1V)

Figura 56 - Atividade 5 (Parte 1V) resolvida pelo trio de alunos

(5) (adaptado de Ferreira Filho, 2007)
e
S
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Abram o arquivo Montagem — Perigal e observem, antes de fazer qualquer movimento, a
imagem atenta e detalhadamente.

Na figura temos 5 pecas coloridas, 4 dentro do quadrado medio e uma no quadrado menor.
Arrastem cada uma das pecas, encaixando-as dentro do quadrado maior.

Facam o que se pede:
a) O gque vocés observaram? Relacionem as dreas dos quadrados construidos sobre os catetos com a drea

do quadrado construido sobre a hipotenusa. O que vocés concluiram?

b) Representem a medida da hipotenusa do triangulo retdangulo por a, e por b e ¢ as medidas de cada cateto.

Relacionem as trés medidas.

¢) A verificagdo feita com esse arquivo é confiavel, suficiente e da certeza de que a relagdo obtida no item b

¢é sempre valida em qualguer triangulo retangulo? Justifiquem.

d) No GeoGebra, construam um triangulo retangulo ABC qualguer. Com a ferramenta “distancia,
comprimento ou perimetro”, megam os lados de seu triangulo e com uma calculadora verifiquem a relagdo

percebida anteriormente. O que vocés concluiram?

e) A verificagdo feita no item d garanie que a relagdo vale sempre para qualguer triangulo retangulo?

Justifiquem.

Fonte: Proposta Didatica
Resultados Esperados:

Que o trio de alunos justifique as movimentagdes feitas no GeoGebra e perceba a
relacdo entre as areas dos quadrados construidos sobre os catetos com a area do quadrado

construido sobre a hipotenusa.

Para esta atividade, a maior dificuldade que estes alunos poderdo enfrentar serd a de

arrastar os quadrilateros sem deformé-los, pois ao arrasta-los, eles poderdo deformar-se e



assim perderdo suas propriedades iniciais. Desse modo, se isso acontecer, esses alunos

deverdo desfazer a operacdo e comeca-la novamente. Assim:

- item a: O trio de alunos sera desafiado a construir explicacdes sobre as suas
observagOes. Para isso, eles deverdo observar o0 que aconteceu com a construcdo ao
movimentar as pecas dos quadrados médio e menor para o quadrado maior. Além disso,
deverdo escrever, em linguagem comum, a relacdo que foi percebida entre as areas dos

quadrados construidos sobre os catetos com a area do quadrado construido na hipotenusa.

- item b: O trio de alunos devera reconhecer, algebricamente, a relacdo existente
entre as areas dos quadrados construidos sobre os catetos com a area do quadrado
construido na hipotenusa. Para isso, 0s alunos deverdo ter conhecimentos sobre a area de
um quadrado. Dessa forma, os alunos deverdo fazer a mudanca na sua escrita, isto é,
deverdo escrever algebricamente a relagdo que conseguiram identificar no item anterior.
Na escrita algebrica, eles deverdo utilizar as letras a, b e ¢ como as respectivas medidas da

hipotenusa e dos dois catetos e deverdo escrever a relacio na forma a® = b* + ¢,

- item c: O trio de alunos sera instigado a levantar suas davidas sobre a validade ou
ndo da relacdo encontrada no item anterior para qualquer triangulo retangulo. Para isso,
esses alunos deverdo afirmar se a relacdo encontrada no item b vale para qualquer
triangulo retangulo. Entdo, comecardo a fazer conjecturas e sentirdo a necessidade de

investigar a validade dessa relagdo em outros casos particulares de triangulos.

- item d: O trio de alunos sera motivado a um novo processo de validacdo para
verificar o teorema de Pitdgoras, a partir de uma construgdo propria no aplicativo
GeoGebra. Para isso, os alunos deverdo ter conhecimentos sobre as propriedades de um
triangulo retangulo e o manuseio de algumas ferramentas do aplicativo GeoGebra. Desse
modo, os alunos deverdo construir um tridngulo retangulo qualquer, observando as suas
propriedades. Deverdo medir seus lados e observar se a relagdo encontrada no item b é

vélida para sua construcgéo.

- item e: O trio de alunos deverd conhecer as suas concepc¢des sobre o que é uma
prova, uma demonstracdo e uma simples verificacdo ou validagdo. Dessa forma, os alunos
deverdo garantir, apés a verificacdo feita no item d, se a relagdo encontrada no item b vale
para qualquer tridngulo. Nesse caso, como os alunos néo estdo habituados a trabalhar com

demonstracdo, entdo eles poderdo afirmar que vale sim para qualquer triangulo retangulo.
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Resultados Obtidos:

Para responder a Atividade 5 foi disponibilizado o “material-689765”, o qual
denominamos de “Montagem-Perigal”, ao trio de alunos. Esse material encontra-se
disponivel no link <http://ggbtu.be/m689765>, do TubeGeoGebra e foi construido por
Rafael, de Uberlandia, em 16 de Fevereiro de 2015, na verséo 4.4 do GeoGebra:

Figura 57 - Montagem-Perigal (Tube GeoGebra)
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Entrada:

Fonte: GeoGebra

Na Proposta Didatica, nessa Atividade 5, foi pedido para que os alunos abrissem o
arquivo e observassem a construcdo. Logo apos, foi mencionado que na figura havia 5
pecas, 4 no quadrado médio e uma no quadrado menor. Dessa forma, foi pedido que o trio
de alunos arrastasse cada uma das pecas e encaixasse dentro do quadrado maior. Assim,
apos fazer essas movimentacdes, no item a, a pergunta foi: O que vocés observaram?
Relacionem as &reas dos quadrados construidos sobre os catetos com a &rea do quadrado

construido sobre a hipotenusa. O que vocés concluiram? A resposta do trio foi:

Figura 58 - Resposta do item a da Atividade 5 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos
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O trio de alunos movimentou corretamente as 5 pecas para o quadrado maior e
observou que a forma do quadrado médio juntamente com o menor sdo iguais ao do
guadrado maior, respondendo, assim, a primeira pergunta corretamente. No entanto, o
restante do item a, esses alunos ndo responderam e ndo conseguiram visualizar as areas
dos quadrados construidos sobre os catetos com a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa. Assim, como ndo perceberam essa relagdo, consequentemente, responderdo

erroneamente 0s proximos itens.

No item b, foi pedido que: Representem a medida da hipotenusa do triangulo
retangulo por a, e por b e ¢ as medidas de cada cateto. Relacionem as trés medidas.

Obtivemos como resposta:

Figura 59 - Resposta do item b da Atividade 5 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Antes de comentarmos a resposta do trio de alunos para o item b, iremos expor uma
dificuldade desses alunos encontrada nesse item da Atividade. Pensdvamos que a
dificuldade estaria em arrastar as 5 pegas para o quadrado maior sem deforméa-las, porém
como isso aconteceu na Atividade 3, aqui eles tiveram mais facilidade e cuidado. Assim, a
dificuldade encontrada pelos alunos foi saber o que era hipotenusa e, consequentemente,
os catetos do triangulo retangulo. Isso foi observado na discussdo entre eles e que

acabaram nos chamando para tirar a duvida:

Pesquisadora: (...) Pergunte o que vocés ndo sabem.

Aluno C: é assim... (risos)

Aluno A: a gente ndo sabemos 0 que € cateto e 0 que é hipotenusa.
Pesquisadora: olhe no tridngulo retangulo. Tem trés lados né? Qual é a
hipotenusa?

Aluno C: a hipotenusa é esse aqui oh... eu acho que é a leta b. ou ndo.
Pesquisadora: Por que?

Aluno C: néo sei.

()

Pesquisadora: (...) Minha gente ja ta aqui oh... as medidas ja estdo aqui oh... (...)
as medidas j& estéo ai... representar por a a hipotenusa, aonde é que t4 o a?
Aluno B: aqui oh...

Pesquisadora: ndo.

Aluno C: ndo. Aqui...

Pesquisadora: ndo... é diferente. Esse A mailsculo é o vértice, certo?

Aluno C: certo.

()

Pesquisadora: essas letrinhas pequenas sdo segmentos. Entédo... se esse a aqui ta
pequeno ta falando de que?
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Aluno B: de segmento.

Pesquisadora: de segmento. Aonde é que ta esse a pequeno la?

Aluno B: aqui no caderno...

Pesquisadora: t& aqui... que aqui € o que? (...) € um lado do triangulo né?

Aluno C: é.

Pesquisadora: entdo e... entdo esse lado é o que?

Aluno C: a hipotenusa.

Pesquisadora: a hipotenusa... por que é a hipotenusa? Vocés ndo sabem nem
uma... assim...

Aluno B: ndo.

Pesquisadora: diferenciar a hipotenusa dos catetos?

Aluno A: ndo.

Aluno C: eu ndo sei ndo.

Pesquisadora: olhando aqui... ja& que vocé sabe que esse lado a aqui é a
hipotenusa. Qual a diferen... os outros dois consequentemente sao 0s...

Aluno B: catetos...

Pesquisadora: os catetos, certo? b e c. Qual a diferenca entre a hipotenusa e os
dois catetos? (siléncio) olhando bem assim... sem saber de medida, sem saber de
nada...

Aluno B: sei ndo o que é néo.

Aluno C: acho que os lados deles sdo mais menores.

Aluno B: mais o que homi?

Aluno C: dos catetos...

Pesquisadora: sdo menores...

Aluno C: é.

Pesquisadora: ou seja, a hipotenusa...

Aluno B: é a soma de dois lados... todos os lados...

Pesquisadora: tenha calma.

Aluno A: ele é muito acelerado.

Pesquisadora: ou seja, a hipotenusa... 0, 0... a medida da hipotenusa é o que?
Aluno C: tem ...

Aluno B: a soma dos dois lados...

Pesquisadora: ndo... € a maior.

Aluno C: é a maior. (risos)

Pesquisadora: isso. Entéo o lado da... a hipotenusa é o maior lado do tridngulo...
ou a outra definigdo... € oposta ao vértice A ou ao angulo de 90°.

A vista disso, percebemos que os alunos ndo sabiam o que era hipotenusa e catetos,
como também ndo sabia diferencia-los. Mesmo tendo no item b a resposta para isso, uma
vez que ja informava que era pra chamar a hipotenusa de a, e 0s catetos de b e ¢, e na
construcdo ja estdo dispostos nos locais corretos, esses alunos tiveram essa dificuldade e
ndo estavam conseguindo responder o que estava sendo pedido. Assim, apOs essa
conversa, o trio de alunos achou mais fécil a primeira definicdo que dissemos a eles, de

que a hipotenusa é o maior lado do triangulo retangulo.

Quanto a resposta, o trio de alunos afirmou que a relacdo esta na juncdo do
quadrilatero maior com a soma das trés medidas, ou seja, o que foi apresentado pelo
Aluno B durante a conversa, uma vez que ele falou que a soma dos dois menores resulta
no maior. Tendo relacionado erroneamente, uma vez que se trata da soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos que é equivalente a area do quadrado construido

sobre a hipotenusa. Como essa relagdo nao foi percebida no item a, entdo néo atingiram o
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objetivo proposto para o item b, uma vez que aqui eles iriam escrever algebricamente

(a* = b* + ¢*) 0 que tinha escrito com as suas palavras no item anterior.

No item c, foi perguntado: A verificagdo feita com esse arquivo é confidvel,
suficiente e da certeza de que a relacdo obtida no item b é sempre valida em qualquer

triangulo retangulo? Justifiquem. O trio de alunos respondeu:

Figura 60 - Resposta do item ¢ da Atividade 5 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Nesse item, pretendiamos que os alunos conjecturassem e sentissem a necessidade
de investigar a validade dessa relacdo em outros casos particulares de triangulos. Para isso,
estdvamos esperando trés tipos de respostas: ndo, pois as pecas podem apresentar falhas
mesmo gque muito pequenas, na sua construgdo, o que poderiam levar a conclusoes falsas;
sim, pois em todas as pecas se encaixaram e a relacdo foi confirmada; sim, pois ja

sabiamos que essa relacdo é verdadeira.

A vista disso, o trio de alunos respondeu que essa verificagdo nio é confiavel e que
ndo da certeza de que a relacdo é sempre valida em qualquer tridngulo, porque nem
sempre os elementos vdo vir do mesmo tamanho. Dessa forma, podemos comparar a
resposta desses alunos com a primeira resposta que esperavamos, ja que esta bem parecida
e eles estdo afirmando sobre os tamanhos das pecas que compdem os quadrados médio e

menor.

No item d, pediamos que: No GeoGebra, construam um tridngulo retangulo abc
qualquer. Com a ferramenta “distancia, comprimento ou perimetro”, megam os lados de
seu triangulo e com uma calculadora verifiguem a relacdo percebida anteriormente. O
que voceés concluiram? Primeiro, apresentaremos a construcdo do tridangulo no GeoGebra
e depois, apresentaremos a resposta ao questionamento no lapis e papel. Assim, o trio de

alunos fez a seguinte construcao:



Figura 61 - Construcéo do triangulo no GeoGebra pelo trio de alunos
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Fonte: GeoGebra
Durante a realizacdo desse item da Atividade 5, o trio de alunos nao sabia construir

um triangulo no aplicativo GeoGebra e afirmaram que ndo sabiam e que nunca tinham
participado disso. Um sinal de que esses alunos ndo trabalham com esse aplicativo e que a
intervencéo feita em alguns minutos foi pouca para que pudessem realizar essa atividade a
contento. Entdo, para construirem esses dois triangulos, eles chamaram outro aluno da

turma e 0 mesmo o0s ajudou a construir.

Por meio do Protocolo de Construcdo, disponivel no GeoGebra e encontra-se no
menu EXibir ou apertando as teclas Ctrl+Shift+L, percebemos que o trio de alunos
construiu primeiro um tridngulo qualquer, utilizando trés pontos e a ferramenta poligono.
O outro aluno que foi os ajudar, disse que tinha que ser um triangulo retangulo, entéo eles
utilizaram os eixos X e Y para formar o triangulo retangulo, e fizeram 0s mesmos passos
anteriores, criaram trés pontos, utilizaram a ferramenta poligono, depois a ferramenta
segmento de reta e geraram 3 segmentos, utilizaram a ferramenta angulo e encontraram o
de 90°, e, finalmente, com a ferramenta pedida no item d geraram as medidas dos trés

segmentos. Com isso, o trio de alunos respondeu:

Figura 62 - Resposta do item d da Atividade 5 (Parte 1V)
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Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos
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Dessa forma, como o trio de alunos afirmou que a relagéo era a soma dos trés lados,
entdo a resposta dada para esse item foi a soma dos trés lados do triangulo que eles
construiram. Assim, os alunos responderam errado e ndo conseguiram perceber a relacédo
presente na verificagdo do material. Esses alunos ndo foram além do que estava sendo
percebido naquele material e ndo conseguiram encontrar 0S conceitos geometricos
corretos presentes nesse material. Para esse item, nosso objetivo era que esses alunos
verificassem que a relacdo (Teorema de Pitagoras) também é valida para esse caso

particular construido por eles no aplicativo.

E por fim, no item e, foi perguntando: A verificagdo feita no item d garante que a
relacdo vale sempre para qualquer triangulo retangulo? Justifiguem. Obtivemos a

resposta:

Figura 63 - Resposta do item e da Atividade 5 (Parte 1V)

Fonte: Proposta Didatica resolvida pelo trio de alunos

Para esse item, pretendiamos verificar se o aluno iria generalizar a relagdo apenas a
partir da verificacdo de um caso particular e, consequentemente, estavamos esperando dois
tipos de resposta: sim, pois é valida para qualquer triangulo retangulo; nao, pois este é
mais um caso particular. A vista disso, o trio de alunos afirmou que a verificacio da
relacdo vale sempre para qualquer triangulo retangulo, porque para eles acharem o ultimo
valor sempre somamos os trés lados. Ou seja, esses alunos estavam utilizando a relagdo
errada e, por isso, a sua resposta € valida para a relagdo proposta por eles, uma vez que o

trio de alunos afirmou que a relacao era a soma dos trés lados do triangulo.

Dessa forma, o objetivo pretendido com a Atividade 5 ndo foi alcangado, uma vez
que eles ndo conseguiram perceber a relacdo entre as areas dos quadrados construidos
sobre 0s catetos com a area do quadrado construido sobre a hipotenusa, como também néo
observaram esses conceitos geométricos presentes na verificacdo. Além disso, tiveram
dificuldades em saber o que € hipotenusa e catetos de um tridngulo retangulo, como

também ndo sabiam construir um tridngulo retangulo no aplicativo GeoGebra.

Com relacdo ao pensamento geométrico dos alunos, percebemos que 0S mesmos se
encontram nos dois niveis da Geometria ndo axiomatica, de acordo com Parzysz (2006): a

Geometria Concreta (G0) e a Geometria Spatio-Graphique (G1), uma vez que esses alunos
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se utilizam de desenhos para justificar suas afirmacGes, nos quais utilizaram suas
observacdes e constatacdes para justificar as caracteristicas fisicas da figura. Dessa forma,

a validacdo utilizada nesses niveis e por estes alunos foi baseada somente na percepcao.

No que diz respeito aos tipos de provas utilizados pelo trio de alunos, mesmo tendo
compreendido a relacdo errada, os mesmos utilizam, segundo Nasser e Tinoco (2003), a
Justificativa Gréfica, na construcdo do triangulo retdngulo no aplicativo GeoGebra, e a
Justificativa Pragmatica, na elaboracdo da conclusdo da relacdo encontrada nesse caso
particular. Ja com relacdo as ideias de Balacheff (2000), o trio de alunos utilizou o
Empirismo Ingénuo, uma vez que esses alunos atestam a validade da relagdo por meio de

observagdes de um caso particular.

4.3.6 Comentarios

Com os resultados obtidos com as Atividades 1 a 5 (Parte 1V), ambas realizadas no
ambiente GeoGebra, com o auxilio do lapis e papel para anotar o que observaram com as
movimentacdes das construgdes, chegamos a conclusdo que o trio de alunos se utiliza de
observacGes e constatacfes para justificar as caracteristicas fisicas das construcdes
presentes nas atividades, e, para isso, a validacdo feita por eles esta baseada somente na
percepcdo. Dessa forma, esses conhecimentos apresentados pelo trio de alunos se
enquadram nos dois niveis da Geometria ndo axiomatica, de acordo com Parzysz (2006): a
Geometria Concreta (G0) e a Geometria Spatio-Graphique (G1), uma vez que a medida
que foi sendo requisitados conhecimentos mais apurados desses alunos, eles tiveram

dificuldades em desenvolver as suas ideias e justificativas.

Esses niveis foram percebidos nas Atividades 1, 3, 4 e 5, as quais nds esperavamos
que esses alunos percebessem 0s conceitos geométricos presentes nas movimentacoes e
nas construcdes, ndo conseguindo, por isso, alcancar 0s objetivos propostos para estas
atividades. O nivel G1 foi percebido unicamente na Atividade 5, na qual os alunos tiveram
que construir um triangulo retangulo, realizar as medidas de seus lados e aplicar a relacdo
encontrada por eles. Vale salientar que em nenhuma dessas quatro atividades os alunos
conseguiram visualizar que se tratavam das verificacbes do Teorema da Soma dos
Angulos Internos de um triangulo, para a Atividade 1, e do Teorema de Pitagoras, para as
Atividades 3, 4 e 5.

No que diz respeito a Atividade 2, esses alunos também se encontram no nivel

Geometria Concreta(G0), porém aqui eles conseguiram perceber a relacdo presente na

151



verificacdo, a qual eles confirmaram que a soma dos angulos internos de um triangulo é
sempre 180°. Dessa forma, o trio de alunos conseguiu atingir o objetivo pretendido com a
Atividade 2, uma vez que esperavamos que 0S mesmos visualizassem a relacdo presente

no material.

Quanto as provas e demonstra¢cdes matematicas, concluimos que, na Atividade 5, 0s
alunos utilizaram a do tipo Empirismo Ingénuo, defendido por Balacheff (2000), uma vez
que o trio de alunos se utiliza de um caso particular para conjecturar uma afirmacéo.
Como também utilizaram a Justificativa Gréafica, para construir um tridngulo retangulo, e a
partir dai deduzir que a relacdo, mesmo errada, valia para qualquer tridngulo retangulo,
utilizando a Justificativa Pragmatica (NASSER e TINOCO, 2003).

Com relacdo ao trabalho no aplicativo GeoGebra, podemos afirmar que o trio de
alunos ndo esta familiarizado com esse aplicativo e nunca trabalharam nem ouviram falar
do mesmo, ja que quando fizemos a intervencdo e o trabalho com esse aplicativo, todos os
alunos ndo conheciam nem tinham informacgédo sobre o mesmo. Dessa forma, o trabalho
poderia ter sido melhor, se os alunos soubessem trabalhar no GeoGebra, uma vez que
esses alunos ndo conseguiram construir um tridngulo retangulo para resolver o item d da
Atividade 5 e tiveram que pedir ajuda a outro aluno que ja tinha finalizado a sua atividade.
Além disso, somente na Atividade 2 os alunos conseguiram visualizar a relacdo presente
na verificacdo, enquanto que nas outras eles ndo conseguiram visualizar as relacdes e 0s

conceitos geométricos presentes nos materiais.

Mesmo ndo tendo atingido os objetivos da maioria das Atividades, o Aluno A
afirmou que o trabalho com o aplicativo GeoGebra foi melhor do que o trabalho realizado
em sala de aula. Acreditamos que isso pode ser confirmado nas ideias de Janzen (2011),
uma vez que para que o aluno tenha uma boa compreensdo da Matematica, é necessario
que ele tenha representacGes mentais ricas de conceitos e que contenham varios aspectos
deles. Para que isso ocorra, uma possivel abordagem no ensino é usar diversas
representacOes de objetos desde o inicio, interligando uma a outra. Para Janzen (2011), os
ambientes computacionais sao uma ferramenta Gtil para tal, uma vez que nesses ambientes
aparece também o processo de visualizacdo, o que ndo ocorre no ambiente lapis e papel, e
assim, o aluno podera olhar cada parte detalhadamente, buscando configuraces e relagdes
que possam ser exploradas. E isso foi 0 que ocorreu por parte desse trio de alunos, uma
vez que eles utilizaram bastante a sua visualizagdo para confirmar as suas ideias e

justificativas.
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Percebemos também que os conhecimentos geométricos desses alunos estdo bem
abaixo do esperado para alunos que se encontram no 2° Ano do Ensino Médio, o que vai
de encontro ao que o PCN do Ensino Médio espera, uma vez que esse documento destaca
que a Matematica nessa ultima fase da Educacdo Béasica tem um valor formativo,
ajudando o aluno a estruturar seu pensamento e raciocinio dedutivo. Dessa forma, é
extremamente importante que o aluno perceba que as definigdes e demonstragdes tém a
funcdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para
validar intuicGes e dar sentido as técnicas aplicadas. E isso n6s ndo conseguimos perceber
por parte dos alunos, jA que suas reflexBes, justificativas e observagdes foram bem
superficiais, ndo conseguindo perceber 0s conceitos geométricos nas construcles e

movimentacoes.

Outro aspecto detectado foi 0 pouco conhecimento do trio de alunos em utilizar a
Algebra para resolver problemas geométricos, como o que aconteceu na Atividade 5. Os
alunos ndo conseguiram relacionar as areas dos quadrados construidos sobre os catetos
com a area do quadrado construido sobre a hipotenusa. Confirmando as ideias defendidas
por Lorenzato (1995 apud BERTOLUCI, 2003), o qual afirma que uma das causas para o
abandono da Geometria no Brasil é que seu ensino passou a ser algebrizado, depois do
Movimento da Matematica Moderna. Ou seja, os alunos sdo motivados a “decorar” as
férmulas para atividades mecénicas e quando encontra atividades que o motivem a refletir,
justificar e provar as suas ideias, esses alunos ndo conseguem aplicar as férmulas ou

conceitos aprendidos, pois ndo condizem as atividades que eles costumam responder.

Portanto, percebemos que o trio de alunos possui um conhecimento superficial do
Teorema de Pitagoras e do Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo,
como também seu conhecimento matematico se encontra de forma fragmentada e
mecanica, o que dificulta a exploracdo destes conhecimentos para resolver atividades fora
do contexto da sala de aula. Acreditamos também, assim como afirma Janzen (2011), que
esses alunos ndo foram incentivados a trabalhar com representacbes mentais ricas de
conceitos, uma vez que quando propomos essa Proposta Didatica, com atividades
diferenciadas das que eles sdo acostumados a resolver, esses alunos ndo conseguiram
resolver. Ou seja, esses alunos estdo limitados a usar uma unica representacdo dos
conceitos que estiveram presentes na nossa Proposta Didatica e, por isso, falharam em
resolver atividades que os instigassem a refletir, justificar, argumentar, provar e

demonstrar.
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4.4 DISCUSSAO

Esta pesquisa buscou investigar que tipo de provas e demonstragdes matematicas e
nivel de pensamento geométrico de alunos do 2° Ano do Ensino Médio podem ocorrer a
partir de uma Proposta Didatica nos ambientes lapis e papel e GeoGebra. Para isso,
realizamos um trabalho em uma escola pablica da cidade de Areia-PB com vinte alunos
do 2° Ano do Ensino Médio, os quais se dividiram em duplas e um trio, porém, analisamos
o trabalho desenvolvido pelo trio de alunos, uma vez que foram ricos na tentativa de

responder a todas as perguntas/atividades.

Esta secdo apresenta a discussdo sobre os comentarios apresentados nas se¢fes que
constituem a triangulacdo dos dados, baseada em trés vértices, A, B e C. A se¢édo Perfil do
trio de alunos, vértice A, objetivou tracar um perfil do trio de alunos em relacdo ao tema
Provas e Demonstragdes Matematicas. Deixamos esses alunos livres para relatar o que

pensavam e entendiam desse tema.

As secOes Pensamento geométrico e provas e demonstracbes matematicas no
ambiente lapis e papel, vértice B, e Pensamento geométrico e provas e demonstragdes
matematicas no ambiente GeoGebra, vértice C, objetivou analisar o pensamento
geomeétrico e as provas e demonstragfes matematicas desse trio de alunos nos ambientes
lapis e papel e GeoGebra, respectivamente. Para estas analises, nos ancoramos nos niveis
do pensamento geométrico propostos por Parzysz (2006) e nos tipos de provas propostos
por Balacheff (2000) e Nasser e Tinoco (2003).

Diante dos dados apresentados nas trés se¢Oes, podemos afirmar que o trabalho com
as provas e demonstracdes deve ser realizado desde as séries iniciais, e para isso, é
necessario que o professor, primeiramente, tenha um bom conhecimento matematico e
saiba adaptar as provas e demonstracdes aos conhecimentos dos alunos, tomando como
base os tipos de provas propostos por Balacheff (2000) e Nasser e Tinoco (2003), levando
em consideracdo o grau de maturidade deles e os conhecimentos prévios que esses alunos

possuem da Matematica.

Os dados apresentados na primeira secdo apontam que o trio de alunos quase nédo
trabalha com os variados tipos de prova e demonstracdo na sala de aula e nem ouviram
falar das mesmas, uma vez que considera as provas como as avaliagdes aplicadas
bimestralmente pelos professores de Matematica com o intuito de verificar o0s

conhecimentos matematicos dos alunos. Além disso, o Aluno C afirmou que as provas de
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Matematica sdo boas e s6 algumas questdes que complicam, mas, para ele, ndo sdo as
questdes que complicam, e sim os alunos que ndo leem para compreender melhor a
pergunta. Dessa forma, percebemos que em muitas perguntas das Atividades, o trio de
alunos ndo conseguiu interpretar corretamente o que estava sendo pedido, deixando
algumas em branco ou afirmando que ndo se lembravam do assunto. Ocorrendo, assim, o

que o Aluno C afirmou em sua escrita da redagéo.

Assim, percebemos que, além deles ndo terem conseguido interpretar corretamente
as perguntas, esses alunos ndo lembraram os conceitos presentes nas Atividades, os quais
dizem respeito aos produtos notaveis, calculo de areas (quadrado e tridngulo), congruéncia
de tridngulos, potenciacdo, radiciagdo, translacdo, rotacdo e intersec¢do, como também
tiveram dificuldade em perceber que a area do quadrilatero MNPQ pode ser vista de duas

formas diferentes.

A vista disso, percebemos que esses alunos ndo dominam a Matematica, muito
menos sdo incentivados a utilizar as provas e demonstracdes matematicas na sala de aula
da Educacdo Baésica, confirmando as discussdes feitas por Almouloud (2007), Nasser e
Tinoco (2003) e Aguilar Jr e Nasser (2012). Além disso, de acordo com Nasser e Tinoco
(2003), a realidade hoje mostra que a maioria de nossos alunos ndo esta aprendendo a
pensar e raciocinar quando se estuda Matematica. Sendo assim, constatamos que esses
alunos nédo estdo habituados a pensar e comunicar suas ideias e isso foi confirmado
durante as aplicacGes da Redacdo e da Proposta Didatica, as quais a maioria dos alunos
ndo se mostrou interessado em escrever a redacédo e resolver as Atividades, como também
estavam tendo dificuldades para expressar as suas ideias com relacdo a esta tematica e aos

conceitos presentes na Proposta.

Toda essa discussdo vem ao encontro com 0s varios objetivos a serem alcancados
pelos alunos propostos pelos PCN do Ensino Fundamental. Esses PCN afirmam que a
resolucdo de situacdes problemas, validando estratégias e resultados, desenvolvem formas
de raciocinio e processos, como intuicdo, deducdo, analogia, estimativa, e utilizam
conceitos e procedimentos, bem como instrumentos tecnolégicos que levam a construgédo
da cidadania por parte dos alunos. Além disso, os alunos irdo aprender a comunicar-se
matematicamente, isto é, eles irdo descrever, representar e apresentar resultados com
precisdo e argumentar sobre suas conjecturas, fazendo uso da linguagem oral e
estabelecendo relacéo entre ela e as diferentes representa¢cdes matematicas. O que néo foi

percebido por esses alunos do Ensino Médio, uma vez que esses objetivos ja deveriam
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estar bem consolidados nos mesmos, j& que eles se encontram no 2° ano do Ensino Médio.
Dessa forma, afirmamos que esses alunos ndao estdo passando por esses processos, nem

tampouco conseguem se comunicar matematicamente.

Se formos observar o que os PCN do Ensino Médio afirmam sobre a Geometria,
notamos que esses documentos trazem a afirmacao de que ela é essencial para a descri¢éo,
representacdo, medida e dimensionamento de uma infinidade de objetos e espacos na vida
diaria e nos sistemas produtivos e de servicos. Além disso, afirmam que ao utilizar as
formas geométricas para representar ou visualizar partes do mundo real, o aluno podera
desenvolver habilidades de visualizacdo, de desenho, de argumentacdo logica e de
aplicacdo na busca de solugdo. O que nos leva a acreditar que esse trabalho ndo vem sendo
feito de forma satisfatoria, uma vez que esses alunos ao se defrontar com as Atividades da
nossa Proposta Didatica ndo conseguiram visualizar e perceber 0s conceitos presentes nas

mesmas.

Assim, confirmamos que esse trio de alunos ndo conseguiu utilizar a Algebra para
resolver problemas geométricos. Isso foi percebido na maioria das Atividades, nas quais
esses alunos ndo conseguiram algebrizar as areas de um triangulo e de um quadrado para
provar o Teorema de Pitagoras, 0 que confirma as ideias defendidas por Lorenzato (1995
apud BERTOLUCI, 2003), o qual afirma que uma das causas para o abandono da
Geometria no Brasil é que seu ensino passou a ser algebrizado, depois do Movimento da
Matematica Moderna. Isto €, os alunos sdo motivados a “decorar” as formulas para
atividades mecénicas e quando encontra atividades que os motivem a refletir, justificar e
provar as suas ideias, esses alunos ndo conseguem aplicar as formulas ou conceitos

aprendidos, pois ndo condizem as atividades que eles costumam responder.

Toda essa discussdo nos leva a confirmar as ideias de Nasser e Tinoco (2003)
quanto a realidade dos nossos alunos ao estudar a Matematica. Esse trio de alunos é
somente uma amostra da situagdo alarmante em que se encontra o ensino e aprendizagem
da Matematica nas escolas brasileiras, tanto puablica quanto privada, uma vez que
constatamos, por meio de suas redacdes e Atividades da Proposta, que esses alunos nao
estdo aprendendo a pensar e raciocinar quando estudam diversos conteldos da
Matematica, em especial aos que foram analisados em nossa pesquisa, 0 Teorema de

Pitagoras e o Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo.

Assim, todos esses problemas apresentados podem estar relacionados ao curriculo

da Escola Basica, de nivel fundamental e médio, o qual ndo se evidencia no projeto
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pedagogico das escolas publicas uma disciplina especifica sobre Geometria, como afirma
Nascimento (2012). Ou seja, verificamos que a disciplina Matematica esta delineada de
forma generalista, onde a Geometria se constitui apenas como uma unidade de estudo e,
dessa forma, um Unico professor tem que abranger a Geometria e a Algebra, o que
dificulta ainda mais o interesse e a motivagdo para a realizacdo de experiéncias no campo

da Geometria, quer por parte dos alunos ou dos professores.

Nas segunda e terceira secGes buscamos analisar que nivel de pensamento
geomeétrico o trio de alunos se encontra e tipo de provas e demonstragdes matematicas
esses alunos utilizam para resolver atividades que o motivem a pensar, refletir, justificar,
provar e demonstrar. Quanto ao nivel no pensamento geométrico, na maioria das
Atividades da Proposta Didatica, esses alunos se enquadram nos dois niveis da Geometria
ndo axiomatica, segundo Parzysz (2006): a Geometria Concreta (GO) e a Geometria
Spatio-Graphique (G1), uma vez que o trio de alunos se utilizou de observagdes e
constatacbes para justificar as caracteristicas fisicas das construcBes presentes nas
atividades, e, para isso, a validacéo feita por eles foi baseada somente na percepgdo. Além
disso, confirmamos que 0s mesmos se enquadram nesses dois niveis, ja que a medida que
foi sendo requisitados conhecimentos mais apurados desses alunos, eles tiveram
dificuldades em desenvolver as suas ideias, justificativas e ndo perceberam os conceitos e

propriedades presentes na maior parte das Atividades.

No que diz respeito as provas e demonstracdes matematicas, voltamos a afirmar que,
em nossa pesquisa, consideramos prova e demonstracdo com significados distintos, ou
seja, tratamos a prova em um significado mais amplo, no qual pode ser entendida como
um discurso para estabelecer a validade de uma afirmagdo, que possivelmente ndo serad
aceita pelos matematicos puros. Ja a demonstracdo ou prova formal sera considerada como
um tipo de prova aceita pela comunidade dos matematicos, a qual ¢ baseada em um
conjunto de axiomas e de outras propriedades ja demonstradas, devendo ser obtida por
meio de um processo hipotético-dedutivo. Assim, com estas afirmagdes, notamos que o
trio de alunos ndo é incentivado a trabalhar com as provas e demonstracdes matematicas
em sala de aula, uma vez que suas visdes dizem respeito a avaliacdo bimestral da

disciplina de Matematica.

Consequentemente, as poucas provas que esses alunos realizaram nas Atividades 1 e
2 (Parte 1), e 5 (Parte 1V) se enquadram em trés tipos de provas: o Empirismo Ingénuo,

defendido por Balacheff (2000), o qual esses alunos utilizaram casos particulares para
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conjecturar uma afirmacéo; a Justificativa Grafica (Nasser e Tinoco, 2003), a qual o trio
de alunos construiu um triangulo com as medidas de seus angulos internos e observou que
a soma deles é igual a 180°; e a Justificativa Pragmatica (Nasser e Tinoco, 2003), a qual
esses alunos, além de construir um tridngulo no aplicativo GeoGebra, utilizaram um caso
particular para verificar que a relagdo encontrada na Atividade 5 vale para qualquer

triangulo retangulo.

Por considerarmos aceitaveis as respostas desses alunos quando pedimos para tentar
demonstrar o Teorema da Soma dos Angulos Internos de um tridngulo e para buscar,
implicitamente, a formula do Teorema de Pitagoras, estamos seguindo a linha de
raciocinio de Aguilar Jr e Nasser (2012), os quais afirmam que para que o trabalho com as
provas e demonstracdes matematicas seja feito de forma correta nas salas de aula da
Educacao Basica, é preciso que os professores busquem desenvolver este raciocinio com
seus alunos, compreendendo e aceitando os diversos niveis de argumentacéo e justificacdo
que seus alunos possam vir a apresentar para provar um determinado resultado e isto esta
ligado & ideia de prova ingénua de Hanna (1990), a qual afirma que uma argumentagéo
aceitavel pode ter diversos niveis de rigor, dependendo da idade e do ano de escolaridade

do aluno que a apresenta.

Assim, defendemos a ideia de que é necessario que o professor perceba que o
desenvolvimento cognitivo dos alunos sobre as provas sdo apresentadas em formas
potencialmente compreensiveis por eles, ou seja, cada aluno apresentard uma justificativa
ou uma prova para determinada afirmacdo de acordo com o seu desenvolvimento
cognitivo. Dessa forma, ndo se deve restringir que a forma valida de uma prova seja
somente a formal, uma vez que o grau de conhecimento varia de aluno para aluno e, por
isso, se faz tdo importante todos esses tipos de provas, uma vez que nos auxiliard no

trabalho efetivo das provas e demonstracdes em sala de aula.

Com relacdo ao trabalho no aplicativo GeoGebra, afirmamos que o trio de alunos
ndo esta familiarizado com o mesmo e nunca trabalharam nem ouviram falar do mesmo,
uma vez que quando fizemos a intervencdo e o trabalho com esse aplicativo, todos os
alunos ndo conheciam nem tinham informacédo sobre o mesmo. Dessa forma, o trabalho
poderia ter sido melhor, se os alunos soubessem trabalhar no GeoGebra, uma vez que
esses alunos ndo conseguiram construir um triangulo retangulo para resolver o item d da

Atividade 5 e tiveram que pedir ajuda a outro aluno que ja tinha finalizado a sua atividade.
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Quanto a funcdo arrastar disponivel nesse aplicativo de Geometria Dinamica,
acreditamos que supriu todas as necessidades dos alunos, uma vez que 0S mMesmos
conseguiram visualizar corretamente todas as movimentagc6es ocorridas nas construcdes,
porém nao perceberam os conceitos geométricos presentes em cada movimentacdo. Dessa
forma, suas visualizagGes ficaram somente na percepcdo e em que tipo de movimento

ocorreu ao mover um determinado seletor ou construcéo.

Dessa forma, acreditamos que isso se deve ao fato de os alunos ndo serem
motivados a trabalhar com representacfes mentais ricas de conceitos, como afirma Janzen
(2011), uma vez que as atividades presentes na nossa Proposta Didatica sdo diferentes das
que eles sdo acostumados a resolver, ja que seus conhecimentos matematicos se
encontram de forma fragmentada e mecanica, dificultando assim a exploracdo destes
conhecimentos em atividades que estdo fora do seu contexto escolar. Ou seja, esses alunos
estdo limitados a usar uma Unica representacdo dos conceitos que estiveram presentes na
nossa Proposta Didatica e, por isso, falharam em resolver atividades que os instigassem a

refletir, justificar, argumentar, provar e demonstrar.

Portanto, chegamos a conclusdo que existe um conhecimento superficial do
Teorema de Pitagoras e do Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo, em
que esses conteddos sdo memorizados e nao compreendidos pelo trio de alunos.
Confirmando assim, a forma mecénica que esses assuntos sao trabalhados em sala de aula,
ndo permitindo o aluno enxergar além do que é ensinado pelo professor. Corroborando
com as ideias defendidas por Nasser e Tinoco (2003), as quais afirmam que esta falta de
criatividade nas aulas de Mateméatica impossibilita os alunos a raciocinar

matematicamente.

Aliados a isso, percebemos que o trabalho com o aplicativo GeoGebra também néo
favoreceu ao trio de alunos a verificagdo, reflexdo, conjectura, justificativa e prova
matematica, uma vez que seus conhecimentos estdo fragmentados e mecénicos, nao
conseguindo desenvolver e agucar 0 seu raciocinio matematico. Corroborando com as
ideias defendidas por Nasser e Tinoco (2003), as quais afirmam que, hoje em dia, nossos
alunos ndo conseguem ver ligacao significativa entre o contetdo estudado na escola com a
sua vida, entdo eles apenas repetem os modelos dados pelo professor ou aplica formulas,

sem nenhum questionamento ou pensamento de 0 porqué a resposta ser aquela.

A vista de toda essa discussio, acreditamos que é importante e necessario trabalhar

com as provas e demonstraces em sala de aula com o aluno, pois quanto mais cedo

159



160

comecgarmos a fazer esse trabalho, de acordo com sua faixa etéria e seus conhecimentos
matematicos, mais facil serd de forma-lo um cidadao critico e capaz de defender suas

ideias e argumentos, ndo s6 matematicamente, mas também socialmente.



CONSIDERACOES FINAIS

Nosso objetivo quando da realizacdo dessa pesquisa foi o de investigar que tipo de
provas e demonstracdes matematicas e nivel de pensamento geométrico de alunos do 2°
ano do Ensino Médio podem ocorrer a partir de uma Proposta Didatica nos ambientes
lapis e papel e GeoGebra. Assim, tomamos como ponto de partida a seguinte questdo Que
tipo de provas e demonstracfes matematicas e nivel do pensamento geométrico podem

ocorrer a partir de uma proposta didatica por alunos do 2° Ano do Ensino Médio?

Para isso, utilizamos como referenciais tedricos Parzysz (2006) para analisar em
qual(is) nivel(is) do pensamento geométrico o trio de alunos se enquadra, Balacheff
(2000), Nasser e Tinoco (2003) para discutir que tipos de provas esses alunos utilizaram

para resolver as atividades propostas.

Para responder a pergunta norteadora e atingir o objetivo de nossa pesquisa,
utilizamos como instrumentos redacdo sobre Provas e Demonstracfes Matematicas,
observacao participante, notas de campo, imagens e gravacbes em audio, e a Proposta
Didética.

Como ja exposto, a presente pesquisa esta inserida em um Projeto maior, em rede,
CAPES/OBEDUC/UFMS/UEPB/UFAL, mais especificamente inserida na equipe Provas
e Demonstracbes Matematicas. Essa equipe foi formada por um professor doutor, um
mestrando, dois professores da Educacao Basica e dois graduandos. Nossos estudos foram
debrucados em leituras de pesquisas realizadas nacional e internacionalmente de autores
como Hanna, Balacheff, De Villiers, Almouloud, Nasser, Aguilar Jr e Nasser, Araljo e
Nobriga, Morais Filho, entre outros. Nossas leituras foram feitas com o objetivo de
provocar discussdes, reflexdes e proporcionar condi¢des para o desenvolvimento de uma
proposta didatica aplicada na escola onde a pesquisa foi realizada. Nesse sentido, nossos
encontros foram norteados pelas ideias de Ibiapina (2008) quanto ao trabalho
colaborativo, uma vez que buscamos criar um ambiente onde todos compartilhassem suas
experiéncias, saberes e ideias, ou seja, ndo houve hierarquia entre os membros da equipe e
todos se sentiram abertos a comunicar suas sugestdes, duvidas, experiéncias e reflexfes

sobre os textos, como também a propor novas leituras para discussées gerais.

Dessa maneira, a partir desses estudos referentes as provas e demonstracdes
matematicas, bem como sobre as TIC e o GeoGebra, foi elaborada, colaborativamente,

uma Proposta Didatica contendo 18 questdes sobre os assuntos Teorema de Pitagoras,
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Teorema da Soma dos Angulos Internos de um tridngulo e Teorema do Angulo Externo,
na qual um recorte foi analisado neste estudo. Assim, analisamos a Atividade 8 (Parte )
sobre Teorema de Pitdgoras, Atividade 1 e 2 (Parte IlI) sobre Teorema da Soma dos
Angulos Internos de um tridngulo e todas as Atividades da Parte 1V, as quais foram
trabalhadas no aplicativo GeoGebra, com duas questdes sobre Teorema da Soma dos
Angulos Internos de um tridngulo e trés questdes sobre Teorema de Pitagoras, totalizando

oito atividades analisadas.

A Proposta Didatica foi aplicada em uma turma do 2° ano do Ensino Médio, com 20
alunos divididos em duplas e um trio, na Escola Estadual Carlota Barreira, localizada na
cidade de Areia-PB. Como recorte, analisamos as escritas das redagdes e as resolugdes de
oito atividades de um trio de alunos, uma vez que foram ricos na tentativa de responder a

todas as perguntas/atividades.

Ressaltamos aqui que a Escola, por meio de sua direcdo, nos acolheu muito bem,
permitiu que nossa equipe tivesse total liberdade para trabalhar as atividades e para usar as
dependéncias da Escola, como salas de aulas, sala de professores, laboratério de
informatica, data show e material xerocopiado que foi utilizado pela equipe para o
desenvolvimento da pesquisa. Tanto o diretor quanto os quatro professores de Matematica
da Escola estiveram presentes nos momentos iniciais da nossa pesquisa, nos quais
compartilharam suas experiéncias, seus anseios e vivéncias, como também responderam
questionarios iniciais e finais e nos deram dicas e apoiaram quanto as atividades da
Proposta Didatica. Salientamos também a colaboracdo dos outros professores que nao
colocaram obstaculos nos momentos em que precisadvamos de suas aulas para aplicar a

Proposta Didatica. Assim, a pesquisa foi realizada de forma eficaz e a contento.

Anterior a realizacdo desta pesquisa e do estudo de caso, acreditavamos que por ser
um trio formado por alunos do 2° ano do Ensino Médio, as atividades iriam ser resolvidas
corretamente, uma vez que todos 0s assuntos presentes na nossa Proposta ja tinham sido
estudados por eles e ndo iriam ter dificuldades. Porém, nos deparamos com alunos que ndo
compreenderam 0s enunciados das atividades, com dificuldades em algebrizar, sem
conseguir inferir os assuntos geométricos presentes nas movimentacfes das construcdes

no GeoGebra, como também sem conhecer e saber manusear este aplicativo.

Por meio das redacgdes e das atividades resolvidas pelo trio de alunos, concluimos
que eles se enquadram nos dois niveis da Geometria ndo axiomatica, segundo Parzysz

(2006): a Geometria Concreta (G0) e a Geometria Spatio-Graphique (G1), uma vez que 0
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trio de alunos se utilizou de observacdes e constatacGes para justificar as caracteristicas
fisicas das construcdes presentes nas atividades, e, para isso, a validacdo feita por eles foi
baseada somente na percepcdo. Além disso, confirmamos que 0s mesmos se enquadram
nesses dois niveis, j& que a medida que foi sendo requisitados conhecimentos mais
apurados desses alunos, eles tiveram dificuldades em desenvolver suas ideias,
justificativas e ndo perceberam os conceitos e propriedades presentes na maior parte das

atividades.

Nesse sentido, os dados nos mostraram que esse trio de alunos ndo domina a
Matematica, muito menos sdo incentivados a utilizar as provas e demonstracdes
matematicas na sala de aula da Educacdo Basica, confirmando as discussdes feitas por
Almouloud (2007), Nasser e Tinoco (2003) e Aguilar Jr e Nasser (2012). Além disso,
esses dados corroboram com as ideias defendidas por Nasser e Tinoco (2003), as quais
afirmam que a realidade hoje mostra que a maioria de nossos alunos ndo esta aprendendo

a pensar e raciocinar quando se estuda Matematica.

Dessa forma, concluimos também que esse trio de alunos ndo conseguiu utilizar a
Algebra para resolver problemas geométricos. Isso foi percebido na maioria das
atividades, nas quais esses alunos ndo conseguiram algebrizar as areas de um triangulo e
de um quadrado para provar o Teorema de Pitagoras, o que confirma as ideias defendidas
por Lorenzato (1995 apud BERTOLUCI, 2003), que uma das causas para o abandono da
Geometria no Brasil é que seu ensino passou a ser algebrizado, depois do Movimento da
Matematica Moderna. Isto €, estamos ensinando nossos alunos a decorar formulas para
atividades mecénicas e quando encontram atividades que os motivem a refletir, justificar e
provar suas ideias, nossos alunos ndo conseguem aplicar férmulas ou conceitos

aprendidos, pois nao condizem as atividades que eles costumam responder.

Como ja mencionamos anteriormente, esse trio de alunos é somente uma amostra da
situacdo alarmante em que se encontra 0 ensino e aprendizagem da Matematica nas
escolas brasileiras, tanto publica quanto privada, uma vez que constatamos, por meio de
suas redacdes e atividades da Proposta, que esses alunos ndo estdo aprendendo a pensar e
raciocinar quando estudam diversos conteddos da Matematica, em especial 0 Teorema de
Pitagoras e o Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo. Além disso,
concluimos que o trio de alunos possui um conhecimento superficial do Teorema de
Pitagoras e do Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo, em que esses

contedos sdo memorizados e ndo compreendidos por eles.

163



Para amenizar todos esses problemas e auxiliar os alunos na constru¢do do seu
raciocinio hipotético-dedutivo, acreditamos que ensinar bem a Geometria esta além de
problemas e teoremas, estd ligada diretamente ao contexto histérico e cultural dessa
disciplina e de suas aplicagfes, assim como afirma Nunes (2011). Ou seja, acreditamos
que quando a Geometria é trabalhada dessa forma, a mesma possibilita o desenvolvimento
da visualizacdo, do pensamento critico, da intuicdo, da perspectiva, da resolucdo de
problemas, do raciocinio dedutivo, do argumento légico e da prova. Se conseguirmos criar
esse ambiente para 0s nossos alunos, estaremos confirmando o que os PCN nos
recomendam, uma aula de Geometria que auxilie o aluno a desenvolver a sua
capacidade/habilidade de comprovacdo, argumentacdo e justificacdo, com vistas a
formacdo do cidaddo critico e que este aluno perceba a Matematica como um
conhecimento que o possibilitard& a desenvolver seu raciocinio e sua capacidade

expressiva.

Como citado anteriormente, consideramos que provas e demonstracbes ndo sdo
palavras sindnimas. Para isso, tomamos a prova em um significado mais amplo, podendo
ser entendida como um discurso para estabelecer a validade de uma afirmacdo, a qual
possivelmente ndo sera aceita por matematicos puros. Ou seja, as justificativas
encontradas nas produgdes do trio de alunos foram aceitas dentro do contexto escolar dos
mesmos, em termos do raciocinio envolvido. Ja a demonstracdo ou prova formal foi
considerada como um tipo de prova aceita pela comunidade dos matematicos, a qual é
baseada em um conjunto de axiomas e de outras propriedades ja demonstradas, devendo

ser obtida por meio de um processo hipotético-dedutivo.

A vista disso, assim como afirma Grinkraut (2009), acreditamos que a construcio da
prova no contexto escolar deve ser diferente daquela direcionada aos matematicos na
Academia, uma vez que na escola consiste em convencer alguém, ou a si mesmo, que
determinada afirmacdo é verdadeira. Para isso, a qualidade dos argumentos necessarios
para tal convencimento, como também o nivel de generalidade de uma prova é variavel, ja
que um aluno pode se convencer da validade de um teorema apenas utilizando casos

particulares.

Dessa forma, por meio das redacOes e das atividades resolvidas na Proposta
Didética, concluimos que esses alunos ndo conhecem e nem s&o incentivados a utilizarem
as provas e demonstracdes matematicas em sala de aula. Além disso, as poucas provas que

esses alunos realizaram nas Atividades 1 e 2 (Parte Il), e 5 (Parte 1V) se enquadram em
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trés tipos de provas: Empirismo Ingénuo, defendido por Balacheff (2000), o qual esses
alunos utilizaram casos particulares para conjecturar uma afirmacéo; Justificativa Grafica
(Nasser e Tinoco, 2003), a qual o trio de alunos construiu um triangulo com as medidas de
seus angulos internos e observou que a soma deles é igual a 180° e Justificativa
Pragmatica (Nasser e Tinoco, 2003), a qual esses alunos, além de construir um triangulo
no aplicativo GeoGebra, utilizaram um caso particular para verificar que a relagdo

encontrada na Atividade 5 vale para qualquer triangulo retangulo.

Como ja& mencionamos, existem trabalhos que discorrem sobre provas e
demonstracGes matematicas e que defendem que a prova é caracteristica essencial da
Matematica, a qual produz uma nova compreensao matematica, possibilitando que o aluno
produza novas ligacdes conceituais e novos métodos para resolver determinados
problemas. Dessa forma, Balacheff (2004) afirma que a educacdo para a prova matematica
ndo deve iniciar enfatizando a forma e sua construgdo, mas que devemos enfatizar o
significado da mesma como atividade matematica, ou seja, aluno e professor deve ver a
prova matematica como uma atividade que esta intrinsicamente relacionada a propria

Matematica e que ndo pode ser vista separada desta area de conhecimento.

Dessa forma, se nos, professores, conseguirmos perceber a importancia das provas e
demonstracBes matematicas para nossos alunos e o0s convencer de que com elas
poderemos refletir, pensar, argumentar e justificar melhor, estaremos alcangcando um dos
objetivos do ensino e aprendizagem da Matematica defendido pelos PCN, um ambiente
em que o aluno consegue se comunicar matematicamente, conseguindo descrever,
representar e apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas,
fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relagdes entre ela e diferentes
representacfes matematicas. Formando assim um cidadao critico capaz de atuar e de lutar

de forma digna por seus direitos, compreendendo seus deveres, na sociedade atual.

Quanto ao trabalho no aplicativo GeoGebra, concluimos que o trio de alunos nao
esta familiarizado com o mesmo e nunca trabalhou nem ouviu falar do mesmo, uma vez
que quando fizemos a intervencdo e o trabalho com esse aplicativo todos os alunos ndo
conheciam nem tinham informacdo sobre o mesmo. Dessa forma, o trabalho poderia ter
sido melhor se os alunos soubessem trabalhar no GeoGebra, uma vez que esses alunos nao
conseguiram construir um tridngulo retangulo e tiveram que pedir ajuda a outro aluno que

ja tinha finalizado a atividade.
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A funcéo arrastar, disponivel nesse aplicativo de Geometria Dinamica, foi utilizada
de forma correta e conseguiu suprir todas as necessidades dos alunos, uma vez que 0S
mesmos conseguiram visualizar corretamente todas as movimentacdes ocorridas nas
construcbes, porém ndo perceberam 0s conceitos geométricos presentes em cada
movimentacdo. Dessa forma, suas visualizagdes ficaram somente na percepgdo e em que
tipo de movimento ocorreu a0 mover um determinado seletor ou construgdo. Assim,
concluimos que o trabalho com o aplicativo GeoGebra também ndo favoreceu ao trio de
alunos a verificacdo, reflexdo, conjectura, justificativa e prova matematica, uma vez que
seus conhecimentos estdo fragmentados e mecénicos, ndo conseguindo desenvolver e

agugcar o seu raciocinio matematico.

Durante a fase de execucdo da nossa pesquisa, deparamo-nos com algumas
limitacdes. Uma delas foi a dificuldade em elaborar uma proposta didatica que englobasse
0 processo de justificar, provar e demonstrar com significado para os alunos. Dessa forma,
demandamos muito tempo e discussdo entre o processo de construcdo da proposta didatica
e sua aplicacdo. Quando fomos conhecer o Laboratorio de Informética, ficamos muito
satisfeitos, pois havia varios computadores disponiveis, porém sdo poucos que estdo
funcionando corretamente. Ainda com relacdo ao Laboratorio, tivemos alguns problemas
técnicos ao tentarmos levar os materiais prontos para trabalhar no aplicativo, uma vez que
a versdo do aplicativo disponivel nos computadores Linux era 3.0 e 0s materiais estavam

nas versdes mais recentes.

Além disso, encontramos dificuldade durante a aplicacdo da Proposta Didatica, uma
vez que tinhamos inicialmente vinte alunos presentes na turma de 2° ano do Ensino
Médio, e por conta de um ponto facultativo ndo foi disponibilizado 6nibus para os alunos,
ja que a grande maioria é da zona rural. Com isso, no Gltimo momento da aplicacdo
contamos com a presenca de apenas sete alunos. Outra dificuldade encontrada esta
relacionada aos alunos nunca terem trabalhado com o aplicativo GeoGebra, 0 que gerou
uma dificuldade para o trio de alunos, uma vez que eles ndo sabiam construir um tridngulo

retangulo nesse aplicativo.

Portanto, chegamos ao final desse trabalho com a certeza de que é preciso
desmitificar as provas e demonstracdes matematicas, para que seu trabalho seja iniciado e
implementado de forma correta nas aulas de Matematica da Educacdo Bésica, respeitando
0 grau de maturidade e os conhecimentos matematicos dos alunos. Além disso,

concluimos que mesmo tendo o aplicativo GeoGebra disponivel nos computadores da
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Escola, os professores e alunos pouco o utilizam, deixando assim o Laboratorio sem ser
utilizado e os alunos sem serem incentivados a trabalhar com varias representacdes
mentais de conceitos matematicos, o que pode vir a ocorrer com um trabalho bem

planejado e executado com esse aplicativo de Geometria Dinamica.

Dessa forma, acreditamos que para que esse trabalho seja iniciado nas escolas é
preciso que os professores conhegam e estudem o que € uma prova e demonstracdo, seus
tipos e funcdes, suas potencialidades e como elas podem auxiliar no raciocinio hipotético-
dedutivo dos alunos, como também as possibilidades e funcionalidades do aplicativo
GeoGebra para as verificagdes dos teoremas da Matematica, auxiliando aos alunos nesse
processo de justificar, argumentar, conjecturar, provar e demonstrar. Portanto, apontamos
como trabalho futuro a investigacdo sobre o trabalho com as provas e demonstracdes
matematicas e o aplicativo GeoGebra por parte de professores da Educacdo Basica,
proporcionando um ambiente colaborativo de estudos, criando propostas didaticas que
motivem o0s alunos ao fazer matematico, e buscando desmitificar a visdo de que a
Matematica é somente uma forma mecanica, onde os professores ensinam as férmulas e 0s
alunos aplicam-nas em atividades que ndo os motivam a questionar, refletir e argumentar

as suas respostas e ideias.

A vista de toda essa discussdo, acreditamos que quando os alunos conhecem e ja
trabalham com o aplicativo GeoGebra, esses sdo levados a possuirem novas maneiras de
raciocinar e operar e até mesmo de conceber a Geometria, ao utilizarem a funcéo arrastar
desse aplicativo de Geometria Dinamica. Acreditamos, assim como afirma Janzen (2011),
que nesses ambientes os alunos tém mdaltiplas construcBes possiveis para um mesmo
objeto geométrico e isso 0s possibilita a compreender que a partir de certos fatos
declarados (hipéteses), outros destes decorrem — os fatos estaveis implicitos (a tese do
teorema), entdo passiveis de explicacdo. Tendo compreenséo disso, os alunos ja estardo no

caminho para a construcdo de uma demonstracéao.

Assim, quando trabalhamos com as provas e demonstragdes utilizando o GeoGebra,
estas aparecem como alternativa para o desenvolvimento de conjecturas, argumentacgdes,
construcdo do raciocinio hipotético-dedutivo e articulagbes entre 0s niveis de raciocinio
geométrico. Ou seja, a utilizacdo do aplicativo GeoGebra exerce uma especial importancia
na questdo da visualizacdo, uma vez que a visualizacdo e a identificagdo do objeto
geométrico sdo caracterizados como um passo preparatorio para o entendimento da

formalizacdo do conceito, isto €, para 0 processo de uma prova.
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Portanto, acreditamos que, assim como os PCN recomendam, a capacidade ou
habilidade de comprovacdo, argumentacdo e justificacdo é bastante importante para a
formacédo do cidadao critico, e isso possibilita, na Matematica, um desenvolvimento de
seu raciocinio e de sua capacidade expressiva. Dessa forma, acreditamos que se as provas
e demonstracdes matematicas forem abordadas na sala de aula da Educacdo Bésica e,
quando abordadas, que estas tenham significado tanto para o professor quanto para o
aluno, entdo teremos uma melhor e mais clara compreensdo da Matematica e do

pensamento matematico.
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Série:

Data: / /

(1) (nossa autoria) Observem o triangulo ABC retangulo em C. Com base em suas

observacdes, determinem e justifiquem:

a) Como identificar um tridngulo retangulo?

b) os catetos:

¢) a hipotenusa:

d) o angulo reto (90°)

e) os angulos agudos
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(2) (nossa autoria) De acordo com Eves (2004) e Boyer (2010), os povos antigos,
acerca de 3000 anos, como egipcios e babilénicos, sabiam que o triangulo de lados 3,
4 e 5 era retangulo, mas de acordo com Lima (2006), esses povos ndo tinham a
necessidade de demonstrar esta afirmacao.

Na Figura abaixo temos um triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5 unidades de

comprimento:

Foram construidos quadrados com os lados desse triangulo. Esses quadrados foram
divididos em quadrados menores, como Vvocés podem observar na Figura.
Respondam:

a) Quantos quadradinhos tem o quadrado maior?

b) Qual é o numero de quadradinhos do quadrado intermediario?

¢) Qual a quantidade de quadradinhos em que o quadrado menor foi dividido?

d) De acordo com as respostas dos itens a, b e ¢, vocés conseguem observar alguma

relagéo entre o quadrado maior e 0s outros menores?

(3) (extraido de Bastian, 2000) No quadro abaixo, a medida de cada cateto e da
hipotenusa sdo lados dos quadrados A, B e C respectivamente. Com base nesta

informacao, calculem as areas A, B e C:

Areas dos Quadrados

Catetoa | Catetob | Hipotenusa c Area A Area B Area C
3 4 5
6 8 10
5 12 13
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9 12 15

a) Comparando as areas A, B e C, a que conclusao vocés chegaram?

b) Sera que a conclusdo descrita acima, no item (a), vale para qualquer triangulo?

Experimentem usa-la em um triangulo de lados 4, 7 e 8. O que vocés observaram?

(4) (extraido de Bastian, 2000)
a) Desenhem e recortem um triangulo retangulo qualquer. Agora desenhem e recortem
mais sete triangulos idénticos ao primeiro, identificando seus referidos lados como a, b e

C.

b) Agora desenhem e recortem um:
v Quadrado de tamanho igual ao lado a (pinte de vermelho)
4 Quadrado de tamanho ao lado b (pinte de amarelo)

4 Quadrado de tamanho ao lado ¢ (pinte de verde)

¢) como se fosse um quebra cabegas montem:

v Um quadraddo usando quatro triangulos e o quadrado vermelho
4 Um quadraddo usando quatro triangulos e os quadrados amarelo e verde
4 Se retirarmos das duas figuras montadas os quatro triangulos, o que podemos dizer

sobre as areas restantes de cada figura?
v Existe alguma relacdo entre as areas restantes? Como podemos escrever esta

relacdo?

(5) (extraido de Bastian, 2000)

a b

b a
Figura 1 Figura 2



a) Descrevam algebricamente a &rea do quadraddo (Figura 1) em funcdo do quadrado

contido nele e dos quatros triangulos retangulos.

b) Facam o0 mesmo na Figura 2.

c) Que relacdo existe entre as areas dos quadraddes das Figuras 1 e 2? Deduzam a

relacdo entre a, b e c.

(6) (nossa autoria) Um teorema € uma afirmagdo matemética que deve ser
rigorosamente demonstrada. Sendo assim, para que o Teorema de Pitagoras seja
valido é necessario demonstra-lo. Podemos escrever o Teorema de Pitagoras na
forma implicativa: Se o triangulo é retangulo entéo a area do quadrado que tem como
lado a medida da hipotenusa € igual a soma das &reas dos quadrados cujos catetos sao
os lados.

No Teorema escrito na forma implicativa, identifiquem:

a) Hipotese

b) Tese

(7) (adaptado de Lima, 2006)
No triangulo ABC, retangulo em A, a altura AD (perpendicular a BC)
relativa & hipotenusa origina dois tridngulos semelhantes ao proprio tridngulo, em

vista da congruéncia dos angulos (BAD =€, complemento de B, CAD =B,
complemento de €). Portanto, temos proporcionalidade entre os lados homologos,

uma para cada triangulo parcial ou total:
A

[ h

n_ m

c n b m

—_—= — g — = —

a ¢ a b

Usando as informacdes acima, tentem demonstrar o Teorema de Pitagoras.
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(8) (adaptado de Ferreira Filho, 2007)
a) Na figura abaixo, o quadrilatero ABCD é um quadrado? Justifiquem.

c A b N

[ |

Q b c c P
b) Calcule o valor de a, da figura acima, em funcao de b e c utilizando o conceito de area

aplicado nos quadrados e nos triangulos.

c) Observem o desenho abaixo e calculem o valor de a em fungdo de 3 e 4 usando apenas

0 conceito de area aplicado nos quadrados e nos triangulos:

Q 3 c P

d) Comparem com o resultado obtido na letra b. O que vocés observam?

e) Comparem a conclusdo obtida na letra b com a conclusdo obtida na letra c e

respondam:
v As duas conclusdes séo equivalentes (iguais)?
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v' Em qual dos dois processos (letra b ou letra c) vocés consideram ter

efetuado uma prova para essa relacdo? Justifiquem.

PARTE Il
(1) (adaptado da questdo G1 do AprovaME) Amanda, Dario, Hélia, Cintia e Edu
estavam tentando provar que a seguinte afirmacao é verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um triangulo

gualquer, o resultado é sempre 180°.

Resposta de Amanda

Eu recorto 0z dngulos e junto os trés.
s
‘\O.- hl -
[‘EZ;PF \

Eu obtenho uma linha reta que & 180°.

Eu tentei para um triagngulo eqiilatero e também
para um istsceles & a mesma coisa acontece.
Entio Amanda diz que a afirmacdo &
verdadeira.

Resposta de Helia

Resposta de Dario

Eu medi cuidadosamente os dngulos de alguns
friangulos e fiz uma tabela.

a b ¢ total
110 34 36 180
95 43 42 180
s 72 T3 180
10 27 143 180

Em todos eles a soma foi de 180°.
Entdo Dario diz que a afirmacio & verdadeira

Resposta de Cintia

Eu desenhei trés retas perpendiculares a um
lado do Lria‘nqulcu e medi os dngulos.

! Py /
[ /

fer ! Y / '
?.,1/?-“ / % 4

-%%}'If"““'- r\-\_ 4:' i
[T

{ —
(90° —28°% )+ 28% + 427 + (907 — 42° ) = 180°
Entio Hélla diz que a afirmacio € verdadeira

Eu desenhei uma reta paralela a base do tridngulo:

g q’
Y i
& Ty
I

Afimagdes Justificativa
B = B Angulos altemos intemos
entre duas paralelas 530 iguais.
[ I S Angulos alternos intermos
entre duas paralelas sdo iguais.
p+g+r=180°_._ . Angulos numa linha reta.

Logo s + £+ r = 180°
Entdo Cintia diz que a afirmacdo € verdadeira.

Resposta de Edu

Entdo Edu diz que a afimmacdo é verdadeira.

Se vocé caminhar por toda volta sobre a linha do tridngulo e

terminar clhando o caminho por onde comeagou, vocé deve ter girado
um total de 360°. Vocé pode ver que cada angulo externo quando
somado ao dngulo interno deve dar 180° porque eles formam uma reta.
Is=o faz um total de 540°. 540° — 360° = 180°.

~

. b

a) Das respostas acima, escolham uma que é a mais parecida com a resposta que

vocés dariam se tivessem que resolver esta questdo. Justifiguem sua escolha.
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b) Das respostas acima, escolham aquela para a qual vocés acham que seu professor

daria a melhor nota. Justifiquem sua escolha.

(2) (nossa autoria) Considerem um triangulo ABC, no qual estdo assinalados os

angulos internos:

A

Tracando a reta u, paralela ao lado AC e que passa pelo vértice B:

Sabemosquep=aeq=c.

Como p + b + g =180°, concluimos que a + b + ¢ = 180°.

Observando essa demonstracao, respondam o que se pede:
a) Por que podemos afirmar quep=aeq=c?

b) O que podemos afirmar com essa conclusdo da demonstragéo?

c) Essa afirmacao vale para qualquer triangulo? Justifiquem.

d) Tente demonstrar essa afirmagdo de outra forma.

(3) (nossa autoria) Seja um triangulo ABC qualquer com angulos internos a, be c. A

figura abaixo ilustra uma construcdo geométrica que auxilia na demonstracdo da

propriedade de que “em todo tridngulo a soma dos angulos internos é 180°”:
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a) Como s@o chamados os elementos geométricos representados por u, B, ae AC?

b) Vocés conseguem identificar alguma propriedade na figura. Qual (is)?

c) Cologuem em ordem, de 1 a 5, as frases abaixo a fim de obter a demonstracdo do
teorema da soma dos angulos internos de um triangulo:

( )p+b+q=180°

() Seja um triangulo ABC qualquer e nomeamos seus angulos internos comoa, bec

( )p =aeq=c,pois, sdo angulos alternos internos

() Pelo vértice B, tragamos uma reta paralela ao lado AC obtendo p e g

(

) Conclusédo: a + & + ¢ = 180°,

d) Demonstrem de outra maneira que a soma dos angulos internos de um triangulo é
180°.

PARTE Il

(1) (nossa autoria) Todo angulo externo de um triangulo mede mais do que qualquer
dos angulos internos a ele ndo adjacentes.

a) Na Geometria Euclidiana usamos com certa frequéncia o teorema do angulo externo

para calculos de angulos. Descrevam o que vocés conhecem sobre este teorema.

b) Dado o triangulo ABC, determinem as medidas dos angulos internos que faltam.
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c) Observem que 0 > BAC assim como também 0 > ACB. Sera que esta relagdo vale para

todo triangulo? Justifiquem.

d) Se tomarmos ABC como sendo um triangulo retangulo, essas relagdes ainda valeriam?

Justifiquem.

(2) (nossa autoria) Nas alternativas I, I, 111, marquem qual delas vocés descreveriam
como demonstracdo do teorema do angulo externo, descrito na Questdo 1. Ao final,
justifiguem sua escolha.

| ( ) Dado um triangulo qualquer ABC e sejam S = 64°, 0 = 63°e Y = 53°,as medidas dos

angulos. Como descrito na figura abaixo:

Observem:

Se prolongarmos a semirreta BC formaremos o dngulo a, onde a. = 127°,

Se prolongarmos a semirreta CA formaremos o dngulo @, onde @ = 116°

Se prolongarmos a semirreta AB formaremos o angulo ¢, onde ¢ = 117°

Note que, a > CAB e ABC, assim como p > AEC e ACB, assim como também 6 > CAB e

ABC, como queriamos demonstrar.
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I1 () Tomemos o tridngulo equilatero ABC descrito na figura abaixo:

Como se trata de um tridngulo equilatero, sabemos que o angulo BCA = CAB = ABEC =
60°. Ao prologarmos a semirreta BC formaremos o dngulo 6, que mede 120°, além disso,

note que, = 120° > 60° = BCA = CAB = ABC. Logo fica demonstrado o teorema.

Il () Seja ABC um triangulo. Na semirreta €A, marque um ponto D tal que o ponto A

esteja entre os pontos C e D, como indicado na figura abaixo:

Queremos provar que o angulo BAD > B e BAD > €. Vamos primeiro provar que o

angulo BAD > B. Para isto consideremos o ponto médio E do segmento AB.

Na semirreta CE marque um ponto F tal que, o segmento CE = EF. Trace AF. Compare
os triangulos CEB e FAE. Como BE = AE (ja que E é ponto médio de AB), CE = EF (por

construcéo) e BEC = AEF (por serem opostos pelo vértice), segue-se que o angulo BEC =

AEF. Consequentemente B=EAF, como a semirreta AF divide o angulo BAD, entdo EAF
< BAD, portanto B < BAD. Analogamente provamos que BAD > C. Assim fica

demonstrado o teorema.

Justifiqguem a escolha:



Parte IV

(1) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-27567” e observem
atentamente a figura. Sigam as instrugdes abaixo e respondam as perguntas:

a) Arrastem o seletor para a direita. O que aconteceu com a figura? Quais 0s movimentos

observados pelas trés divisoes do triangulo?

b) Arrastem o préximo seletor para baixo. O que aconteceu com a figura? Qual o
movimento realizado pelas trés divisdes do tridngulo? O que vocés observaram apos essa

movimentacao?

c) Marquem os trés quadrados referentes a “comparar dngulos”. O que vocés

observaram? Como podem ser chamados os angulos azuis, vermelhos e verdes? Por qué?

d) Qual propriedade estd ligada a essa verificagdo? Como vocés encontraram essa

propriedade e por qué?

(2) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-239787” e observem a
figura.

H& uma importante relacdo relacionada aos triangulos e seus angulos internos.
Sigam as instrucdes abaixo e respondam as perguntas:

a) Movimentem o vertice C do triangulo. O que acontece com o triangulo? E com seus

angulos internos?

b) Ao movimentar esse vértice C, qual a relacdo entre os triangulos encontrados e seus

angulos internos?

c) Agora movimentem o vértice B. O que acontece? Continua valendo essa relacédo para

outros triangulos encontrados e seus angulos internos?

d) Se movimentarmos o vértice A. O que acontece? Essa rela¢do continua sendo valida?

e) Desse modo, o que podemos concluir com essa verificacdo? Justifiquem.
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(3) (extraido do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-145257”, observem a

figura e respondam o que se pede.

(4) (adaptado do Tube GeoGebra) Abram o arquivo “material-57095” e observem a
figura. Sigam as instrucdes e respondam o que se pede:

a) Movimentem os seletores dos angulos @ e . O que aconteceu ao movimentar o angulo
a? E o0 angulo 5? As duas figuras foram movimentadas para onde? Como elas ficaram

nessas movimentacgoes?

b) Surgiu um novo seletor. Movimentem o angulo y. O que aconteceu ao movimentar esse

angulo?

¢) Surgiu um novo seletor. Movimente o angulo &. O que aconteceu ao movimentar esse

angulo?

d) Ao fazer todos esses movimentos, o que vocés observaram? A que conclusdes vocés

chegaram?

e) Existe alguma relagéo entre esses quadrados e os lados do triangulo retangulo? Se

sim, qual?

(5) (adaptado de Ferreira Filho, 2007)

Abram o arquivo Montagem — Perigal e observem, antes de fazer qualquer
movimento, a imagem atenta e detalhadamente.

Na figura temos 5 pecas coloridas, 4 dentro do quadrado médio e uma no
guadrado menor. Arrastem cada uma das pecas, encaixando-as dentro do quadrado
maior.

Facam o que se pede:
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a) O que vocés observaram? Relacionem as &reas dos quadrados construidos sobre os

catetos com a area do quadrado construido sobre a hipotenusa. O que vocés concluiram?

b) Representem a medida da hipotenusa do triangulo retangulo por a, e por b e ¢ as
medidas de cada cateto. Relacionem as trés medidas.

c) A verificacdo feita com esse arquivo é confiavel, suficiente e da certeza de que a

relacdo obtida no item b é sempre valida em qualquer triangulo retangulo? Justifiquem.
d) No GeoGebra, construam um tridngulo retangulo ABC qualquer. Com a ferramenta
“distancia, comprimento ou perimetro”, mecam os lados de seu triangulo e com uma

calculadora verifiquem a relacéo percebida anteriormente. O que vocés concluiram?

e) A verificagcdo feita no item d garante que a relagdo vale sempre para qualquer

triangulo retangulo? Justifiquem.

AGRADECEMOS SUA COLABORACAO!
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