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RESUMO

SILVA, L. M. Compreensdo de ideias essenciais ao ensino-aprendizagem de funcdes
via resolucdo, proposicdo e exploragdo de problemas. 2013. 306 p. Dissertacdo
(Mestrado) — Universidade Estadual da Paraiba — UEPB.

Na presente pesquisa investigamos compreensdes de ideias essenciais de funcbes por
alunos e analisamos as contribuicdes da metodologia de ensino-aprendizagem de
Matematica via resolucédo, proposicao e exploracdo de problemas. Nosso olhar se voltou
para a literatura da Algebra Escolar ao ensino-aprendizagem do conceito de fungdo. Ha
muitas pesquisas sobre o ensino de funcbes que revelam a importancia deste tema.
Tomamos como referéncias teoricas, o ensino-aprendizagem de fungbes ao longo do
curriculo com as representacbes mdaltiplas de funcBes e o desenvolvimento de
compreensdo essencial de func¢bes por Cooney, Beckmann e Lloyd. Para o trabalho em
sala de aula optamos pela resolugdo, proposicdo e exploracdo de problemas, na qual
interacdo e mediacdo foram elos para formacdo de conceitos, conforme Vygotsky. A
pesquisa foi qualitativa na modalidade de pesquisa pedagdgica, de acordo com
Lankshear e Knobel, na qual o professor pesquisa sua propria pratica em sala de aula.
Para o levantamento dos dados usamos notas, descricdes, andlises de aulas e as
producdes de alunos. O trabalho de campo foi realizado com uma turma de 1° ano do
Ensino Médio em uma escola Publica Estadual de Pernambuco na cidade de Recife. A
acao/interacdo em sala de aula ocorreu com a formacgdo de grupos, propiciando o
trabalho de atuacdo na Zona de Desenvolvimento Proximal. As descricOes e analises das
aulas apontam, basicamente, dificuldades conceituais e de conversdo entre
representacdes diversas de funcdes. Os resultados evidenciaram que uma compreensao
de ideias essenciais de fungdes se da mediante transicdes entre essas ideias em multiplas
interpretagdes, caracteristicas e conexdes entre elas. A conclusdo final deste trabalho
evidenciou que resolugdo, proposicdo e exploracdo de problemas favorecem
possibilidades de desenvolver compreensdes essenciais de fungdes e extensdes

contextuais mais abrangentes na promocdao da cidadania.

Palavras-chave: Funcbes. Representagdes. Resolucdo de problemas. Pesquisa

pedagdgica.



ABSTRACT

SILVA, L. M. Understanding of essential ideas to the learning-teaching of functions via
solving, posing and exploration of problems. 2013. 306 p. Dissertation (Master’s
degree) — State University of Paraiba - UEPB

In this present research we have investigated understandings of essential ideas of
functions by students and we have analyzed the contributions of the methodology for
learning-teaching Mathematics via solving, posing and exploration of problems. Our
focus has turned to literature from Algebra School to the learning-teaching of the
concept of function. There are many researches about teaching of functions that reveal
the importance of this theme. We have taken as theoretical references the learning-
teaching of functions along the curriculum with the multiple representations of
functions and the development of essential understanding of functions by Cooney,
Beckmann and Lloyd. To work in the classroom we have chosen solving, posing and
exploration of problems using interaction and mediation as links to the formation of
concepts accordingly to Vygotsky’s ideas. The research was qualitative in pedagogical
research way according to Lankshear and Knobel, in which the teacher research his own
classroom practice. For the survey data we have used notes, descriptions and lessons
analysis as well as students productions. Fieldwork was conducted with a group of
student from first year High School in the Public School of State of Pernambuco in the
Recife city, the action/interaction in the classroom has occurred with the formation of
groups, providing work of performance in the Proximal Development Zone. The
descriptions and lessons analysis pointed out basically conceptual and conversion
difficulties among different representations of functions and the results have showed
that an understanding of essential ideas about functions occurs by transitions among
these ideas in multiple interpretations, characteristics and connections to one another.
The final conclusion of this study has shown that solving, posing and exploration of
problems have allowed possibilities of developing essential understanding of functions

as well as broader contextual extensions in citizenship promoting.

Key words: Functions. Representations. Problem solving. Pedagogical research.
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1. INTRODUCAO

Ao longo da nossa experiéncia académica/docente percebemos que o conteudo
de funcdo e as questdes metodoldgicas, que dizem respeito em como abordar este tema,
vém nos inquietando e nos preocupando. Como fazer com que os alunos possam
desenvolver e compreender as ideias essenciais desse conceito? Funcdo é um dos
conteudos principais da Matematica que esta presente no dia a dia das pessoas sem que
elas na maioria das vezes percebam a sua existéncia, desde a compra de pédezinhos em
uma padaria, no estabelecimento de relac6es entre quantidade e prego a pagar, as tabelas
e gréficos tdo comuns nos jornais e revistas que representam mudancas e variacoes
ocorridas dentro dos diversos fendmenos da natureza e sociais. Que compreensdes de
ideias essenciais de fungdes apresentam os alunos? Diante da importancia desse tema,
acreditamos que, se os alunos forem capazes de desenvolver essas ideias fundamentais
de fungdes no Ensino Médio, eles serdo capazes de usar esses conhecimentos para
enfrentar desafios da vida real, bem como também servir de instrumento para fortalecer
sua formacdo como cidaddo. Quais as contribuicbes da metodologia de ensino-
aprendizagem de Matematica via resolucdo, proposi¢do e exploracdo de problemas,

aliadas ao uso de representaces multiplas, para o estudo de funcGes?

O tema funcéo aparece nas aulas de Algebra Escolar na Educacio Bésica, no 9°
ano do Ensino Fundamental e com mais intensidade no 1° ano do Ensino Médio.
Também aparece em outras disciplinas da Matematica Superior, onde ela é um dos
objetos de estudo na disciplina de Calculo e Analise nos cursos de graduacdo. O
contetdo funcdo é comumente introduzido no 9° do ensino fundamental onde os alunos
analisam padrdes e desenvolvem uma noc¢do informal de variavel. Depois, eles
aprendem a representar padrées em tabelas e analisam como as grandezas variam juntas
(covariacdo). No Ensino Médio, os alunos analisam estas relacfes e constroem familias
de funcdes, estudando as caracteristicas de cada funcdo em particular. Na Universidade,
eles estendem essas aquisicdes com dominios de funcdes que incluem nimeros
complexos onde podem expandir suas nog¢oes sobre familias de fun¢Ges (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010).

Percebemos também que, apesar de haver registros significativos com

mudancas nos livros didaticos da Educacdo Bésica, nos curriculos, ou mesmo nos
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nossos discursos de professores de Matematica, contrariando nossas falas, nas nossas
préaticas docentes, hd uma tendéncia muito forte ao formalismo, & apresentacdo da
definicdo formal de funcdo seguida de lista de exercicios. Frequentemente acabamos
repetindo o modelo de ensino de Matematica no qual fomos formados, com seu carater
de rigor e precisdo de acordo como eles nos foram apresentados durante a formacéo
inicial, muito embora reconhecéssemos a importancia de se trabalhar resolucdo de
problemas nas aulas de Matematica. Contrariando as recomendagdes e orientagdes dessa
metodologia para a sala de aula, observamos que alguns livros didaticos mostram uma
situacdo-problema no inicio de cada capitulo do contetdo fungdo, mas nédo explora tal
situacdo, servindo ela mais de pretexto para introduzir o assunto e justificar a
contextualizagdo no ensino de Matematica. Este direcionamento nos faz acreditar que
tal visdo, acaba por subestimar nossos alunos com o julgamento de que eles s6 seriam
capazes de resolver e explorar problemas mediante o dominio de determinadas

definigdes, regras e formulas matematicas.

Aliado a toda essa problematica de natureza metodoldgica, tudo indica que os
alunos chegam a escola querendo aprender e, com o0 passar dos dias escolares, vao se
desmotivando pelos estudos. Por isso, torna-se ardua e ao mesmo tempo desafiante
nossa tarefa de professor para ensinar fungées em turmas de adolescentes do Ensino
Médio, em um mundo cada vez mais complexo, com problemas que ndo mais séo
aqueles que nos adultos estdvamos habituados a lidar no nosso cotidiano escolar. Dai,
sentimos necessidade de enfrentar essa resisténcia, fazendo com que, em sala de aula,
houvesse uma participacdo mais ativa dos alunos, cujo engajamento efetivo, por parte
deles, é percebido nas tomadas de decisGes e iniciativas mais espontaneas durante os
processos de resolucdo, proposicao e exploracdo de problemas realizados via aplicacao
de um conjunto de atividades propostas. Enfim, aceitamos a tarefa de estimular os
alunos, possibilitando-lhes a descoberta e a exploracdo de ideias essenciais a

compreensdo do conceito de funcdo.

Percebiamos inicialmente que os alunos chegavam ao Ensino Meédio,
acostumados apenas a lidar com incégnita em uma equagdo. Mas, agora precisavam
pensar em como duas variaveis se relacionam e ai justamente identificamos, através da
nossa experiéncia docente, que muitos alunos se sentiam desconfortaveis diante dessa
novidade, e uns poucos percebiam que estavam vendo uma coisa completamente nova, a

ideia de que uma coisa varia em fungdo de outra. Observamos também, na nossa
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experiéncia de professor de Ensino Médio, que se os alunos ndo conseguissem realizar
bem a transicdo das equacdes para as funcdes, deixariam de notar que as fungdes foram
criadas para representar mudancas e transformagdes e que contém propriedades e
caracteristicas comuns para cada funcdo em particular. Acreditamos que gquando o0s
alunos compreendem bem como ocorre essa variacdo, eles conseguem estudar o
comportamento dessas variagdes e fazem as conexdes necessarias ao aprender fungdes.
Portanto, os alunos precisam compreender bem fungdes. Quando isso néo acontece, eles
frequentemente apresentam uma visdo estreita e limitada de funcdes. Assim lidam com
funcGes como se lidassem com equacdes, e ndo percebem que nas funcdes, as letras

passam a descrever processos, representando fendmenos do mundo real.

Inicialmente, nossa dissertacdo busca situar nosso problema de pesquisa dentro
da Algebra Escolar no que se refere ao ensino-aprendizagem de funcio, delimitando
nosso enfoque diante da literatura. Encontramos muitas pesquisas sobre o ensino de
funcBes que revelam um grande interesse e importancia de estudo para o0s pesquisadores
da Educacdo Matematica. As pesquisas basicamente tratam dos aspectos conceituais e
de representacOes diversas de fungdes, tanto do ponto de vista da concepgdo do aluno
quanto do professor e outras tantas abordam o uso de novas tecnologias como

ferramenta de auxilio para o ensino de funces.

Para fundamentarmos teoricamente nossa pesquisa, trazemos as representacoes
maultiplas ao ensino-aprendizagem de funcgdes: o papel das representaces no ensino e
aprendizagem de Matematica pelos autores Goldin e Shteingold (2001) e apresentamos
as vantagens e desvantagens de cada representagdo de funcdo pelos autores Friedlander
e Tabach (2001). Para o desenvolvimento de uma compreensédo de ideias essenciais ao
ensino-aprendizagem de fungbes, destacamos Cooney, Beckmann e Lloyd (2010),
idealizadores das cinco grandes ideias de funcgdes: conceito de funcédo; covariacao e taxa
de variacdo; combinacdo e transformacdo de funcdes e representacbes multiplas de
fungdes. Dando continuidade, destacamos a presenga do topico funcdo ao longo do
curriculo de Matematica no qual nos baseamos, principalmente, nos artigos de

Kilpatrick e l1zsék (2008) e nos documentos curriculares Nacionais e Estadual.

Sabemos que, nas séries iniciais, a funcdo matematica mesmo de maneira
intuitiva estd presente na observacdo de regularidade de padrdes. Nas séries finais do

Ensino Fundamental, os alunos comecam a generalizar padrdes da Aritmética e, logo
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em seguida, tornam-se capazes de relacionar grandezas que variam. Ja, no Ensino
Médio a espinha dorsal dos conteudos da Matematica é funcdo que ganha uma
roupagem mais formal. E, nesse momento, sempre nos inquietou o porqué das aulas de
Matematica sobre funcbes, ao invés de resgatarmos essas primeiras ideias que foram
mal compreendidas, ou ndo foram compreendidas de fato, despejarmos no estudo de
funcgdes, ideias recheadas de informacGes secundérias como 0s recursos aos diagramas
de flechas, fungédo injetora, sobrejetora, bijetora, inequacOes rebuscadas de funcdes
diversas, das mais simples as mais complicadas, tais como as famigeradas logaritmicas
e trigonométricas. E, no entanto, o que é essencial, o que é verdadeiramente importante,

ainda continuar sendo pouco explorado.

Essencial ndo estd posto no sentido do que € gerador, atrelado a génese do
objeto, mas no sentido do que é indispensavel, necessario, fundamental, basico para a
compreensdo deste objeto matematico. Entendemos por isso 0s conteudos matematicos
que tenham relevancia social traduzidos em ideias - representacGes mentais de uma
entidade matemética e compreensfes essenciais por meio de um conjunto de
caracteristicas de um objeto matematico que se unificam em um conceito. O trabalho do
professor de Matematica, neste sentido e direcdo consistira, dentre outras coisas, em
selecionar o essencial do secundario e, por meio da metodologia de ensino-
aprendizagem via resolucdo, proposicdo e exploracdo de problemas fornecerd o
desenvolvimento de uma compreensdo das ideias essenciais relacionadas ao conceito

matematico que nos propomos a estudar, o estudo das funcdes.

Para a temética explorando funcdo, Van de Walle (2006) remete as grandes
ideias de funcdo e enfatiza as representacdes multiplas de funcdes. No entanto, foi com
a leitura de uma publicacdo do NCTM (National Council Teachers Mathematics —
Conselho Nacional de Professores de Matematica dos Estados Unidos) que encontramos
explicitamente as ideias fundamentais e compreensdes essenciais de funcbes para o
Ensino Médio, pelos autores Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), os quais reuniram
cinco grandes ideias de fungbes e incorporaram um conjunto de compreensoes
essenciais inerentes a essas ideias. Dentre elas, podemos destacar a primeira que trata do
conceito de fungédo e a quinta que trata das representacfes multiplas de funcdes. Pois,
assim como o numero, a fungédo € um conceito unificador de muitas ideias e linguagens
matematicas que precisa ser compreendido por alunos de Ensino Médio como um

instrumento de grande valia para a aquisicdo da linguagem cientifica.
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A primeira, ja bastante investigada pelas pesquisas em Algebra Funcional, o
que ndo significa esgotamento, e a ultima nos chamou mais atengdo porque na resolucéo
de problemas, os alunos mobilizam representacbes externas, inicialmente s&o
representacfes pessoais e, mais na frente, essas representagdes se tornam mais
convencionais, sdo instrumentos visiveis e podem ser materialmente analisadas por
meio das producdes dos alunos. Muito embora esse produto de representa¢des externas
seja extraido de processos internos de representacfes com formas e ideias imbuidas de

muita complexidade.

Em nossa pesquisa, no levantamento bibliografico, evidenciamos que no
cenario internacional, as representagdes multiplas em Algebra e Fungbes vém sendo
investigadas no campo da Educacdo Matematica, no final da década de 80 e inicio de
90. Sobretudo, a partir do uso de novas tecnologias, inicialmente com o advento de
calculadoras graficas e, mais recentemente, através de aplicativos computacionais, ou
ainda na resolucdo de problemas. Porém, ndo encontramos pesquisas que tenham
focado, especificamente, no desenvolvimento de uma compreensdo de ideias essenciais
de fungdes por alunos no cenério das pesquisas brasileiras, obviamente ndo estamos
incluindo seus fragmentos e sim a coordenacdo entre essas ideias e compreensdes

essenciais de funcdes e a realizacdo de conexdes entre elas.

Finalmente, apresentamos a resolucdo, proposicao e exploracdo de problemas
com enfoques e contribuicBes diversas na perspectiva de uma construcdo de uma
metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica, ressaltando o uso das
representaces multiplas como elo mediador, elas auxiliam o processo de codificacdo e
descodificacdo no trabalho com a exploracdo de problemas. Por isso, embasamos o
trabalho dessa metodologia em uma visdo interacionista de acordo com Vygotsky,
tomando como referéncias os textos de Vygotsky (2007; 2008) e Van der Ver e Valsiner
(2009), no qual o trabalho compartilhado, a interagdo, a mediagdo envolvidos no
processo de ensino-aprendizagem de Matematica venham favorecer a criagdo de um
ambiente de aprendizagem para formacdo de conceitos em que possamos desenvolver

uma compreenséo de ideias essenciais de funcoes.

Acreditamos que esse arsenal tedrico pode nos ajudar a responder nosso
problema de pesquisa: Que compreensdes de ideias essenciais de fungdes apresentam

os alunos? Quais as contribuicdes da metodologia de ensino-aprendizagem de
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Matematica via resolucé@o, proposicdo e exploracdo de problemas, aliada ao uso de

representacdes maltiplas, para o estudo de fungbes?

A pesquisa € qualitativa baseada nas caracterizagdes de Liudke e André (1987)
e Bogdan e Biklen (1994) como pesquisa que busca compreender e ndo simplesmente
explicar fatos e eventos. Adotamos a pesquisa qualitativa na modalidade de pesquisa
pedagdgica por Lankshear e Knobel (2008) na qual o professor deve pesquisar sua
propria pratica visando ao melhoramento profissional e a qualidade no ensino de
Matematica. Apresentamos o trabalho de campo da pesquisa, turma de alunos,
levantamento/coleta de dados e como se deu a acao/interacdo da pesquisa em sala de

aula.

Acreditamos que, por meio de aulas ministradas, notas de aulas, descricdes e
analises de aulas e producdes dos alunos; possamos evidenciar compreensdes de ideias
essenciais de funcdes por alunos com a criagdo de um ambiente (sala de aula) de
cooperacéo e interacdo de onde surgirdo condicdes para o levantamento/coleta de dados.
N&o recorremos a gravacdo nem filmagem porque no universo de uma turma de 44
alunos as acOes poderiam perder naturalidade e pelo fato de considerarmos ser possivel
realizar algumas anotagdes em sala de aula a partir de observagdes relevantes a nossa

investigacdo e descrevermos as aulas sempre ao final de cada sesséo.

Esta dissertacdo pretende apontar e evidenciar compreensdo de ideias
essenciais de funcdes por alunos do 1° ano do Ensino Médio de uma Escola Publica
Estadual da cidade de Recife por meio de uma aplicacdo de um conjunto de atividades
em situacdes-problemas através da metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica
via resolucdo, proposicao e exploracdo de problemas, aliada as representagcdes multiplas
que no trabalho de exploracdo de problemas passa a ser uma ferramenta de codificacdo
e descodificacdo. Ressaltamos ainda que as atividades selecionadas foram trabalhadas
na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) dos alunos do ponto de vista vygotskiano
do termo. Em outras palavras: que ndo estejam além nem aquem das potencialidades a
serem desenvolvidas pelos alunos; visando a uma melhoria da qualidade de ensino-

aprendizagem de fun¢Ges matematicas.

Percebemos, também, que as possibilidades de investigacdo sobre as
compreensdes de ideias essenciais de fungdes por alunos sdo bastante amplas. Por isso,

limitamos nossas descricdes e analises de aulas ministradas, enfocando basicamente o
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raciocinio funcional nos seguintes aspectos: conceitual, linear, quadratico e exponencial.
Por essa razdo, dividimos as unidades didaticas em quatro partes: | — Conceito de
Funcdo; Il — Funcdo Afim; Il — Funcdo Quadrética e IV — Funcdo Exponencial.
Elementos estes constituintes de um recorte de um continuo de uma sala de aula de

Matematica no trabalho com a tematica das funcgdes.

Finalmente, temos as descricdes e analises das aulas de cada encontro, nas
quais surgiram os resultados e consideracOes finais desta dissertagdo em que
apresentamos uma sintese do nosso estudo, enfatizando os principais resultados obtidos
por meio da andlise dos dados que foram levantados durante as acdes e interacdes que
ocorreram em sala de aula. Apontamos também a necessidade de futuras pesquisas que
possam contemplar aspectos que por ventura ndo tenhamos abarcado dentro da
discussdo sobre o processo de ensino-aprendizagem voltado para uma compreenséo de
ideias essenciais de fungdes por alunos, tendo em vista a sua amplitude e abrangéncia ao

longo do curriculo escolar.

Em nossa experiéncia, como formador de professores de Matematica,
sobretudo na participacdo em eventos cientificos por meio de minicursos e oficinas que
foram ministrados, pudemos observar que os proprios professores pareciam nao
evidenciar os conceitos cientificos que estdo embutidos no desenvolvimento de uma
compreensdo de ideias essenciais de funcdes, embora saibamos que as expectativas de
compreensdes por alunos, ndo sdo as mesmas para o professor. Desse modo,
vislumbramos a possibilidade de outros estudos futuros serem realizados utilizando as
ideias e compreensdes essenciais de fungbes na concepcdo dos professores de
Matematica da Educacdo Basica, mas isso seria uma outra pesquisa diferente da atual

investigacao.

Finalizamos este estudo, indicando que uma compreensdo de ideias essenciais
de funcGes por alunos pode ser modificada ao longo da Educacdo Escolar, em razdo das
diversas abordagens aplicadas. No entanto, é possivel que esse fato ndo seja elucidado
na sua completude em sala de aula porque isso se dard ao longo do curriculo. Nesse
caso, entendemos que essas consideracdes contribuem ao menos para abertura de
diversas possibilidades para pesquisas no desenvolvimento de uma compreensédo
essencial de fungdes, ampliando o olhar para os curriculos escolares, a formacéo de

professores de Matematica e o pesquisador.
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2. UM OLHAR PARA A LITERATURA SOBRE O ENSINO-
APRENDIZAGEM DE FUNCOES E O PROBLEMA DA
PESQUISA

Nesse capitulo, delimitamos nossa pesquisa que esta inserida no campo das
investigaces em Algebra Escolar, apresentando concepcio de Algebra Escolar como
atividade de engajamento coletivo para o desenvolvimento do raciocinio algébrico
segundo Sessa (2009) e concepcdes de Algebra em Usiskin (1988/1995), destacando a
ideia de variavel de maneira multifacetada que precisa ser muito bem construida pelos
alunos nas aulas de Algebra na Escola Média. Apontamos dificuldades de transicdes,
sobretudo entre a Algebra das equacdes para a Algebra das funcdes. Nossa pesquisa se
situa no interior do campo de investigacbes em Algebra Escolar que envolve a
compreensdo e a aquisi¢cdo do conceito de funcdo — Funcionalidade ou Raciocinio
Funcional. Revisamos a literatura que apontam dificuldades de compreensdo do
conceito de fungéo pelos autores Markovits, Eylon e Buckheimer (1995) e Cooney et al
(2002). Em seguida, nosso olhar se volta para as dissertagdes e teses produzidas no
Brasil sobre o ensino de funcdes. Finalmente, refletimos acerca de questdes, de
motivacdes, de orientacdes metodoldgicas sobre o desenvolvimento com compreensao
de contelidos matematicos que nos inspiraram a formular o problema da pesquisa na

linha das investigacOes em resolugédo de problemas em sala de aula.

2.1. Da Algebra Escolar ao ensino-aprendizagem do conceito de fungéo

Ao longo da nossa experiéncia, como professor de Matematica, na Educacgéo
Bésica percebemos que a Algebra Escolar, apesar do seu carater abstrato, esta
fortemente presente no dia a dia, 0 que nos deixa instigado a investigar mais sobre esta

tematica e sua aplicacdo no contexto de sala de aula:

Quando pensamos em Algebra, concebemos sua aprendizagem como um
conjunto de préaticas associado a um campo de problemas constituidos a partir
de conceitos e de suas propriedades. Praticas que sdo inscritas — e escritas —
em determinada linguagem simbdlica, com leis especificas que regem a
configuracdo de um conjunto de técnicas. Todos esses elementos complexos
— problemas, objetos, propriedades, linguagem simbélica, leis de conversdo
das expressdes, técnicas de resolucdo dentre outros entram na tessitura do
trabalho algébrico (SESSA, p.7, 2009).
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Para muitos pesquisadores da Educacdo Matematica, existe um razoavel
consenso de que o desenvolvimento do pensamento algébrico se d&, necessariamente,
por meio de atividades inter-relacionadas nas quais os alunos se encontram engajados
no seu grupo de estudo. As ideias da algebra sdo importantes se elas forem Uteis ao
desenvolvimento de outras ideias, se articularem e conectarem umas as outras, e ndo
como uma lista de regras, de formulas e de fatos isolados. Nesse sentido a Algebra
Escolar € concebida como uma atividade algébrica de engajamento coletivo que se
constitui em uma poderosa ferramenta na resolugdo de problemas através da exploracédo
de ideias matematicas fundamentais (SESSA, 2009). Entretanto, a Algebra “é uma fonte
de confusdo e atitudes negativas consideraveis entre os alunos”. Esse comentario faz
parte de um estudo de recordacdes de adultos sobre suas experiéncias ao aprender
Matematica na escola, feito na Universidade de Bath do Reino Unido em 1982
(BOOTH, 1995). Passados 30 anos, esse € um sentimento que poderia povoar a mente

de muitos dos nossos alunos nos dias atuais.

Mesmo no inicio da segunda década do século XXI, a Algebra ainda n&o esta
democratizada e, sim, continua assustando a maioria dos nossos alunos. Existe uma
forte tensdo, para os professores a Algebra representa a ferramenta matematica por
exceléncia. Podemos dizer que eles se formam numa Matematica algebrizada.
Enquanto, os alunos, por outro lado veem a Algebra como fonte infinita de

incompreensdo e de dificuldades insuperaveis (SESSA, 2009).

Uma das razBes para esse estado de coisas € que se dedica uma carga horaria
extensiva a Algebra Escolar na maioria das escolas e curriculos dada a sua grande
importancia em detrimento de outros temas igualmente relevantes. No entanto, o seu
ensino continua sendo inadequado e 0s nossos alunos continuam apresentando muitas
dificuldades ao lidar com a Algebra. Apesar dos PCN (1997,1998) e demais publicacdes
propor o ensino de Algebra na escola mediante exploracdo de situagdes-problemas e
problematizacdo de contextos aritméticos e geométricos na construcdo de abstracoes e
generalizacGes, de grandezas incognitas e varidveis, como alternativa de superar essas
dificuldades com os alunos estabelecendo conexdes entre 0s conhecimentos
matematicos.

Outro ponto, que parece crucial, é a confusdo no uso das letras em Algebra, ora
representam incognitas, variaveis, parametros, dentre outros. Ou ainda, quando 0s

alunos interpretam as letras como representacdes de numeros, hd uma forte tendéncia a
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considerar que as letras representam valores especificos Unicos e ndo nimeros genéricos
ou variaveis. Podemos apontar, também, como elemento que traz bastante dificuldade e
confusdo no estudo da Algebra, uma concepcdo da Algebra simplesmente letrista e

manipulativa.

Usiskin (1988/1995) tem sintetizado quatro concepcdes de Algebra para o

ensino de Matematica:

1) Algebra como Aritmética generalizada: é o marco da passagem da
Aritmética para a Algebra, é a introduco das letras na Matematica. Neste caso, as letras
podem ser usadas como niimeros quaisquer, para ilustrar uma propriedade operatéria da
Aritmética e na observacdo de regularidades na generalizacdo de ideias matematicas. As

variaveis sdo vistas como generalizadoras de modelos aritméticos.

2) Algebra como ferramenta de resolucdo de problemas: o procedimento
algébrico passa a ser considerado como uma ferramenta poderosa na resolucdo de
problemas que ndo poderiam ser resolvidos pela Aritmética, ou quando a resolucéo
aritmética for considerada longa e cansativa. Neste caso, a substituicdo do raciocinio
aritmético para o algébrico, faz com que o individuo possa elaborar uma equacéo,
manipular os membros dela, usar propriedades de equivaléncia em uma igualdade, até

encontrar a sua resolucéo. As variaveis sdo vistas como incognitas.

3) Algebra como estudo de relacdes entre grandezas: Usiskin toma como
exemplo a férmula da area de um retangulo, A = b - h, enfatizando que, nessa
expressao, ha relacdo entre trés grandezas: A, b e h. Para descobrir o valor de uma
dessas grandezas, isso dependera do valor das outras duas. Neste caso, podemos
considerar a relacdo de dependéncia entre grandezas, que ¢ uma das concepcdes do
conceito de funcio em Matematica. Considerando que a concepcio de Algebra como o
estudo de relagbes entre grandezas pode comecar com formulas, a distin¢do crucial
entre esta concepcao e a anterior € que, neste caso, as variaveis variam. As variaveis sdo
consideradas parametros (um numero do qual dependem outros numeros) ou
argumentos (representa os valores do dominio de uma funcdo). Somente, no contexto

dessa concepcdo existem as noc¢des de varidvel independente e variavel dependente.

4) Algebra como estudo das estruturas: relacionada & Matematica Superior.

Usiskin aponta que o estudo de Algebra nos cursos superiores envolvem estruturas
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como grupos, anéis, dominio de integridade, corpos e espacos vetoriais. Na concepc¢ao
da Algebra como estudo das estruturas, a variavel é pouco mais que um simbolo
arbitrdrio. Na Matemética da Escola Média, isso pode ser identificado, quando
realizamos operacdes e fatoragdes com polindmios sem significados, tornando-se objeto

arbitrario de estrutura algebrica.

Ainda segundo Usiskin (1995), comumente o estudo da Algebra Escolar esta
associado com o estudo das varidveis. Entretanto, nem sempre as representacées feitas

por letras estdo associadas a ideia de variagao.

Portanto, ndo é facil definir a Algebra. Sabemos que a Algebra Escolar ¢ muito
diferente da Algebra das Estruturas ensinada nos cursos superiores. E nesse contexto
das concepcdes de Algebra Escolar, Usiskin (1995) diz que o proprio conceito de
varidvel é multifacetado, por isso ndo podemos reduzir a Algebra ao estudo das
variaveis. Em seu trabalho esse autor utiliza cinco igualdades, todas representando um

produto de dois nimeros que € igual a um terceiro:
1)A=b.h
2) 20 = 5x
3) senx = cosx - tgx
4)1=n-(1/y) comn = 0.
5y =kx

Cada uma delas tem um carater diferente. A primeira (1), comumente,
denominamos de férmula; a segunda (2) de equacdo; a terceira (3) de identidade, a
quarta (4) de propriedade e a quinta (5) de uma equacdo de uma funcdo que traduz uma
proporcionalidade direta. Esses nomes diversos refletem os diferentes usos dados a ideia
de variavel. Em (1), A, b e h representam a area, a base e a altura e tém caréater de coisa
conhecida em uma férmula matematica. Em (2) tendemos a pensar em x COmo
incognita. Em (3), x € o argumento de uma funcgdo, isto &, ele representa os valores do
dominio de uma funcdo. Em (4), a igualdade generaliza um modelo aritmético em n.

Em (5), x é o argumento de uma funcdo, y o valor e k uma constante ou parametro
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dependendo do contexto em que ela for usada. Portanto, somente em (5) ha o carater de
variabilidade, do qual resulta o termo variavel.

Diante do exposto para o aluno a ideia de varidvel acaba ficando pouco clara, e
mesmo quando o aluno interpreta a letra como a representacdo de um ndmero, as
pesquisas em Algebra Escolar apontam que os alunos acabam associando, sempre a

ideia de equacdo no sentido de buscar um valor fixo para a letra.

Caraca (1951/1984) nos esclarece que a variavel por consequéncia, ndo pode
ser numero. Porém, ela consiste no poder de criagdo convencional de um simbolo
representativo de qualquer dos numeros de um conjunto numérico disposto
convenientemente:

Seja (E) um conjunto qualquer de nameros, conjunto finito ou infinito, e
convencionaremos representar qualquer dos seus elementos por um simbolo,

por ex.. x. A este simbolo, representativo de qualquer dos elementos do
conjunto (E), chamamos de variavel (CARAGCA, 1951/1984, p.127).

Os PCN de Matematica para o Ensino Fundamental Il (Terceiro e quarto
ciclos) apontam a mesma dificuldade de construgcdo do conhecimento matematico sobre
varidvel na Educacdo Fundamental que vai se estender até ao final do Ensino Médio,
quica até o ensino superior, devido a falta de exploracdo adequada deste conceito:

A nogdo de variavel, de modo geral, ndo tem sido explorada no ensino
fundamental, e por isso, muitos estudantes que concluem esse grau de ensino
(e também o médio) pensam que a letra em uma sentenga algébrica serve

sempre para indicar (ou encobrir) um valor desconhecido, ou seja, para eles a
letra sempre significa uma incognita (BRASIL, 1998, p.118).

Portanto, a Unica coisa que fica para o aluno é a nocdo de equacdo.
Provavelmente, o ensino de Algebra tenha enfatizado tdo somente a manipulacio de
expressdes e equacdes algébricas por meio de exercicios repetitivos, e, o conceito de

variavel acabou nédo sendo construido ao longo do Ensino Fundamental e Médio.

Por outro lado, “A introdugdo de variaveis para representar relagcdes funcionais
em situagdes-problema concretas permite que o aluno veja uma outra funcéo para as
letras ao identifica-las como namero de um conjunto numerico, Uteis para representar
generalizagdes” (BRASIL, 1998, p.118). Ainda segundo este mesmo documento
curricular nacional, além de abstragdes e generalizagdes as situa¢bes sobre variagdes de

grandezas fornecem um excelente contexto para desenvolver a nogao de funcéo.
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Pesquisas em Educacdo Matematica, tais como o projeto de pesquisa SESM —
Strategies and Errors in Secondary Mathematics (Estratégias e Erros na Matematica
Secundéria), realizada no Reino Unido de 1980 a 1983; Booth (1988/1995) e outros
estudos mais recentes apontam que os alunos tém fortes dificuldades com Algebra
devido a sua linguagem e suas representacdes, que vem a Se constituir em grande
complexidade para a sua compreensdo, conforme especificamente temos percebido no
contetido de funcio em Algebra que envolve o denominado raciocinio algébrico, ou

melhor, o raciocinio funcional.

O projeto de pesquisa SESM da década de 80 envolveu alunos da oitava a
décima série (idade entre 13 e 16 anos) que vinham estudando Algebra no contexto de
um programa integrado desde a sétima série em que se adotou a abordagem de
identificar os tipos de erros que os alunos comumente cometiam nessa matéria e
investigar as razdes desses erros. A pesquisa concluiu que independentemente da idade
e experiéncia em Algebra, verificaram-se erros semelhantes em todas as idades
(BOOTH, 1995).

Pesquisadores, como a australiana Lesley Booth (1984/1995) e outros, apontam
que na Aritmética os simbolos indicam ideias de acdo a ser efetuadas, o sinal de (+)
representa a operacdo e o (=) a resposta esperada. Nas equacoes algébricas resolvemos
problemas colocando x na incognita e o sinal de igualdade é visto como indicador de
uma relacdo de equivaléncia em vez de um simbolo para uma resposta a uma operacao.
Porém, quando o x é uma variavel relacionada ao valor y, representando uma funcéo, a
linha do raciocinio algébrico muda para o raciocinio funcional, onde as letras

apresentam relacdo de dependéncia entre variaveis.

Essas transicdes da Aritmética para Algebra e da Algebra das equacdes para a
Algebra das funcbes confundem os nossos alunos, de tal maneira que na nossa
experiéncia docente no Ensino Médio podemos encontrar a mesma dificuldade de
compreensdo em relacdo a funcdo, pois o sinal de (=) passa a adquirir um sentido
ligeiramente diferente, ndo mais uma equivaléncia de expressdo algébrica como na
equacdo e sim como uma relagdo entre grandezas variaveis, ou seja, 0 (=) passa a
significar definido por. Além dos simbolos de igualdade e de operacdes vemos que no

inicio da transicio da Aritmética para a Algebra a letra x representa um termo
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desconhecido que se quer achar, aos poucos ela vai adquirindo um novo status, como

por exemplo, o de variavel no estudo das funcoes.

Do ponto de vista didatico-pedagogico segundo Sessa (2009) existem duas vias
de acesso a Algebra: 1) Explorar as ideias de abstracdo e de generalizacdo. Na sala de
aula de Matematica € um projeto sempre presente para o professor, lancarmos um
problema para trabalhar, a partir ou por meio dele, aspectos gerais, em contextos
matematicos ou extra-matematicos. Generalizar é achar caracteristicas que unificam; é
reconhecer tipos de objetos e de problemas. 2) Um outro caminho relacionado ao
anterior, prende-se a ideia de dependéncia entre duas grandezas ou quantidades e ao uso
das letras para expressar essas quantidades variaveis. Tanto as atividades ligadas a
generalizacdo como a entrada funcional fornecem oportunidades para chegar ao
conceito de fungdo, compreendido aqui no sentido de uma relagdo que apresenta

restricdo imposta em um dado dominio.

Explorar didaticamente esse caminho implica considerar a compreensdo e
aquisicdo do poderoso conceito de funcdo, analisar do ponto de vista do ensino, toda a
complexidade inerente a tarefa de modelizacdo dos fendmenos da realidade, explorar
ainda as representacdes mdultiplas que tal nocdo envolve e refletir sobre o papel dos
processos de conversdo entre representacfes na compreensdo e aquisicao de sentido do
conceito de funcdo, particularmente, analisar o complexo sistema representacional que

constituem, por exemplo, os graficos de fungdes.

A existéncia de um grande nimero de pesquisas na area da educacdo algébrica
voltada para a sua linguagem e o seu simbolismo, tipico do pensamento algébrico,
permitem-nos evidenciar que a tematica da funcdo é subconjunto do campo maior, a
Algebra Escolar. Porém, por si s6, o topico funcdo ja se constitui em um grande campo
de inquérito na educacdo algébrica que ja ganhou espaco proprio, fazendo-se presente
nos grandes eventos internacionais da area dedicados as pesquisas mais especificas da

educacdo algebrica.

Dos tdpicos de Algebra, trabalhados no Ensino Fundamental e Médio,
pesquisas indicam que o conteudo fungdo tem trazido inumeras dificuldades no
aprendizado por parte dos alunos. H& falta de uma integracdo entre Aritmética e

Algebra, ou mesmo a falta de elementos basilares que possam ajudar os alunos no
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Ensino Médio a poder formalizar, sistematizar e aplicar contetdos que deveriam ter sido

construidos na Educacdo Fundamental.

Provavelmente, o estudo da Algebra tenha ocorrido de maneira inadequada,
ndo se fez presente ao longo da escolaridade de nossos alunos e foi apresentado em
momentos estanques, totalmente desarticulado das suas representacdes e conexdes
necessarias a sua compreensao e aquisicdo de tais ideias, ou ndo chegou mesmo a ser
visto em sua plenitude e vigor, ou mesmo pode n&o ter marcado significativamente para
os alunos. Eles possivelmente ndo conseguiram enxergar a importancia cientifica e

social, como para vida deles de tais conteudos.

A funcdo matematica deve servir de instrumento de relevancia social na
formacédo intelectual das criancas, jovens e adultos, sobretudo no Ensino Médio para o
estudo de fendmenos e situacdes das ciéncias da natureza e social: tal como no estudo
de movimento uniforme, uniformemente variado e circular na Fisica que podem ser
conectados ao estudo da funcdo afim, quadratica e trigonométrica, na Quimica,
estudando o comportamento dos gases, articulando esse conteddo com a funcéo
reciproca que modela a proporcionalidade inversa, em Biologia, estudando o
crescimento exponencial de virus e bactérias, em Economia e Matematica Financeira,
observando o fendmeno da inflagdo de um pais ou o montante de uma aplicacdo em

caderneta de poupanca.

Na prépria Matematica oportunizando a articulacdo da funcdo com outros
topicos da Matematica, como exemplo as progressdes aritméticas e geométricas que
podem ser pensadas como fungdes afins e exponenciais respectivamente de dominios
discretos. Finalmente, na formacg&o para a cidadania por meio da analise e interpretacao
critica de tabelas e graficos em jornais, revistas e outros meios de comunicacao, pois,
um cidaddo bem alfabetizado matematicamente ndo vai se deixar enganar por
propagandas e divulgacdes de informacGes falsas e também sabera realizar leitura de

tabelas e graficos apresentados em noticiarios de TV, revistas e jornais.

Portanto, alguma compreensdo de funcdo matematica, e principalmente certa
familiaridade com a representacdo de funcdo faz parte da alfabetizacdo matematica,
sendo um Indicador Nacional de Alfabetismo Funcional (INAF) de nivel 3, no qual os
sujeitos apresentam capacidade de desenvolver estratégias de resolucdo de problemas

que demandam uma serie de operacgdes, realizam calculos proporcionais e também
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devem demonstrar certa familiaridade com algumas representacbes graficas como
mapas, tabelas e graficos (FONSECA, 2004).

VVemos a grande importancia dada a essas representagdes de fungéo na incluséo
social do cidaddo, a ponto dele ndo ser considerado plenamente alfabetizado
matematicamente se ndo apresentar algum dominio de leitura e interpretacdo delas.
Acreditamos que 0 avango dessa compreensao na identificacdo e no estabelecimento de
relages entre grandezas, que variam no contexto de situacbes do dia a dia, sdo
ferramentas Uteis ao exercicio pleno da cidadania. Entretanto, de acordo com o INAF
(2002), nesse nivel encontram-se apenas 21% da populacao brasileira entre 15 a 64 anos
(FONSECA, 2004).

Atualmente, a maioria dos alunos tem 0s primeiros contatos com o conceito de
funcdo no 9° do Ensino Fundamental e, mais formalmente, no 1° ano do Ensino Médio
na Matematica Escolar, embora os curriculos mais recentes recomendem o trabalho,
com as ideias da algebra e do raciocinio funcional de modo intuitivo desde as primeiras
séries iniciais, devendo-se prosseguir o seu desenvolvimento ao longo dos trés anos do

Ensino Médio.

Retomando as dificuldades de aprendizagem no ensino de Algebra, vamos
agora tratar de dificuldades, mais especifica, do ensino de funcdo. Conforme
Markovits, Eylon e Bruckheimer (1995) apontam em seus estudos, o conceito de funcéo
é de uma grande complexidade que se torna parcialmente responsavel pelas dificuldades
dos alunos do nono e décimo ano, pois a defini¢do de funcéo, da forma como é ensinada
atualmente, envolve muitos conceitos — dominio, contradominio, conjunto imagem,
regra de correspondéncia e, também, as pesquisas realizadas atestam grandes

dificuldades na sua aprendizagem devido as diferentes formas representacionais.

De acordo com os autores acima, devemos ter certeza de que esses conceitos
sejam bem compreendidos em todas as suas representagdes, antes de continuarmos a
ensinar mais coisas sobre funcdes, ou teremos de optar por deixar de lado alguns de
seus aspectos. Acreditamos, na possibilidade de podermos selecionar os conteddos de
fungdes que tenham relevancia social e desenvolver ideias essenciais a compreenséo de
fungdes para os alunos do Ensino Médio, deixando de lado aspectos secundarios que

poderdo ser vistos e aprofundados em niveis mais elevados de ensino, tais como o
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tratamento rigoroso e formal na apresentacdo e desenvolvimento dos contetdos de

funcoes.

As pesquisas tém evidenciado que € mais facil para os alunos lidarem com a
representacdo grafica de funcdo do que com a forma algébrica. A razdo disso e,
provavelmente porque a representacdo grafica € mais visual, favorecendo assim uma
leitura e analise mais rapida de suas informacdes. Diante dessas constatacfes, devemos
nos passos iniciais do desenvolvimento do conceito de fungéo, trabalhar muito mais a
forma grafica (MARKOVITS, EYLON, BRUCKHEIMER, 1995), muito embora nossa
experiéncia docente tenha revelado que a compreensdo da representacdo grafica de

funcdo em sala de aula ndo é assim téo facil.

No que diz respeito as dificuldades dos alunos, para localizar pré-imagens® e
imagens nos eixos em representacdo grafica, Markovits, Eylon e Bruckheimer (1995)
declaram que os alunos ndo percebem que na representacdo grafica o eixo x representa
0 dominio e o0 eixo y o contradominio, ao passo que os pontos do grafico representam os

pares (pré-imagem, imagem).

Efetivamente, existem alunos que sentem dificuldade de localizar pontos de
coordenadas no grafico, principalmente os pontos de coordenadas que passam pelos
eixos das abscissas (0,x) e eixos das ordenadas (0,y) e muitos ndo identificam os
conjuntos dominio e contradominio por meio dos eixos dos x e dos y, respectivamente.
Diante do exposto, ha fortes indicios da existéncia de dificuldade atribuida ao conceito

de funcdo para muitos alunos em fazer conexdo entre os componentes da definicdo

! No artigo sobre Dificuldades dos alunos com o conceito de fungdo dos autores Markovits, Eylon e
Bruckheimer (1995) e em textos de livros de Pré-Calculo, compreende-se que pré-imagem ou imagem
inversa é o conjunto de elementos do dominio da funcdo, associados aos elementos do contradominio que
gueremos. Basicamente, a pré-imagem € o caminho inverso que responde a questdo reciproca: Para um
elemento de B quais os valores de x que possuem esse elemento de B como imagem? f~1(y) =
{x € A/f(x) € y}. Ja& pares (pré-imagem, imagem) sdo pontos de coordenadas que pertencem a curva
representada graficamente na funcdo e ndo pares (pré-imagem, imagem) sdo pontos de coordenadas que
estdo fora da curva da funcdo. Segundo Markovits, Eylon e Bruckheimer (1995), de modo geral, os
alunos identificam com acertos as pré-imagens, simplesmente verificando se 0s nimeros pertencem ao
dominio. Para determinar se um dado ndmero é imagem pela funcéo f, sdo necessérias trés operagdes: 1)
verificar se 0 nimero pertence ao contradominio; 2) calcular a pré-imagem e 3) testar se essa pré-imagem
pertence ao dominio. Ja para identificar pares (pré-imagem, imagem) também sdo necessarias trés
operagdes semelhantes: 1) verificar se 0 primeiro nimero pertence ao dominio; 2) se o segundo pertence
ao contradominio e 3) se o segundo ndmero é imagem do primeiro pela fungédo dada.

27



verbal (dominio, contradominio) de funcdo e os componentes da representacdo grafica

(pré-imagem, imagem)

Os pesquisadores israelitas Markovits, Eylon e Bruckheimer (1995) ainda
evidenciam uma dificuldade subsidiaria a representacdo gréfica, envolvendo o papel
duplo dos pontos situados nos eixos: sdao pontos do plano, com coordenadas (x,0) ou
(0,y), e como tais podem representar pares (pré-imagem, imagem) correspondentes a
intersec¢Oes do grafico com um dos eixos; mas sdo também pontos dos eixos, e como
tais podem representar pré-imagens ou imagens. Esta é uma dificuldade intrinseca da
representacdo grafica e em nenhuma das outras representacdes (algebrica, tabular,

dentre outras) temos esse problema.

Percebemos essa dificuldade na nossa experiéncia docente em sala de aula,
pois foi necessario chamar a aten¢do dos alunos para compreenderem, por exemplo, que
o coeficiente linear b da funcdo afim f(x) = ax + b é a ordenada do ponto de
intercepto do eixo y, e a raiz ou zero da funcdo é a abscissa do ponto onde a reta
intercepta o eixo x. Tais dificuldades sdo de natureza mais analitica do que do ponto de

vista funcional.

Outro elemento que podemos citar, baseado na nossa experiéncia profissional
docente, diz respeito a concepc¢do de ensino da Matematica, conforme a qual a aula se
desenvolve, por exemplo, da seguinte forma: na introducdo da funcdo afim, define-se a
funcdo como todo f(x) = ax + b onde a, b pertencem a R com a # 0. Em seguida, o
professor da exemplos, resolve questbes propostas e, posteriormente, o aluno responde a
uma lista de exercicios, na maioria das vezes sem compreensdo e de maneira mecanica.
Isso porque, além das dificuldades intrinsecas & complexidade conceitual, ainda temos o
problema de concepc¢do de ensino que dificulta bastante uma compreensao efetiva e

significativa de funcdo matematica em sala de aula.

Outro exemplo ainda de dificuldade elencada por Markovits, Eylon e
Bruckheimer (1995) ocorre na passagem de uma forma de representacdo de uma funcéo
para outra. Os pesquisadores verificaram que a passagem da representacdo algébrica
para a grafica foi mais facil que no sentido contrario. Eles apontam que isso acontece
porque, na passagem da representacdo grafica para a algébrica, as manipulagdes

algébricas envolvidas sdo mais complicadas. Podemos concluir a partir desses
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resultados de pesquisa que a conversdo grafica para algébrica também vai exigir uma

andlise e interpretacdo do grafico minuciosa para se chegar a forma algébrica.

Observamos ao longo da nossa préatica docente que, no ensino de funcéo, ha
uma compartimentacéo das familias de fungdo. No seu ensino, cada familia é explorada
num capitulo separado e, dessa forma, o aluno reconhece a familia que deve usar pelo
capitulo que esté estudando. Expandindo essa explicacdo, temos o seguinte: no capitulo
de funcdo afim s6 aparece funcdo afim, no de funcdo quadratica, todos os exercicios
referem-se & funcdo quadratica, na de funcdo exponencial, o aluno resolve somente
exercicios sobre funcdo exponencial, e assim por diante. Desse modo, os alunos acabam
ndo compreendendo, essencialmente, como distinguir uma familia de funcéo de outras

por suas caracteristicas, propriedades e relacdes entre elas.

O estudo das funcdes lineares € construido sobre o trabalho com proporcdes e,
desde o Ensino Fundamental, os alunos sédo familiarizados com muitas situagcdes do
mundo real em que duas quantidades sdo diretamente proporcionais, levando,
possivelmente, a um reducionismo por parte dos alunos ao considerar dois pontos
definindo sempre uma reta e ndo outra curva como, por exemplo, a hipérbole na fungéo
reciproca, a pardbola na quadratica, a curva exponencial dentre outras possibilidades
(COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010). Ai, provavelmente, reside o problema dos

alunos terem dificuldades em distinguir func@es lineares de ndo lineares.

De modo que, tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, agora,
de modo mais aprofundado, exploramos ideias e compreensdes que emergem de
situacBes-problema como, por exemplo, problemas de caracteristica linear, quadratica,
exponencial, dentre outros. E essas experiéncias com funcdo linear e ndo linear em
diferentes representacdes levam-nos a andlise e classificacdo de muitas familias de
funcBes no Ensino Médio. A partir de tais experiéncias, 0s alunos se preparariam para o
uso de fungcdo como ferramenta para compreender e descrever variacdes em diversos
contextos sociais e, especialmente, na propria Matematica (COONEY; BECKMANN;
LLOYD, 2010).

Um aspecto importante: € que os nomes dados as diferentes funcdes associadas
a sua expressao simbolica e que, nem sempre, os professores levam os alunos a pensar:

0 nome é dado segundo o lugar onde a variavel se encontra. Exemplos:
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f(x) = ax + b, a variavel no polindbmio é funcdo polinomial do 1° grau

(funcéo afim);

f(x) = ax? + bx + c, a variavel no polindmio é funcéo polinomial do 2° grau

(funcéo quadrética);
y = |x + 3|, avariavel no modulo € fun¢do modular;
y = 3%, avaridvel no expoente é funcdo exponencial;
y = log(5 — x), a variavel no logaritmo é funcéo logaritmica;

!

d ./ . . ~ . .
y' = d—z, a variavel na derivada € uma fungéo diferencial.

Eis uma boa explicacdo para o aluno compreender a linguagem e o significado
da classificacdo das funcGes em familias de funcgdes, a partir da localizacdo da sua

variavel em uma dada funcéo.

Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) apontam para a dificuldade que os alunos
tém em lidar com representacdes gréaficas e para sua falta de atengdo para o dominio e a
imagem de uma funcdo. Por exemplo, os alunos raramente distinguem as representacoes
graficas de uma fungdo da forma f(x) = ax + b, quando o dominio e a imagem s&o o
conjunto de nimeros reais, de outro caso em que o dominio e a imagem sdo o0 conjunto
dos nimeros inteiros ou ndmeros naturais. Este caso ilustra a confusdo que os alunos
fazem de apresentar uma variagdo num conjunto continuo quando a variacdo € num

conjunto discreto.

Cooney et al (2002 apud Cooney; Beckmann; Lloyd, 2010) enfatizam os
varios modos em que a funcdo pode ser representada e destacam as dificuldades de
alunos em desenvolver flexibilidade na mobilizacdo entre representacdes algébricas e
outros tipos de representacfes. No entanto, de acordo com esses autores, os alunos,
especialmente quando usam tecnologias apropriadas, geralmente se tornam mais
habilidosos na visualizacdo de graficos de funcdo em detrimento de suas formas
algébricas. Portanto, o aluno continuaria a trabalhar com representacfes restritas de

funcoes.

Diante destas dificuldades que os alunos encontram na aprendizagem de

funcdo, podemos refletir sobre quais as implicacbes que estas dificuldades de
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aprendizagem apresentam para o seu ensino. Acima foram feitas algumas consideracdes
de dificuldades que os alunos enfrentam quando aprendem, por exemplo, sobre o
conceito de funcdo, sobre a importancia de funcdo na compreensdo de fen6menos do

mundo real e a interacdo entre fungdes e suas representacdes diversas.

Foi refletindo sobre as dificuldades ao estudar funcdo, tais como as que
discutimos, que optamos por fazer um estudo centrado na compreensdo de ideias
essenciais de funcbes e, dentre elas, destacam-se o conceito de funcdo e suas
representacdes. Vale salientar que, nessa investigagdo, consideramos relevante levar os
alunos a compreender a ideia de funcdo num sentido mais amplo e dindmico como uma
relacdo de dependéncia entre duas grandezas, uma variando em funcdo da outra
(covariacdo), e também perceber a presenca de tal conceito em contextos reais e
representa-los em suas diversas representacdes (algébrica, tabular e gréfica, por
exemplo), além das conexfes com 0s temas extra-matematicos nos didlogos e

discuss@es travados na acdo e intera¢do em sala de aula.

Ainda que o topico de funcdo seja de grande importancia ndo s6 na
Matematica, dentro dos conteidos da Algebra, mas também nas outras Ciéncias
Naturais e Sociais do Ensino Fundamental a Universidade, observamos pouca
compreensdo por parte dos alunos referente a essa tematica. Por outro lado, “as fungdes
compdem uma area principal da Matematica que é crucial para os alunos aprenderem e
desafiante para nos, professores, ensinarmos” (COONEY; BECKMANN E LLOYD,
2010, p.1). Por isso, torna-se imprescindivel tentarmos perscrutar uma possivel

compreensdo dessa temética no processo de ensino-aprendizagem.

Na literatura académica mais recente, tém sido também apontadas cinco
grandes ideias, ou ideias fundamentais a serem exploradas nesse topico de conteido no
Ensino Médio, de acordo com Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), que sdo: 1) O
conceito de funcdo; 2) Covariacdo e taxa de variacdo; 3) Familias de funcdes; 4)
Combinacéo e transformacéo de funcgdes; e 5) Representacdes maltiplas de funcgdes que
fornecem as compreensGes essenciais para o desenvolvimento desse topico da

Matematica.

Segundo Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), devido a sua importancia no
estudo de muitos temas da Matematica, desde as séries iniciais até o nivel universitario,

funcdo constitui um dos tépicos mais importantes da Matematica Escolar. Ela promove
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um meio para pensar quantitativamente sobre os fendmenos do mundo real e o contexto
para estudar relacbes e variacdes. As cinco grandes ideias favorecem o0 ensino e
aprendizagem de funcdo, por isso sua importancia na compreensao delas por parte dos

alunos e o desafio de seu ensino por parte do professor.

Um desafio que se faz necessario enfrentar é o de colocar a tematica da funcao
e suas representacées no contexto de estudo da Algebra Escolar, desenvolvendo, assim,
o0 raciocinio algébrico e, particularmente, o0 que se convencionou chamar de raciocinio
funcional pelo seu carater dindmico, integrador e representacional que venham a

favorecer e realizar as devidas conexdes por meio desses conhecimentos.

As dificuldades apresentadas pelos alunos no estudo de funcdo devem-se a
grande complexidade de seus conceitos e suas representacfes. Nesse sentido, levando-se
em consideracdo tais dificuldades e por necessidade de delimitacdo de estudo, optamos,
nesta investigacdo, por trabalhar e defender a concepcdo de funcdo no Ensino Médio
atrelada as cinco grandes ideias e suas compreensdes essenciais de fungdo, enfatizando
tanto os aspectos conceituais quanto o contexto das representagdes mdltiplas de

funcoes.

2.2. Um olhar para dissertacdes e teses produzidas no Brasil

H&, no Brasil, uma grande quantidade de pesquisas (dissertacdes e teses) em
Educacdo Matematica sobre a tematica fungdo. Muitas dessas pesquisas envolvem a
construcdo e as dificuldades na compreensdao de funcéo por alunos, bem como a
concepcao de professores em relacdo a este conceito matematico. Além disso, ha outras
voltadas para a perspectiva histérica. Ainda podemos observar, dada a grande
importancia do tema e as dificuldades que sdo geradas pela propria complexidade do
conceito, que todas essas pesquisas levaram a uma producao de softwares educacionais
que sdo utilizados como ferramenta para o ensino de funcBGes. Além disso, esse
fendmeno culminou na utilizagdo de softwares, Internet e outros recursos tecnolégicos

nas pesquisas produzidas na area de Educacdo Matematica.

Destacamos, entre essas, seis pesquisas ndo s a titulo de ilustragdo, mas por

sua pertinéncia para a area de inquerito relacionada a construcdo e compreensao do
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conceito de funcdo e de suas representacdes na Educacdo Basica, sobretudo no Ensino
Médio.

1. A dissertacéo de Edelweiss Benes Branddo Pelho (2003) introduz o conceito
de funcdo por meio da compreensdo das varidveis dependentes e independentes e do
relacionamento entre elas. Fundamenta seu trabalho na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Raymond Duval e, do ponto de vista metodoldgico, utiliza
a Engenharia Didatica na elaboracdo, aplicagdo e andlise de sequéncia didatica de
ensino bem como o software Cabri-Geometre 1. A sequéncia foi aplicada para 30
alunos do segundo ano do Ensino Médio de uma escola particular do interior do estado
de Sdo Paulo. O autor conclui seu trabalho mostrando que os resultados obtidos
apresentam uma evolucdo por parte dos alunos na apreensdo do conceito de funcao,
favorecido pela compreensdo e relacionamento entre as varidveis e por conta das

articulacGes entre os diferentes registros de representacdo da funcao.

Nesse trabalho, est4 explicito o desenvolvimento do conceito de fungdo como
relacdo entre grandezas (formula) e implicitamente o uso das representacGes multiplas,
embora ndo tenha se referido a essa forma, pois, o trabalho de Pelho (2003) se baseou
na Teoria das Representacdes de Registros Semidticos de Duval que, de forma
resumida, afirma que um conceito matematico para ser adquirido, no minimo, precisa
passar por dois tipos diferentes de registros de representacdes. Duval afirma que para a
aquisicdo de um conceito matematico é necessario trabalhar tratamento, conversao e

coordenagdo entre os diferentes registros.

2. A dissertacdo de Nilcéia Regina Ferreira Dominoni (2005) propde a
utilizacdo de uma sequéncia didatica que considera o tratamento, a conversao e a
coordenacao dos diferentes registros de representacdo da funcdo exponencial. O estudo
foi fundamentado na Teoria dos Registros de Representacdo Semidticos de Raymond
Duval que afirma que a coordenacdo dos diferentes registros de representacdo pode
propiciar a apreensdo do conceito matematico. Na dissertagdo, a autora utilizou a
metodologia Engenharia Didatica na aplicagdo de uma sequéncia didatica para alunos
da primeira série do ensino médio de uma escola particular no interior do Parana. A
autora dessa pesquisa, por meio da andlise das producgdes dos alunos, acrescentou a

seguinte concluséo: as atividades envolvendo o tratamento, a converséo e a coordenagéo
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dos diferentes registros de representagdo contribuem para a apreensdo do conceito de

funcéo exponencial.

Nesse trabalho, a autora focaliza essencialmente a funcdo exponencial e
sinuosamente a exploracao das representacfes multiplas. Ela aponta, nas consideracoes
finais, que poderia também ter incluido atividades que possibilitassem a conversdo do
registro grafico para o algébrico, pois esse tipo de conversdo nao foi muito enfatizado
na sequéncia didatica por ela elaborada. Esse trabalho nos levou a refletir como é
possivel explorar, na sua totalidade, 0 que compreendemos por ideia e compreensdes de
representagdes multiplas de funcbes. Quando nos questionamos qual seria a esséncia
das ideias e compreensdes multiplas para o desenvolvimento de um ensino que explore
o raciocinio exponencial de maneira mais adequada para o trabalho em sala de aula no

Ensino Médio.

3. A tese de Renata Rossini (2006) abordou os saberes docentes sobre o tema
funcdo: uma investigacdo das praxeologias. Teve como objetivo investigar a
re(construcdo) do conceito de funcdo por um grupo de professores de Matematica da
Rede Pdblica Estadual de Ensino do Estado de S&o Paulo, ao desenvolverem
coletivamente e aplicarem uma sequéncia didatica para o ensino e aprendizagem do
tema em uma sala de aula de oitava série dessa rede. Outro objetivo dessa pesquisa foi
contribuir para a formulacdo de diretrizes destinadas a formacdo continuada de
professores de Matematica e seu desenvolvimento profissional. Fundamentou o seu
trabalho com a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) do autor Yves Chevallard da
didatica francesa, considerando que em um dado estudo, deve-se levar em conta a
praxeologia ou organizacdo matematica (realidade a ser construida) e a praxelogia ou
organizacdo didatica (como essa realidade pode ser estudada). Além de outros
referenciais, tais como a concepcdo de saberes curriculares defendidos por Tardif e
Shulman; o conceito de saberes docentes segundo Tardif; a nocdo de concepcao
apresentada por Ponte e de concepcBes de Matematica defendida por Fiorentini. O
método da pesquisa utilizado foi uma pesquisa-acdo que postula a explicita interagcdo
entre pesquisadores e 0s participantes da pesquisa. Procedimentos metodoldgicos
utilizados: questionarios, mapas conceituais, caracterizacdo dos sujeitos, descricdo e
analise do experimento e discussfes sobre o experimento-piloto. Os resultados obtidos

comprovaram a hipétese inicial deste trabalho de que a elaboragéo coletiva e as analises
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de uma sequéncia didatica sobre funcbes e sua posterior aplicacdo em sala de aula

puderam deflagrar um processo de construgdo de um conjunto de saberes docentes.

Destacamos também, como resultado relevante dessa pesquisa, que O
acompanhamento da producgdo dos professores por parte da pesquisadora, revelou que, a
medida que eles investiam suas energias na acao de redigir uma tarefa, retomavam as
nocbes matematicas e ampliavam seu discurso tecnologico. Assim, o professor se
tornou produtor de conhecimentos e ndo s6 um técnico que aplicou uma tarefa proposta
por um livro didatico. Todos os professores sdo apresentados a concep¢do de funcéo
como correspondéncia entre dois conjuntos na sua formacdo inicial, mas foram as
discussGes sobre a organizacdo didatica em torno da concep¢do de fungdo como
maquina que levaram a re(significacdo) desse conceito ao final de todo um processo de

formacéo.

Nesse trabalho, a autora indicou a necessidade de novas investigacdes sobre a
formacéo de professores tendo como pano de fundo o conceito de fungdo e levantou
alguns questionamentos, dos quais destacaremos dois. Em primeiro lugar, caso a
concepcao de funcdo como méaquina ndo tivesse sido mobilizada, os professores teriam
conseguido fazer a articulagdo das organizacbes que foram feitas durante o
desenvolvimento da sua pesquisa? Em segundo lugar, de quais seriam as organizagoes

mobilizadas se a sequéncia fosse destinada a alunos do Ensino Médio?

4. A tese de Giacomo Augusto Bonetto (2008) teve como propdsito realizar
uma constituicdo histérica de algumas préaticas escolares mobilizadoras do objeto
cultural funcdo, na cidade de Campinas (SP), a partir de meados da década de 60 até
meados da década de 90, periodo em que a Matematica Escolar brasileira esteve
fortemente influenciada pelo Movimento da Matematica Moderna. Por isso, o autor
constituiu uma base documental composta por entrevistas com professores, livros
didaticos de Matematica, guias e subsidios curriculares produzidos pela CENP
(Coordenadoria de Ensino e Normas Pedagogicas) do Estado de S&o Paulo. Com base
no didlogo que o autor estabeleceu com esta base documental, procurou enfatizar, nessa
historia, as caracteristicas idiossincraticas dessas praticas escolares de mobilizagdo

cultural.

Apds o didlogo com a base documental, o autor pdde perceber que a primeira

pratica, a de mobilizar fun¢Ges em jogos de linguagem associadas a praticas cotidianas,
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valendo-se de exemplos praticos ou préximos ao cotidiano dos alunos é muito comum
nos relatos de varios professores na sua pratica e de muitos livros didaticos, guias e
subsidios de documentos oficiais. E a segunda, a pratica de apresentar aos alunos as
funcdes em jogos de linguagem estruturadas, segundo o estilo bourbakista®, seguindo a
sequéncia de objetos (conjuntos, produto cartesiano, relacdo, funcdo como um tipo
especial de relagdo) é o movimento observado até a década de 80. Enquanto que outros
movimentos de restruturacdo/reorganizacdo do ensino também condicionam essas
mobilizacbes, bem como os valores que elas transmitem, os condicionantes
institucionais que as formataram e as relagdes de poder moldadas no didlogo entre as

diferentes praticas e comunidades de préticas.

O autor concebeu funcdo matemética como objeto cultural, aproximando-a de
uma concepcdo semidtico-estrutural de cultura, de tal modo que na andlise do objeto
fosse privilegiado seu carater simbolico com diferentes significados em sua producao,
reproducdo e ressignificacdo por diferentes comunidades de pratica, em diferentes

praticas sociais associadas a diferentes atividades humanas.

5. A dissertacdo de Eliane Saliba Botta (2010) se referiu ao ensino-
aprendizagem do conceito de fun¢do no Ensino Fundamental e no Médio, fazendo uso
da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica atraveés da
Resolucdo de Problemas. A metodologia da pesquisa usada foi a de Thomas A.
Romberg. A autora analisou as producdes de seus alunos das diferentes séries dos
ensinos Fundamental e Médio, realizadas em sala de aula como professora-
pesquisadora, mostrando que é possivel trabalhar o conceito de funcdo, ainda que de
maneira intuitiva, desde a 52 série/6° ano do Ensino Fundamental e ndo somente a partir

do 1° ano do Ensino Médio de maneira formalizada.

A autora passeia por diversos enfoques do topico da funcdo matematica,
mostrando uma grande complexidade que vai do seu ensino, curriculo, histéria do

ensino de algebra e funcéo, aspectos histéricos da algebra e funcdo, realiza um resgate

? Nicolas Bourbaki é o pseudénimo de um grupo de jovens mateméticos, majoritariamente franceses,
formado em 1935, que tinha como objetivo fundamentar toda a Matematica na Teoria dos Conjuntos. O
projeto ganhou bastante evidéncia por apresentar uma Matematica rigorosa e formal. O grupo se tornou
muito respeitado pela comunidade matematica, embora, na época em que surgiu, tenha sido considerado
muito polémico (BOYER, 1998; BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010). O estilo bourbakista define fungéo
como uma relacdo entre dois conjuntos representados por pares ordenados.
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do contexto da resolucéo de problemas como metodologia de ensino, trata da analise de
erros e concepgdes errdneas, analisa e ilustra o trabalho com atividades e projetos por
ela realizados com os seus alunos e sua reflexdo como professora-pesquisadora sobre
funcdo matematica, aplicando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacéo

através da Resolucdo de Problemas.

6. Dissertacdo de Vilmar Gomes da Fonseca (2011) discute e avalia a
utilizacdo integrada do Mathlet como ferramenta nas aulas de Matematica no estudo da
funcdo afim e em turmas do primeiro ano do Ensino Médio de uma escola estadual. A
metodologia empregada consiste na aplicacdo de uma sequéncia de atividades com o
auxilio dos Mathlets e dois testes. Esse estudo estd fundamentado na nocéo cognitiva do
Conceito Imagem e Conceito Definicdo de David Tall e ShlomoVinner, na nogéo de
Representagbes Semidticas de Raymond Duval e na nocdo de Obstaculo
Epistemoldgico baseado nos trabalhos de Anna Sierpinska. Ele concluiu que o uso de
alguns recursos tecnoldgicos tais como computadores e Internet podem contribuir
significativamente para a abordagem de contelldos matematicos e auxiliar no processo

de ensino-aprendizagem.

Percebemos que esse autor nos leva a refletir sobre os conceitos imagens que
ficam nos nossos alunos ao final de um trabalho de construcdo de significados e
sentidos para os conceitos definicdes trabalhados em sala de aula, pois, assim como
precisamos chegar ao Ensino Médio com o conceito definicdo de funcdo, nas mentes
dos nossos alunos parece ficar o conceito imagem, algo como a relagéo entre grandezas,

relacdo entre x e y em que y depende de x, dentre outras imagens de conceitos.

No trabalho desse autor, o referencial tedrico de conceito imagem e de conceito
definicdo, segundo os autores Tall e Vinner, diz que o aluno deve se apropriar de varios
conceitos imagens, €, a partir dai, criar o seu proprio conceito defini¢do, portanto as
imagens séo as representacdes mentais que o aluno cria na sua mente quando comecga a
pensar sobre um determinado objeto, enquanto a definicdo de conceito refere-se a toda
forma de representar por meio de palavras o conceito imagem. Os autores dessa teoria
ainda afirmam que a definicdo de conceito pode ser simplesmente memorizada pelo

aluno ou pode ser aprendida de maneira significativa e relatada por ele.

O autor escolheu atividades que levassem os alunos a refletir sobre o conceito

de funcdo afim, mostrando sua utilidade na resolucdo de problemas do nosso cotidiano,

37



de modo a superar os obstaculos relacionados as suas multiplas representacdes e
contribuindo para o enriquecimento da imagem desse conceito. O estudo dos obstaculos
epistemoldgicos, de acordo com Sierpinska, trata da evolucdo histérica do conceito de

funcdo e discute a compreensdo do conceito de funcéo dos alunos e as suas dificuldades.

Tudo isso nos mostra as potencialidades e também as limitacbes de um
dispositivo computacional como o software Mathlet, ou outro recurso como o material
didatico manipulativo, a resolucdo de problemas na formacdo de conceitos imagem e
definicdo. Certamente, na dissertacdo de Fonseca (2011), os recursos tecnoldgicos
contribuiram bastante na abordagem do contetido e no processo de ensino-aprendizagem
de funcdo afim comprovadamente através dos dois testes e de uma sequéncia didatica
durante a realizacdo desta pesquisa que utilizou a teoria da Engenharia Didética,

favorecida pela analise a priori e outra anélise a posteriori.

A partir das pesquisas acima referidas, podemos perceber diversos enfoques
tedrico-metodoldgicos na tentativa de apreender significados para 0 mesmo objeto
matematico funcdo: Pelho (2003) enfatiza a compreenséo do conceito de fungéo a partir
da ideia de variavel e da relacdo de dependéncia entre elas; Dominoni (2005) enfatiza o
trabalho envolvendo o tratamento, a converséo e a coordenacdo dos diferentes registros
de representacdo para apreender o conceito de funcdo exponencial; Rossini (2006)
aponta uma deflagracdo de um processo de (re)construcdo de um conjunto de saberes
docentes sobre a concepc¢do de funcdo a partir da mobilizacédo da ideia de funcdo como
maquina de entrada e saida na elaboragdo coletiva e aplicacdo de uma sequéncia
didatica; Bonetto (2008) mostra funcdo matematica como objeto cultural de diferentes
comunidades de praticas, associado a diferentes praticas sociais, a diferentes atividades
humanas que mobilizam funcGes em sua praticas escolares. Esses movimentos de
restruturacdo/reorganizacdo de ensino apresentam valores, institucionalizacfes e
relaces de poder; Botta (2010) mostra que € possivel trabalhar o conceito de fungédo de
maneira intuitiva desde as series iniciais do Ensino Fundamental Il e ndo somente a
partir do Ensino Médio; Fonseca (2011) apontou o uso de recursos computacionais
como uma contribuicdo significativa para a abordagem do conteddo e no processo de

ensino-aprendizagem de funcéo afim.

Em sintese, nesses trabalhos de pesquisa, 0 conceito de funcdo perpassa

inicialmente pela ideia de variavel, enfatizando a relacdo de dependéncia entre elas; a
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mobilizacdo da concepc¢do de fungdo como maquina de entrada e saida mobilizando
saberes sobre fungéo; a concepcdo Bourbakista de fun¢do como relacdo entre conjuntos
de uma maneira mais estruturada e a ideia bastante original de funcdo como objeto
cultural de comunidades de praticas moldadas nas relaces de poder em que elas sdo
mobilizadas. Por outro lado, ha uma tendéncia das pesquisas que trabalham com a
Teoria dos Registros de Representagdo SemioOtica em apontar as representacoes
multiplas como ferramenta de apreensdo do conceito de fungao, sugerindo o tratamento,
a conversdo e a coordenacdo das diferentes representacdes de fungbes como uma forma

de superar a grande complexidade que as envolvem.

Essas dissertacOes e teses tomam como objeto de estudo a investigacdo em
ensino de um contetudo especifico da Matematica, o objeto matematico funcdo. O
conceito de fungdo é unificador para a compreensdo do conhecimento matematico. E
um conceito estudado em todos os niveis de ensino ao longo do curriculo de toda a
Matematica. De modo que o ensino-aprendizagem de funcbes tem se revelado um tema
de grande interesse para as pesquisas em Educacdo Matemética e indicam novas
direcdes para pesquisas futuras.

A nossa pesquisa, em particular, aborda cinco ideias fundamentais de fung¢des
matematicas e, portanto, esta inserida no campo das pesquisas sobre ensino de funcGes
que ndo sé abarca 0s aspectos conceituais do tema, mas também pretende contribuir
para as reflex6es sobre as dificuldades em transitar entre essas ideias e, do ponto de
vista metodoldgico, trazer possibilidades para o trabalho em sala de aula na perspectiva
da resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas. A nossa pesquisa vem contribuir
para a expansdo do conceito de funcdo dentro do processo de ensino-aprendizagem
deste tema. Isto ndo significa dizer que outras pesquisas nao tratam dessas mesmas
ideias, apenas os trabalhos analisados revelam que elas ainda ndo foram exploradas de

forma integrada e relacional.

2.3. Problema da pesquisa

Neste trabalho, temos como propdsito refletir sobre nossa propria pratica em

sala de aula, trazendo para a cena as recomendacdes da literatura académica acerca de
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novas formas de abordagem do conceito de funcéo, recomendacdes estas que objetivam
desenvolver habilidades do pensar, de questionar e de dar sentido as ideias matematicas
na criagdo de um ambiente onde os alunos possam elaborar estratégias e resolucdes e,
assim, construir ativamente novas ideias e novos conceitos por meio de suas

experiéncias e vivéncias matematicas.

Isto ndo significa ensinar o aluno a repetir procedimentos mecanicos por meio
de regras e formulas, mas o de levar a interpretar tais regras dentro de contextos
matematicos, e também fora deles. Os alunos compreenderdo Matemaética, quando
forem capazes de avaliar suas préprias ideias e as de seus colegas. E ao professor cabe
encoraja-los a levantar hipoteses, testa-las e desenvolver neles habilidades de pensar
matematicamente, pois quem compreende melhor sera capaz de explicar, usando uma
variedade de representacGes matematicas para o conceito de funcéo e realizar transicoes

e conexdes com essas ideias e suas compreensdes fundamentais.

Os contextos, as tabelas, os gréficos e as equacdes, por exemplo, sdo métodos
poderosos de explorar as ideias de funcdo e suas transformacbes. As diversas
representacdes de funcdes podem ser compreendidas como modos de comunicar ideias
matematicas a outras pessoas, elas também sdo ferramentas poderosas de aprendizagem.
Portanto, no nosso trabalho pretendemos contemplar o desenvolvimento de habilidades
dos alunos em mudar de uma representacdo para outra como uma forma de ampliar a

sua compreensdo do conceito de funcéo.

Construir e compreender algo no mundo real requer instrumentos, materiais e
esforco humano. Os instrumentos que usamos para construir a compreensdo sao as
nossas ideias prévias, ou seja, 0 conhecimento que possuimos e que foram construidos
nas nossas relacdes sociais e culturais. Além dos recursos materiais, tais como, material
impresso, calculadoras, dentre outros - para construirmos compreensdo precisamos Ver,
ouvir ou até mesmo tocar os elementos fisicamente. Por outro lado, eles podem ser os
nossos pensamentos e ideias por meio de acdes refletidas. Por isso, para que 0S N0Ss0s
alunos aprendam com compreensdo, eles precisam pensar ativamente (VAN DE
WALLE, 2009).

Construir e compreender uma nova ideia requer pensar ativamente sobre ela.
As ideias matematicas ndo podem ser despejadas dentro das cabegas de nossos alunos

de forma passiva. Nas salas de aula, 0s nossos alunos precisam ser encorajados a refletir
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sobre as novas ideias, a trabalhar no estabelecimento e nos ajustes as redes conceituais
ja existentes e a desafiar suas proprias ideias ou as ideias de outros (VAN DE WALLE,
2009). Por isso, acreditamos que a criacdo de um ambiente favorével a resolucgéo,
proposicdo e exploracdo de problemas possa viabilizar esses processos, possibilitando,
assim, o desenvolvimento de construcdo e compreensdo de ideias matematicas sobre
funcdes. Desse modo, podemos também considerar essas metodologias de ensino-
aprendizagem alternativas como uma ferramenta poderosa pelas quais os alunos
desenvolvem suas ideias matematicas. Aprender e fazer matematica perpassa por todos
esses caminhos, enquanto os alunos resolvem, elaboram e exploram problemas

indicando o modo como eles estdo vivenciando a Matematica.

Compreendemos por ideia no sentido do dicionario como uma representacéo
mental de uma entidade concreta ou abstrata de acordo com Ferreira (2001). Na
Matematica, as ideias sdo representacGes mentais de uma entidade sempre abstrata.
Como por exemplo, o conceito de funcéo, formado por um conjunto de caracteristicas,
compreensdes essenciais que se unificam em um conceito ou significagdo. “A
compreensdo pode ser definida como uma medida da qualidade e da quantidade de
conexdes que uma ideia tem com as ja existentes” (VAN DE WALLE, 2009, p. 45).

Os educadores que trabalham na perspectiva da construcdo do conhecimento
falam em ensinar grandes ideias, ao invés de fragmentar a Matematica em listas
aparentemente infinitas de habilidades, regras, simbolos e formulas isoladas. As grandes
ideias ou ideias fundamentais sdo apenas grandes redes de conceitos relacionados. A
rede frequentemente é tdo bem construida, que grandes quantidades de informacéo,
podem ser armazenadas e recobradas como entidades Unicas em vez de pedagos
isolados. Assim, todos os procedimentos em Matematica podem estar conectados as
ideias conceituais que expliquem por que eles funcionam. E essa completa conexdo e
integracdo de conceitos e procedimentos que deve ser a primeira meta do ensino de
Matematica (VAN DE WALLE, 2009).

Uma das motivagdes que nos leva a ter interesse por esse tema diz respeito
também a investigar as dificuldades dos alunos sobre concepcdo e representacdo de
funcdo, tentando determinar as causas possiveis desses problemas e apresentar possiveis
estratégias e procedimentos de ensino que possam ajuda-los a supera-las. Descrever as

dificuldades dos alunos na compreensdo do conceito de funcdo e representagédo

41



encontradas numa turma de primeiro ano do Ensino Médio, a fim de sugerir algumas
modifica¢bes de procedimentos metodoldgicos que venham a dar um salto qualitativo
no ensino e aprendizagem de fungdo matematica. Entretanto, ficaremos com essa Gltima
sugestdo: propor uma estratégia de ensino de funcdo matematica no desenvolvimento de
ideias e compreensdes essenciais aplicando a metodologia de ensino-aprendizagem de
Matematica via resolucdo, proposicdo e exploracdo de problemas aliada ao uso de
representaces multiplas.

Em resumo, a pergunta norteadora deste trabalho € a seguinte: Que
compreensdes de ideias essenciais de funcbes apresentam os alunos? Quais as
contribuicdes da metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica via resolucao,
proposicdo e exploracdo de problemas, aliadas ao uso de representacdes multiplas,
para o estudo de fungdes?

Entretanto, mais importante do que dar apenas respostas a essas perguntas e
consideragdes preliminares, faz-se necessério, através deste trabalho de investigacéo,
trazer uma reflexdo de uma pratica docente que venha a contribuir para uma melhor
compreensdo dos fenbmenos de ensino e aprendizagem que se constituem tdo
complexos como 0s acontecimentos de uma sala de aula onde o elemento surpresa
estard sempre presente e guiara nossas reflexdes a partir das vivéncias e praticas diarias

como professor de Matematica.

Para que possamos apresentar ao menos um indicio de respostas a essas
questdes apresentadas, devemos considerar alguns temas que dela surgem naturalmente:
Representacdes Multiplas no Ensino-Aprendizagem de Funcbes; Compreensdo de
Ideias Essenciais de Funcdes para o Ensino Médio; A funcdo ao longo do Curriculo
Escolar; e, finalmente, a Resolucdo, Proposicdo, Exploracdo de Problemas e Formacao

de Conceitos em Vygotsky.
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3. ENSINO-APRENDIZAGEM DE FUNCOES AO LONGO DO
CURRICULO E A RESOLUCAO, PROPOSICAO E
EXPLORACAO DE PROBLEMAS

Nesse capitulo, fundamentamos teoricamente nossa pesquisa, apresentando o
papel das representactes pelos autores Goldin e Shteingold (2001), as vantagens e
desvantagens de cada uma das representaces de funcdes pelos autores Friedlander e
Tabach (2001), sugerindo o uso combinado das representacbes maltiplas de fungoes, e,
depois, a compreensdo de ideias essenciais de fungdes para o Ensino Médio, segundo
Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), explicitando-nos detalhadamente as cinco grandes
ideias de funcdes, acompanhadas das suas respectivas compreensfes essenciais que
deverdo ser desenvolvidas ao longo do curriculo. Para nos situarmos historicamente no
contexto curricular da funcdo matemaética, percorremos o caminho da abordagem do
ensino de funcdo como tema central presente nas diversas propostas de mudancas
curriculares no Ensino de Matematica. Finalmente, apresentamos nossa proposta de
trabalho metodologico para a sala de aula via resolugdo, proposicdo e exploracdo de
problemas com contribuicbes de diversos pesquisadores da linha de pesquisa em
Resolugdo de Problemas. Para fundamentarmos de maneira mais adequada,

pedagogicamente, nos apoiamos nos processos de formacao de conceitos em Vygotsky.

3.1. RepresentacBes multiplas no ensino-aprendizagem de funcdes

Existe uma grande variedade de enfoques e concepgdes a respeito da teoria da
representacdo que pode ser explicada pelo grande numero de areas do conhecimento
humano interessadas nesse tema e pesquisas em Educacdo Matematica que utilizam essa
teoria para se fundamentar. Em anos recentes, as pesquisas que envolvem as ideias
sobre representagdo no ensino e na aprendizagem da Matematica assumem um papel
consideravel. Elas pertencem amplamente a Matematica, a Psicologia Cognitiva, a

Resolugédo de Problemas, ao ensino da Matematica na sala de aula e ao uso de novas
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tecnologias nas quais a Matematica educacional ¢ realizada (GOLDIN; SHTEINGOLD,
2001).

Mas o que significa, precisamente, a representacdo a luz do didatico-
pedagogico e o que fazemos para dar significado a representacéo de alguma coisa? Esse
retorno deve estar nas questdes filoséficas que carregam muito da natureza da
Matematica.

O termo representacdo refere-se tanto ao processo como ao resultado — em
outras palavras, a aquisicdo de um conceito ou de uma relacdo Matematica
expressa numa determinada forma e a forma, em si mesma (...) Além do
mais, o termo é aplicAvel tanto aos processos e resultados observaveis
externamente, como aos que ocorrem internamente, nas mentes dos

individuos quando fazem Matematica (NCTM, 2000; traducdo APM, 2008,
p.75).

Dentre tantos outros que tratam das representacdes no ensino e na
aprendizagem da Matematica, adotaremos Goldin e Shteingold (2001) para fundamentar
este tema. Diante da grande complexidade envolvida na teoria das representacdes, esses
autores trazem as principais ideias que nos ajudardo na tentativa de fazer uma sintese
dessa discussdo, a fim de mostrar a importancia da representacdo no processo de

ensino-aprendizagem da Matemaética Escolar.

De um modo geral, as representacdes sdo divididas em internas e externas.
Grosso modo, podemos defini-las assim: as representacdes externas sdo representacoes
que podemos facilmente comunicar as outras pessoas; elas sdo as marcas sobre o papel,
os desenhos, 0s esbocos geométricos e as equacdes. Enquanto, as representacdes
internas sdo as imagens que criamos em nossa Mmente para objetos e processos
matematicos. Essas apresentam muita dificuldade para serem descritas por sua natureza
e capacidade de revelar a cognicdo dos individuos, por isso podem ser denominadas de
representacdes mentais (GOLDIN; SHTEINGOLD, 2001).

A representacdo matematica ndo pode ser compreendida de forma isolada.
Uma férmula especifica ou equacdo ou um gréafico em coordenadas
cartesianas sd fazem sentido como parte de um sistema mais amplo dentro
dos quais significados e convengdes tenham sido estabelecidos. Os
importantes  sistemas representacionais para a Mateméatica e sua
aprendizagem tém estrutura, de modo que diferentes representacdes dentro de
um sistema estejam ricamente relacionados um a outro (...) A interagéo entre
representacdo interna e externa é fundamental para efeito de ensino e
aprendizagem. Quaisquer que sejam os significados e as interpretacdes do
professor devem trazer uma representacdo externa, isto é, a natureza da
representacdo do desenvolvimento interno dos alunos que devem permanecer
de interesse principal (GOLDIN; SHTEINGOLD, 2001, p.1-2).
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Muitas pesquisas em Educacdo Matematica evidenciam o fato de que muito da
historia da Matematica fala sobre a criagio e o refinamento de sistemas
representacionais, e muito do ensino da Matematica se refere a aprendizagem de alunos
para trabalhar também com sistemas representacionais e resolver os problemas com
eles. Atualmente, também se comenta bastante sobre as representacdes sociais de
professores de Matematica do ponto de vista psicossocial, mas é algo que foge ao nosso

enfoque sobre representacoes.

N& podemos, naturalmente, observar nenhuma representagdo interna
diretamente. Antes, faremos inferéncias sobre representacdes internas de alunos sobre as
bases de suas interacdes com as representacdes externas, do seu discurso sobre elas e a
producdo delas. Diante das consideracgOes citadas, podemos inferir que a compreensao
das relacGes existentes entre as varias representacfes de um mesmo conceito e a
identificacdo das semelhancas e diferencas contribuem para um melhor
desenvolvimento e compreensao conceitual por parte dos alunos, embora o professor s6
possa analisar diretamente as representacbes externas por meio das falas e das
producdes realizadas durante e apés as tarefas por parte de seus alunos.

Para a nossa pesquisa, as representagdes ganham um papel importante na
formagéo de conceitos a partir do momento em que entendemos 0 conceito como um
conjunto de ideias e compreensdes essenciais que estdo inter-relacionados e, entre elas,

estdo as suas representacdes e seus sistemas de representacdes:
Um conceito matematico é aprendido e pode ser aplicado pela extensdo de
uma variedade de representacfes internas apropriadas que tenham sido
desenvolvidas, junto com o funcionamento de relagGes entre elas. Inferimos
sobre a natureza das representacfes desenvolvidas, e sua adequagéo, em parte
das interacOes individuais com a externa, convencionalmente desenvolveram

sistemas de representacdes matematicas e em parte de suas interacbes com
situacdes ndo matematicas (GOLDIN; SHTEINGOLD, 2001, p.6).

Diferentes pesquisas tém se focado em diferentes aspectos da importancia da
representacdo no ensino e na aprendizagem em Matematica. Algumas tém enfatizado
representacdo em dominio especifico da Matematica, tal como fungbes. Outras tém
estudado muito bem, no espirito das ideias de George Polya, sobre resolucdo de
problemas. Ainda outras tém feito trabalho sobre a incorporagéo de ideias por meio de
dindmicas conectadas as representacdes computacionais. Temos, assim, ja apresentado
alguns direcionamentos que as pesquisas nessa area vém assumindo (GOLDIN;

SHTEINGOLD, 2001). Atualmente, a inclusdo do procedimento da representagcdo no
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ensino da Matematica exerce um papel muito importante que vai além da pesquisa no
tocante aos processos de ensino-aprendizagem, metodologia e didatica e alcanca a
preocupacdo com a elaboragdo de curriculos e também a formacéao de professores.

Dessa preocupagdo dos educadores matematicos, resultou a publicacdo dos
Standards 2000, oficialmente chamados Principles and Standards for the School
Mathematics — Principios e Padrdes para a Matematica Escolar (NCTM, 2000) —, no
quesito padrdo de procedimento. O NCTM (2000) recomenda que os programas de
Matematica do ensino pré-escolar ao 12° ano deverao habilitar todos os alunos para:

Criar e usar representacbes para organizar, registrar e comunicar ideias
matematicas;

Selecionar, aplicar e traduzir representacbes matematicas para resolver
problemas;

Usar as representacdes para modelar e interpretar fendmenos, sociais €
matematicos (NCTM, 2000; traducdo APM, 2008, p.75).

Corroborando as ideias para o padrdo de contetido algebra, os Standards 2000
(NCTM, 2000) e as pesquisas em educacdo matematica recomendam que os alunos
usem varias representacdes desde o inicio da aprendizagem em Algebra. De acordo com
os Standards (NCTM, 2000), é necessario estimular os alunos a representacdao de suas
ideias, ainda que, inicialmente, eles recorram a formas de representacdes pessoais nao
convencionais, mas que facam sentido para eles. Entretanto, é importante que os alunos
aprendam formas de representacGes convencionais, para facilitar tanto a sua
aprendizagem em Matematica como também a comunicacdo de suas ideias

matematicas.

Destacamos dois autores, Friedlander e Tabach (2001), que apresentam quatro
modos de representacio essenciais & compreenséo do ensino e aprendizagem da Algebra

Escolar.

O uso de representacBes verbais, numéricas, graficas e algébricas tem o
potencial de fazer com que o processo de aprendizagem da Algebra, no caso particular
das funcles, seja significativo e eficaz. A fim de que este potencial seja utilizado na
pratica, devemos estar cientes das vantagens e desvantagens de cada representacéo.
Esses autores apresentam-nas associadas a cada uma das formas de representagcdo que

identificam:
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1) A representagdo verbal é geralmente usada apresentando um problema e é
necessaria na interpretacdo final dos resultados obtidos no processo de resolugdo de um
problema. Um problema apresentado verbalmente cria um ambiente natural para a sua
compreensdo no contexto no qual esta inserido e para a comunicacdo de sua solucdo. A
representacdo verbal pode também ser um instrumento de resolucdo de problemas e
pode facilitar a apresentacao e aplicacdo de padrdes gerais. Ela favorece a conexéo entre
a Matematica e outros dominios da academia e da vida cotidiana. Mas 0 uso da
linguagem verbal, devido as proprias dificuldades de ordem linguistica inerentes a
lingua materna, pode causar ambiguidade e conduzir a associacfes irrelevantes ou
incorretas; ela € menos universal e a dependéncia dela incide sobre o estilo pessoal que
pode ser apresentado como um obstaculo para a aprendizagem matematica.

2) A representacdo numérica € comum para os alunos no estagio inicial de
estudo de Algebra. Abordagens numéricas oferecem uma ponte conveniente e eficaz
para a aquisicdo da Algebra e frequentemente precede qualquer outra representacio. O
uso dos nimeros € importante para uma primeira compreensdo de um problema e na
investigacdo de casos particulares. Entretanto, sua falta de generalidade pode ser uma
desvantagem. Uma abordagem numeérica ndo pode ser muito eficaz na prova de um
quadro geral, como um resultado, porque alguns aspectos importantes nas resolucdes de
um problema podem ser perdidos. Assim, seu potencial, como uma ferramenta na
resolucdo de problemas, pode, algumas vezes, ser bastante limitado. Entretanto, no
estudo de fungdes esta representacdo aparece mais comumente como valores numéricos
numa tabela — representacdo tabular — que deve ser explorada na tentativa de fazer
investigaces dos padrdes numéricos dispostos na tabela de modo que o aluno possa
aferir conclusdes importantes na caracterizacdo da funcdo matematica que esta sendo

analisada.

3) A representacgéo gréafica é eficaz em proporcionar uma imagem clara de uma
funcdo de varidveis reais. Gréficos sdo intuitivos e particularmente apelativos para 0s
alunos que gostam de uma abordagem visual. Mas as representacfes graficas podem
ndo ter a precisdo necessaria, pois sdo influenciadas pelos fatores externos (tais como as
escalas) e, frequentemente, apresentam uma sé parte de um dominio ou alcance de um
problema. A sua utilidade como ferramenta matematica varia de acordo com a tarefa em

questao.
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4) A representacdo algébrica é concisa, geral e efetiva na apresentacdo de
padrées e modelos matematicos. A manipulacdo de objetos algébricos €, por vezes, o
unico método de justificar ou provar declara¢fes gerais. Contudo, um uso exclusivo de
simbolos algébricos (em qualquer fase da aprendizagem) pode bloguear ou obstruir o
significado matematico ou da natureza dos objetos representados e causam dificuldades

em algumas interpretacdes de seus resultados para os alunos.

A importéncia de trabalhar com vérias representaces ¢ um resultado dessas e
de outras vantagens e desvantagens de cada representacdo e da necessidade de atender
aos estilos individuais de pensamento de alunos. Assim, 0s responsaveis pela elaboragédo
de curriculos e os professores de Matematica deverdo estar cientes da necessidade de se
trabalhar em um ambiente de representacdes multiplas — que € um ambiente que permite
a representacdo de um problema e sua resolucdo em varios modos (geralmente algumas
ou todas as quatro representacGes mencionadas acima). Embora cada representacdo
tenha suas desvantagens, o uso da combinacdo delas pode cancelar as desvantagens e
revelar uma ferramenta efetiva para o ensino e aprendizagem da Matematica (KAPUT,
1992 apud FRIEDLANDER; TABACH, 2001).

3.2. Compreensao de ideias essenciais de fun¢des para o Ensino Médio

Inicialmente, estavamos interessados em desenvolver um estudo de uma
compreensdo do conceito de fungdo por julgarmos essencial para os alunos o seu
aprendizado. Caraca (1951/1984) mostra que, quando o homem percebeu que o
movimento existia no mundo independente dele, buscou explica-lo. Assim, na tentativa
de explicar os fendbmenos da Ciéncia, uma nogdo matematica importante precisou ser
criada para entender movimento: funcdo. Dai a origem do conceito de fungdo estar
intrinsecamente relacionada a necessidade do homem de observar regularidades em
fendmenos do mundo real e de generalizar leis ou padrdes. A esséncia desse novo
instrumento matematico criado pelo homem esta na correspondéncia de dois conjuntos,
estd presente desde o conceito de nimero natural e nos acompanha ao longo dos anos

na Matematica Escolar e Superior.
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Por outro lado, ja tinhamos lido alguns textos sobre representac6es multiplas de
fungdes na disciplina Ensino-Aprendizagem de Matematica no Ensino Fundamental e
Médio cursada no mestrado. Concomitantemente, liamos a publicacdo Developing
Essential Understanding of Functions Grades 9-12 dos autores Cooney, Beckmann e
Lloyd (NCTM, 2010) apresentada em reunides de orientacdo individual para a escrita da
dissertagdo de mestrado. Essas atividades resultaram numa reflexdo sobre as cinco
grandes ideias de fungdes expressadas, assim como desenvolveram uma compreensdo

essencial de funcdes para o Ensino Médio.

As funcbes compdem uma area principal da Matematica, crucial para os alunos
aprenderem, mas desafiante para os professores ensinarem. Os alunos do Ensino Médio
precisam compreender funcdes e eles conseguem quando constroem pensamento
quantitativo e relacional. Entretanto, as vezes, as aprendizagens realizadas apresentam
uma Visdo estreita sobre o tema funcdo. Nesse caso, muitas vezes 0s alunos tendem a
limitar o conceito de funcdo a equacdo ou regra e ndo o percebem na descricdo ou na
representacdo de fendmenos do mundo real (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Mas, afinal, o que sdo fungdes? Para Van de Walle (2006), as funcbes sdo
relagOes ou regras que associam unicamente elementos de um conjunto a elementos de
outro conjunto e que, numa relacdo funcional, uma varidvel (dependente) € definida em
termos da outra variavel (independente). Mas isto € um pouco formal para alunos que
estdo iniciando seu estudo de funcgdes. Para esse autor, as funcBes sdo mais bem
compreendidas em contextos de fendmenos reais que passam a fazer sentido para os

alunos da educacdo bésica.

Ainda conforme Van de Walle (2006), o raciocinio algébrico envolve uma
busca por regularidade em tudo na Matematica e as funcdes sdo uma das mais poderosas
ferramentas neste empenho. Elas sdo usadas para modelar todos os tipos de mudanca no
mundo real. Isto faz com que o conceito de fungdo seja uma das grandes ideias da
Matematica.

Um estudo de fungdes € um estudo do modo de mudanga em uma variavel
que afeta mudanca em outra; € um estudo de variagdo conjunta de variaveis.
Uma fun¢do é uma regra que define unicamente como a primeira ou variavel

independente afeta a segunda ou variavel dependente. (VAN DE WALLE,
2006, p.284).
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Ja Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) vém nos apresentar 0 processo de
ensino-aprendizagem de fungdes focado nas cinco grandes ideias incorporadas as
compreensdes essenciais a cada uma delas, quais sejam:

1) Como as funcdes se distinguem de outras entidades matematicas?
2) Como as taxas de variagao caracterizam varios tipos de fungdes?

3) Como as funcbes podem ser classificadas dentro de familias com

caracteristicas compartilhadas que sdo Uteis a modelagem de fenémenos do mundo real?

4) Como as fung¢bes podem ser combinadas ou transformadas para criar novas
funcbes?

5) Como as fungdes podem ser representadas em uma variedade de modos em

que as relaces e variacdes podem ser analisadas?

Conceito
de
Funcao

Covariacio
e
Taxa de Variacdo

Familia
de Funcoes

Combinacao e
Transformacio
de Fungoes

Representacoes
Miltiplas de
Funciao

. ¥

Figura 01: Modelo das cinco grandes ideias de funcdo que foram idealizadas pelos autores Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010), criado pelo autor desta pesquisa, inspirado nos modelos das cinco
representacdes de funcbes de Van de Walle (2006).

Transitar em meio a cada uma delas pode ajudar a desenvolver novos conceitos
e compreensdes essenciais de fungdes. Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) salientam a
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importancia de que os alunos sejam capazes de completar tarefas rotineiras tais como
realizar conexdes entre diversas representacdes de fungdes com sucesso. No entanto, é
fundamental que eles desenvolvam uma habilidade para se mover entre as cinco ideias
com fluéncia de modo que elas possam ir mais além dessas tarefas de rotina. Os alunos
precisam desenvolver a habilidade de se mover facilmente entre as muitas
interpretacdes de fungdes, suas caracteristicas e 0s modos em que elas podem ser usadas

para representar fendmenos do mundo real.

3.2.1. O conceito de funcgédo

Sabemos, a partir da literatura no campo da Algebra Escolar, que o conceito de
fungdo esta presente desde cedo na Matematica Escolar desde a simples contagem a
observacdo de padrGes em busca de regularidades e generalizacbes por meio das
investigacOes e experiéncias significativas vivenciadas pelos alunos na sala de aula de
Matematica. De modo que a publicacdo Principios e Padrfes para a Matematica
Escolar, os Standards (NCTM, 2000), e Van de Walle (2006) recomendam um trabalho
no tépico funcdo para os alunos nas séries iniciais e finais do Ensino Fundamental a
partir de situacGes contextualizadas em que eles possam evoluir mais no

desenvolvimento e compreensdo do conceito de funcgao.

Vemos a mesma necessidade no Ensino Médio, porque, na nossa pratica
docente de professor nesse nivel da escolaridade, a impressdo que nos fica é a de que
tais experiéncias ndo foram muito significativas e nos parece que a compreensao do
conceito de funcdo ndo foi alcancada de modo amplo. Portanto, torna-se salutar e
essencial o trabalho com exemplos variados de relacdes funcionais em problemas nos
quais o contexto de uma mudanga numa variavel independente cause uma mudanca
correspondente em outra variavel dependente (NCTM, 2000; VAN DE WALLE, 2006)

Muitos pesquisadores da Educacdo Matematica pontuam que, originalmente, a
nogéo de funcdo surge para permitir o estudo de relacGes entre quantidades, variando no
mundo fisico. As fun¢des modelam os fendbmenos que ocorrem na natureza e no
cotidiano. Em outras palavras, as funcgbes fornecem um quadro conceitual para

responder as questdes de ordem cientifica e do dia a dia. Esse conceito de fungdo se
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refere a uma quantidade variavel que depende de outra variavel, ou seja, como uma
relacdo de dependéncia entre grandezas (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Assim, podemos exemplificar, extraindo do nosso cotidiano, diversos
exemplos de relacGes funcionais. Por exemplo: a altura de uma planta depende do
numero de dias decorridos desde que foi plantada; o valor do pagamento de servigos
prestados de um trabalhador depende do numero de horas trabalhadas; o nivel de
gasolina de um automoével depende dos quilémetros rodados a partir do momento em
que o tanque estava cheio; o lucro da venda de saquinhos de pipoca depende do nimero
de saquinhos de pipocas vendidas pelo pipoqueiro; o preco atual de um carro depende
de quanto tempo de uso o carro possui e assim por diante (VAN DE WALLE, 2006;
COONEY, BECKMANN; LLOYD, 2010).

No entanto, nem toda funcdo possui um contexto no mundo real. Sabemos pela
literatura que, no estudo da Matematica, temos também a necessidade de estudar os
conceitos de forma descontextualizada. Entretanto, é util apresentar funcdes em
contextos que facam sentido para os alunos que estdo iniciando seu estudo e, somente

mais adiante, trabalhar a Matematica dentro do préoprio campo do saber matematico.

O conceito de fungdo é, intencionalmente, amplo e flexivel, permitindo-se
aplica-lo a uma vasta gama de situacbes. A nocdo de funcdo engloba muitos tipos de
entidades matematicas além das funcbes de varidveis reais que descrevem quantidades
que variam continuamente. Por exemplo, matrizes, progressdes aritméticas e
geométricas. Além disso, as transformacdes de figuras geométricas podem ser vistas
como fungdes (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010). Como o conceito de fungéo
é amplamente suficiente deve abranger todos os exemplos de fungdes. O conceito de
funcdo € Unico e consistente, podendo ser aplicado a diversas situacdes e contextos
matematicos. A grande ideia 1 é, subdividida em 3 compreens@es essenciais: 1a, 1b e
1c:

Compreensao Essencial 1a. As funcdes sdo associacdes de valor Gnico de um
conjunto — do dominio da fungéo — para outra — sua imagem.

Compreensdo Essencial 1b. As funcdes sdo aplicadas para uma vasta gama
de situacBes. Elas ndo precisam ser descritas por algumas expressdes
especificas ou seguir um padrdo de regularidade. Elas sdo aplicadas para
outros casos que ndo sdo aqueles da variagdo continua. Por exemplo:
sequéncias sdo funcoes.
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Compreensao Essencial 1¢c. O dominio e a imagem de fungdes ndo precisam
ser nimeros. Por exemplo: matrizes dois por dois podem ser vistas como uma
representacdo de funcdes onde o dominio e a imagem séo duas dimensdes do
espaco vetorial; uma funcdo também pode ser uma transformacéo (translacéo,
rotacdo, homotetia e reflexdo) de uma figura geométrica T em outra f(T), tal
que para cada ponto de T corresponde um Unico ponto em f(T), cuja funcao
esta definida sobre o plano no plano (COONEY; BECKMANN; LLOYD,
2010, p.8).

A fim de investigar a definicdo de fungdo no Ensino Médio, no interior da
educacdo algebrica, faz-se necessario explorar diferentes visdes sobre o conceito de
funcdo em termos de concepgdes. Sabemos que a funcdo pode ser concebida de muitos
modos e, antes de apresenta-los, faremos brevemente algumas consideracfes
epistemoldgicas e histéricas que venham a justificar a adocdo de uma ou outra
concepcao, levando-nos a refletir sobre a melhor adequacédo de tais concepgdes em
ambito escolar. Embora, ndo tratemos aqui de histéria da ciéncia, deixamos claro que
nos interessam os aspectos que possam influenciar o processo de ensino-aprendizagem
de funcdo e que trazem implicagdes na apresentacdo de concepcdes que sdo exploradas
e usadas tanto nos livros didaticos quanto por nos professores de Matematica que as

veiculamos nas salas de aula.

A ideia de fungdo que temos hoje em dia foi sendo construida ao longo dos
anos, mas ela apresenta uma grande dificuldade em precisar um exato momento da
origem de sua concepcdo na historia da Algebra. Ela é resultado da necessidade do
homem de solucionar problemas. Podemos encontrar alguns tracos desta nogdo nas
tabelas antigas dos povos babil6nicos, de Astronomia e de nimeros reciprocos. Os
povos indianos e os arabes também usaram tabelas trigonométricas e astronémicas.
Entretanto, é importante assinalar que estas tabelas enfatizavam relac6es entre nimeros

e ndo a relacdo entre quantidades que variam (KLINE, 1908/1985).

A construcdo do conceito de funcdo percorreu um longo caminho, ela ainda
ndo estava definida quando uma de suas mais importantes representacdes encontrava-se
em fase de elaboracdo, a representacdo grafica. Nicole Oresme (1323-1382) foi a
primeira pessoa que utilizou as coordenadas, denominadas de latitude e longitude de
maneira mais bem sucedida, para representar a velocidade em funcdo do tempo, o que
era novidade para a época e que, por isso, pode ser considerada como precursora da
representacdo de funcdo (EVES, 1997; BOYER, 1998). Nesse contexto, a nogdo de
funcéo prototipica estd conectada a quantidades continuas se desvencilhando um pouco

do mundo da contagem e da relacéo entre numeros (quantidades discretas).
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Sabemos que a maioria das fungdes introduzidas durante o século XVII pelos
cientistas e matematicos da época eram vistas como curvas e devemos ressaltar que elas
eram definidas em termos de movimento, ou seja, como trajetdria descrita de um ponto
movel (KLINE, 1908/1985). Podemos atribuir o termo fluente de Isaac Newton,
indicando alguma relacdo entre variaveis. Sabe-se que, na mais popular apresentacao
feita por ele, considerou x e y como quantidades que fluem ou fluentes por volta de
1671 na sua obra método dos fluxdes. J& a palavra funcdo foi introduzida pelo
matematico alemédo G. W. Leibniz em 1673, ganhando certo sentido matemaético para o
termo. Ela foi derivada da palavra latina fungor cujo significado quer dizer realizo
tarefa. Inicialmente, Leibniz usou a palavra funcdo para descrever uma quantidade
relacionada a uma curva, inclinacdo ou um ponto qualquer situado sobre ela. Também,
costuma-se atribuir a Leibniz as seguintes terminologias: constante, parametro e
variavel na linguagem matematica (EVES, 1997). Tanto fluxGes de Newton quanto as
descricdes de variacbes sobre curvas de Leibniz tém a ver com taxa de variagdo na
linguagem incorporada as ideias e compreensdes essenciais de funcdo. Assim, tanto
Newton quanto Leibniz sdo considerados criadores do Calculo, porque introduziram o
conceito de derivada a partir da ideia de variabilidade. Naturalmente, aqui estamos
desprezando as controvérsias em relacdo a sua primazia. Portanto, eles foram também

precursores de ideias fundamentais do Pré-Célculo ou estudo das fungdes.

Mais tarde, em 1718, Bernoulli definiu uma funcdo como uma quantidade
composta de variaveis e constantes. Ele adotou a frase de Leibniz funcdo de para
indicar a quantidade e entdo usou a notacdo Fx. Em 1750, Euler enfatizou a ideia de
funcdo como uma expressao analitica e como uma quantidade sendo uma funcédo de
outra quantidade se o valor do primeiro é determinado pelo valor do outro. Quanto a
notacdo de funcdo, atribui-se também a Euler o simbolo f(x) para uma funcdo em x e
também muitas outras convencgdes e notacdes que ainda usamos até hoje (EVES, 1997;
BOYER, 1998; BERLINGHOFF E GOUVEA, 2010). Assim, o conceito de funcéo foi,
aos poucos, tornando-se independente de curvas particulares e passando a significar a

dependéncia de uma variavel em termos de outras.

Nos dias atuais, a definicdo de funcdo, baseada na teoria de conjuntos, foi
atribuida ao matematico alemdo Dirichlet (1805-1859) e ao grupo de jovens
matematicos franceses Bourbaki do inicio do século XX que se ocuparam em estudar e

desenvolver teorias matematicas. De acordo com Eves (1997), a definicdo Dirichlet-
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Bourbaki formulada em 1934 apresenta fungdo como uma associa¢do de um conjunto a
outro, e € visto como um conjunto de pares ordenados, explicitamente: f é uma funcéo
de um conjunto a outro, digo de A para B, se f é um subconjunto do produto cartesiano
de A (o dominio) e B (contradominio), tal que para cada a € A ha exatamente um b € B
com (a, b) € f. Entendemos por isto, que o conceito de fungao foi se tornando cada vez
mais formal, passando a ser definido como uma relacao entre conjuntos ou subconjunto
de uma relagdo e ndo mais como uma relacdo de dependéncia entre grandezas. No
entanto, tais definigdes trouxeram mudangas importantes para o campo de estudo da
Ciéncia Matematica. Literalmente, a compreensdo essencial 1a trata fun¢cdo como uma

associacdo unica de um conjunto dominio a outro: sua imagem.

Apesar de a descricdo Dirichlet-Bourbaki ser a definicdo matematica
correntemente usada, pode-se perguntar se ela é realmente adequada para fins
pedagogicos em nivel da educacdo escolar. Pode haver uma lacuna entre as definicdes
formais de concepcbes matematicas e as imagens que os alunos tém. Sendo assim,
podemos deduzir de acordo com Doorman e Drijvers (2011) citando Tall e Vinner
(1981) que, na maioria das vezes, a definicdo formal pode ser simplesmente
memorizada, tornando-se desejavel que seja trabalhado o conceito imagem primeiro e, a
partir desse, ser possivel compreender e construir o entdo chamado conceito definicéo.
Os conceitos matematicos devem ser adquiridos de modo que a formacdo dos conceitos
deva comecar com varios exemplos e contra exemplos por meio dos quais 0 conceito
imagem poderé ser formado. No entanto, no caso dos alunos de Ensino Médio, que tém
a necessidade de entrar no estudo de conceitos mais avangados (pensamento avangado),
o conceito definicdo deve ser introduzido como ultimo recurso apds a exploracdo de

varias tarefas matematicas.

No Ensino Médio, é comum a definicdo classica que utilizamos largamente
durante muitos anos da nossa préatica docente de professor de Matematica e que aparece
comumente nos livros didaticos de Matematica, geralmente de modo precoce para
mentes de alunos que ainda ndo se apropriaram da compreensdo necessaria para

entender tal definig&o.

Assim, de imediato, sem que isso possa fazer sentido para 0s nossos alunos,
como é de costume, iniciamos a aula definindo funcéo da seguinte forma: Uma funcéo é

uma lei ou regra tal que, para cada elemento x em um conjunto A, faz corresponder um
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unico elemento y = f(x) em um conjunto B, onde A € o campo de definicdo da fungdo
(dominio) e onde B é o campo de variacdo da funcdo (contradominio). Dai seguimos
definindo a varidvel independente que representa um ndmero arbitrario no campo da
definicdo da funcéo f, isto €, no dominio da funcdo. E a variavel dependente representa
um numero qualquer no campo de variacdo da funcdo f, que é a imagem de x pela

funcéo f.

N&o que o aluno ndo deva chegar a esse nivel de compreensdo, ou seja, a
formalizagdo do conceito matemético de funcdo, porém, para isso acontecer, faz-se
necessario partirmos da ideia intuitiva através de situacdes de contexto real ou mesmo o
padrdo concreto que possa favorecer o interesse pela busca de regularidades e leis
através do desenvolvimento do raciocinio matematico e, somente no final do processo,

poder sistematizar esse conhecimento.

A definicdo de Dirichlet-Bourbaki, embora tenha sido explorada
exaustivamente no MMM (Movimento da Matematica Moderna), durante os anos 60,
enfatizava conjuntos e distincdo entre funcdes e relagdes binarias e incluia o tema
funcdo como fio condutor de programas de Matematica Escolar Secundaria de uma

maneira que foi considerada muito formal (KIERAN, 2007).

Entretanto, de acordo com Freudenthal (1983)%, a definicdo formal ndo é
considerada muito apropriada para o ensino na Matematica Escolar. A concepc¢do de
funcdo apresentada por Freudenthal (1983) enfatizou o carater de dependéncia causal de
uma fun¢do de modo que: “Na verdade a propria origem da fungdo esta declarando,
postulando, produzindo, reproduzindo a dependéncia (ou ligacdo) entre as variaveis que
ocorrem no mundo fisico, social, mental, isto €, dentro e entre esses mundos”

(FREUDENTAL, 1983, p.494). Assim, as funcdes podem ser definidas em termos de

* Hans Freudenthal (1905-1990) era alemao de nascimento e filho de judeus, foi um matematico e
educador matematico que produziu uma vasta obra que abrange matematica, histéria e filosofia da
matematica e educacdo matematica. Ele foi Professor da Universidade de Utrechet em Amsterdam (1945
a 1971) e Diretor do Instituto para o desenvolvimento da Educacdo Matematica em Utrechet até sua
morte que a partir de 1991 passou a se chamar Freudenthal Institute. Freudenthal foi um visionario que
defendeu a Matematica como uma atividade humana e para todos e influenciou e orientou muitas
pesquisas em educacdo matematica na Europa (sobretudo Alemanha e Holanda, depois Franga) e nos
EUA. Para as discussfes levantadas no nosso trabalho ver com maior profundida FREUDENTHAL,
Hans. Didactical phenomenology of mathematical structures. D. Reidel: Dordrecht, The Netherlands,
1983.
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uma relacdo causal entre varidveis, sendo usualmente a varidvel x independente e a
variavel f(x) ou y dependente. Portanto, as funcGes apresentam propriedades dindmicas
equivalendo a dependéncia entre variaveis, no sentido de que as transformacdes

ocorridas na variavel independente fornecem mudancas na variavel dependente.

A histéria nos ensina como surgiram e se desenvolveram as grandes ideias
matematicas de funcdo para poder dar continuidade ao avango tecnoldgico e cientifico
atual. Por outro lado, devemos pensar nos usuarios e produtores de Matematica, que
ocupam as salas de aula da Educacdo Basica, e em nos professores, que lidamos com

esse desafio de desenvolver e pér em pratica tais ideias.

Na contagem estdo implicitas as ideias um-para-um e varios-para-um que 0
homem no passado explorou e as criangas realizam, quando estdo aprendendo a contar e
a operar, que podem ser associadas as ideias mais intuitivas de funcdo. A elaboracédo de
tabelas que remetem as civilizaces babildnicas, indianas e arabes e que representam os
primeiros registros das criangas e jovens na escola no estabelecimento de relacéo entre
nameros e organizacdo de informacdes, ainda ndo representa uma ideia de funcéo tal
qual a concebemos atualmente, mas é uma das maneiras de se representar uma funcgéo.
No entanto, os registros graficos sdo fundamentalmente representacdes convencionais
de funcbes que costumamos atribuir ao matematico Oresme e que se tornaram
familiares nos meios de comunicacdo, por isso se faz urgente o cidaddo de hoje ter
dominio de leitura e interpretacdo dessa ferramenta representacional de funcao.

O raciocinio sobre a ideia de covariagdo e taxa de variacdo podem ser
atribuidos as primeiras ideias de funcdo, cuja construcdo recebeu o contributo de
matematicos ilustres como Newton e Leibniz de maneira mais sistematizada. Tais
raciocinios devem ser enfatizados no desenvolvimento da compreensdo de funcdo pelo
fato de representarem uma das grandes ideias fundamentais de funcdo que é a relacao
entre grandezas. Na escola, podemos realizar investigacfes matematicas e exploracdes

de padrdes, tabelas e graficos que descrevem a medida dessa variagao.

As expressdes analiticas de Euler, que sdo uma dentre as varias maneiras de
representar uma funcdo, denominada de representagcdes algébricas da funcéo,
representam uma linguagem muito especifica da Algebra que pode causar dificuldades e
obstaculos em sua compreensdo, portanto, elas devem ser muito bem explicadas e

exploradas pelo professor em sala de aula. No entanto, a compreensdo de fungéo so se
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da efetivamente na coordenacdo de tais ideias, representacbes e compreensoes

essenciais de fungdes.

De qualquer forma, passamos a compreender um pouco mais como um
conceito tdo complexo, que levou milhares de anos para ser criado, ganha esse status,
assumido por sua definicdo mais corrente de funcéo e leva-nos, por conseguinte, a
questionar como se deve realizar o trabalho de fazer com que o0s nossos alunos
compreendam tal ideia, j& que a apresentacdo de uma simples definicdo verbal e alguns

exemplos e contraexemplos realizados em sala de aula ndo déo conta dessa tarefa.

Assim, no curto periodo do Ensino Médio, ndo podemos ter a pretensdo de
alcancar a amplitude e a flexibilidade que o conceito de funcéo carrega dentro dele na
sua completude, porque sabemos do alto grau de dificuldade que isso representa para 0s
alunos nesse nivel de ensino. Essa afirmacdo pode ser provada do ponto de vista
historico, visto que a humanidade levou milhares de anos para construir o conceito de
funcdo. No entanto, temos que garantir, a0 menos, que as ideias e compreensdes
essenciais de funcdes sejam desenvolvidas por nossos alunos, transformando suas
experiéncias e vivéncias em algo mais pratico e significativo sobre o conteido estudado,
aproveitando os conhecimentos prévios que os alunos trazem para a escola e a partir
deles construir os conceitos matematicos. Desse modo, estariamos repetindo um pouco
a trajetoria que a humanidade percorreu para chegar a sistematizacdo do conhecimento,

nesse caso especifico, sobre fungéo.

Aproximamo-nos das ideias referendadas por Freudenthal (1983) no tocante ao
ensino de funcdo na Matematica Escolar, porque, ao longo da nossa experiéncia
docente, é mais rico e produtivo estudar a funcdo explorando a ideia de variagdo de uma
grandeza em funcdo da variacdo de outra. Além disso, em diferentes aspectos do
conhecimento humano, quer seja social ou da natureza, percebemos a incansavel busca
de novas covariacbes no estabelecimento de relacdo de dependéncia entre as mais

variadas grandezas (senso de covariagéo).

Para uma melhor compreensdo de como a definicdo de funcédo estd sendo
apresentada nos livros didaticos do Ensino Médio no Brasil, por meio de alguns de seus
exemplares aprovados pelo PNLD (Plano Nacional do Livro Didatico) 2012,
selecionamos defini¢cdes informais e definicdes formais de fungdo, conforme Cooney,

Beckmann e Lloyd (2010) na analise feita em obras didaticas americanas.
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Foram analisadas brevemente as defini¢fes de funcéo em cinco livros didaticos

brasileiros, para identificarmos a forma como essas obras abordam o conceito de

funcao, ora através de defini¢Bes informais, usando ideias intuitivas presentes nos D;, D3

na primeira afirmacdo feita pelos os autores e Dg, ora utilizando definicdes menos

informais nos D4 e Dg; bem como as definicbes matematicas formais via linguagem de

conjuntos nos D,, D3 na segunda afirmacé&o feita pelos autores, Ds, D7 € Da.

Tabela 1: Defini¢des de funcdo em livros didaticos brasileiros

D; | A ideia de funcdo esta presente quando relacionamos duas | DANTE (2010,
grandezas variaveis. p.68).

D, | Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de A em B é | DANTE (2010,
uma regra que diz como associar cada elemento x €A a um | p.72).
unico elemento y € B.

Ds | A funcdo € um modo especial de relacionar grandezas. Nesse | SMOLE;
tipo de relagcdo, duas grandezas, x e y, se relacionam de tal | DINIZ (2010,
forma que: x pode assumir qualquer valor em um conjunto A | p.71).
dado; a cada valor de x corresponde um Gnico valor de y em um
dado conjunto B; os valores que y assume dependem dos valores
assumidos por x.

D, | Dizemos que uma variavel y é dada em funcdo de uma variavel | PAIVA (2009,
X Se, e somente se, a cada valor de x corresponde um Unico valor | Impresso  em
dey. 2010, p.84).

Ds | Sendo A e B conjuntos ndo vazios, chama-se funcdo de A em B | PAIVA (2009,
toda correspondéncia f que associa cada elemento de A a um | Impresso  em
Unico elemento de B. Os conjuntos A e B sdo o dominio e o | 2010, p.87).
contradominio da funcdo f, respectivamente.

D¢ | Dadas as variaveis x e y, se a cada valor atribuido a x se associa | BARROSO
um unico y, dizemos que y é funcao de x. (2010, p.69).

D7 | Considerando dois conjuntos, A e B, ndo vazios, dizemos que f | BARROSO
é uma funcdo de A em B (ou que y é uma funcdo de x) se, e | (2010, p.70).
somente se, para cada elemento xde A existe em
correspondéncia um unico elemento y de B.

Dg | No estudo cientifico de qualquer fenémeno, sempre procuramos | IEZZI et al
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identificar grandezas mensuraveis ligadas a ele e, em seguida, | (2010, p. 46).
estabelecer as relagdes existentes entre essas grandezas.

Dy | Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma relacdo (ou | IEZZI et al
correspondéncia) que associa a cada elemento x € A um unico | (2010, p. 47).

elemento y € B recebe 0 nome de fungéo de A em B.

Dante (2010) e lezzi et al (2010) partem da ideia intuitiva de fungdo como
relacdo entre grandezas, exploram esta ideia através de situacdes de contexto real para
mais adiante apresentar a definicdo formal de funcdo recorrendo a linguagem de

conjuntos.

Entre os livros didaticos de Matematica para o ensino médio, observamos que
apenas as autoras Smole e Diniz (2010) trabalham na perspectiva de funcdo como
relacdo entre grandezas e associam a essa concepcao a relacdo de valor unico entre

conjuntos, numa tentativa de apresentar as duas ideias juntas.

Paiva (2009) trabalha a no¢do de funcdo através de situacdes de contexto real.
Em seguida, ha uma sistematizacdo de uma definicdo menos formal como uma relacdo
de dependéncia entre variaveis, para, somente mais adiante, apresentar propriamente o

conceito de funcéo formal.

Barroso (2010) traz as ideias de funcdo por meio de exemplos de situacdes de
contexto cotidiano e geométrico como pretexto para a apresentacdo do contetdo funcéo.
Em seguida, apresenta uma definicdo menos formal denominando x e y de variaveis e a
ideia de associacdo Unica entre elas para, logo em seguida, apresentar a definicdo formal

do conceito de fungéo via conjuntos.

Embora a maioria dos autores de livros didaticos tenha recorrido a ideia de
relacdo entre grandezas para formar intuitivamente o conceito de funcéo, todos os cinco
livros didaticos analisados acabaram formalizando o conceito de fungdo via relacéo
entre conjuntos de forma apropriada, levando a compreenséo essencial (1a) que ilustra o
conceito de funcdo como uma associacdo de valor Unico, e parece estar exatamente ai a

ideia essencial do conceito de funcéo.

Diante das analises realizadas nos cinco livros, fica claro que o estudo de

relacdo binaria como subconjunto de produto cartesiano e a definigdo de fungdo como
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relacdo binaria entre dois conjuntos foram evitadas pelos autores. Provavelmente, eles
julgaram inconveniente, formal e estatica uma apresentacdo dessa natureza. Os autores
se concentraram em transmitir a ideia intuitiva de funcdo como correspondéncia,

transformacéo, dependéncia, variacdo entre grandezas ou resultado de um movimento.

Vemos também que, ao longo do desenvolvimento do contetdo de funcéo, a
ideia de relacdo binaria passa a nao fazer sentido, para funces mais especificas como a
trigonométrica, caracterizada pelo estudo dos padrdes de fendbmenos que se repetem
periodicamente, ou a exponencial, que expressa um movimento que apresenta um
crescimento geomeétrico, por exemplo, a ideia de movimento esta mais fortemente

relacionada a estes exemplos de funcionalidade.

As funcbes foram definidas como valor Gnico que se refere a compreensao
essencial 1a do conceito de funcdo. Em outras palavras, para cada elemento do dominio,
ha exatamente um Unico elemento da imagem da funcdo. Valor Gnico € um componente
de tratamento de funcdo em muitos livros didaticos de Ensino Médio. Via de regra, 0s
livros didaticos introduzem a definicdo de funcdo como uma relacdo especial que
apresenta a caracteristica fundamental, valor Unico. Por exemplo, as defini¢cbes D, D3
Ds Dg, D7 e Dg da tabela 1 descrevem uma fungdo como um tipo especial de relacdo
denominada relacdo que tem valor Gnico para a imagem da funcdo. Frequentemente,
nesses livros didaticos, a definicdo de funcéo é seguida de uma série de exercicios em

que os alunos devem responder se determinadas relaces sdo ou ndo séo funcdes.

Outro inconveniente que pudemos perceber € que essa definicdo formal acaba
impondo a esse estudo uma abordagem sequenciada, linear e destituida da nocéo
intuitiva — de dependéncia e variacdo entre grandezas — que é bem mais simples e
bastante compreensivel pelos alunos, uma vez que, no nosso cotidiano, tudo pode ser
contado ou medido, e podemos estabelecer perfeitamente uma relacdo entre essas

grandezas.

Diante disso, parece-nos desaconselhavel esse tipo de abordagem para o0 ensino
de funcGes no Ensino Médio. Isso ndo quer dizer que a compreensdo essencial 1a (as
funcbes como associacgdes de valor unico de um conjunto — o dominio de fungéo — para
outro — sua imagem) — ndo seja importante, apenas queremos dizer que para ter esse
nivel de compreensdo ndo é necessario depositar uma gama de teoria de conjuntos e

relacdo binaria para se chegar ao conceito de funcdo valor anico.
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A definicdo mais usual nos livros didaticos apresenta funcdo como
correspondéncia e definicbes de par ordenado, concepgdo bourbakista de funcéo,
tendendo a focar a atencdo dos alunos nas representacfes graficas de fungdes em
detrimento de outras representacdes de funcdes igualmente importantes. Outras
definicdes retratam funcdo como formulas, outras usam a ideia de maquina de entrada-
saida, em que fecham as conex@es para uma representacdo de férmula matemaética da

funcéo.

A ideia de entrada-saida, algumas vezes, é retratada na forma de uma espécie
de méaquina na qual colocamos um certo dado, o elemento de entrada, e ela atuando
sobre esse dado nos da uma resposta que depende do elemento de entrada (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010). Portanto, a entrada afeta a saida, ela é independente.
Podemos escolher qualquer ponto do dominio, do campo de defini¢do, que a maquina

executa sua funcdo. O resultado é o valor obtido que depende do valor da entrada.

Dante (2010) apresenta uma analogia referindo-se a uma maquina de fazer
dobrar um numero, mostrando que 0s nimeros que saem sdo dados em funcdo dos
ndmeros que entram na maquina, ou seja, 0s nimeros que saem dependem dos numeros
que entram. Definindo, assim, a varidvel dependente N como nimero de saida e a
variavel independente x como numero de entrada. Nesse caso, temos: numero de saida
N igual a duas vezes o numero de entrada x, na linguagem algébrica N(x) = 2x que

ele chamou de regra da funcdo, lei da funcdo ou ainda formula matematica da funcéo.

Barroso (2010) também apresenta a metafora de maquina de entrada-
transformacéo-saida para a funcdo quando vai definir os elementos de dominio, imagem

e contradominio de uma funcéo.

Desse modo, acreditamos que essa definicdo informal tdo comum nos livros
didaticos tenha a ver com o sentido etimoldgico da palavra funcéo, sob o ponto de vista
de que a maquina funciona, realiza coisas, faz cumprir tarefas. Em outras palavras,
sugere que a entrada afeta de alguma forma a funcdo para produzir a saida. Essas
definicbes de entrada-saida aparecem para maquinas de funcdes, tabelas, graficos e
regras. Levando, mais tarde, os alunos a generalizar fungdes como regras de
correspondéncia e graficos (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010):
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f fx) =y

Figura 02: A ideia de funcdo como maquina de entrada-saida desenho do autor desta pesquisa inspirado
nos livros de Calculos.

Outro ponto critico de discussdo trata do teste da reta vertical para graficos que
¢ comumente usado para determinar se y € ou ndo é funcdo de x. Ele é frequentemente
usado para focar a atencdo de alunos na representacdo gréfica de valor Gnico. Os alunos
podem usar esse teste para determinar se y é uma funcdo de x, dado um gréfico de uma
relacdo, como o seguinte: um grafico define y como uma funcéo de x se, e somente se,
nenhuma reta vertical (nem que seja imaginaria) cruza o grafico em mais de um ponto.
Alguns professores e pesquisadores tém sugerido que um foco sobre o teste da reta
vertical pode contribuir para uma tendéncia entre alunos de aplicar regras
mecanicamente mais do que o raciocinio sobre a concepgdo de funcdo, particularmente,
através de representacdes diferentes (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Embora, saibamos que o teste da reta vertical seja, de fato, mais pratico.

Dante (2010), Smole e Diniz (2010) e Barroso (2010) foram autores de livros
didaticos analisados que recorreram ao teste da reta vertical para determinar se um
conjunto de pontos é o grafico de uma fungdo. Do ponto de vista geométrico, iSso
significa que qualquer reta perpendicular ao eixo x que intersecta o grafico deve fazé-lo
num Unico ponto. Portanto, se essa reta intersectar o grafico em mais de um ponto, esse

grafico ndo é de uma funcéo.

Nesse sentido, parece-nos que melhor seria abandonar o teste da reta vertical
para verificar se um grafico representa ou ndo uma funcdo. Podemos considerar a
verificagdo para saber se determinado grafico representa ou ndo uma fungdo como um
exercicio mecéanico e sem significado para o aluno, ja que ndo é o conceito que é levado
em considera¢do, mas sim uma regra decorrente e, ainda, pelo fato do teste da reta

vertical ndo servir como critério de identificacdo para todas as fungdes.

A compreensdo do conceito de funcdo, independentemente do teste da reta
vertical, poderia ajudar os alunos a identificar que as relacdes de valor Unico sdo

fungdes. Nesta perspectiva sim, seria adequado apresentar o critério para o teste desde

63



que fosse a definicdo de funcdo muito bem compreendida. Desse modo, a regra poderia

surgir naturalmente depois da compreenséo e aquisi¢cao do conceito de funcao.

No Ensino Médio, podemos fornecer apenas alguns exemplos dos muitos tipos
diferentes de fungdes, que surgem em toda a Matematica, que ndo sejam fungdes que
associam numeros reais a numeros reais. O conceito de funcdo é muito abrangente e
flexivel. Ele é aplicado a toda vertente dentro do curriculo do Ensino Médio, de Algebra
a Geometria, de Medida a Probabilidade e Analises de dados. Sendo assim, o estudo de
fungdes pode fornecer uma estrutura organizacional para o curriculo do ensino medio.
No entanto, por si sé as funcdes ja formam um grande e importante topico (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010).

No Ensino Médio, o estudo de funcéo é centrado sobre as funcdes de variaveis
reais, cujo dominio e imagem consistem de intervalos com nimeros reais em que Sao
dados pelas bem conhecidas férmulas. As funcgdes desse tipo sdo continuas, isto é elas
existem continuamente, e ndo apenas em intervalos ou locais diferentes. No coracgéo do
estudo das funcdes no Ensino Médio sentam-se as funcgdes afins, funcdes quadraticas,
funcBGes exponenciais e suas inversas e funcdes trigonométricas. Entretanto, outras
fungdes surgem na Matematica do Ensino Médio como as fungdes definidas por partes
que sdo definidas por intervalos. Logo, terd diferentes formulas ampliadas a diferentes
partes do dominio. A func¢do valor absoluto (modular), embora seja dada por uma Unica

formula, também pode ser vista como funcéo definida por parte.

Algumas funcdes, tais como as sequéncias, sdo diferentes das funcbes de
variaveis reais porque elas sdo definidas sobre conjuntos discretos (inteiros) e assim nao
fazem o tipo de variacdo continua que as fungdes de variaveis reais fazem. Portanto, o
conceito de funcdo € bastante amplo para incorporar estes e muitos outros exemplos de
funcbes de variacdo ndo continua — compreensdo essencial 1b (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010).

Outra confusao, feita por muitos alunos, ocorre nas assim denominadas funcGes
constantes. E a de ndo aceita-las como funcdo. Estas relagBes para os alunos nio
parecem indicar valor unico, nem a saida parece depender da entrada. Eles nao
percebem que o critério de unicidade continua valendo para este tipo de funcdo, pois
para cada elemento de x existe uma unica imagem y (COONEY; BECKMANN;

LLOYD, 2010). Por isso, devemos dar uma atencdo especial as funcdes constantes, pois
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a sua representacdo é uma reta horizontal. Embora, a fun¢éo constante seja uma funcgéo
representada por uma reta, ela ndo é uma funcéo polinomial do primeiro grau, tornando-

se um caso particular de fungdo que possui caracteristicas proprias.

A origem do conceito de funcdo esta relacionada ao registro de regularidades
observadas em fendmenos da vida cotidiana, generalizar leis ou padrdes. Entretanto, ndo
nos habituamos frequentemente a pensar nelas desse modo. Sequéncias sao
verdadeiramente fungdes (compreensdo essencial 1b) — denominadas de fungdes cujos
dominios sdo numeros inteiros ou algumas vezes inteiros ndo negativos, se desejarmos
ter um zero de entrada (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Podemos sempre restringir uma funcdo que é definida sobre todos os nimeros
reais para somente numeros inteiros e assim obter uma sequéncia, analisar uma
sequéncia pode ser um primeiro passo para estudar uma funcéo cujo dominio séo todos
0s nameros reais. Assim, as progressoes aritméticas sao restricbes de funcdes afins para
nameros inteiros positivos e as progressdes geométricas sdo restricdes para funcbes

exponenciais para nimeros inteiros positivos.

Porém, o mais importante, € o raciocinio que empreendemos em analisar
sequéncias e que é frequentemente uma versao simplificada que usamos para analisar a
correspondéncia de funcdes que estdo definidas sobre o conjunto completo de nimeros
reais. Assim, analisar sequéncias pode ser um bom comego para pontuar a anélise de
certas fungdes. Algumas fungdes, como as sequéncias, sdo diferentes das funcdes de
varidveis reais porque sdo definidas sobre conjuntos discretos (numeros inteiros) e
assim nao realizam o tipo de variacdo continua que as fungdes de variaveis reais fazem.
Seu dominio pode ser nimeros inteiros ndo negativos ou ainda inteiros positivos quando

ndo admitir o zero como elemento de entrada (compreensdo essencial de funcéo 1b).

Outras funcdes tém dominios e imagens que fazem restrigdes ao conjunto dos
nameros reais, como por exemplo: a funcdo &rea para retdngulos depende de duas
variaveis, o comprimento e a largura do retdngulo que s6 estdo definidos para o campo
numerico do conjunto dos ndmeros racionais absolutos (COONEY; BECKMANN;
LLOYD, 2010).

De anteméo, podemos perceber que o conceito de funcdo vai sendo construido

ao longo da escolaridade desde a educacdo infantil até o nivel superior, o conceito
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gradativamente vai sendo ampliado. Em outras palavras, é algo bastante necessario e
complexo. Por isso, vamos nos concentrar, agora, nas definicbes de funcOes

disseminadas na Matematica Escolar, sobretudo no Ensino Médio.

Retomando e explorando as ideias de Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) para
0 contexto da andlise de livros didaticos brasileiros vemos que eles trazem dentro da
grande ideia 1, que trata do conceito de funcdo e suas compreensdes essenciais: a
funcdo como uma associagdo de valor Unico do dominio da funcdo para sua imagem; a
funcdo ¢é aplicada a uma vasta gama de situacGes; e que o dominio e a imagem nao
precisam ser numeros. Esta Gltima compreensdo essencial 1c, ndo esta presente em
nenhum dos livros didaticos do Ensino Médio que aqui foram analisados. Isto pode ser
justificado pelo fato de que no Ensino Médio brasileiro a énfase maior é dada ao estudo
das funcbes de variavel real, onde ndo se contempla, por exemplo, o dominio e a
imagem representados por duas dimensdes do espaco vetorial. A geometria das
transformacdes ndo se faz presente nesses livros didaticos de Ensino Médio de modo a
tornar o conceito de fungdo amplo e dinamico como ele é na Matemaética e poderia ser
perfeitamente explorado no seu ensino para formar conceitos mais adequados e de visdo
menos estreita, o ideal é que essa compreensdo fosse atingida ao longo do Ensino Médio
e nas conexfes que possam ser realizadas entre os blocos de contetdos, como por
exemplo, com a Geometria (NCTM, 2000).

Sabemos que uma das primeiras ideias intuitivas de funcdo é apresentada como
relacbes entre variagdo de quantidades. Sabemos que funcdo é definida de muitos
modos, levando-se em consideracdo as defini¢des informais e formais de fungdes no
Ensino Fundamental, Médio e Superior. De maneira que a compreensdo e a aquisicao
do conceito de funcdo ocorrerdo ao longo da escolaridade em um processo de ampliacédo
e flexibilidade conceitual que podera ser aplicado a uma vasta gama de situacdes do

cotidiano, cientifica e profissional.

Finalmente, em relacdo a compreensdo essencial de funcdo 1c, muitas
pesquisas em Educacdo Matematica também apontam para o fato de que os alunos ndo
somente da Educacdo Bésica, mas também da Educacdo Superior, veem fungdo como
correspondéncia, associacao, relacdo, mas dificilmente como transformagéo. Por isso,
nas aulas de Geometria é importante que se trabalhem as transformacdes geomeétricas

atreladas a ideia de funcéo.
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Esta compreensdo essencial 1c, na sua plenitude, ndo é trabalhada na nossa
realidade do Ensino Médio brasileiro. Acreditamos que esta compreensdo possa ser
explorada melhor no Ensino Superior no quesito dominio e imagem que ndo sao
numeros. Por exemplo, na matriz quadrada o seu dominio e imagem € plano no plano,
ou melhor, f: RZ— R?. As matrizes representam uma importante familia de fungGes que
ndo estdo definidas para numeros reais da compreensdo essencial 1c. O principal
propdsito da teoria das matrizes e dos determinantes é resolver sistemas de equacoes
lineares. Para compreender a resolucdo de sistemas de equacOes lineares, vendo as

matrizes como representacao de fungdes é bastante util.

Para o topico de geometria essa compreensdo essencial 1c, no estudo de
isometrias do plano — denominadas: translacoes, rotacdes, reflexdes e reflexdes de giro
— séo fungdes que associam o plano ao plano. Tais transformacgdes trazem mudancas de
posicao e tamanho, por exemplo. Porém mantém as distancias dos objetos ou elementos
deslocados, ndo alterando as formas das figuras. Essas funcGes sdo importantes na
geometria, mas elas ndo estdo definidas para nimeros reais. Em outras palavras,
transformac&o no plano é uma funcgéo que leva pontos do plano em pontos do plano, sob

certas condicoes.

O NCTM (2000 traducdo; APM, 2008) sugere para o bloco de contetdos
Geometria que os alunos da High School, equivalente ao nosso Ensino Médio, deverdo
aprender a representar essas transformacOes — translacOes, reflexdes, rotacoes,
ampliacdo e redugdo — por meio de matrizes. Desde que os alunos estejam
familiarizados com a multiplicacdo de matrizes, poderdo compreender que a
multiplicacdo de matrizes de transformacBes corresponde a composicdo das

transformacdes envolvidas.

Assim, podemos dizer que transformacdo no plano é uma funcéo f: R?— R?
que transforma pontos do plano em pontos no plano. Na verdade, de uma perspectiva da
matematica avancada, a distancia preservada das funcBes sobre o espago sdo que
definem a Geometria do espaco. Mais geralmente, 0os matematicos na maioria das vezes
estudam as fungdes sobre o espaco com um significado do estudo do préprio espaco
(COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

No entanto, por uma questdo de delimitacdo do campo de pesquisa e atuacgéo,

ndo teremos oportunidade de abarcar todas as compreensfes essenciais que estdo
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embutidas na grande ideia 1 que diz respeito as mobilizacbes e exploracbes na
compreensdo do conceito de funcdo. O conceito de fungdo ultrapassa o terreno
estritamente algébrico, entretanto a nossa pesquisa esta direcionada ao campo da
Algebra Escolar.

Assim, fazendo uma breve analise podemos perceber que hd uma forte
tendéncia dos autores de livros didaticos de Ensino Médio, aqui no Brasil, em enfatizar
a definicdo de funcdo como relagéo entre conjuntos, muito embora a tendéncia atual dos
livros aprovados pelo PNLD ndo mais se refere a funcdo como subconjunto de uma
relacdo. Ha um esforco dos autores de livros didaticos em conciliar diversos interesses.
Por essa razdo precisam entrar em consonancia com as pesguisas mais recentes em
educacdo matematica nacional e internacional que privilegiam o conceito de funcgdo
como relacdo e dependéncia entre grandezas varidveis ou como sequéncias de padrdes.
Por outro lado, sabemos gque o conceito de funcao é bastante amplo e flexivel, ao ponto
de, mesmo no Ensino Médio, ndo ser atingida a plena compreensdo do conceito
matematico de funcéo, principalmente quando o dominio e a imagem n&do s&o nimeros e
pelo fato da énfase maior nesse nivel de ensino recair sobre as fun¢Bes de variaveis

reais.

No entanto como professor de Matematica e educador, € bom estarmos
conscientes dessas concepgdes para a realizacdo de uma educagdo matematica de modo
que os alunos adquiram um pensamento matematico repleto de conceitos e habilidades
em fazer escolhas apropriadas no estudo de funcdo. Uma apresentacéo formal de fungéo
somente deve ser dada depois de uma boa preparacdo por parte dos alunos de modo que
0 conceito de funcdo seja bem compreendido e na perspectiva das diferentes
representacdes. Portanto, as compreensdes essenciais envolvidas no conceito de funcao
devem ser trabalhadas ao mesmo tempo em que as diversas formas de representar

funcoes.

3.2.2. Covariacao e taxa de variagao

As fungdes fornecem um meio para descrever como se relacionam as

quantidades que variam juntas. Podemos classificar, prever e caracterizar varios tipos de
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relacBes pela compreensdo da taxa em que uma quantidade varia em relacdo a outra
(COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010). A grande ideia 2, sdo incorporadas trés
compreensdes essenciais de fungdes (2a, 2b e 2¢), a saber:
Compreensao Essencial 2a. Para fungBes que associam ndmeros reais a
ndmeros reais, certos padrdes de covariacdo ou padrfes em como duas
variagbes mudam juntas indicam intervalo de um membro numa familia
particular de fungdes e determina o tipo de férmula que a funcgéo tem.
Compreensdo Essencial 2b. Uma taxa de variagdo descreve como uma
quantidade varidvel muda em relacdo a outra — em outras palavras, uma taxa
de variacdo descreve a covariacao entre duas variaveis.
Compreensdo Essencial 2c. A taxa de variacdo de uma funcdo é uma das

principais caracteristicas que determina que tipo de fenémeno do mundo real
a funcdo pode modelar (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010, p.8).

Um dos principais usos de fungdes que associam nlmeros reais a nUmeros reais
é para modelar situacdes do mundo real em que uma quantidade muda em relacdo a
outra quantidade. Por exemplo, a distancia de um objeto que cai depende do tempo
decorrido desde que o objeto foi largado. Descrever funcGes € frequentemente Gtil para

reconhecé-las como membros de familias particulares de funcdes.

Além disso, para reconhecer uma funcdo como membro de uma familia
associamos, frequentemente, a maneira pela qual a saida de uma fun¢do muda quando a
entrada muda. Quando tratamos de como muda uma entrada ao produzir mudanga na
saida, estamos tratando de covariacdo. A taxa de variacdo de uma funcdo é a taxa em
que a saida da funcdo muda em relacdo a uma mudanca na entrada — esse € um modo de

quantificar a ideia de covariag&o.

A caracteristica mais facilmente observavel em uma tabela para uma funcéo &,
muitas vezes, o0 modo pela qual a mudanca das duas grandezas ocorre. Quando nos
concentramos na maneira pela qual duas quantidades diferentes mudam em conjunto,
estamos tomando funcdo numa perspectiva de covariacdo. De uma perspectiva de
covariacdo, uma funcdo é compreendida como justaposicdo de duas sequéncias, cada
uma das quais geradas de forma independente atraveés de um padréo de valores de
dados, permitindo-nos fazer inferéncias a partir das variacGes de entrada e saida nas
tabelas de fun¢bes (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Em anos recentes, as pesquisas em Educacdo Matemaética e os educadores
matematicos tém apresentado um consenso crescente para a Vvisdo de que uma

abordagem de covariagdo fornece um passo inicial importante na diregdo de uma maior
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compreensdo do conceito de funcdo. Os Standards do NCTM (2000) enfatizam funcdes

como covariacgdo ou relagdes de dependéncia entre duas grandezas.

A nogdo de funcdo enfatizada como covariacdo € consistente e esta em
consonancia com as pesquisas na area. Essas afirmam que, quando os alunos examinam
problemas envolvendo situacGes funcionais, eles tipicamente usam uma perspectiva de
covariacdo antes da tentativa de generalizar as relagdes. Comecar com uma abordagem
da covariagdo pode fornecer as bases de desenvolvimento de uma relagdo de
correspondéncia que pode, entdo, ser expressa algebricamente. Isso pode ser
exemplificado pela coordenacdo dos valores nas duas colunas de dados em uma tabela
e, olhando para os padrdes nas colunas ao mesmo tempo, 0s alunos podem usar uma

abordagem de covariagéo para descrever a taxa de variagdo nessa funcéo.

Uma viséo de covariacdo de funcdo pode apoiar, mais tarde, uma compreensdo
mais efetiva em Matematica. Essa visdo de funcdo é essencial para a compreensdo das
ideias-chave para o Célculo e para a interpretacdo e o raciocinio sobre taxas de variacao

média e instantanea nas situacdes do mundo real.

Sabemos que as funcdes descrevem como as quantidades variam juntas
(covariagdo). A nocdo de taxa de variacdo de uma funcdo provém de um mecanismo
para descrever e quantificar a covariacdo entre duas varidveis. Desse modo, Cooney,
Beckmann e Lloyd definem taxa de variacdo da forma que comumente podemos
encontrar nos livros-texto de Pré-Calculo assim:

Do mesmo modo, para toda fungdo de valor real f definida sobre um
intervalo [a, b], dizemos que a taxa de variagdo desta funcdo acima no

intervalo € a mudanca no valor da funcdo de a para b dividido pelo
comprimento no intervalo de a para b. Porque a mudanga no valor da funcéo

entreaeb é f(b)- f(a), e 0o comprimento do intervalo de aparab é b - a,
a taxa de variagdo média de f no intervalo [a,b] é:% (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010, p.26).

Ainda, Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) enfatizam outro modo mais
intuitivo e menos formal de descrever a taxa de variagcdo da funcdo como uma taxa de
saida dividida pela taxa de entrada. Graficamente falando, frequentemente descrevemos
esta variacdo na saida dividida pela variacdo na entrada como elevagdo sobre percurso,

que é a inclinacdo da reta que passa pelos pontos de coordenadas (a, f(a)) e (b, f(b)).
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Por exemplo, se tivermos uma inclinacéo igual a 3, entdo, é a mesma coisa que
3 sobre 1 ou elevacgdo 3 sobre o percurso 1. Em outras palavras, a reta sobe 3 unidades
para cada passo horizontal de 1 unidade. Portanto, a parte que da informag&o sobre a
inclinacdo de uma reta € o numero que multiplica a variavel independente. Ele diz o
quanto a reta sobe para cada passo horizontal. Essa inclinacdo de uma reta € um atributo
que pode ser medido como outros atributos mensuréaveis. Para atribuir um ndmero a
uma inclinagdo requer-se uma reta de referéncia. O conjunto de coordenadas fornece
uma referéncia (o eixo das abscissas) e 0s numeros para mensuracdo. A convencao para
medir a inclinacdo de uma reta esta baseada nas ideias de elevacdo e percurso entre

quaisquer dois pontos de uma reta.

N
y /

elevagdo

percurso

v

Figura 03: Definicédo de taxa de variagdo média de uma fungdo como elevagdo sobre percurso.

oL o variagdo da saida elevacao
Taxa de variacao média = =

variacdo da entrada percurso

O fato de enfatizar a distin¢do entre variagdes, nos valores de saida de fungdes
e a taxa de variacdo, permitira aos professores poder criar situacbes em que a atencéo
dos alunos para variagdo entre grandezas e taxa de variacdo tém implicacdes para sua
interpretagdo nas situacdes que apresentam fendmenos do mundo real. Uma taxa de
variacdo é uma das principais caracteristicas que determina que tipo de situacdo do
mundo real a funcdo pode modelar — compreensdo essencial 2c (COONEY,
BECKMANN; LLOYD, 2010).
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3.2.3. Familias de funcdes

As funcdes podem ser classificadas dentro de diferentes familias de funcdes,

cada uma com sua Unica caracteristica propria. Familias diferentes podem ser usadas

para modelar diferentes fendmenos do mundo real. Cooney, Beckmann e Lloyd (2010)

incorporaram a essa grande ideia 3 mais 7 compreensdes essenciais de funcao

designadas a seguir:

Compreensdo Essencial 3a. Membros de uma familia de funcdes
compartilham o mesmo tipo de taxa de variagdo. Essa caracteristica de taxa
de variacdo determina os tipos de fendmenos do mundo real que a funcéo na
familia pode modelar. Por exemplo: a funcdo afim linear € o modelo
matematico para os problemas de proporcionalidade.

Compreensao Essencial 3b. Funcdo Afim é caracterizada por uma constante
de taxa de variacdo. Raciocinio sobre a semelhanca de tridngulos retéangulos
permite deduzir que a funco afim tem uma taxa de variagdo constante e a
férmula do tipo f(x) = ax + b (a # 0) para a e b constantes.

Compreensao Essencial 3c. A funcdo quadrética é caracterizada por uma taxa
de variacdo linear. Assim a taxa de variacdo da taxa de varia¢do (a segunda
diferenca ou derivada) de uma funcdo quadratica é constante. Raciocinio
sobre a forma do vértice de uma quadratica permite deduzir que a fungdo
quadratica tem um valor maximo ou minimo e que se os zeros da funcdo
quadréatica sdo nameros reais, eles sdo simétricos sobre a abscissa x do ponto
maximo ou minimo.

Compreensao Essencial 3d. A funcdo exponencial é caracterizada por uma
taxa de variacdo que é proporcional ao valor da fungdo. Essa é uma
propriedade da funcdo exponencial em que sempre a entrada esta crescendo
de 1 unidade e a saida € multiplicada por um fator constante. A funcédo
exponencial transforma multiplicacdo em adicdo através da identidade
ab+c — (ab)_ (ac)_

Compreensdo Essencial 3e. As fungdes trigonométricas sdo exemplos
naturais e fundamentais de fungfes periddicas. Para angulos entre 0 e 90
graus, as funcbes trigonométricas podem ser definidas como as razfes entre
os lados de um tridngulo retdngulo. Essas fungdes estdo bem definidas por
causa dessas razdes serem equivalentes para tridngulos semelhantes. Para
angulos gerais, as fungbes seno e cosseno podem ser vistas como
coordenadas y e x dos pontos sobre o ciclo (circulo) trigonométrico ou como
a projecdo do movimento circular para o eixo y (eixo das ordenadas) e o eixo
x (eixo das abscissas).

Compreensao Essencial 3f. A progressdo aritmética pode ser pensada como
funcdo afim cujo dominio sdo numeros inteiros positivos. A funcdo afim
transforma progressdo aritmética em progressao aritmética. Ex: A sequéncia
1,4,7,10, 13, ..., em que cada termo é 4 mais que 0 termo anterior, € uma
progressao aritmética; assim a sequéncia 1,6; 1,1; 0,6; 0,1; -0,4; -0,9; -1,4; ...,
em que cada termo é 0,5 menos que o termo anterior também é uma
progressdo aritmética.

Compreensao Essencial 3g. A progressdo geométrica pode ser pensada como
funcéo exponencial, cujo dominio sdo ndmeros inteiros positivos. A fungéo
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exponencial transforma progressdo aritmética em progressdo geométrica EX:
A sequéncia 2, 6,18, 54,..., onde cada entrada é 3 vezes o termo anterior é
uma progressdo geométrica; e, assim, a sequéncia 5,5/2,5/4,5/8,..., onde
cada entrada é %2 vez o termo anterior também é uma progressdo geométrica
(COONEY, BECKMANN; LLOYD, 2010, p. 9).

A pedra angular do Ensino Médio em Matematica é o estudo de varias familias
de fungdes, incluindo as fungdes polinomiais, racionais, exponenciais, logaritmicas e
trigonométricas. Dentro dessas familias estdo embutidas as subfamilias, e mesmo
familias dentro das subfamilias. Por exemplo, dentro das funcbes polinomiais, as
funcBes afim e quadratica sdo especialmente muito importantes. Dentro da funcdo afim,
a funcéo linear forma uma subfamilia. A maneira mais evidente que mostra a vantagem
dessa classificacdo € que, dentro da familia, as suas férmulas sdo semelhantes.
Entretanto, a funcdo dentro da familia estd geralmente relacionada de maneira mais
importante, tal como o raciocinio por meio das propriedades especificas que elas
formam e, portanto, também através do tipo de situacdo que elas modelam.
Frequentemente, essas propriedades, bem como o tipo de situacdo do mundo real em
que as funcdes modelam estdo relacionadas de forma que as saidas da funcdo mudam
com as variac@es de entradas — ideia fundamental 2 que trata da covariacdo e taxa de
variagdo — assim ilustramos as compreensdes essenciais 2¢ e 3a (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010).

As quatro familias mais comuns que sdo estudadas no curriculo do Ensino
Médio sdo: funcdo afim, funcdo quadratica, funcdo exponencial e funcéo
trigonométrica. Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) incluem mais duas familias: a
progressao aritmética e a progressdo geomeétrica, que poderiamos considerar como uma
subfamilia da funcdo afim e exponencial respectivamente e que tém dominio dentro dos
nameros inteiros positivos. Assim como a funcédo logaritmica que € a inversa da funcao

exponencial e, portanto, situa-se no mesmo grupo familiar de funcéo exponencial.

A classificacdo dentro dessas familias de fungdo tem como principal propésito
esbocar uma atengcdo para a natureza de mudanca nas diferentes situagOes —
particularmente aquelas que ocorrem no contexto do mundo real. A familiaridade com
padrdes de protdtipos de mudanca de familias de funcdo pode ajudar na construcdo e na
interpretacdo da fungdo em varios problemas de contexto. Por exemplo, 0 conhecimento
de uma variedade de tipos diferentes de regras de fungdo e graficos pode ajudar muito a

encontrar modelos para padrdes em dados e compreensdo do comportamento para

73



aqueles padrbes. Talvez mais importante ainda sejam os padrdes de familias diferentes
de funcdo oferecerem ferramentas organizacionais para descrever a variacdo matematica
(COONEY, BECKMANN E LLOYD, 2010).

A primeira familia de fungdo a qual os alunos sdo apresentados desde o ensino
fundamental é a familia da funcdo afim que comumente modela a proporcionalidade.
Por definicdo, uma funcdo do ponto de vista geométrico é chamada de funcdo afim
quando seu grafico é uma reta, em termos do tipo de gréfico que ela tem. E uma das
imagens da definicdo de funcdo afim de que possam surgir na nossa mente, mas existem
outras caracterizacdes que devem estar dentro do conceito dela. Por exemplo, a fungéo

afim pode ser caracterizada pelo fato de ter uma taxa de variacdo constante.

A funcéo afim tem taxa de variacdo constante e descreve muitas situacdes do
mundo real. De modo que, se uma situacdo é modelada por uma funcéo afim, entdo, a
mudanca na saida dividida pela mudanca na entrada — a taxa de variacdo de uma funcao
— € constante. Dai, se uma situacdo envolve uma taxa de varia¢do constante, entdo, ela
estd modelando uma funcdo afim. Assim, a fungdo afim fornece um exemplo de uma
familia de funcdo que é caracterizada por um padréo distinto de covariagdo em que esta
relacionando um tipo distinto de férmula — compreensdo essencial 2a. O raciocinio que
usamos conecta essas caracteristicas equivalentes de funcdo afim como uma parte chave
da compreensao essencial 3b e mostra que as representacdes algébricas e gréficas de
funcdo afim estdo profundamente conectadas — compreensdo essencial 5d, como

veremos mais adiante.

E importante também conectarmos a funcdo afim as progressdes aritméticas e
mostrar que a forma da equacdo da funcdo afim f(x) = ax + b tem a ver com a
férmula do tipo f(n) = rn + b. Podemos descrever a progressdo aritmética como
obtida pela regra recursiva PROXIMO = ANTERIOR + b. Essa regra recursiva nos
diz como as entradas na sequéncia variam quando partimos de uma entrada
(ANTERIOR) para uma préxima. Descrito diferentemente, se o termo n de entrada da
progressdo aritmetica for chamado de f(n), entdo, f(n + 1) = f(n) + b. Visto por
uma perspectiva de funcéo, a regra recursiva nos diz como as saidas variam quando as
entradas crescem de 1 unidade (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).
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Em geral, o raciocinio mostra que se uma progressdo aritmética muda de
acordo com a regra recursiva PROXIMO = ANTERIOR + b, e se a entrada é zero, o
préximo termo é b (onde se obtém a primeira entrada pela supressdo de r), entdo, o

termo n de entrada da sequéncia € dado pela férmula rn + b.

Resumindo, podemos dizer que uma progressdo aritmeética forma uma familia
de funcbes, cujo dominio pertence ao conjunto dos numeros inteiros positivos. A
progressdo aritmética de um termo de entrada para um proximo termo tem um papel
maior na formula rn + b, que descreve como uma grandeza varia dependendo de uma
outra, ilustrando a compreensdo essencial 2a. Note que, se substituirmos x por n na
formula rn + b, e se adotarmos x sobre todos 0s nimeros reais como valores (mais
que os numeros discretos), conseguiremos a formula familiar ax + b para a funcédo

afim — compreenséo essencial 3f.

As primeiras experiéncias dos alunos com taxas de variagdo ndo constantes
frequentemente ocorrem quando eles estudam situacfes modeladas pela funcéo
quadrética. Para as fungdes quadréaticas, a taxa de variacdo ndo € constante, mas a sua
taxa € variacdo propria de uma taxa constante. A segunda diferenca — variacdo da
variacdo € constante. Em outras palavras, a taxa de variacdo da taxa de variacdo da
funcdo quadrética é constante. Exemplo: A sequéncia 1,5,11,19, 29, ..., ndo apresenta
uma taxa de varia¢do constante, pois a primeira diferenca gera a sequéncia 4, 6, 8, 10, ...
que ¢ linear de constante 2. De fato, uma segunda diferenca constante diferente de zero
é caracteristica da funcdo quadratica e poderiamos deduzir que a lei de formacdo dessa
funcdo quadratica é f(x) = x? + x — 1 por meio de uma de suas caracteristicas que
compde a compreensdo essencial 3c. (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Por defini¢do, a funcdo quadratica pode ser escrita na forma padréo f(x) =
a x? + bx + ¢ para as constantes reais a, b e c, onde a é diferente de zero. A funcédo
quadratica da oportunidade aos alunos raciocinarem matematicamente e € importante,
principalmente, no estudo de Fisica no Ensino Médio e em suas aplicacbes como a
descricdo do movimento de uma bola no ar e as antenas e espelhos parabodlicos. O
grafico de cada funcdo quadratica é uma transformagédo do grafico de y = x2. Mas,
frequentemente, colocamos a funcdo quadratica na forma vértice — que é a forma

y = a(x —h)? + k, onde a, h e k sdo constantes. Quando a funcéo é escrita na forma
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vertice, n0s temos uma boa ideia do que seu grafico se parece. A forma vertice nos

permite deduzir que as func¢Ges quadraticas e seus graficos tém certas caracteristicas:
h deslocara o gréafico horizontalmente, e k o deslocara verticalmente. O ponto
(0,0) em que y = x?2 for deslocado para (h, k). O ponto é o vértice. Em uma
pardbola com a concavidade para cima (a > 0), o vértice é o ponto minimo.
O vértice é o ponto maximo em uma parabola com a concavidade para baixo
(quando a < 0). Os zeros ou raizes da fungdo quadratica denominados — 0s
interceptos do eixo dos x - sdo os valores de x para a funcdo nula. Assim, 0s
zeros de uma funcdo quadratica ocorrem simetricamente sobre o Vvértice.
Uma vez que temos o Vértice, encontraremos dois pontos a sua esquerda e
dois pontos a sua direita. Devemos encontrar pontos que mostrem a curvatura

ao redor do vértice e qudo rapido as extremidades estdo indo para cima ou
para baixo (HUETENMUELLER, 2011, p. 104).

Esses resultados mostram a compreensdo essencial 3c (COONEY;
BECKMANN; LLOYD, 2010), enfatizando o raciocinio sobre a forma-vértice de uma
funcdo quadréatica permitindo deduzir que a funcdo quadratica tem valor maximo ou
valor minimo e, quando os zeros da funcdo quadratica forem nimeros reais, eles serdo
simétricos sobre o eixo dos x do ponto méximo ou minimo (coordenadas do vertice da

parabola).

A funcdo exponencial é uma ferramenta matematica que descreve muitas
situacbes do mundo real e que envolve o crescimento ou decaimento por um fator
constante, tais como a acumulacdo de capital a juros compostos em funcéo do tempo; o
crescimento ou decrescimento de uma populacdo em funcdo do tempo; a datacdo de
fésseis por meio de técnicas que utilizam a radioatividade, depreciacdo no valor de um

objeto no decorrer do tempo e entre outros.

Como na funcdo quadratica, na funcdo exponencial a taxa de variacdo nao é
constante. As fungdes exponenciais sdo caracterizadas pela taxa de variacdo que é
proporcional ao valor da funcdo, isto é, uma propriedade da funcdo exponencial onde
sempre a entrada é aumentada de 1 unidade e a saida € multiplicada pelo fator constante
— compreensdo essencial 3d. Esse é 0 aspecto da taxa de varia¢do da funcdo exponencial
que tem um papel importante na determinacdo do tipo de fenémeno do mundo real que
a funcdo exponencial modela, ilustrando, assim, a compreensdo essencial 3a. Outra
propriedade que caracteriza a funcdo exponencial é que ela transforma adicdo em
multiplicagdo — compreenséo essencial 3d (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010)

Devemos conectar também a funcéo exponencial as progressdes geométricas.

As progressdes geométricas sdo equivalentes multiplicativos das progressdes
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aritméticas. Podemos descrever a progressdo geométrica como obtida pela regra
recursiva PROXIMO = ANTERIOR - b, em que nos diz como a funcéo varia quando
vamos de um termo para o proximo termo. Do ponto de vista de uma perspectiva de
funcdo, a regra recursiva nos diz como as saidas variam quando as entradas crescem a
partir de uma unidade (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

Em sintese, podemos dizer que as progressdes geométricas formam uma
familia de funcbes, cujo dominio sdo numeros de contagem. As progressdes
geométricas sdo caracterizadas pela multiplicacdo (ou divisdo) por um valor fixo como
um termo que vai de um termo ao proximo. Em outras palavras, sequéncias geométricas
sdo caracterizadas pela regra recursiva da forma PROXIMO = ANTERIOR - b para
alguma constante positiva (que pode ser menor que 1). A constante b na regra recursiva
é o componente-chave da formula a . b™ para termos n de uma progressdo geométrica.
Em particular, o modo pelo qual a sequéncia muda tem uma importancia principal na
férmula que descreve como o termo f(n) depende de n, ilustrando, assim, a
compreensdo essencial 2a. Notar que se substituirmos f(n) por x na férmula a . b™, e se
considerarmos x tomados todos como valores de nimeros reais (mais do que somente
nameros discretos), conseguiremos chegar, pela defini¢do, a funcdo exponencial em que
a e b séo constantes com a diferente de zero e b positivo — compreensdo essencial 3g
(COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

. ~ o 7
Consideraremos, por exemplo, a progressdo geométrica 7, -,

E RN

7
,—,...Cada
8

termo, a partir do primeiro, é %4 vez o termo anterior. Se a sequéncia tem uma entrada
zero, ela poderia ser 14, pois %2 de 14 serad o primeiro termo, 7. Pensaremos sobre como
poderiamos conseguir cada termo comecando pela entrada zero, 14. Observemos o

padrdo, para conseguir o primeiro termo, multiplicamos a entrada zero % vez,

1 . . g
obteremos 14. (5) Para conseguirmos o segundo termo, multiplicaremos a entrada
. 1\2 . )
inicial por % elevado ao quadrado, obteremos 14 - (5) . Para conseguirmos o terceiro

termo, multiplicaremos a entrada inicial vezes ¥ elevado ao cubo, obteremos 14. (%)3
Em geral, conseguiremos o n (enésimo) termo, multiplicando a entrada inicial vezes %
elevado a n (enésima) poténcia, obteremos 14. G)n (COONEY; BECKMANN;
LLOYD, 2010).
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Uma nota técnica: no caso das progressdes aritméticas, 0 numero b na regra
recursiva PROXIMO = ANTERIOR + b é a taxa de variacio na sequéncia. No caso
das progressdes geométricas, entretanto, o nimero b na regra recursiva PROXIMO =
ANTERIOR - b ndo ¢ a taxa de variacdo atual da sequéncia. O mesmo pensamento nos
diz como a sequéncia muda da perspectiva de covariacdo. No caso da progressdo
geométrica, a atual taxa de variacdo ndo é constante. Se ha constantes a e b tais que o
n (enésimo) termo entra numa sequéncia dada pela formula a - b™, entdo a sequéncia é
a-b, a-b?a-b3, .., em que cada entrada é b vezes o termo anterior, e a sequéncia
serd, portanto, uma progressdo geométrica (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

As funcbes trigonométricas sao importantes por duas razdes. Primeiro, elas
fornecem um modo de encontrar lados desconhecidos em termos de lados e angulos
conhecidos e, assim, sdo Uteis numa variedade de aplicacGes (compreensdo essencial
3e). Ex: célculo de distancias inacessiveis como a altura de um prédio; a largura de um
rio, mesmo estando do outro lado de sua margem; distancia entre satélites em
astronomia etc. Segundo, elas sdo funcbes periddicas mais ligadas aos fenémenos
naturais e podem ser usadas para aproximar qualquer funcdo trigonométrica. EX:
fendmenos ciclicos como o movimento das marés, o amanhecer e o entardecer, o ciclo
menstrual feminino, os batimentos cardiacos, dentre outros. No entanto, também
podemos dar exemplos de situaces do cotidiano envolvendo padrdes de regularidades
periddicas, tais como o movimento de um péndulo num reldgio de parede, uma roda

gigante em movimento num parque de diversdo, entre outros.

Em suas formas mais basicas, o &mago das funcbes trigonométricas sdo seno e
cosseno e a fungdo tangente que relaciona o seno e o cosseno (bem como as funcdes
inversas), todas definidas em termos de triangulos retdngulos. Se nds usassemos
somente as definicdes de razBes trigonométricas de um angulo agudo no triangulo
retangulo, limitariamos o dominio de cada funcéo trigonometrica a intervalos abertos (0,
90), assumindo que estavamos medindo angulos em graus. O caminho familiar para
estender o dominio das fungdes trigonométricas é definir essas fungdes em termos das
coordenadas x e y do ponto de vista do circulo trigonométrico de raio unitario com
centro na origem. Visto dessa maneira, 0 c0sseno e seno sdo essencialmente projecoes
dentro dos pontos de coordenadas x e y sobre um circulo de raio centrado na origem do
sistema — compreensdo essencial 3e (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).
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Enfim, apresentamos as compreensdes essenciais referentes as principais
familias de fungdes que devem ser trabalhadas ao longo do Ensino Médio. Entretanto,
no nosso trabalho de campo, enfatizaremos mais as familias das func@es afins,
quadraticas e exponenciais que corresponderam ao nosso tempo de exploracdo em sala

de aula durante a realizacao desta pesquisa.

3.2.4. Combinacéo e transformacéo de fungdes

Uma importante técnica que é usada em toda a Matematica é a de analisar um
objeto matematico ou situacbes de decomposicao, analisando as partes e colocando-as
de volta, juntas para esbogar uma conclusdo. A composicdo e decomposi¢cdo ou
combinacdo e transformacdo de numeros, termos, equacles, funcdes e figuras sdo

processos bastante utilizados na compreenséo de um conceito matematico.

A maioria das fungbes matematicas estudadas € uma combinacdo aritmética.
Elas podem ser combinadas pela adicao, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e composicao
delas. As fungbes, as vezes, tém inversas. As funcBes podem ser analisadas
corriqueiramente do ponto de vista de como elas séo feitas por outras func¢des. Portanto,
as funcbes podem ser combinadas, decompostas em partes e transformadas de muitas
diferentes maneiras, permitindo-nos analisar funcGes para ver relacdes entre graficos de
funcbes. Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) denominaram essa grande ideia 4 de
combinacdo e transformagdes de fungdes e incorporaram 4 ideia fundamental 4 mais 4
compreensdes essenciais de fungdes a serem desenvolvidas no Ensino Médio:
Compreensao Essencial 4a. As fungdes que tém o mesmo dominio e que

estdo associadas aos numeros reais podem ser adicionadas, subtraidas,
multiplicadas ou divididas (onde pode mudar o dominio).

Compreensdo Essencial 4b. Sob condicgBes apropriadas as fungdes podem ser
compostas.

Compreensao Essencial 4c. Para as fungfes que associam nimeros reais a
nameros reais, compondo uma funcdo com variagédo ou escalas na forma de
mudancas de fungdes, a formula e o grafico da fungcdo sdo facilmente
previsiveis.

Compreensdo Essencial 4d. Sob condicBes apropriadas, as fungdes tém
inversas. A fungdo logaritmica é a inversa da fungdo exponencial. A fungdo
raiz quadrada é o inverso da funcdo quadratica (COONEY; BECKMANN;
LLOYD, 2010, p.10).
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Conforme foi expresso na compreensédo essencial 4a, dadas duas fungdes f e g

que associam numeros reais a nimeros reais e tém o mesmo dominio, podemos formar

novas fungdes, f+g, f—g, f-g e g , definidas pelas regras seguintes:

DF+9) =fx)+gXx)
2) (f—9)x)=f(x)—gkx)
3)(f. ) = f(x).g(x)

2Qw-1

g(x)

O seu dominio é onde o dominio de f(x) se sobrepbe ao dominio de g(x). Em

outras palavras, todas essas funcdes tém o mesmo dominio, exceto quando precisamos

remover qualquer x em que g(x) = 0 para o dominio de g. Adicionar e multiplicar

uma funcdo por uma funcdo constante é de especial interesse, porque seus efeitos de
transformacdo sobre o gréafico de uma funcdo é facil de descrever — compreensao
essencial 4a. Portanto, sdo facilmente previsiveis 0s seus respectivos graficos mediante

as combinacdes e/ou transformacdes de funcdes ocorridas.

Uma importante combinacdo de duas funcBes € a composicao de funcdes. 1sso
significa avaliar uma fung@o em outra. Para duas fungdes f e g, a composi¢do de f e g,
denotada por fog, é a fungdo que toma uma entrada a para uma saida f(g(a)).
Podemos pensar na composicdo fog de duas fungdes f e g como primeiro tomando
g(a) para f(g(a)). Isso significa que podemos substituir g(a) por a em f(a).

Simbolicamente, podemos indicar a rede de efeito de fog do seguinte modo:

aw~ g(a) » f(g(a)).

Para fog fazer sentido, g(a) deve ter o dominio de f para cada elemento a no
dominio de g. De modo geral, a imagem de g, que € o conjunto de todos os g(a) tais
que a estd no dominio de g, deve estar situado dentro do dominio de f para sermos
capazes de formar a composicdo fog. Em outras palavras, para fog ser definida,
exigimos: Imagem de g < dominio de f (Imagem de g estd contida ou é igual ao

dominio de f) — compreensao essencial 4b.
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Se uma funcdo for dada por uma expressdo rebuscada, podemos tentar
expressa-la como composicdo de fungdes mais simples para esmiuca-la e compreendé-la
melhor. Procurando formas de expressar fungfes mais simples, podemos descobrir
muitas caracteristicas e propriedades relevantes dessas fun¢des. E importante
desenvolvermos a capacidade de acrescentar componentes a uma funcdo. Quando
usamos fungdes para modelar situagcdes reais, muitas vezes precisamos ajustar uma
expressao de funcdo que descreve uma situacdo para descrever uma situacdo diferente,
porém relacionada. De modo geral, ha muitas formas distintas de expressar uma funcao
como uma composicao. Escolher a forma mais adequada para uma dada situacdo real
pode revelar uma informacdo nova sobre a situacdo para aquele contexto
(HUETTENMULLER, 2011; MCCALUM et al, 2011).

Podemos também analisar como essas funcGes sdo afetadas por algumas
simples mudancas. Sabendo os efeitos que certas modificacdes tém em uma funcao, isso
tornard o esboco desse grafico muito mais facil. Temos visto que, quando adicionamos
uma constante a uma fungdo, mudamos para outra posicdo o grafico da funcgéo
verticalmente, ou seja, o efeito de somar uma constante a saida corresponde a deslocar
verticalmente o grafico da funcdo, subindo o grafico e, também afetando a imagem da
funcdo. E quando multiplicamos uma funcéo por uma constante, escalamos o grafico da
funcdo verticalmente e refletimos o gréafico acima do eixo dos x se a constante for
negativa. Em outras palavras, o efeito de compor uma funcdo com multiplicacdo por
uma constante também é chamada de mudanca de escala, quando multiplicamos a
funcdo (a parte de fora) por uma constante, modificamos o valor da saida para cada
entrada. Por outro lado, se multiplicamos a varidvel (a parte de dentro) por uma
constante, é a entrada que é modificada. Podemos também ver a adicdo de uma
constante a uma fungéo e a multiplicacdo de uma funcgdo por uma constante como uma
composicao de fungdes (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010; MACCALUM et al,
2011).

Assim, se aplicamos uma translagdo ou escala de funcéo depois de uma funcao,
deslocamos ou mudamos a escala do grafico verticalmente, mas se aplicamos um
deslocamento ou mudanca de escala antes, deslocamos ou mudamos a escala do grafico
horizontalmente. A ideia da composicdo de uma funcdo com deslocamento e escala de

funcdo muda a formula e o grafico da funcdo de maneira previsivel; que constitui a

81



compreensdo essencial 4c. Podemos utilizar a notacdo de funcdo para resumir estas
transformacoes: y = af (x + h) + k:
Se h é positivo, o grafico é deslocado para a esquerda em h unidades;
Se h é negativo, o gréfico é deslocado para a direita em h unidades;
Se k é positivo, o grafico é deslocado para cima em k unidades;
Se k é negativo, o gréafico é deslocado para baixo em k unidades;
Se a > 1, o gréfico esta verticalmente alongado. Quanto maior o valor de a
maior o alongamento;
Se 0 < a <1, o gréfico estd verticalmente comprimido. Quanto menor o
valor de a, maior a compressao;

O gréfico de — f(x) esta refletido sobre o eixo Xx;
O gréfico de f(-x) esta refletido sobre o eixo y (HUETTENMULLER, 2011).

Essas propriedades de transformacdo de funcdo sdo validas para todas as
familias de funcdes, desde as mais simples até as funcdes trigonométricas mais
sofisticadas do tipo y = a - sen (bx + c¢) + d. Por exemplo, em que cada um desses
parametros sofrendo mudanca afeta a funcdo padrdo por meio de alteracdes no seu
grafico como as denominadas translacdes, reflexdes, alongamentos e compressdes para
produzir o grafico dado a partir da funcdo béasica. Aprendendo quais sdo essas
transformacbes e como elas alteram o grafico de uma funcdo qualquer é possivel
esbocar o seu grafico sem que para isso seja necessario aquele processo tedioso de

tracar gréfico de funcgéo calculando valores e locando ponto a ponto.

No tocante ao processo de inversdo de funcdo para uma funcéo f, a inversa de

f, denotada por £~ ndo pode ser confundida com ]lc que € o inverso multiplicativo de f

ou funcdo reciproca de f. Entdo, a funcdo inversa é valida para todo a no dominio de
f tal que (1. f)(a) = (a). Note que £~ desfaz f porque se f leva o elemento a para
f(a), entdo, f~1 troca f(a) por a. Ha, entretanto, uma exigéncia da funcdo f para a
definicdo de £~ fazer sentido. Se ha valores distintos de a e b tais que f(a) = f(b),
entéo, f‘l(f(a)) = f~(f(b)) precisaria ser igual aos dois a e b respectivamente,
onde n&o ¢ possivel se £~ for uma funcgdo. Assim, para uma funcéo f ter uma inversa,
nédo deveria haver nenhum dos dois valores distintos de a e b, tal que f(a) = f(b). Em
outras palavras, f deve ter uma correspondéncia um-para-um para ter uma inversa, pois
nem toda operacdo tem uma operagdo inversa (COONEY; BECKMANN; LLOYD,
2010).

Se uma fungdo tem um dominio e imagem de R — R e se a funcdo tem uma

inversa, entdo, os graficos da funcdo e de sua inversa sdo simétricos em relacdo a
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bissetriz dos quadrantes impares. Porque, se pensarmos na funcdo original levando
x para y, entdo, a inversa troca x por y. Assim, para encontrar a funcdo inversa,
resolveriamos colocando x em termos de y. O processo de trocar x por y e y por x e,
realmente, apenas a associacdo (x,y) = (y,x) do plano no plano que é a simetria em
relacdo a reta y = x. Em outras palavras, se f(x) € uma funcdo que tem um inverso,
entdo, o grafico de f~1(x) é um reflexo do grafico de f(x) acima da reta y = «x.
Resumindo:
Qualquer que seja a funcdo f, para resolver a equacdo f(x) = k, precisamos
ser capazes de desfazer f, ou seja, de encontrarmos uma funcéo g tal que, ao
compd-la com f, chegamos onde comeg¢amos. Isto nos leva a seguinte
definicdo: Dada uma funcdo f(x), dizemos que g(x) é a funcdo inversa de

f(x) se g(f(x)) = x para todo x no dominio de f e f(g(x)) = x para todo
x no dominio de g (MCCALUM et al, 2011, p.207).

Uma familia especialmente importante de funcbes inversas sdo os logaritmos,
que séo as inversas das funcdes exponenciais. Os logaritmos tém duas propriedades-
chave: transformar produto em soma e poténcia em produto. Essas propriedades séo
consequéncia da relacdo das propriedades de funcdes exponenciais. Atualmente, com o
advento das calculadoras e computadores ndo vemos mais a necessidade de se trabalhar
os logaritmos como o foi tratado no passado e as famigeradas operacdes e interpolagtes
de logaritmos decimais consultando tabelas de logaritmos. Os logaritmos séo funcdes
inversas das funcbes exponenciais e todas as propriedades que sdo validas para as
exponenciais o serdo para os logaritmos (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010).

3.2.5. Representacdes multiplas de funcgdes

Além do conceito de funcdo poder ser aplicado em diferentes contextos e
campos de estudos, embora ele seja Unico e consistente pelo seu carater de unicidade, as
funcdes tém diferentes representacdes. Por isso, 0s estudos em Educagdo Matematica
constatam em muitas pesquisas a dificuldade que o aluno encontra na multiplicidade de
representacdes de funcbes. Ha limitagcdes quando se privilegia um tipo de representacao
em detrimento de outros, tais como acontece no ensino de fungdes com énfase nas
expressdes algébricas e pouca exploracdo das representacfes graficas e tabulares. Todas

essas representacdes sdo partes da construgdo do conceito de fungéo por parte de alunos;
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em conjunto, as representagdes formam uma ferramenta para uma compreensao e
aquisicdo do conceito de funcdo integrado, versétil e rico. Ficando o desafio para o
professor de Matematica em suas aulas de levar em consideracdo o conceito de funcéo e

suas representaces maltiplas ao estudo de Algebra Escolar.

O tema funcdo é apresentado em muitas das escolas de ensino basico raramente
fugindo do paradigma dado por definicdes, exemplos predominantemente algébricos e
aplicacdes dos conceitos matematicos de forma isolada. O professor deve ficar atento
para ndo cair nessa proposta que privilegia os procedimentos algoritmicos ao invés de

compreensdes essenciais para o ensino de fungdes.

Dentre as cinco grandes ideias, podemos também eleger a quinta grande ideia,
assim como o conceito de funcdo, como central e unificadora de todas as ideias para
melhor responder a pergunta norteadora de nossa pesquisa e para que possamos ter uma
visdo geral de como podemos desenvolver uma compreensdo essencial de fungGes na

Matemaética Escolar, aliada ao uso de representaces multiplas.

Van de Walle (2006) salienta a importancia dessas grandes ideias,

expressando-se assim sobre func@es e as suas representa¢es multiplas:

As funcOes sdo as ferramentas usadas para modelar matematicamente todos
os tipos de mudanca no mundo real. Representar fungdes em diferentes
maneiras pode levar a anélise e compreensdo daquela mudanga. Os alunos na
escola média desenvolverdo uma compreensdao de métodos mdaltiplos de
expressar relages funcionais do mundo real (palavras, gréaficos, equacGes e
tabelas). Trabalhando com estas diferentes representacBes de funcbes
permitiremos aos alunos desenvolver uma compreensdo completa deste
importante conceito.(...) As relagbes funcionais podem ser expressas em
contexto real, gréficos, equacOes algébricas, tabelas e palavras. Cada
representacdo para uma dada funcdo é simplesmente um modo diferente de
expressar a mesma ideia. Cada representacdo fornece uma viséo diferente da
funcdo. O valor de uma representagdo depende do seu proposito (Van de
Walle, 2006, p.284).

Van de Walle (2006) enfatiza que héa cinco modos diferentes de interpretar ou
representar uma funcdo: atraves de um contexto, de uma tabela de valores, da
linguagem, do gréafico e da equacgdo algébrica. Cada uma dessas cinco representacdes
incorporam modos diferentes de comunicagdo da mesma regra funcional ou de
correspondéncia. E importante perceber que cada representacdo expressa a mesma ideia,
ainda que fornega um modo diferente de olhar ou pensar sobre a funcdo. O valor de
cada representacdo estd no modo pelo qual ela ajuda a ver e compreender a fungéo de

um modo diferente do que as outras fazem:
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A ideia mais importante é perceber que, para uma dada funcdo, cada uma
dessas representacfes ilustra a mesma relacdo. O contexto fornece uma
incorporacdo da relacdo fora do mundo da matematica. A linguagem ajuda a
expressar a relacdo de uma maneira significativa e (til. As tabelas
explicitamente associam elementos selecionados que sdo emparelhados pela
funcdo. A variacdo conjunta é implicita no emparelhamento dos ndmeros. O
grafico traduz os pares de nimeros numa imagem. Qualquer ponto no grafico
da fungdo tem duas coordenadas. A funcdo é a regra que_relaciona a primeira
coordenada a segunda. A equagdo expressa a mesma relagao funcional com a
economia e o potencial do simbolismo matematico (VAN DE WALLE, 2006,
.290-291).

Contexto

Descricoes
Verbais

Tabelas

Figura 04: Modelo das cinco representagdes diferentes de uma fungdo segundo Van de Walle
(2006).

Nem toda fun¢do tem representacdo num contexto do mundo real, entretanto o
padrdo de uma sequéncia pode ser visto como 0 contexto concreto de uma representacao
de uma relacdo funcional. Por isso, conexdes entre essas diferentes representaces sdo
importantes para o estudo de relagdes e fungGes. Para qualquer funcdo dada, os alunos
devem perceber que todas essas representagdes estdo conectadas e ilustram a mesma

relacdo, embora cada representacdo forneca uma perspectiva diferente sobre a fungéo.

Retomando as ideias de Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), as func¢bes podem
ser representadas em multiplas maneiras, incluindo representacbes algébricas

(simbdlicas), gréficas, verbal e tabelar. Para esses autores existem quatro compreensoes
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essenciais que sdo incorporadas a grande ideia cinco (representacbes multiplas). Serdo
destacadas a seguir aquelas que sdo consideradas mais significativas para os alunos
aprenderem:

Compreensao Essencial 5a. As fungGes podem ser representadas de varias

maneiras incluindo, através de meios algébricos (por exemplo: equagdes),
graficos, descricGes verbais e tabelas.

Compreensdo Essencial 5b. Mudando o modo que a funcdo é representada
(por exemplo: algebricamente, com um grafico, em palavras, ou com uma
tabela) ndo faz mudanca de funcdo, embora representacdes diferentes
destaquem diferentes caracteristicas, e de alguma maneira apresenta somente
uma parte da funcéo.

Compreenséo Essencial 5c. Algumas representa¢fes de uma fungdo devem
ser mais Uteis que outras, dependendo do contexto.

Compreensdo Essencial 5d. Conexdes entre representacdes algébricas e
gréaficas de funcdes sdo especialmente importantes no estudo de relacfes e
mudangas (COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010, p.10).

Comparando essas duas visfes de representacdes multiplas, podemos perceber
grandes concordancias e similaridades. Autores como Van de Walle (2006) e Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010) trazem embutidas nessas grandes ideias as compreensdes
essenciais que fornecem focos para o estudo de fungdes e cada uma destas
compreensdes deveriam ser explicitamente enderecadas ao ensino e a aprendizagem de

funcéo na Educacdo Bésica.

As funcdes podem ser representadas de diferentes maneiras, incluindo regras,
ou férmulas, tabelas, graficos e descri¢cGes verbais. Essa importante nocdo € capturada
na compreensdo essencial 5a. Representacdes diferentes de fun¢do nos ajudam a ganhar

compreensdes mais efetivas dentro de muitos aspectos de rela¢es e mudancas.

Como afirmado na compreensao essencial 5b, mudando a forma na qual uma
funcdo € representada (por exemplo: algebricamente, com um grafico, numa tabela ou
com palavras) ndo traz mudanca para a funcdo. Entretanto, de acordo com a
Compreensédo 5c, algumas representacdes de fungdes podem ser mais Uteis que outras,
dependendo do contexto no qual uma funcéo é usada. Representacdo de fungcdes em
multiplas formas e analise de fungdes de perspectivas diferentes sdo aspectos criticos de
aprendizagem de fungéo. Os padrdes do NCTM (2000) recomendam que os alunos do
Ensino Médio compreendam relacdes e funcbes e selecionem conversdo flexivelmente
entre elas e uso de Vvérias representacGes para elas, incluindo representacGes de tabela,

simbolo, grafico e verbal.
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Muitas das abordagens de Algebra que fazem uso de representacdes multiplas
sdo definidas como abordagens funcionais. Muitas dessas pesquisas sdo sobre a
compreensdo do conceito de funcdo por alunos, principalmente na representacdo e
analise de graficos em ambientes tecnologicos. Por exemplo: Dubnisky e Harel (1992);
Goldenberg, Lewis e O’Keef (1992); Schwartz e Yerushalmy (1992); Leinhardt et al (
1990) e Romberg et al (1993) com um foco particular sobre o estabelecimento de
conexBes entre a representacdo simbdlica e grafica de funcdo, frequentemente com o
uso de calculadoras graficas. Entretanto, nem todas as pesquisas envolvendo
representacdes multiplas incluem ambientes tecnoldgicos, pois alguns estudos tém
incluido representacGes maltiplas dentro do contexto de problemas do mundo real ou
situacOes de modelagem (apud KIERAN, 2007).

A importancia da visualizagdo como uma ferramenta representacional e
interpretacional tem sido uma é&rea continua de interesse entre pesquisadores de Algebra
Escolar (ARCAVI, 2003; DREYFUS, 1991). Trabalhos recentes produziram evidéncias
de que o mesmo avanc¢o de alunos demonstrou uma relutancia em usar representacoes
visuais (EISENBERG; DREYFUS, 1991), preferindo representacdes literais simbdlicas
a representacdes graficas, mesmo quando a forma é mais complicada. Mais
recentemente, esbocando o encontro de Schoenfeld, Smith e Arcavi (1993) e
Moschkovich, Schoenfeld e Arcavi (1993), Knuth (2000) examinou alunos do nono ao
décimo segundo ano sobre compreenses do conceito de funcbes lineares, encontrou
dificuldades dos alunos em fazer conexdes entre representacdes literais simbdlicas e
gréficas. Resultados semelhantes foram encontrados por Slavit (1998) num estudo onde
as calculadoras graficas eram disponibilizadas. Segundo Heid et al (1995), as pesquisas
trazem evidéncias para o ensino de funcdo se voltar focado sobre representagdes
maltiplas relacionadas a emergéncia recente de ferramentas tecnolégicas (calculadoras
gréficas e softwares computacionais) onde alunos e professores possam construir e
analisar diferentes representacfes de funcGes mais eficientemente (apud KIERAN,
2007).

De modo geral, na Matemética Escolar, o ensino de funcio se da via Algebra,
com grande destaque para a exploracao das varia¢des de sinal de funcédo e resolucdo de
inequacbes do ponto de vista mais analitico, pouco para os aspectos gréficos e quase

nada para as exploragOes tabulares tais como taxa de variagdo constante, segunda
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diferenca constante, taxa de variacdo ndo constante com fator proporcional constante,

por exemplo.

No final dos anos 80 e inicio dos anos 90 essa abordagem foi bastante criticada
e surgiram diversos pesquisadores que apontavam um caminho no sentido das
representagdes mdltiplas de funcbes onde cada uma dessas representacdes tem sua
importancia para explicitar melhor as caracteristicas e propriedades de cada uma delas.
O importante ndo e privilegiar um s6 tipo de representacdo e, sim, diferentes
representacfes para a mesma funcdo: a equacdo algébrica, o gréfico e a tabela.
Entretanto, a riqueza no trabalho com funcdes vai estar no desenvolvimento de
habilidade de ndo somente compreender e usar cada representacdo de funcdo, mas

também conectar as diferentes ideias e representacdes.

Segundo Kieran (2007), a visdo de Algebra Escolar tem sido amplamente
considerada pelos pesquisadores acima citados — movendo-se de uma visdo literal
simbdlica e de uma manipulagdo simbdlica para uma visdo que contemple
representacdes multiplas e o uso de ferramentas tecnoldgicas — assim também tem sido
a visdo de como a Algebra é aprendida, e, consequentemente, a forma como as funcdes
sdo aprendidas. Kieran (2007) conclui que, de acordo com o corpo de pesquisas
compelidas, elas devem evidenciar que os alunos derivam significados de objetos
algébricos para recursos multiplos. Assim, a énfase na visualizacdo que ocorreu nos
anos 90 passa para uma visualizacdo relacionada ao movimento seguido da
representacdo grafica e, posteriormente, coordenando ambos para as representacdes
tabulares e graficas.

Mais do que trabalhar com cada uma dessas representacGes de forma isolada,
todas essas pesquisas convergem para a coordenacdo entre as diversas representacoes
apontando um novo caminho para o conhecimento de fungdes. Assim, compreender
essencialmente o que é funcédo passa a significar saber coordenar representacdes e essa
nova abordagem tem, como ponto forte, as novas tecnologias, tais como as calculadoras
gréficas e os softwares computacionais que geram graficos vinculados as tabelas e as

equacdes algébricas.

Familiaridade com as caracteristicas tipicas de tabelas, graficos e regras para
protétipos de familias de fungbes por meio de recursos pedagogicos e tecnoldgicos

podem ajudar os alunos, quando eles forem resolver problemas que envolvam
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generalizacdo de diferentes representacbes mdltiplas. Dentro desse contexto,
representacfes multiplas de fungdes, no seu ensino-aprendizagem, estdo embutidas as
grandes ideias e compreensfes essenciais de funcdo, desde um grande repertorio de
propriedades e caracteristicas conceituais de fungdes e suas representacdes, tais como o
de fazer escolhas apropriadas a situacdes especificas no estudo de funcéo até estabelecer

conexdes das diferentes representacdes delas entre si.

Podemos perceber que nesse contexto de representacfes maltiplas de funcéo,
além das compreensdes essenciais intrinsecas ao que diz respeito as representacdes
propriamente ditas — representaces multiplas de funcdes — também nelas estdo
embutidas as demais ideias fundamentais do conceito de funcédo, covariacdo e taxa de
variacdo, familias de funcbes; e composicdo e transformacdo de fungdes. Essas ideias
essenciais de fungdes estdo todas conectadas e interconectadas. Por isso, a ideia de
linearidade de contelidos passa a ndo fazer sentido. Devemos explorar, nas situacdes-
problema, as ideias e compreensdes essenciais de funcdes visando ao desenvolvimento

do ensino-aprendizagem dos conteudos da temética funcéo.

3.3. A funcéo ao longo do curriculo

Desde o século XVII € que surgiram o0s primeiros registros de algebra nos
curriculos, e, até os dias de hoje, estdo ocorrendo mudangas significativas no curriculo
dessa disciplina no que diz respeito ao enfoque explorado, ora enfatizando um aspecto
ou outro, de o conceito de fungio matematica fazer parte da historia da Algebra no
curriculo escolar (KILPATRIK; 1ZSAK, 2008). E certo que curriculo, como o
concebemos atualmente, surge somente no final do século XIX. Decerto, esses autores

estdo se referindo aos registros em livros-textos com finalidade didatica.

Na década de 1880 a 1890 do século XIX, fortemente influenciado pela
modernizacdo das industrias, muitas escolas na Europa comecaram a considerar o
conceito de funcdo como sendo o nucleo da Matematica do Ensino Secundario.
Segundo Nordgaard o tema funcéo era utilizado para dinamizar o curriculo, unificar os
ramos da Matematica, correlacionar Matematica com Ciéncia, introduzir os alunos a

Teoria Matematica e proporcionar mais aplicacdes. Nesses estudos também esta citado
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que, em 1904, Félix Klein* propds que a ideia de funcdo representada graficamente
devia formar a nogdo central do ensino de Matemética, e como uma consequéncia
natural, os elementos do Célculo deveriam ser incluidos no curriculo de todas as nove
séries da escola secundaria (KILPATRICK; IZSAK, 2008).

No ano seguinte em uma conferéncia em Merano, Italia, as reformas propostas
por Klein foram adotadas pela Sociedade Alema de Cientistas da Natureza. Foi nesse
encontro que a expressdo aleméa funktionales Denken (pensamento funcional) foi criada.
O endosso de Klein ao conceito de funcéo influenciou a escola secundéria ao redor do
mundo, mudando o foco das equacdes para o foco das funcdes (KILPATRICK; I1ZSAK,
2008).

Na Europa como vimos, no final do seéculo XIX e inicio do século XX, as
fungBes estiveram presentes nas reformas curriculares de ensino de Matematica como
uma ideia unificadora que contemplaria a Geometria das Transformagcdes, a Algebra e
os demais ramos da Matematica e, aqui no Brasil, houve certa reverberacdo desse
movimento tendo a figura de Euclides Roxo® como o seu maior expoente, fortemente,
influenciado e defensor das ideias de Félix Klein. Euclides Roxo se envolveu como
protagonista nas Reformas Francisco Sales e Capanema nas décadas de 30 e 40, ambos
foram referéncias para o Programa de Matematica das escolas secundarias no Brasil
daquela época (VALENTE, 2002).

O conceito de fungdo estd ligado aos movimentos inovadores do ensino de
Matematica desde a proposta de reforma curricular alema no inicio do século XX por
Felix Klein e, mais recentemente, nas publicacfes do NCTM a partir da década de 1980
a ambito internacional. E, no Brasil, desde as Reformas da década de 30 e 40 do século
passado aos PCN (Parametros Curriculares Nacionais) a partir de 1997 e, sobretudo, nas
demais publicagdes, tais como PCNEM (Parametros Nacionais do Ensino Médio) —
(1999), PCN'EM (2002) e OCEM (Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio) —
(2006).

* A Matematica, desde muitos séculos, esta4 presente na formagdo educacional de diversos povos e
culturas. No entanto, a Educacdo Matematica comega com um matematico prussiano-alemao, Félix Klein
(1849-1925), que se preocupou com o seu ensino. Félix Klein foi professor da universidade de Gottingen
na Alemanha e gozava de muito prestigio, tanto em nivel académico quanto politico e social, liderou e
norteou as mudancas pretendidas na escola secundaria com repercussdo, ndo somente em seu pais, como
também na Inglaterra, Franga e Estados Unidos. Ele é considerado o precursor da Educaco Matemética
(SHUBRING, 1999).

® Euclides Roxo foi um homem de visdo, de espirito vanguardista. Ele atuou como professor e diretor do
Colégio Pedro Il no Rio de Janeiro, no inicio do século XX (VALENTE, 2002).
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A partir da década de 80 do século XX, o NCTM (Conselho Nacional de
Professores de Matematica) publica varios documentos. Dentre eles destacamos
Principles and Standards for School Mathematics — Principios e Padrdes para a
Matematica Escolar (2000) que recomenda, para 0s programas de matematica, nos
assim denominados padrdes para Algebra do pré-escolar ao 12° ano habilitar todos os

alunos para:

Compreender padrdes, relacdes e funcdes;

Representar e analisar situaces e estruturas matematicas usando simbolos
algébricos;

Usar modelos matematicos para representar e compreender relacdes
quantitativas e;

Analisar a variacdo em diversos contextos (NCTM, 2000 tradugdo: APM,
2008, p.39).

No Brasil, apoiados em ideias dos Standards do NCTM, surgem os PCN
(Parametros Curriculares Nacionais): PCN-Matematica- 1° e 2° ciclos-1997; PCN-
Matematica- 3° e 4° ciclos-1998 e PCN-Ensino Médio-1999.

Ater-nos-emos a esse Ultimo documento que diz respeito as areas curriculares
que devem estar presentes na Base Nacional Comum dos Curriculos do Ensino Médio:
Linguagens, Codigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matemética e suas
Tecnologias; e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Mais especificamente, nos
restringiremos a Matematica que faz parte de uma delas e partiremos para a nossa
preocupacdo que € estudar e analisar o documento no que diz respeito a funcdo no
Ensino Médio, na qual apresenta critérios centrais preconizados por este documento,
tais como contextualizagdo, conexdes e interdisciplinaridade entre os diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico ou, ainda, na

relevancia cultural do tema.

Novamente aparece o tema funcao enfatizando o carater integrador que permite
exploracdo, tanto no que diz respeito as suas aplicacGes, dentro ou fora da Matematica,

e mostra-nos que o seu ensino ndo pode ser isolado:

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de funcéo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacdo e construcdo de graficos, o comportamento de certos
fendmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
funclo em situagdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
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situacdes problema de Matemaética e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus conhecimentos sobre func@es
para construir um modelo para a interpretacdo e investigacdo em Matematica
(BRASIL, 1999, p.p.256-257).

Também os PCNEM (1999) tém vindo a valorizar a representagdo e
comunicacdo, defendendo o desenvolvimento, em Matematica, de competéncias e
habilidades. Neste quesito, e mesmo que ainda esteja implicitamente embutido o
conceito de funcéo pela sua natureza, vale destacar duas delas que julgamos pertinentes
ao desenvolvimento desse topico em Matematica:

Ler, interpretar e utilizar representacbes matematicas (tabelas, graficos,
expressdes etc.);

Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para a linguagem
simbolica (equacdes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc.) e vice-versa
(BRASIL, 1999, p.259).

Dando continuidade e, em consonancia com estas mesmas ideias, que dizem

respeito ao desenvolvimento do pensamento funcional, é publicado no Brasil o

documento PCN*-Ensino Médio: Orientacbes Educacionais complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais (2002), referendando-as:

O estudo das funcgdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a

linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacéo entre grandezas e

modelar situagdes-problema, construindo modelo descritivo de fenémenos e

permitindo vérias conexdes dentro e fora da propria matematica. Assim, a

énfase do estudo das diferentes funcgBes deve estar no conceito de funcéo e

em suas propriedades em relacdo as operacfes, na interpretacdo de seus
graficos e nas aplicacdes dessas fungdes (BRASIL, 2002, p.121).

Mais uma publicacdo complementar é lancada: OCEM (Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio), em 2006. Desse documento, Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias, nas questfes de conteldos de Matematica, na tematica
Funcédo vao-se esmiugando os contetidos e sugerindo metodologias de como podem ser
trabalhadas:

O estudo de Funcdes pode ser iniciado com uma exploragdo qualitativa das
relagdes entre duas grandezas em diferentes situagdes: idade e altura; area do
circulo e raio, tempo e distAncia percorrida; tempo e crescimento
populacional; tempo e amplitude de movimento de um péndulo, entre outras.
Também é interessante provocar os alunos para que apresentem outras tantas
relagcbes funcionais e que, de inicio, esbocem qualitativamente os graficos

que representam essas relagdes, registrando os tipos de crescimento e
decrescimento (...) (BRASIL, 2006.p.72).

Alcancando o nivel estadual, o0 documento Base Curricular Comum para as

Redes Publicas de Ensino de Pernambuco-Matematica (2008), apds as consideragdes
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gerais, a BCC-PE discorre, em seu segundo segmento, acerca de um debate sobre o
contetdo do Ensino Fundamental e Médio de Matematica permeado de consideragdes
baseadas em pesquisas recentes em educacdo matematica, impulsionadora de grandes
debates dos conceitos matematicos que sdo trabalhados na educacdo basica em
Matematica, sugerindo caminhos metodologicos, vejamos um trecho no eixo-tematico
Algebra e Fungdes para o Ensino Médio que trata 0 documento da BCC-PE:
As fungBes tém papel central na formagdo do Ensino Médio, principalmente
por seu papel de modelo matematico para o estudo das variacbes entre
grandezas em fendmenos do mundo natural ou social. Esse aspecto das
fungdes deve ser priorizado, em lugar de uma abordagem essencialmente
simbélica e de dificil compreensdo por parte dos alunos. Em particular, a
definicdo de funcdo baseada na ideia de produto cartesiano de dois conjuntos

aparece como bastante desaconselhavel, tanto do ponto de vista matematico,
como do didatico (BCC-PE, 2008, p.106).

Em consonancia com as proprias ideias preconizadas pelos documentos oficiais
PCNEM, OCEM, e a BCC-PE este trecho sugere e aponta um trabalho metodoldgico
que tem uma abordagem de funcdes na perspectiva da modelagem de fenbmenos reais
porque proporciona uma aprendizagem consistente e duradoura e através da vivéncia e
criatividade de préticas didatico-pedagogicas adequadas e eficientes tomando a Algebra
das fungdes como papel de destaque tornando-a tematica central que transitaria por
todos os ramos da matematica, fazendo conexfes com outras &reas do conhecimento

numa visdo interdisciplinar e transdisciplinar.

A BCC-PE (2008), para as compreensdes essenciais que dizem respeito aos
elementos que caracterizam o conceito de funcdo, a composicdo e transformacdo de
funcOes e a covariagédo e taxa de variacdo de fungdo, recomenda que os conceitos de
dominio, imagem, fun¢do composta e funcéo inversa sejam gradualmente construidos,
desde que em situacOes significativas para o aluno e sem excessos de simbologia. Os
conceitos de crescimento e decrescimento e, em particular, o de taxa de variacdo de uma
funcdo merecem atencdo especial, por sua importancia no estudo das fungdes como
modelos matematicos para os fendbmenos em que ocorrem relacdes entre grandezas

variaveis.

J4, para a compreensdo essencial de familias de funcdes a BCC-PE (2008) traz
a funcdo linear ligada & proporcionalidade e sugere o trabalho, do ponto de vista
funcional, das sequéncias numéricas, relacionando a funcdo afim as progressdes

aritméticas. No estudo da funcdo quadratica recomenda explorar as caracteristicas da
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parabola de modo que se possa evitar a confusdo, por parte do aluno, entre parabolas e
outras curvas que sdo graficos de fun¢des ndo lineares. A funcdo exponencial aparece
como de fundamental importancia no conhecimento cientifico, particularmente dentro
da propria Matematica. Seu estudo se relaciona com as progressdes geomeétricas. A
funcdo logaritmica, porém, apresenta sua importdncia como inversa da funcédo
exponencial e as fungdes trigonométricas como modelos matematicos para fendmenos
periodicos. As fungdes seno e cosseno no ensino das funcfes trigonométricas séo
fundamentais, pois, com base nelas, € possivel construir-se, gradualmente e com

compreensdo, modelos simples para muitos fenémenos da natureza.

Podemos observar também que ha necessidade urgente de se sair do
movimento de uma abordagem tradicional, que traz mudanca da forma algébrica para a
tabela e, recorrendo a processos de traducdo de cOmputos de valores numéricos ou,
ainda, mudanca de tabela para grafico, recorrendo aos processos de plotagem de pontos
para um movimento de uma abordagem baseada em problemas, que realize conversao
de gréfico para tabelas analisando e interpretando gréficos de funcGes, mudar de tabela
para descricbes verbais recorrendo a descricdo de padrbes verbais, transformar
descricdes verbais em grafico por meio da construcdo qualitativa de graficos, passar de
grafico para tabela através da interpretacdo e generalizacdo de dados e transitar da
representacdo tabular para a representacdo simbolica, usando processos interpretativos
de encontrar padrdes. Em resumo, uma abordagem baseada em problemas fornece aos
alunos oportunidades para a construcao e interpretacdo grafica, generalizacdo de dados,
encontrando padrdes e outros processos interpretativos (COULOMB; BERENSON,
2001).

Desde os estudos e pesquisas financiados pela NSF — National Science
Foundation (Fundacdo Nacional para a divulgacdo e ensino de Ciéncias) a partir da
década de 50 nos Estados Unidos preocupados com o fracasso no ensino de Ciéncias,
principalmente Matematica, é que podemos observar o esforco e o empreendimento dos
seus pesquisadores para trazer melhoria ao seu ensino e a sua aprendizagem. A
abordagem curricular de Matemética tendo como eixo central funcdo, ja se fazia
presente nos programas do NSF. Na década de 80, o NCTM publica diversos
documentos nos Estados Unidos da America, influenciando os documentos curriculares
nacionais aqui no Brasil. Em todos esses programas de pesquisas e planos de

desenvolvimento de curriculos, eles sugerem o ensino de Matematica (Algebra) numa
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perspectiva curricular para a constru¢cdo do pensamento matematico numa linha
funcional como uma das formas de fornecer aos alunos um poderoso instrumento de

compreensdo e aquisicdo de conceitos matematicos fundamentais.

Ao longo dessa trajetoria e por Vérias razdes, muitos esforcos foram
empreendidos no sentido de desenvolver um curriculo voltado para uma visdo da
Algebra baseada em funcdes, e esta tltima baseada em problemas, na medida em que as
fungBes podiam representar uma relagdo entre quantidades varidveis num contexto do
mundo real. Outro fator decisivo que favoreceu uma visdo curricular baseada em
funcbes foi o advento de novas tecnologias tais como a popularidade de calculadoras e
computadores que tornou possivel a realizacdo de novas atividades, principalmente as
que fazem uso de representagdes maltiplas conectadas — equacdo algébrica, tabelas e
graficos por exemplo. Assim, 0 avan¢o das pesquisas em educacdo matematica vem
influenciando o curriculo de modo que muitas dessas descobertas tais como as que
dizem respeito ao processo pelo qual os alunos fazem conexdes entre representacdes e
situacBes-problema, sugerem um trabalho voltado a coordenacdo de representacdes e
situacOes-problemas que ajudam na compreensdo do conceito de fungéo
(KILPATRICK; IZSAC, 2008).

3.4. Resolucdo, proposicdo, exploracdo de problemas e formagdo de conceitos em
Vygotsky

Nesta pesquisa realizaremos uma experiéncia de ensino-aprendizagem que
correspondera a um processo de acdo/interacdo em sala de aula. Por essa razdo,
necessitamos de uma definicdo no que diz respeito a metodologia de ensino adotada
para a execugdo desse trabalho. Abaixo tentaremos explicar e direcionar o caminho
escolhido, a metodologia de Ensino-Aprendizagem de Matematica via Resolucéo,
Proposicdo e Exploracdo de Problemas, aliada ao uso das representacdes multiplas

dentro do contexto de estudo das fun¢des matematicas.

Desde os primérdios da humanidade os seres humanos se deparam com
situacOes, no seu cotidiano, que demandam uma tomada de decisdo na busca de uma

resolucdo para um determinado problema que enfrentem. E justamente dessa
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necessidade que o homem inventa, cria estratégias, planos de acdo e objetos materiais
que promovem a diminuicdo dos seus esforgos ou mesmo a resolugéo dos problemas

que estejam confrontando na sua realidade.

Podemos afirmar que resolver problemas é uma atividade intrinseca a
Matematica, ou seja, ao fazer matematico. Mas, afinal, o que € um problema
matematico? As pesquisas em educacdo matematica indicam que s6 estamos diante de
um problema quando ndo sabemos a sua resolucdo de imediato, porém que estejamos
interessados em desvenda-lo. Dessa motivacdo tomamos para noés o problema e
comecamos a investigd-lo na tentativa de encontrar caminhos que possivelmente
possamos trilhar para achar uma resposta. Portanto, estar-se diante de um problema se
torna relativo, dependendo da pessoa ou grupo de pessoas que estejam interessados na
sua resolucdo, visto que para aqueles individuos ou grupos que ja sabem a resposta, 0

problema ndo se configurard mais como um problema.

Um problema é uma situacdo em que um individuo ou um grupo é solicitado
a desempenhar uma tarefa na qual ndo existe nenhum algoritmo disponivel
que determine completamente o método de resolugdo. A realizacdo desta
tarefa tem que ser desejada pelo individuo ou grupo. De outro modo a
situacdo ndo pode ser considerada um problema (LESTER, 1980, p. 287)

E de senso comum, imaginar um problema matematico expresso por meio de
um enunciado. No entanto, sabemos que qualquer situacdo que esta a nos desafiar pode
vir a se constituir em um problema, ou seja, a simples mudanca na maneira de obter o

resultado de uma questdo pode representar para muitos individuos um grande problema.

Desde o final do século XIX e inicio do século XX é que a resolugdo de
problemas comeca a circular nas primeiras discusses educacionais com a metodologia
de projeto de John Dewey e 0s métodos ativos de aprendizagem da Escola Nova. No
entanto, somente com o trabalho de George Polya How to Solve It, traduzido para o
portugués como A arte de resolver problemas, publicado em 1945 é que se pode falar
em metodologia de Resolu¢do de Problemas imaginada para uma sala de aula de
Matematica, embora essa obra discuta a resolucdo de problemas gerais e ndo somente da
Matematica (NOTAS DE AULAS DE ANDRADE, 2012).

Schroeder e Lester (1989) apresentaram trés concepgdes de ensino da resolucéo
de problemas: 1) Ensinar para a resolucdo de problemas, ou seja, tendo o fim na
resolucdo de certos problemas, geralmente ficando para o final da apresentacdo do
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conteudo, como os problemas de aplicacdo; 2) Ensinar sobre a resolucdo de problemas
enfatizando as heuristicas e as quatro fases do Polya: compreensdo do problema,
planejamento de um plano de acdo, execucdo do plano e fazer retrospecto. Porém, a
grandeza do trabalho de Polya ndo esta nos quatro passos para resolver um problema de
Matematica. Pois, o proprio Polya ndo concebeu esses passos de uma maneira
sequenciada e rigida. Para um bom leitor de Polya, é possivel destacar no seu trabalho
as descobertas, as heuristicas, a investigacdo matematica que se assemelha a de um
detetive, a tentativa e erro, a procura de um problema mais simples para entender um
mais complexo, o esbocar de uma tabela, de um grafico, um esquema, o equacionar de
um problema, a generalizagéo e a verificagcdo fazendo o trabalho de volta. Enfim, todos
os esforcos de heuristicas, de raciocinios que nao se dao de maneira fixa, ou seja, de um
trabalho de investigacdo do pensar matematico; 3) Ensinar via/através da resolucéo de
problemas, tomando como ponto de partida o problema para fazer toda a construcdo do

saber e do saber fazer matematico.

Retomando a discussdo, faldvamos acima que ha certa relatividade na
concepgdo de problema matematico. Com a apresentacdo das trés concepgdes de ensino
da resolucdo de problema, faz-se necessario, um esclarecimento a respeito das velhas
praticas docentes que transformam as aulas de Matematica numa apresentacdo de
defini¢cdes, exemplificacbes, seguida de exercicios repetitivos que em nada contribuem
para um efetivo ensino de Matematica. Intuimos que toda atividade que se transforma
em rotina € um mero exercicio e ndo um problema, uma vez que um problema se
apresenta toda vez que o sujeito ndo tem um modelo definido e precisa mobilizar seus

conhecimentos prévios para poder encontrar uma resposta.

Somente na década de 80 a resolucdo de problema entra como tema central da
Matematica Escolar no curriculo norte-americano com a publicagdo do documento Uma
agenda para acdo do NCTM (Conselho Nacional de Professores de Matematica) dos
Estados Unidos da América. Alavancando grandes pesquisas no ensino de matematica
sobre a resolucdo de problemas com forte preocupagdo em descobrir as heuristicas dos

eximios resolvedores de problemas.

Acabando a década de 80 com todas as recomendacfes de ac¢do, por Andrade
(1998 apud Onuchic, 1999), a resolucdo de problemas passa a ser pensada como uma

metodologia de ensino, como ponto de partida e um meio de se ensinar Matematica. O
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problema é olhado como um elemento que pode disparar um processo de construcao do
conhecimento. Sob esse enfoque, problemas sdo propostos ou formulados de modo a
contribuir para a formacao de conceitos antes mesmo de sua apresentacdo em linguagem
matematica formal. O foco estd na acdo por parte do aluno. A Resolucdo de Problemas
como uma metodologia de ensino passa a ser o lema das pesquisas e estudos de

resolugéo de problemas para os anos 90.

Os Parametros Curriculares Nacionais PCN (BRASIL, 1997) e os demais
documentos, que foram publicados nos anos seguintes, enfatizam o procedimento de
ensino focado na resolucdo de problemas em matematica, desde as séries iniciais e ao

longo da escolaridade. A concepc¢éo de problema neste documento é explicada assim:

Um problema matematico é uma situagdo que demanda a realizagdo de uma
sequéncia de agBes ou operagOes para obter um resultado. Ou seja, a
resolucdo ndo esta disponivel de inicio, mas é possivel construi-la. Em
muitos casos, 0s problemas usualmente apresentados aos alunos ndo
constituem verdadeiros problemas, porque, via de regra, ndo existe um real
desafio nem a necessidade de verificacdo para validar o processo de
resolucdo. O que é problema para um aluno pode ndo ser para outro, em
fungdo dos conhecimentos de que dispde (BRASIL, 1997, p.33)

Onuchic (1999) e Onuchic e Alevatto (2004) apresentaram um Primeiro
Roteiro da proposta uma metodologia do Ensino-Aprendizagem através da Resolucao
de Problemas, de maneira resumida. Os passos sdo: formacdo de grupos, registro dos
diferentes resultados, defesa pelos grupos (plenaria), analise dos resultados, consenso
dos resultados e formalizacdo do conteludo. Para a construcdo de contedos especificos
de Matematica esta metodologia é bastante eficaz. Desde entdo, vemos muitos trabalhos
de dissertacdo de mestrado e teses de doutorado em educacdo matematica, aqui no
Brasil, que adotam para o trabalho de intervengdo em sala de aula a metodologia de
Ensino-Aprendizagem através da Resolucdo de Problemas. Nos anos mais recentes, essa
metodologia esta sendo denominada de metodologia de Ensino-Aprendizagem-

Avaliacéo atraves da Resolucéo de Problemas.

Onuchic e Allevato (2011) constataram, nas pesquisas desenvolvidas e nas
experiéncias com formacéo de professores, que esses Ultimos tém enfrentado muitas
dificuldades para trabalhar Matematica em sala de aula e na implementacdo da
metodologia da Resolucdo de Problemas com seus alunos, porque muitas vezes faltam
conhecimentos prévios aos seus alunos. Tentando atender a demanda de prover os

alunos de conhecimentos prévios necessarios ao desenvolvimento mais produtivo da
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metodologia de ensino Resolucdo de Problemas e de ajudar aos professores nesse
empreendimento, elas incluiram novos elementos e criaram o0 Segundo Roteiro que, em
sintese, consiste na preparacdo do problema; na leitura individual; na leitura em
conjunto, resolucdo do problema; na observacao e incentivo, registro das resolucfes na

lousa, plenaria, busca do consenso e formalizacéo do contetdo.

Na leitura em conjunto que consiste em formar grupos e solicitar nova leitura

do problema, agora, nos grupos, Onuchic e Allevato (2011, p.83) recomendam:

1. Se houver dificuldade na leitura do texto, o préprio professor pode
auxiliar os alunos, lendo o problema.

2. Se houver, no texto do problema, palavras desconhecidas para os alunos,
surge um problema secundario. Busca-se uma forma de poder esclarecer
as duvidas e, se necessario, pode-se, com os alunos, consultar um
dicionario.

Na nossa experiéncia de sala de aula de Matemaética podemos observar que as
duvidas e os problemas subsidiarios que os alunos enfrentam na Resolucdo de
problemas envolvem muitas dificuldades desde a leitura e interpretacdo de um texto, ja
que o problema de Matematica € um pequeno texto. As dificuldades de conceitos
matematicos basicos que nds, professores julgamos necessarios e naquele momento de
trabalho esperamos, na maioria das vezes, que os alunos ja deveriam dominar, se faz
importante o professor esclarecer, revisar e ampliar a compreensdo dos nossos alunos
para que eles possam se desenvolver no nivel em que eles se encontram, e, a partir desse

trabalho poder galgar graus mais elevados de compreensédo na Resolugdo de Problemas.

Ja Andrade (1998) trabalhou a metodologia de ensino-aprendizagem via
resolucdo, exploracao, codificacdo e descodificacdo de problemas na sua dissertagéo de
mestrado onde apresentou a resolucdo e exploracdo de problemas a partir da relacdo
Problema-Trabalho-Reflexdes e Sintese (P-T-RS) envolvendo dois aspectos: o processo
e 0 produto como componentes essenciais de resolucdo de problemas. Para esse autor
essas relagdes ndo sdo lineares e também ndo seguem uma sequéncia de passos. Como
essa metodologia ndo apresenta um roteiro rigido, ela é bastante flexivel e ampla para o
trabalho escolar numa visdo menos internalista e mais externalista da Matematica,
aliada a um grande aprofundamento teérico critico tal como o fez Vygostsky com o
construtivismo sécio-cultural, Paulo Freire, com a educacdo critica, e a filosofia
falibilista de Imre Lakatos tendo em vista uma abordagem de ensino de Matematica

muito mais do que conceitos e processos matematicos apresentando uma sala de aula
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numa perspectiva mais ampla levando-se em consideracdo as questdes sociais, politicas

e culturais.

De acordo com Andrade (1998/2009), a experiéncia que compreende a relagdo
Problema-Trabalho-Reflexdes e Sintese-Solucdo € denominada de uma experiéncia de
Resolucao de Problemas. A uma experiéncia que caminha a partir da relacdo Problema-
Trabalho-Reflexdes e Sintese denominamos de uma experiéncia de Exploracdo de
Problemas. A relacdo Problemas-Trabalho-Reflexfes e Sintese baseiam-se em um
processo de Codificacdo e Descodificagcdo. Codificar um problema ou uma dada
situacdo é representd-la em outra forma, outro codigo, outra linguagem, numa forma
mais curta, mais simplificada e mais conveniente. A codificacdo refere-se também a
todo trabalho de sintese que é desenvolvido em torno de um problema ou uma dada
situacdo. Vale ressaltar que o proprio problema dado j& se constitui em um codigo.
Enquanto descodificar um problema ou uma dada situacéo é procurar o seu significado,
é procurar entendé-lo, é decifrar a mensagem que ele expressa e, sobretudo, é também
fazer uma anélise critica dessa mensagem. Neste trabalho, a descodificacdo refere-se,
principalmente, a toda analise critica que se faz sobre um problema, sobre sua
resolucdo ou sobre cada trabalho feito.

Quando o aluno busca compreender o problema que Ihe é dado e procura
representa-lo em um cédigo possivel de operacionalizagdo, estd fazendo,
quase que simultaneamente, um trabalho de descodificacdo e de codificacao.
Este trabalho ajuda o aluno a explorar e a resolver esse problema. A
codificacdo e a descodificagdo podem considerar varios objetos. A
codificacdo e a descodificacdo de problemas sdo ferramentas utilizadas no
processo de Resolucdo e Exploracdo de Problemas e devem,
sistematicamente, estar presentes em todo o trabalho que se faz em torno
dele. O trabalho de codificacdo e descodificacdo é sempre continuado. A
codificagdo e descodificagdo podem ser usadas como ferramentas na
compreensdo de um problema. Em certas ocasides, o professor pode codificar
0 problema dado em uma forma que o torne mais compreensivo para 0s
alunos. O professor pode fazer um desenho representativo do problema dado,
pode discutir uma determinada parte do problema, etc. As diferentes
codificacdes e descodificagdes, feitas por alunos e professores, podem ajudar
a chegar a uma compreensdo mais ampla do problema e podem sugerir
diversos caminhos de resolucdo e indicar novas exploragdes, sendo que 0
trabalho feito por um aluno pode ajudar na compreensdo do problema por
parte de outro aluno e, quando um aluno codifica ou descodifica um

problema dado, ele também passa a ter uma melhor compreensdo do mesmo
(ANDRADE, 1998, p. 25-26).

Uma experiéncia de Resolucdo, Exploracdo, Codificagdo e Descodificacdo de
Problemas (RECDP) é uma experiéncia que compreende em sua totalidade uma
experiéncia de Resolucdo e Exploracdo de Problemas, tendo como ferramentas de

trabalho a codificacdo e descodificacdo. Ressaltamos que, para nossa pesquisa em
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particular, as representacbes multiplas de funcdes passam a ser uma ferramenta na
exploracdo de problemas que envolvem o processo de codificacdo e descodificacdo. Na
compreensdo e interpretacdo do problema surgem as representacdes e elas sdo usadas

tanto para codificar quanto para descodificar o problema.

Ao longo dos anos de docéncia, no Ensino Médio, observamos muita
dificuldade dos alunos em aprender conceitos e fazer uso de representacdes
matematicas, e a dificuldade de se ensinar com compreensdo no contexto da resolugdo
de problemas. Por isso optamos, para um trabalho de acdo/intervencdo em sala de aula,
por aplicar a metodologia do ensino-aprendizagem via resolugdo, proposicdo e
exploracdo de problemas aliado ao uso das representaces multiplas. Pois, 0 enunciado
do problema traz sempre algo de novo a ser explorado no contexto de uma sala de aula,
e o planejamento do trabalho é flexivel, podendo ganhar varios formatos e exploraces,
inclusive podendo ser ampliado para discussfes de tematicas sdcio-politico-culturais ou
se restringir aos aspectos puramente matematicos, realizando investigacfes matematicas

cada vez mais amplas nesse trabalho de exploragéo do problema.

Nesta perspectiva, o trabalho ndo se resume em compreender o que foi
proposto e em dar respostas corretas aplicando procedimentos mecénicos de forma
adequada e convincente. Porque, ainda assim, ndo é garantia de ter havido apropriacao
do conhecimento em questdo. E necessério criar um ambiente escolar em que os alunos
possam por a prova os resultados, serem estimulados a questionar sua préopria resposta,
questionar o problema, transformar um dado problema numa fonte de novos problemas,
evidenciando assim uma concepc¢éo de ensino e aprendizagem pela via da acéo refletida

e ndo pela mera reproducdo de conhecimentos (BRASIL, 1997).

Todo o nosso trabalho de investigacdo em sala de aula esta pautado no intuito
de desenvolver ideias amplas e flexiveis no fazer pedagdgico cotidiano a partir e através
da resolucdo, proposicdo e exploracdo de problemas em sala de aula. Por essa razéo,
esses encontros, no dia a dia escolar, estardo sinalizando um possivel caminho.
Entretanto, a pratica de sala de aula é bastante flexivel e o professor, ao levar para o
aluno resolver ou formular um problema na aula de Matematica, esta sujeito a muitas
surpresas, € outros fatores, como o tempo pedagdgico e a dindmica de uma sala de aula,

podendo favorecer e, a0 mesmo tempo, dificultar o seu desenvolvimento. Porém isso,
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em hipdtese nenhuma, impedira o professor de focar o seu ensino na perspectiva da

Resolucdo de Problemas.

Diante de tudo isso, sentimos a necessidade de irmos além da Resolucdo de
Problemas matematicos. Pensando nesse ir além da Resolucdo de Problemas, propomos
também que na nossa acdo/interacdo em sala de aula, nossos alunos possam propor e
explorar problemas, ndo se contentando com a resposta final do problema e, para que
esse movimento possa acontecer eficazmente, faz-se necessério criarmos em sala de
aula um ambiente escolar que forneca possibilidades de colocar os alunos a se
engajarem ativamente na resolucdo de problemas e de conscientizarem-se dos
problemas que existem a nossa volta como, por exemplo, os problemas que envolvem

temas socio-politico-culturais.

As pesquisas mais recentes em Educacdo Matematica tratam tanto da resolucao
como da proposicéo e exploracdo de problemas e retratam esses componentes como
uma das principais atividades, do pensar e do fazer matematica. A atividade matematica
consiste em resolver, elaborar e explorar problemas. Esta atividade central € um habito
que povoa a mente dos matematicos, que envolve ndo apenas respostas corretas, mas
sim perguntas bem formuladas. De modo que resolver, propor e explorar problemas
consistira em engajar um individuo ou um grupo de individuos a uma atividade pessoal

ou social que devera levar a uma apropriacdo de conhecimentos matematicos.

A abordagem da proposicdo de problemas na Matematica parece ter sido
primeiramente introduzida pelos autores Brown e Walter em torno das décadas de 70 e
80. Entretanto, os estudos sobre a pesquisa em proposi¢cdo de problemas de maneira
mais sistematizada é mais recente. Segundo English e Sriraman (2010), ela come¢a com
os trabalhos de Brown e Walter (2005) e English (2003). Fazer com que os alunos
possam elaborar seus proprios enunciados, vai exigir deles um controle maior sobre os
elementos e objetos matematicos do seu dominio na proposic¢ao de problemas. Vejamos
como a autora brasileira Chica (2001, p.151) se refere ao trabalho com a proposicéo de

problemas:

Quando o aluno cria seus proprios textos de problemas, ele precisa organizar
tudo que sabe e elaborar o texto, dando-lhe sentido e estrutura adequados
para que possa comunicar o que se pretende. (...) O aluno deixa, entdo, de ser
um resolvedor para ser um propositor de problemas, vivenciando o controle
sobre o texto e as ideias matematicas.
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A proposicdo de problemas surge a partir da exploracdo de problemas. Nesta
ultima perspectiva, um problema ou situacdo-problema seria uma atividade que
possibilitaria realizar um trabalho ndo repetitivo e reflexivo sobre elementos que fazem
parte do mundo, da realidade, das experiéncias e das vivéncias dos alunos. Nesse
trabalho ha uma intencdo de envolver os alunos, emocional e intelectualmente, na
situacdo proposta. Principalmente, quando a situacdo-problema em si ndo € a de chamar
a atencdo do aluno, devendo o professor problematizé-la, fazendo perguntas aos alunos,
instigando-0s a tomar para si a situacdo, colocando-a em acdo, compreendendo e
questionando os problemas da sua realidade, bem como os da situacdo-problema
proposta (ANDRADE, 1998). Vejamos como Andrade explica a exploracdo de
problemas:

Na exploracdo de problemas, inicialmente é proposta uma situacao-problema,
em que os alunos realizaram um trabalho sobre ele. Juntos, professor e alunos
discutem o trabalho feito em um processo de reflexbes e de sinteses,
chegando, ou ndo, a resolucdo do problema, a novos problemas, a realizagdo
de novos trabalhos, a novas reflexdes. Nesse processo, o0 trabalho de
exploracdo de problemas ndo se acaba, ndo se limita a resolugdo do
problema, podendo ir além, e se refere a tudo o que se faz nele a partir da
relagdo problema-trabalho-reflexdes e sinteses (P-T-RS). No trabalho de
exploracdo de problemas, ha um prazer e uma alegria em ir-se cada vez mais
longe, um ir cada vez mais profundo, um ir cada vez mais curioso; ha umir
que chega e nunca chega, um ir que pode sempre ir, que sempre se limita ao

contexto do aluno, do professor, da Matematica, da escola e, por isso, pode ir
outra vez e mais outra vez (ANDRADE, 1998, p.26)

Desse modo, da exploracdo de problemas podemos extrair que o problema néo
acaba com a sua resposta. Pode-se pensar além da questdo, tirar outras questdes e outros
raciocinios, num ir e vir que acaba quando se encerra a exploracao, por aquele grupo ou
sujeito, e que, em outra ocasido, novos olhares poderdo surgir na apresentacdo do

mesmo problema.

Os alunos, na exploracdo de problemas, irdo trilhar um caminho que nao esta
pronto. H& sempre algo que se pode fazer além da apresentacdo de sua resolucéo e dar-
se-a esse trabalho por encerrado quando o grupo ndo tiver mais questionamentos,
podendo, em outro momento, ou em outro contexto, ser retomado, e, novas exploragoes
e problematizacfes poderdo ser levantadas e que, até entdo, ndo haviam sido percebidas

nem exploradas.

Da exploragédo de problemas, certamente temos um grande espago para se
trabalhar com questbes que envolvem a interdisciplinaridade (conexdes com outras
areas do saber) e transdisciplinaridade (conexfes com atitudes, valores, ética, cidadania)
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que extrapolam os muros da escola e podem trazer para a sala de aula de Matematica os
problemas do cotidiano que o cidaddo e a sociedade estejam enfrentando na sua
realidade. Sobretudo na exploracdo de temas sociais, politicos e culturais que ajudam a
formar cidadaos conscientes dos seus direitos e deveres, criticos e reflexivos prontos

para exercer plenamente a sua cidadania.

Na exploracdo de problemas procuramos resolucBes alternativas, além da
tradicional. Portanto, para formarmos exploradores de problemas e ndo somente
solucionadores de problemas, devemos propor que 0 mesmo problema seja analisado
sob diferentes aspectos tanto do ponto de vista matematico como fora dele. E claro que
iSO nem sempre serd possivel com qualquer problema. Por isso é que, nas situacdes-
problema propostas, ora a resolucdo de problemas encerra 0 processo de investigacao
matematica e ora o problema pode ser resolvido por varios caminhos e estratégias
diversificadas. Além disso, depois que o aluno compreender realmente o problema
explorado no desenvolvimento do trabalho em grupos, ele deve ser incentivado a
explorar extensdes — problemas ampliados e variagdes do mesmo problema, por

exemplo, a partir de um tema politico-social, ou outro contexto que possa fazer sentido.

A temética das fungdes € bastante rica para o trabalho com Resolucdo de
Problemas porque ele pode recorrer a varias estratégias tais como a busca de padrdo de
regularidade, uma equacdo algébrica, a construcdo de tabelas, solugdes graficas e
situacbes que permitam a exploracdo de problemas através de algumas ampliacdes do

problema dentro ou fora da Matematica.

A Resolucdo de Problemas como linha de pesquisa permanece com 0 mesmo
nome. Entretanto, atualmente a ela incorporamos novos elementos e ferramentas que
venham a favorecer novas questdes, novas perspectivas, ampliando cada vez mais o
campo. Para o século XXI podemos observar, na literatura, um leque amplo de
possibilidades e perspectivas que vém surgindo no cenario de pesquisas nacionais e
internacionais que trabalnam com essa metodologia de ensino da Resolucdo de
Problemas tais como a formulagdo de problemas, investigagdo matematica e resolugao

de problemas sob o enfoque da modelizagcdo matematica.

A Resolugdo de Problemas estd no auge. Se, na década de 90, percebemos
certo declinio das pesquisas em Resolucdo de Problemas na sala de aula, nesse mesmo

periodo, os estudos da psicologia cognitiva voltaram-se para 0s processos heuristicos da
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Matematica produzida fora da sala de aula. Atualmente, segundo English e Sriramann
(2010) percebemos uma forte tendéncia das pesquisas em Resolucdo de Problemas na

sala de aula na perspectiva da modelizacdo matematica sob uma visao interdisciplinar.

Nossa metodologia de ensino se propde a trabalhar a resolugéo, a proposicao e
a exploracdo de problemas aliada ao uso das representacbes multiplas, em que o
dialogo, a interacéo social, a colaboracdo e o compartilhamento de ideias entre aluno-
aluno, professor-aluno, professor-alunos, sdo extremamente importantes para que
possamos Viabilizar nossa proposta didatico-pedagdgica de maneira adequada. Como
ela ndo é uma sequéncia rigida de passos. E necessario ponderacio, na maneira de como
trabalhar com esses recursos de forma coerente e ndo jogarmos aleatoriamente, na sala
de aula, simplesmente tal metodologia. Diante desse sistema complexo apresentado, a
perspectiva interacionista de Vygotsky® (1896-1934), junto com outros constructos de
sua teoria, tais como mediacdo, zona de desenvolvimento proximal e a formacgédo de
conceitos vdo nos ajudar a esclarecer e entender o caminho metodoldgico por nds

adotado.

O elo entre trabalhar com a resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas e
representacfes mdaltiplas é a mediagdo, como também sdo elementos mediadores o
professor, os alunos, o livro, a calculadora, o computador, dentre outros. O proprio
processo e todas as suas fases e produtos desse trabalho sdo, também, mediados. Nesse
processo, tanto a resolucdo, como a proposicdo e a exploracdo de problemas e as
representacfes multiplas sdo elos que provocardo o ensino-aprendizagem de
Matematica ndo mais pela via direta (S — R), por meio de um processo simples de
estimulo-resposta e passam a ser uma relacdo mediada que requer um elo intermediario
X de segunda ordem, que Vygotsky chamou de signo e aqui nés denominaremos de
resolucdo, proposicdo, exploracdo de problemas, dentre outros elementos. Em outras
palavras, todas essas denominagdes formam um sistema de signos e instrumentos que é
colocado no interior dessa estrutura operacional entre o estimulo ¢ a resposta. “O termo
colocado indica que o individuo deve estar ativamente engajado no estabelecimento

desse elo e, consequentemente, o processo simples estimulo-resposta é substituido por

® Dentre as diversas formas de se grafar o nome do referido teérico optamos pela forma mais usualmente
encontrada Vygotsky embora saibamos que a forma aportuguesada seja Vigotski. No entanto, podemos
encontrar também as formas Vigotsy, Vygotski que sdo consideradas igualmente corretas. De acordo com
Marta Kohl de Oliveira, especialista em Vygotsky, aqui no Brasil todas as quatro grafias podem ser
usadas.
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um ato complexo, mediado” (VYGOSTSKY, 2007, p.33). Comumente, 0 modelo

tedrico de Vygotsky de mediacéo é representado da seguinte forma:

X

Figura 05: Modelo tedrico de mediagdo de Vygotsky

Vale salientar que, trazendo o modelo triangular de Vygotsky para a sala de
aula de Matematica, 0 S representa o0 ensino e 0 R a aprendizagem, em que 0 Processo
de ensino-aprendizagem s6 pode ocorrer por meio de elementos mediadores como o
professor, os alunos, a resolugdo, a proposicdo e a exploracdo de problemas, as
representacfes mdaltiplas e os multiplos contextos que compfem esse sistema tdo

complexo, que venham auxiliar e melhorar o desempenho do aluno em Matematica.

No ambito de sua Teoria, Vygotsky elaborou o conceito de zona de
desenvolvimento proximal (ZDP). Em nosso trabalho esse constructo servird de grande
valia. Vejamos como Vygotsky define ZDP:

A zona de desenvolvimento proximal é a distancia entre o nivel de
desenvolvimento real, que se costuma determinar através da resolucgdo
independente de problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial,
determinado através da resolucdo de problemas sob a orientagdo de um

adulto ou em colaboragcdo com companheiros mais capazes (VIGOSTSKY,
2007, p.97).

O ponto de partida dessa discussdo € o fato de que tudo aquilo que os
individuos conseguem realizar por conta propria sem nenhum tipo de ajuda esta no nivel
de capacidade real dos individuos. A esse repertdrio de capacidade autbnoma Vygostsky
chamou de nivel de desenvolvimento real que é o nivel de desenvolvimento das fungdes
mentais do individuo que se estabeleceram como resultado de certos ciclos de

desenvolvimento ja completados, ja amadurecidos.
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As pesquisas de Vygotsky e seus colaboradores mostraram que a medida do
nivel de desenvolvimento real ndo é uma boa medida do nivel de desenvolvimento de
um individuo, pois o nivel de desenvolvimento potencial é o nivel em que o individuo
se encontra no desenvolvimento de tarefas com a ajuda de outros colegas ou de um
adulto — pai, professor. Em outras palavras: € o nivel que mede a capacidade potencial
do individuo. Portanto, sob a orientacdo de uma pessoa mais experiente, o individuo é
capaz de ir mais longe e a melhor medida para o desenvolvimento do individuo é o
nivel de desenvolvimento potencial. Por essa razdo é que as atividades de sala de aula
deverdo ser planejadas e realizadas sempre levando em consideracdo a zona de

desenvolvimento proximal dos nossos alunos; que levard a uma modificacdo dos niveis.

Zona de desenvolvimento proximal define aquelas fun¢des que ainda nédo
amadureceram, mas que estdo em processo de maturacdo, funcBes que
amadureceram, mas que estdo em processo embrionario. Essas fungdes
poderiam ser chamadas de brotos ou flores do desenvolvimento, em vez de
frutos do desenvolvimento. O nivel de desenvolvimento real caracteriza o
desenvolvimento mental retrospectivamente, enquanto a zona de
desenvolvimento  proximal caracteriza o0 desenvolvimento mental
prospectivamente (Vygotsky, 2007, p. 98)

Ao identificar o nivel de desenvolvimento real do aluno, é possivel pensar em
atividades que o ajudem a avancgar. Estas atividades deverdo se encontrar na zona de
desenvolvimento proximal do aluno. Devemos trabalhar sempre nessa variacdo
promovendo ao aluno resolucgéo, proposicéao e exploracao de problemas aliado ao uso de
representacdes multiplas. O que hoje esta no nivel de desenvolvimento potencial
amanhd estard no nivel de desenvolvimento real. No entanto, se a atividade escolar
estiver abaixo da ZDP, o aluno vai perder o interesse porque jd ndo sera nenhuma
novidade para ele. Pois, a situacdo deve ser um problema novo para ele. E se ela estiver
acima de seu nivel de desenvolvimento, ele ndo conseguira atingir esse nivel e logo
perdera seu interesse pela situacdo e acabara se desmotivando completamente da tarefa

a ser realizada.

Assim a aprendizagem do aluno se da mediante modificacfes nos niveis de
desenvolvimento e ndo mais dependendo dos estagios de desenvolvimento quando o
aluno, por exemplo, problematizando e compreendendo essas transicdes e conexdes no
contexto da resolugéo, proposicao e exploragdo de problemas ele estard saindo de um
nivel para outro fazendo essa variacdo na ZDP através da colaboracdo dos colegas no
trabalho em equipe ou sob a orientacdo do professor. Assim, “aquilo que ¢ a zona de

desenvolvimento proximal hoje sera o nivel de desenvolvimento real amanhd — ou seja,
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aquilo que um individuo pode fazer com assisténcia hoje, ele sera capaz de fazer

sozinho amanha” (VYGOSTKY, 2007, p.98).
A zona de desenvolvimento proximal capacita-nos a propor uma nova
férmula, a de que o bom aprendizado é somente aquele que se adianta ao
desenvolvimento, ou seja, 0 aprendizado desperta varios processos internos
de desenvolvimento, que sdo capazes de operar somente quando o individuo
interage com pessoas em seu ambiente e quando em cooperagdo com seus
companheiros. Uma vez internalizados esses processos tornam-se parte das

aquisicdes do desenvolvimento independente do individuo (VYGOTSKY,
2007, p. 102-103).

Tudo que é tratado na escola tem sua relagdo especifica com o curso do
desenvolvimento do individuo, relacdo essa que varia na medida em que o individuo vai
de um estagio para outro baseado no conceito da zona de desenvolvimento proximal.
Isso nos leva a pensar nos conteudos formais das disciplinas, como por exemplo, 0
topico das funcBes matematicas e a busca de ferramentas metodoldgicas que possam

nortear o seu trabalho em sala de aula.

Podemos notar que as representacdes mdultiplas ndo somente no contexto de
ambiente computacional, mas, sobretudo, a partir e através de situacGes-problemas do
mundo real ou ainda do contexto da propria matematica, estardo na zona de
desenvolvimento proximal auxiliando os alunos no processo de resolugédo, proposicao e
exploracgdo de problemas como mais um recurso que deve ser trabalhado na sala de aula
de maneira pedagogicamente adequada envolvendo dentre outros aspectos, a formagéao
de conceitos. Entendemos conceito como uma abstracdo que traz em si 0s elementos
essenciais de um conjunto de ideias e compreensdes interrelacionados.

A formacdo de conceitos € o resultado de uma atividade complexa, em que
todas as funges intelectuais basicas tomam parte. No entanto, o processo ndo
pode ser reduzido a associagdo, a atencdo, a formacdo de imagens, a
inferéncia ou as tendéncias determinantes. Todas sdo indispensaveis, porém
insuficientes sem o uso do signo, ou palavra, como meio pelo qual
conduzimos as nossas operagfes mentais, controlamos 0 Sseu curso e as

canalizamos em direcdo a solucdo do problema que enfrentamos
(VYGOTSKY, 2008, p. 72-73).

Como no nosso estudo estamos interessados em compreender as ideias
essenciais de funcdo matematica por alunos envolvendo, naturalmente, os processos de
formagéo de conceitos, vejamos uma dificuldade de aprendizagem dos adolescentes e
também dos adultos enunciada por Vygotsky (2008, p.99):

O adolescente formara e utilizara um conceito com muita propriedade numa
situacdo concreta, mas achard estranhamente dificil expressar esse conceito
em palavras, e a definicdo verbal serd, na maioria dos casos, muito mais
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limitada do que seria esperando a partir do modo como se utilizou o conceito.
A mesma discrepancia também ocorre no pensamento dos adultos, mesmo
em niveis mais avancados.

Além da situacdo-problema que, por si s6, ndo desencadeard a formacdo do
conceito, um fator determinante para o surgimento do pensamento conceitual sdo, sem
sombra de duvida, as tarefas com que o0 jovem se depara ao ingressar no mundo cultural,
social, profissional e politico dos adultos (VYGOTSKY, 2008). Por isso, deve existir a
necessidade do trabalho em sala de aula transcender as questbes meramente
disciplinares indo além desse entendimento na formacdo de atitudes, valores e

personalidades.

Vygotsky e seus colaboradores na sua pesquisa de formacdo de conceitos
distinguem dois tipos de conceitos: 1) Os conceitos espontaneos ou cotidianos sdo
formados pelos individuos no contato com o ambiente social, ou seja, na familia e na
sociedade em geral. Vygotsky preferia chaméa-los de cotidianos, evitando assim, a ideia
de que eles houvessem sido inventados espontaneamente pelo individuo. Exemplos de
conceitos cotidianos seriam 0s conceitos de irmdo e casa que sdo adquiridos fora da
sala de aula e que nunca foram apresentados aos alunos de uma forma organizada e
relacionada a outros conceitos. 2) Os conceitos cientificos sdo aprendidos pelos
individuos na escola e s6 existem no contexto de uma educacdo formal por assim
apresentarem-se através de um conhecimento sistematizado e validado pela cultura de
uma comunidade escolar ou académica. Tais conceitos cobririam 0s aspectos essenciais
de uma éarea do conhecimento e seriam apresentados como um sistema de ideias
interrelacionados. Assim, nas ciéncias sociais, quando a area do conhecimento estudada
foi o comunismo na Unido Soviética e os conceitos esclarecedores introduzidos foram,
por exemplo, serviddo, exploracdo, burgués, revolugdo o entendimento desses
conceitos cientificos estdo dentro de um contexto organizado desse movimento social
ocorrido na Unido Soviética e estdo relacionados a outros conceitos que sdo adquiridos
somente numa educacgédo formal (VAN DER VEER; VALSINER, 2009).

Os conceitos cotidianos sdo trazidos pelos alunos para a escola por meio das
suas experiéncias pessoais e coletivas e por eles adquiridos na sua realidade social e
cultural. Por essa razdo é que os problemas do cotidiano servem de elemento de
mediac¢do na formacgédo de conceitos cientificos. O conhecimento matematico é de fato
um sistema de conceitos cientificos. Mas os individuos desenvolvem no dia a dia muitos

conceitos espontaneos que poderdo ser aproveitados na sala de aula.
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Por outro lado, por exemplo, no estudo das fun¢Bes matematicas — conceitos
cientificos — os conceitos esclarecedores, por exemplo, sdo: conceito de funcéo, taxa de
variacdo, familias de fungdes, dentre outros que sdo ideias essenciais do topico de
estudo das funcbes que constituem um conjunto de ideias essenciais interrelacionadas
de modo que s6 podera existir um desenvolvimento e compreensdo efetiva das funcdes

matematicas num contexto escolar ou de educagédo formal.

Os conceitos cientificos transformam gradualmente a estrutura dos conceitos
cotidianos dos individuos e ajudam a organiza-los num sistema. Isso promove a
ascensdo dos individuos para niveis mais elevados de desenvolvimento. Assim,
podemos concluir que os conceitos cotidianos sdo um produto do aprendizado fora da
escola e os conceitos cientificos sdo produto do aprendizado escolar (VYGOTSKY,
2008). Portanto, os conceitos cientificos modificam-se passando a fazer parte dos
conceitos cotidianos escolares dos alunos dentro dessa dindmica de trabalho, na
perspectiva de estarmos criando ambientes de aprendizagem que favorecam as ZDPs,
acreditamos poder elevar significativamente os niveis onde essas variagdes ocorrem.
“Os conceitos cientificos desenvolvem-se para baixo por meio dos conceitos
espontaneos; 0s conceitos espontaneos desenvolvem-se para cima por meio dos
conceitos cientificos” (VYGOSTSKY, 2008, p.136). H4 como um movimento no qual
os cientificos descem na direcdo da realidade concreta e o0s espontaneos sobem
buscando a sistematizacdo, a abstracdo e a generalizacdo mais ampla. Os dois atuam

num processo de ida e volta que podemos representar da seguinte maneira: TIT!.

Como vimos existem segundo Vygotsky dois tipos de conceitos,
desenvolvendo-se de cima (conceitos cientificos) e de baixo (conceitos cotidianos) que
revelam a real natureza na inter-relacdo entre o desenvolvimento real e a Zona de
Desenvolvimento Proximal (ZDP). Os conceitos cotidianos podem ser modificados na
ZDP por meio da cooperacdo dos alunos e com a ajuda do professor. Os conceitos
cotidianos necessitam ser melhores explicitados e ha necessidade de se fazer conexdes
com os conceitos cientificos. Portanto, na sala de aula o professor pode ouvir, falar com
0s seus alunos, para trazer os conceitos cotidianos para a sala de aula, e proporcionar-
Ihes acesso aos conceitos cientificos, de modo que os alunos possam construir

verdadeiros conceitos, ao inves de preconceitos.
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Outro fator muito importante na aquisicdo de um conceito € o grau de
generalidade. Na compreensdo de Vygotsky (2008), na sua investigagdo dos conceitos
reais, descobriu-se que as ideias das criancas em idade pré-escolar resultam da
elaboracdo de generalizacbes que predominam durante uma fase anterior. A
transformacéo dos preconceitos que sdo geralmente os conceitos aritmeéticos da crianca
em idade escolar sem nenhuma variagdo em grau de generalidade em conceitos
verdadeiros, tais como 0s conceitos algebricos dos adolescentes, é alcangada por meio

das generalizacdes do nivel anterior:
No estdgio anterior, certos aspectos dos objetos haviam sido abstraidos e
generalizados em ideias de numeros. Os conceitos algébricos representam
abstracdes e generalizagdes de certos aspectos de nimeros, e ndo dos objetos,

indicando assim uma nova tendéncia — um plano de pensamento novo e mais
elevado (VYGOTSKY, 2008, p. 143).

Desse modo podemos observar no estudo de funcdo matematica via resolucéo,
proposicdo e exploracdo de problemas que os alunos poderdo evoluir para um nivel
mais elevado de pensamento quando ocorrer generalizagdo mediante a percepcdo de
regularidade de padrBes concretos ou huméricos, conseguindo substituir os nimeros por
letras e elaborando uma lei de formacdo que traduza o fenémeno natural ou social
estudado favorecido pela criacdo de um ambiente de interagédo social na sala de aula de
Matemética.

Vygotsky e seus colaboradores concluem que o0s conceitos cientificos
ensinados na escola e 0s conceitos cotidianos ndo eram compativeis, mas sim parceiros
em um inter-relacionamento complexo. Por um lado, pode-se distinguir entre conceitos
que refletem (cientificos) e que ndo refletem (cotidianos) propriedades essenciais dos
fendmenos estudados — segundo o raciocinio de Vygotsky, essencial se refere a
caracteristicas abstratas e ndo perceptuais. O dominio de um ou outro tipo de conceito
seria refletido nas respostas da crianca a perguntas, suas maneiras de resolver tarefas,
dentre outras. Por outro lado, os conceitos cientificos sdo introduzidos em um ambiente
muito especial que envolve o treinamento de varias habilidades metacognitivas.

Assim, as criancas sdo solicitadas a ensaiar esses conceitos, declara-los
explicitamente, explicad-los, etc. O treinamento de habilidades
(meta)cognitivas provavelmente sera refletido no modo como a crianga
soluciona diversas tarefas. Vygotsky nunca tentou distinguir esses dois
aspectos do dominio de conceitos cientificos e, na verdade, sua nogdo de
conceitos cientificos envolvia claramente o treinamento de habilidades

meta(cognitivas). Pois, provavelmente é o dominio dessas habilidades que
leva as realizagcBes mais importantes na adolescéncia, ou seja a tomada de
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consciéncia e o uso arbitrario de instrumentos mentais” (VAN DER VEER;
VALSINER, 2009, p.301).

Sintetizando as ideias de Vygostsky (2008) na concepcdo acerca do
desenvolvimento dos conceitos cientificos que, diferentemente dos conceitos cotidianos,
estdo organizados em sistemas hierarquicos de interrelagbes, Podemos incluir as
compreensdes essenciais de fungdes num sistema complexo de conceitos que envolvera
uma atitude metacognitiva para uma efetiva compreensdo na criagdo de um meio no
qual a consciéncia e o dominio se desenvolvera num nivel de sua definicdo e de sua
relacdo com outros conceitos. O processo de ensino-aprendizagem que ocorre na escola
propicia o acesso ao patrimoénio cultural historicamente acumulado pela humanidade e a
procedimentos metacognitivos, isto é, de consciéncia reflexiva em torno deste
conhecimento que esta sendo adquirido. No entanto, 0 processo de compreensdo de um
conceito com o grau de generalidade e complexidade da funcdo matematica se dara ao

longo da escolaridade até os niveis de estudos superiores.

Desse modo para identificacdo de processos de pensamento humano colocamos
a metacognicdo como elemento que permite a reflexdo sobre o desenvolvimento de cada
passo dado, verificando acertos e erros. Finalmente podemos ir além da descoberta de
uma solucdo refletindo sobre os processos de forma consciente dos passos tomados,
podendo ir e vir na resolucdo de um problema. Pode ser possivel, também, identificar
uma resposta absurda, mesmo quando ainda nédo for possivel achar a resposta, avaliar o
desenvolvimento de uma resolucdo de um problema, apontar falhas, formular novas
questdes mais pertinentes para um problema sem solucdo, justificar a sua resposta e a

resolucdo apresentada por outros.

A nossa metodologia de trabalho em sala de aula é a Resolucdo de Problemas
numa perspectiva interacionista de Vygotsky aliada as diversas modalidades de se fazer
Matematica resolvendo, formulando (propondo) e explorando problemas por meio da
mobilizacdo e confluéncias de representacfes multiplas e extensdes dos problemas a
contextos cada vez mais abrangentes, que possam contemplar o fazer matematico e a

conscientizacao de problematicas fora da Matematica.
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4. CAMINHAR METODOLOGICO DA PESQUISA

Nesse capitulo, apresentamos as caracterizacfes de uma pesquisa qualitativa
por Liudke e André (1987) e Bogdan e Biklen (1994). Em seguida, trazemos uma
reflexdo sobre a pesquisa pedagdgica, de Lankshear e knobel (2008), para definir nossa
metodologia da pesquisa, na qual atuamos como professor-pesquisador da nossa prépria
pratica de sala de aula. Descrevemos a escola onde foi realizado o trabalho de campo, a
turma de alunos que foi sujeito coletivo da pesquisa, os instrumentos utilizados para o
levantamento/coleta dos dados e como realizamos as agdes/interagdes em sala de aula.
A reunido dessas caracterizacdes, instrumentos e procedimentos de acdo/interacdo em
campo constituem nosso caminhar metodologico percorrido e adotado na realizagdo

desta pesquisa.

4.1. Pesquisa qualitativa na modalidade pedagbgica

A metodologia adotada nesta pesquisa foi qualitativa, por entendermos que este
tipo de abordagem trata o fenbmeno em toda sua profundidade, ou seja, ela busca a sua
compreensdo e seus significados e ndo somente sua explicacdo. Nessa perspectiva,
elegeu-se a pesquisa qualitativa porque de acordo com Liidke e André (1987), ela tem o
ambiente natural como fonte direta de dados e o pesquisador como o seu principal
instrumento. Os dados levantados/coletados foram predominantemente descritivos, a
preocupacao com o processo € muito maior do que com o produto e a analise dos dados
tende a seguir um processo indutivo em que 0 pesquisador ndo se preocupa em buscar
evidéncias provenientes de hipdteses pré-definidas, mas sim o contato direto e
prolongado do pesquisador com o ambiente e a situacdo que esta sendo investigada por

meio de um trabalho intensivo de campo.

A investigacdo fluird dentro do ambiente escolar, tendo a sala de aula como
habitat natural que fornecera os dados a serem levantados/coletados e o professor, como
seu principal instrumento. Os autores, Bogdan e Biklen (1994, p.48), se referem aos

investigadores e a investigacdo qualitativos assim:
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Os investigadores qualitativos frequentam os locais de estudo porque se
preocupam com o contexto. Entendem que as acBes podem ser melhor
compreendidas quando sdo observadas no seu ambiente habitual de
ocorréncia. (...) A investigacdo qualitativa é descritiva: os dados recolhidos
sdo em forma de palavras ou imagens e ndo de numeros. Os resultados
escritos da investigacdo contém citacdes feitas com base nos dados para
ilustrar e substanciar a apresentacdo. Os dados incluem dentre outras formas
as notas de campo. Na sua busca de conhecimento, os investigadores
qualitativos ndo reduzem as muitas paginas contendo narrativas e outros
dados a simbolos numéricos. Tentam analisar os dados em toda a sua riqueza,
respeitando, tanto quanto possivel, a forma em que estes foram registrados ou
transcritos.

Dentre as inumeras modalidades de pesquisa qualitativa em educacdo, nossa
pesquisa se enquadra numa modalidade denominada pesquisa pedagogica na qual se
vem discutindo a possibilidade e necessidade de se realizar pesquisa com o professor
pesquisando sua prépria pratica, exercendo o duplo papel de professor e pesquisador. A
analise e a interpretacdo da sua prépria pratica possibilitara a viabilizacdo de uma
proposta pedagdgica de ensino-aprendizagem. Pesquisa pedagdgica significa
professores pesquisando suas proprias salas de aula. Primeiro, a pesquisa pedagdgica
esta confinada a investigacéo direta ou imediata das salas de aula; segundo, o principal
pesquisador em qualquer trabalho de pesquisa pedagogica é o professor cuja sala de
aula esta sob a sua investigacdo (LANKSHEAR; KNOBEL, 2008).

A pesquisa pedagogica como as demais pesquisas, possui seus adeptos, como
também ha aqueles que ndo a aceitam. A aceitacdo desta modalidade de pesquisa
baseia-se no fato de que ela ndo € quantitativa, nem psicométrica. Ela surge da
intencionalidade de se ocupar um papel principal, na tendéncia dos estudos dos termos
referentes ao cotidiano da sala de aula, e a sua objetividade estd na sua subjetividade.
Pois, para o seu desenvolvimento é preciso o envolvimento de seus atores no processo
ensino-aprendizagem, tendo o professor-pesquisador como objeto de estudo, a sala de

aula.

Assim, compreendemos que a pesquisa em sala de aula tem repercusséo direta
na transformac&o da préatica docente do professor-pesquisador, traz impacto direto para
a realidade do micromundo da sala de aula investigada. Ela nasce da preocupacdo e
inquietacdo dos professores a um problema, uma questdo e identificamos pesquisadores
pedagdgicos em todos o0s niveis, da pré-escola ao ensino superior, envolvidos,
individualmente ou em grupos, em investigacdo autogerada, sistematica e informada,
realizada visando aprimorar sua vocacdo como educadores profissionais. A pesquisa

pedagOgica também traz mudancas significativas para o campo de pesquisa
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contribuindo para melhorar o ensino ou a formagdo dos alunos (LANKSHEAR;
KNOBLE, 2008).

Justifica-se 0 uso dessa abordagem, porque a pesquisa pedagdgica pode ser
realizada em sala de aula ou em qualquer outro lugar onde se possa obter, analisar e
interpretar informacGes pertinentes as orientacbes de um professor enquanto
pesquisador. A pesquisa pedagogica segundo Lankshear e Knobel (2008, p.18):

(...) pode envolver a observacdo de sua propria sala de aula, a reflexdo
sistematica das notas de campo contendo descri¢cBes dessas aulas sobre as
suas proprias experiéncias elucidadas através das questdes tedricas ou
conceituais que sustentam tal pesquisa. E finalmente, pode ser fundamentada
por meio dos dados coletados através das aulas ministradas implicando numa
variedade potencial de informagdes, interpretacdes e consideracGes relevantes
ao campo de pesquisa realizada. (...) um pesquisador sério ndo estd
meramente interessado em algo que funcione, mas em entender como e por

que funciona e/ou como pode precisar ser adaptado para funcionar em outras
circunstancias ou aplicar-se a outros casos.

Assim, os professores nesta abordagem se envolvem na atividade de pesquisa
que levara ao seu proprio aprimoramento profissional, sem estar com isso preocupado
com a simples funcionalidade da sua pesquisa para aquela comunidade local e sim
devendo funcionar em outras circunstancias e valha para outros casos mais gerais.
Portanto, ndo se trata de desenvolvimento de receitas. Mas, sim de trazer uma reflexdo
respaldada e justificada por meio de uma teoria mesmo quando da apresentacéo de algo
pragmatico. Pois, a pesquisa pedagdgica é considerada uma pesquisa académica em
educacao que esta conectada com objetivos sociais e politicos mais amplos, favorecendo
0 conhecimento da sua realidade no contexto escolar para transforma-lo, visando
melhoria de suas praticas e de seus colegas de profissao através do dialogo entre seus

pares e divulgacdo de suas pesquisas para a comunidade académica.

Portanto, o professor-pesquisador ndo vai se engajar na coleta sistematica e
rigorosa de dados empiricos extraidos cruamente, e sim ele dara nova vida aos dados ja
existentes na forma de conhecimento pessoal por meio de composi¢ao no sentido amplo
do termo (LANKSHEAR; KNOBEL, 2008, p.23). Em outras palavras, a pesquisa ndo
pode perder o carater sistematico e metddico que caracteriza um trabalho de
investigacdo, mesmo que o professor-pesquisador pretenda lidar com problemas ou
questdes de ordem préatica, o diferencial no seu trabalho € justamente essa nova

apresentacdo que os dados trazem carregados de significado pessoal e validade quanto a
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pertinéncia dos ja existentes servindo de focos de atencdo especial para o professor-

pesquisador.

Assim, a pesquisa pedagogica deve estar fundamentada teoricamente por
alicerces solidos e por adocdo de uma postura critica perante sua pratica docente. Ele
requer, por parte do professor-pesquisador, um papel ativo na construcéo reflexiva do
seu proprio desenvolvimento profissional, favorecendo uma melhor compreensao de
suas acdes mediadoras de conhecimentos comprometidos com o fazer pensar, e de seu
processo interacional com os seus alunos, ndo devendo resultar meramente na recepc¢ao

passiva de conhecimentos por parte de seus alunos.

4.2.Trabalho de campo da pesquisa

A pesquisa foi realizada na pratica escolar do Ensino Médio brasileiro, em uma
Escola Publica Estadual de Pernambuco, classificada como escola de porte médio,
localizada em um bairro das imediagdes do centro da cidade de Recife, zona leste da
capital pernambucana de grande circulagdo comercial, mas onde ainda existem muitas
residéncias. E uma escola de féacil acesso devido & sua localizacdo privilegiada,

facilitada pela grande convergéncia de varias linhas de dnibus.

A escola é conhecida por ter tido um passado de gldria e foi modelo de
referéncia na Educacdo Bésica na cidade de Recife no final da década de 70 e 80. A
escola esteve em grande evidéncia na midia (jornal, radio e TV) que, costumeiramente,
anunciavam os seus eventos culturais, artisticos e cientificos. Porém a partir da década
de 90, principalmente a partir do inicio do século XXI, foi perdendo seu status, devido a

mudancas politicas e sociais sofridas ao longo da historia da educacdo pernambucana.

Hoje essa escola é estadual na modalidade de ensino regular, funcionando nos
turnos manhé e tarde. Pela manha funciona o Ensino Fundamental de 6° ao 9° ano e, a
tarde, o Ensino Médio de 1° ao 3° ano. Ainda ndo foi contemplada com nenhum regime
de escola integral, como atualmente é bastante comum nas escolas de Ensino Médio do
Estado de Pernambuco. Curiosamente, no turno da noite nessa escola, funciona outra
modalidade de ensino, vinculada a outra institui¢do, ou seja, o prédio € cedido para esse

fim.

116



Porém, a nossa escolha se deu justamente por se tratar de uma escola pablica
que enfrenta dificuldades comuns as demais e, também, por uma questdo de acesso,
familiaridade e respectivo aceite da proposta de realizacdo desta pesquisa. Somos
professor dessa escola, saimos licenciado com carga horaria total para cursar as
disciplinas do mestrado, porém retornamos a sala de aula desta escola no ano 2012 para
realizar o trabalho de campo desta pesquisa. Fomos professor-pesquisador de uma Unica
turma do 1° ano do Ensino Médio desta escola. E finalmente, apos defesa, voltaremos
ao trabalho efetivo, no qual continuaremos a dar nossa contribuicdo e retornos a esta

comunidade escolar com prestacdo de servigos de qualidade.

A instituicdo é adequada aos propoésitos do trabalho de investigacdo. A escola
apresenta uma infraestrutura fisica razoavel, necessaria a realizacdo da nossa pesquisa.
Tem um espaco externo amplo, duas quadras, uma delas coberta, um campo de futebol,
biblioteca, laboratdrio de informéatica’, secretaria, sala de direcdo, sala de coordenacéo
pedagdgica, sala de professores, sanitarios, 17 salas de aulas para 50 alunos cada,
auditorio para 120 alunos e recursos de multimidia (data show, televisores e dvds). Vale

ressaltar a necessidade de construcéo de uma cantina e refeitorio para merenda.

Presenciamos uma auséncia de horas de trabalho pedagdgico destinadas ao
planejamento coletivo e por areas para que venha a ser criado um espaco onde 0 corpo
docente se encontre para discutir e promover estratégias de melhoria no processo de
ensino-aprendizagem. Os professores simplesmente cumprem horarios correspondentes
as atividades pedagogicas de forma isolada. H& reuniGes de direcdo com o corpo
docente, com bastante frequéncia, para tratar de questbes predominantemente
burocraticas. Em um primeiro momento, sinto que o maior problema que a escola
enfrenta hoje é a falta de um trabalho pedagdgico que consiga reunir, unir e maximizar
as forgas e potencialidades de seu recurso humano, minimizando suas limitagdes neste

campo.

Nas ultimas reunides do ano de 2012, foi elaborado coletivamente um projeto,
envolvendo toda a comunidade escolar, intitulado: Articulando conhecimentos,

resgatando valores; a ser trabalhado durante todo o ano letivo de 2013, com varios

7 O laboratério de Informatica da escola tém as maquinas computacionais. Porém, desde o inicio do ano
letivo houve a promessa de colocé-las em funcionamento. Mas, até a finalizacdo desta pesquisa do ano
corrente 2012, os computadores ndo foram instalados para que o laboratorio pudesse entrar em
funcionamento.
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planejamentos e sugestbes de acBes a serem executados, tendo em vista superar

dificuldades e problemas enfrentados.

4.3.Turma de alunos

O conjunto dos alunos é considerado como sujeito coletivo desta pesquisa,
representado pela turma do 1° ano do Ensino Médio regular, do turno da tarde, num
total de 44 alunos com 16 alunos do sexo masculino e 28 alunos do sexo feminino, com
idades entre 14 a 17 anos, distribuidos por idades da seguinte forma: 9 alunos de 14
anos; 23 alunos de 15 anos; 10 alunos de 16 anos e 2 alunos de 17 anos. Durante o
processo em que foi realizada esta pesquisa, houve a transferéncia de uma aluna e a

chegada de outra.

A turma ¢é formada por adolescentes oriundos das camadas sociais populares e
de uma pequena parcela de uma classe média de familia de trabalhadores assalariados,
que podem pagar despesas de transporte coletivo para que os seus filhos possam

frequentar a escola.

Os alunos que fazem parte dessa escola sdo de comunidades (bairros)
diferentes de varias localidades da cidade, trata-se de uma comunidade flutuante
bastante heterogénea nos aspectos social, cultural e econdmico. Por isso mesmo, nosso
trabalho de investigacdo deve estar orientado no sentido de atender a essa demanda
cheia de diversidade, na promocao de equidade e justica social no oferecimento de um

ensino de qualidade.

A escolha do ano escolar surgiu pelo fato de, tradicionalmente, o contetdo das
fungdes matematicas ser abordado com mais énfase no 1° ano, conforme documentos e
autores de livros didaticos, favorecendo nossa possibilidade de passar mais tempo
investigando o desenvolvimento e compreensdes essenciais deste topico de ensino.
Ainda, em virtude de termos percebido, ao longo de nossa pratica docente, as
dificuldades de aprendizagem do conceito de funcdo quando os alunos se deparam com

a resolucdo de problemas, sobretudo quando da conversdo de representagdes graficas
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para as representacOes algébricas e representacdes tabulares para representacfes

algébricas e vice-versa.

4.4, Levantamento dos dados

Os dados obtidos no trabalho de campo foram levantados/coletados através de
aulas ministradas, incluindo as notas de aulas do professor-pesquisador com 0s registros
escritos de pequenas anotagdes, feitas durante as aulas, a medida que elas foram
acontecendo, e com registros de anotacGes apos as aulas, escritas de memdria recente.
As descricdes das aulas e producdes de alunos sdo informagdes que se constituem em
material para as analises das aulas nessa pesquisa. Procuramos, na medida do possivel,
nas descri¢des das aulas, trazer os fragmentos dos didlogos que ocorrem em sala de aula
na tentativa de mostrar a participacao dos alunos através do aparecimento de suas vozes,
embora nem sempre fosse possivel estar ao mesmo tempo em todos 0s grupos de
trabalho.

Nesse sentido, os dados analisados incluem as notas de aulas, as falas,
informacdes e comentarios que tenham sido escritos, juntamente com as producdes de
alunos de atividades realizadas durante as aulas. No entanto, quando analisamos as aulas
ministradas que incluem referéncias a esses itens assim registrados, estamos analisando
nossa propria pratica em sala de aula e como a vemos no processo de ensino-

aprendizagem por meio de uma reflexdo fundamentada teoricamente.

4.5. Acdol/interacdo em sala de aula

O trabalho de acao/interagdo em sala de aula foi constituido de quatro unidades
didaticas: 1) Conceito de Funcéo — 8 horas-aula; 1) Fungdo Afim — 12 horas-aula; I11)
Funcdo Quadratica — 13 horas-aula e 1V) Fungdo Exponencial — 8 horas-aula. Em um
total de 27 encontros com carga horaria total de 41 horas-aula com aulas de 50 minutos

de modo a podermos produzir uma reflexdo acerca do processo ensino-aprendizagem
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baseado na compreensdo e aquisicao das ideias essenciais para desenvolver o raciocinio
funcional: conceitual, linear, quadratico e exponencial por meio de um conjunto de
atividades em situagdes-problemas com o objetivo de promover interagdo aluno-aluno e

aluno-professor.

Os grupos de trabalho ndo foram fixos, ora os alunos puderam livremente
formar as suas equipes, ora fizemos sorteios usando o diario de classe na formacao das
equipes, ora escolhemos os alunos para a formacgdo dos grupos. Desse modo os alunos
puderam transitar de um grupo para outro. O trabalho em grupo teve muitas
constitui¢cbes desde o trabalho em dupla, até no maximo grupos de cinco alunos, nas
aulas de maior frequéncia. No entanto, na medida do possivel, deu-se preferéncia a

formacéo de pequenos grupos.

Exploramos o trabalho, predominantemente, em pequenos grupos como um
recurso para dinamizar a acdao pedagdgica, estimular a participacdo ativa dos alunos no
processo de ensino-aprendizagem, promover interacdes entre alunos e ajuda-los na
formacdo de conceitos a partir das discussfes levantadas em sala de aula. Por meio
desse trabalho em grupo visamos melhorar a qualidade da interacdo entre os alunos nas
equipes, propiciando relacOes de trocas de experiéncias e informacdes. Portanto, em
uma perspectiva vygotskiana, o desenvolvimento e o aprendizado estéo
interrelacionados e se dao mais eficazmente no convivio social quando os alunos tém
oportunidade de se desenvolver na Zona de Desenvolvimento Proximal, que ocorre na

interacdo com seus pares e com o professor na qualidade de adulto mais experiente.

Nesta perspectiva de trabalho, o professor é o mediador desse processo de
ensino-aprendizagem, propondo desafios aos alunos e orientando-os a resolvé-los.
Assim, por meio de intervencdes, o professor pode contribuir para a elevacdo dos niveis
superiores de desenvolvimento que ainda ndo foram consolidados, mas que estdo em
vias de desenvolvimento estado latente. Este processo se torna mais rico quando sao
oferecidas atividades em grupos, em que os alunos mais adiantados poderdo cooperar

com os demais.

O trabalho em grupo, portanto, estimula o desenvolvimento do respeito pelas
ideias dos outros, a valorizacdo e a discussdo de argumentos, apresentacOes de
resolugdes e questionamentos a partir de diversos pontos de vistas, favorecendo ndo

somente a troca de experiéncia, de informacgdes, mas também criando situacfes que
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favorecam o desenvolvimento da socializacdo, da cooperacao e do respeito mutuo entre

os alunos, possibilitando uma aprendizagem mais significativa e enriquecedora.

O trabalho em grupo foi centrado na acdo/interacdo dos alunos sobre o objeto
de aprendizagem — funcdo — por meio de cooperacdo e compartilhamento entre os
grupos de trabalho e da mediacdo do professor, ndo s6 com a finalidade de facilitar a
aprendizagem, mas também para tornar o0 ensino mais critico e mais criativo, garantindo

a participacéo de todos os envolvidos no processo de ensino-aprendizagem.

N&o recorremos a gravacdo nem a filmagem porque no universo de uma turma
constituida de 44 alunos, as a¢fes poderiam perder naturalidade e ndo tinhamos como
acompanhar com a utilizacdo de tais recursos todas as equipes de trabalho, devendo-se
para este intento um esforco por parte do professor-pesquisador no movimento de
circulacdo na sala de aula tentando acompanhar os trabalhos que foram desenvolvidos
durante cada uma das sessBes de encontros. E também, pelo fato de considerarmos ser
possivel a realizacdo de algumas anotacGes em sala de aula a partir de observacdes
relevantes a investigacdo que estdo presentes nos comentarios de descricdes e
fragmentos de didlogos das aulas, e, termos nos comprometidos com a tarefa de

descrevermos as aulas sempre ao final de cada encontro.

Para um melhor esclarecimento dos codigos de abreviacdo adotados nas
descricdes, fragmentos de didlogos e analises das aulas, o professor-pesquisador foi
representado por PP e o grande grupo por GG. Ainda, tendo em vista a necessidade de
mantermos 0 anonimato dos sujeitos da pesquisa, 0s alunos foram denominados
individualmente por: A01, A02, A03, A04, ..., A43, Ad4, A45. Na lista de frequéncia
havia 0 A14 que nunca compareceu a aula, sendo contabilizados 44 alunos, formando a
turma do primeiro ano do Ensino Médio, constituindo assim o sujeito coletivo da
pesquisa. No final do primeiro semestre houve a transferéncia da aluna A10 e no inicio
do segundo semestre houve a chegada da aluna A46, que ndo apresentou dificuldade de
adaptacdo as aulas. No inicio de outubro houve a chegada da aluna A47, mas ja haviam

acabado os encontros de aulas relativas ao estudo desta pesquisa.

A seguir, registramos como se deu nosso contato inicial com a turma de alunos
e desenvolvemos os estudos relacionados a pesquisa de campo propriamente dita, com
as descri¢Oes e andlises a cada encontro, dividimos em 4 unidades por uma questdo,

meramente didatica, na distribuicdo dos conteudos que teve como objetivo principal
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desenvolver compreensdo das cinco ideias essenciais de fungdes via resolucéo,
proposicdo e exploracdo de problemas. Para andlise das informacfes qualitativas assim
obtidas, durante as a¢fes/interacGes em sala de aula com os alunos, tinhamos além das
grandes ideias de funcGes, as metodologias alternativas de trabalho e a formagéo de

conceitos em que nos apoiamos em Vygotsky.
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5. DESCRICOES E ANALISES DAS AULAS

Nesse capitulo, apresentamos como se deu nossa imerséo na sala de aula como
professor da turma do 1° ano, praticamente, desde o inicio do ano letivo até o final. De
modo que parecesse 0 mais natural possivel para os alunos. Delimitamos o periodo de
pesquisa de campo propriamente dita, trazendo um recorte do que foi nossa experiéncia
didatica em sala de aula, na qual atuamos como professor-pesquisador que pesquisa sua
propria pratica docente, descrevendo e analisando as aulas que foram ministradas sobre
o0 conceito de funcdo, fungdes afins, funcbes quadraticas e funcbes exponenciais.
Terminamos as discussdes dessa experiéncia em sala de aula, trazendo uma sintese
resultante das descri¢cdes e andlises que foram feitas durante a execucdo desse trabalho

de campo.

5.1. Primeiros contatos

Na escola, no inicio do ano letivo, houve algumas mudangas relativas a
distribuicdo de turmas. Até que se pudessem ajustar o horario da escola e definir a turma
de trabalho para a realizacdo desta pesquisa. Por isso, justificamos aqui outro professor
ter iniciado as aulas nesta turma. Anterior ao inicio desta pesquisa, ministramos aulas,
dando continuidade a programacao que se iniciara com outro professor que trabalhou o
contetdo de Matematica conjuntos.

Os contetdos por nos trabalhados, antes do inicio desta pesquisa, foram:
resolucdo de problemas com conjuntos, conjuntos numéricos, intervalos numéricos e o
plano de coordenadas cartesianas. Neste trabalho em sala de aula tivemos oportunidade
de conhecer melhor a turma de alunos e introduzi-los, gradualmente, em um ambiente
de resolucédo de problemas. No inicio houve muita resisténcia a essa nova abordagem de
ensino-aprendizagem por parte dos alunos, porque eles estavam acostumados ao
professor apresentar as resolucbes dos problemas e explicar, primeiramente, 0s

conteudos para em seguida passar uma lista de exercicios para eles resolverem.
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Antes da acdo/interacdo propriamente dita para esta pesquisa, houve um
trabalho impedindo que os alunos criticassem ou debochassem dos colegas que
cometiam erros em que tinham que atuar perante a turma. A intervengdo também neste
periodo se deu no sentido de se construir um ambiente de respeito as diferencas, do
saber ouvir, do respeitar a fala do colega no trabalho em grupo e do saber se posicionar

diante dos colegas na defesa de argumentos nas plenérias promovidas em sala de aula.

Foi necessario em alguns momentos conscientiza-los, neste periodo de
adaptacéo, pois os alunos eram adolescentes e estavam em fase de formacéo de atitudes
e personalidades. Pedimos para alguns alunos retirar o fone de ouvido no transcorrer
das sessdes de trabalho, retirassem os pés das carteiras, deixassem a maquiagem para
antes ou depois da aula. Aos poucos eles foram se desvencilhando dos antigos habitos
porque a atividade em sala de aula requereu por parte deles uma atitude de participacao
ativa durante toda a aula, desde a leitura individual, ao trabalho em equipe que se deu

preferencialmente em pequenos grupos, na solicitacdo de registro e defesa para o grande

grupo.

Desde os primeiros dias de aulas deixamos acordado que a avaliacdo deles
seria realizada durante todo o processo de ensino-aprendizagem, em todos 0s momentos
e continuamente eles estariam sendo avaliados e que a avaliagdo seria
predominantemente qualitativa. O resultado da avaliacdo bimestral € extraido de
somatorios das atividades (SA) desenvolvidas em sala de aula e uma verificacdo de
aprendizagem (VA) individual no final do bimestre. O resultado final a cada bimestre é
feito da média aritmética entre SA e VA. Por outro lado, o regimento escolar recomenda
que a avaliacdo seja continua e deva priorizar 0s aspectos qualitativos em relacdo aos

quantitativos.

A acdo/interacdo foi iniciada em 19/04/2012 com término em 30/08/2012,
periodo este correspondente a aproximadamente duas unidades letivas, com um recesso
no meio desse periodo, sem contar também com a semana destinada a provas de
unidades de todas as disciplinas, obedecendo assim a organizacdo interna da escola, em
torno de dois meses efetivos, no qual se criou as condig¢des para o levantamento/coleta
de dados por meio das aulas ministradas, notas de aulas, analises das descri¢bes das

aulas e producdes escritas dos alunos ao final de cada encontro de aulas.
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A sequir, apresentamos as descri¢des e analises das aulas, que corresponde ao
recorte do trabalho de campo, mostrando um continuo de uma sala de aula, explorando
o conceito de funcdo, funcdo afim, funcdo quadrética e funcdo exponencial, visando o

desenvolvimento de compreensao de ideias essenciais de funces.

5.2. Unidade didatica I: Conceito de fungdo

Nessa unidade didatica, totalizamos 8 horas-aula, distribuidas em 6 encontros
com descricbes e andlises de cada aula. Exploramos o conceito de funcdo e
representaces multiplas de funcgdes, a partir dos problemas da Matematica Discreta e
de contextos de padréo concreto. As fungGes inversas e as fungdes compostas foram
justificadas na resolucdo e exploracdo de problemas, sem excesso de simbologia e de

manipulacdes algébricas.

5.2.1. Descricao e analise do encontro 01

Aulas 01 e 02 (Data 19/04/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 1.1: Conceito de funcéo e representagcGes multiplas de
fungdes.

Neste encontro, trabalhamos a Atividade 1.1.

Atividade 1.1: A secretaria de uma escola de Ensino Médio precisa comprar
dois tipos diferentes de produtos de escritério para a sala da diretoria. O primeiro
produto tem preco unitario de R$ 5,00 e o segundo produto tem prego unitério de R$
10,00. A secretaria tem R$ 100,00 disponiveis para usa-los ha compra desses dois tipos

diferentes de produto. Pede-se:

A) Montem uma tabela mostrando a relagdo entre todas as quantidades
possiveis na realizacdo de uma compra incluindo esses dois tipos diferentes de

produtos;

B) Facam um esboco grafico dessa relacdo entre essas duas quantidades;
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C) Descrevam a equacao que expressa a quantidade de produtos de R$ 10,00

relacionada a quantidade de produtos de R$ 5,00;

D) Determinem para quais valores numéricos esta definida a quantidade
possivel na compra de produtos de R$ 5,00 nessa relacéo;

E) Encontrem a variacdo dos valores para a quantidade possivel na compra de
produtos de R$ 10,00 nessa relagéo.

Distribuimos a atividade 1.1 em papel impresso e papéis milimetrados para
todos os alunos e, em seguida, pedimos-lhes que fizessem primeiramente uma leitura
individual do problema. Apds a leitura, houve inicialmente algumas manifestagcdes por
parte de alunos, como o caso do aluno A41, disparador do seguinte dialogo entre
professor-aluno(s) e vice-versa:

A41: Eu posso comprar 20 produtos de R$ 5,00 ou 10 de R$ 10,00, j& que os dois resultados

ddo R$ 100,00.

PP: Facam uma leitura mais atenta do problema, vejam que existe uma condigdo. (Pausa) E
agora, vocé acha que é possivel?

A41: Nao professor, ela precisa comprar sempre dois tipos diferentes de produtos.

PP para o GG: Ok! Pessoal. A aluna A41 chegou a conclusdo de que a secretaria ndo pode
comprar somente um tipo de produto, vocés concordam com ela?

GG: Concordamos (coro)

Al18: Professor, eu tentei comecar com 1 produto de R$ 5,00, mas ndo teria como fazer
compras de produto de R$ 10,00 pra dar R$ 95,00. Ent&o, eu pensei compro 50 reais de cada
produto, ou seja, 10 produtos de R$ 5,00 e 5 produtos de R$ 10,00, seria essa a resposta?

GG: Sim (Alguns alunos responderam)

PP: Ok! Concordo com vocés. Porém, essa é apenas uma opcao de compra e nos precisamos
obter todas as quantidades possiveis de compra distribuindo os dois tipos de produtos
(dirigindo-se ao GG). Bom, pessoal. Formem grupos de quatro alunos para vocés trocarem
ideias e discutirem juntos as suas solugdes.

A35: Professor, eu encontrei algumas solugées. Acabei.

PP: Falta fazer mais, continue.

Demos um tempo a turma e continuamos circulando pelos grupos. Observamos
que boa parte dos grupos ja haviam completado todas as possibilidades. Perguntamos ao
grande grupo sobre as possibilidades de compras e eles disseram por unanimidade que

eram 9.

Comentario: Observamos que os alunos A08, A16, A29, A39 usaram 0 método de tentativas
sucessivas e elencaram todas as quantidades possiveis de distribuicdo na compra dos dois tipos
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de produtos sem seguir nenhuma ordem, apresentando dificuldades na organizacdo de dados
que sdo bastante (teis para a observacdo de regularidades de padrbes e também na construcao
de gréaficos de fungdes. A representacdo numérica segundo Friedlander e Tabach (2001)
precede todas as outras na resolugéo de problemas.

Pedimos para o grande grupo prestar atencdo na montagem da tabela para que
eles pudessem organizar melhor os dados encontrados. No entanto, alguns alunos nédo

atenderam a essa solicitacdo e mantiveram suas tabelas como ja haviam feito.

Comentario: Ficamos surpresos com o aluno A43 que até entdo sempre demonstrou sentir
muita dificuldade nas aulas de Matematica e foi o primeiro aluno a nos mostrar a representacdo
tabular com os dados organizados e o grafico corretamente pronto. Pareceu-nos, a partir do
caso em questdo, quando os alunos fazem matematica em um ambiente de resolucdo de
problemas, ela se torna um empreendimento mais satisfatorio, portanto os individuos que se
sentem incomodados com um ensino centrado no professor comegam a desenvolver mais
autonomia.

Solicitamos para o aluno A43 dar continuidade ao trabalho e socializar suas
formulacGes e validagcfes para 0 pequeno grupo do qual fazia parte. Logo, em seguida o
aluno A20 que estava em outra equipe de trabalho nos pergunta: O que é esboco?
Respondemos que do ponto de vista matematico para o que foi solicitado em questéo,
trata-se do desenho do grafico dessa relacdo. Referimo-nos assim, sem muito rigor
matematico, nem mesmo, no sentido do dicionario Ferreira (2011), quando se refere ao
delineamento em linhas gerais de uma obra de desenho, ou seja, um conjunto de tracos

iniciais para dar ideia de esbogo.

Comentério: Os alunos A06, A20, A30 e A45 estavam no mesmo grupo e representaram essa
relagdo por meio de uma reta. Por outro lado, a maioria dos alunos representou a relagéo
normalmente através de um conjunto de pontos discretos. Fica parecendo que a representacdo
por uma reta é mais comum, quando o aluno ja estudou gréfico de funcdo afim em anos
anteriores. As representagdes gréficas de funcdes discretas do ponto de vista historico séo as
primeiras compreensdes da nocdo de funcdo como relagdo entre quantidades, enquanto as
representacdes de funcdes de varidvel real por meio de uma curva continua surgem com a ideia
de movimento. As alunas A40 e A44 ndo conseguiram representar a relagdo entre as
quantidades na compra de dois produtos diferentes por meio de uma equagdo algébrica. Elas
foram os Unicos alunos que ndo estavam engajados efetivamente no seu grupo, embora
tenhamos nos aproximado delas para incentiva-las a trabalhar em grupo. Como os demais
alunos estavam empenhados no trabalho em grupo, isso provavelmente favoreceu a troca de
ideias e acabaram encontrando algum tipo de representacdo algébrica. O aluno no Ensino
Médio ja vivenciou a Algebra, no estudo das equacdes e facilmente no trabalho em equipe
conseguiram chegar a equacdo linear que modela o problema proposto. Agora, no Ensino
Médio, precisamos verificar se eles haviam compreendido a ideia de variavel, se eles haviam
dado o salto qualitativo de que o x é uma variavel relacionada ao y na funcdo, representando
uma funcao onde as letras apresentam relacdo de interdependéncia.

Circulamos por varios grupos de alunos, escutando-os e observando as suas

representagdes no desenvolvimento da questéo da letra C.

Comentério: Observamos que a representagdo mais usual foi a equacéo linear 5x + 10y =
100, provavelmente porque ela estd modelizando a situacdo-problema. Mas, esperavamos
encontrar a solucdo de algum ou mais alunos que pusesse a equacao na forma convencional de
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funcdo, pois ela permite mostrar a relagdo de dependéncia entre as variaveis x e y. Segundo
Booth (1984/1995), nas equacdes algébricas resolvemos problemas colocando x como
incognita e o sinal de igualdade como indicador de uma relacdo de equivaléncia. Enquanto na
exploracdo desse problema proposto intentdvamos que os alunos percebessem que as letras x e
v no problema proposto fossem vista como variaveis que variam entre si e o sinal de igualdade
passasse a ser visto, ndo mais indicando uma equivaléncia de expressdo algébrica como na
equacdo, mas sim indicando uma relagdo entre quantidades variaveis no estudo de funcéo.

Pedimos para o grande grupo prestar atencdo na pergunta da questéo da letra C,
ja que ela pede a equacéo algébrica que esta relacionando a quantidade de produtos de
R$ 10,00 a quantidade de produtos de R$ 5,00. Enfatizamos na ideia de uma primeira
grandeza mudando uma segunda grandeza de modo que eles pudessem distinguir a
variavel independente e dependente, mesmo sem explicitar os termos nesse momento da
aula.

Comentario: Possivelmente tenhamos induzido os alunos a buscar outra equacdo. O grupo
composto por A06, A20, A30, A45, escreveu abaixo da equagéo linear 5x + 10y = 100, a
equagdoy = 10- %x. Nossa expectativa era de que pudessem apresentar a equacao algébrica
da fungdo, mostrando a relacdo de dependéncia entre as variaveis, sendo x a variavel
independente (campo de defini¢do da funcdo) e y a varidvel dependente (campo de variacéo da
fungdo). Observamos que, por meio da nossa mediagcdo, os alunos conseguiram realizar a
transicdo das equacOes para as fungdes, notando que as func¢bes foram criadas para representar
variagBes entre duas grandezas.

Inquirimos ao pequeno grupo como eles fizeram para obter esta nova equacao.
Os alunos A30 e A20 deram respostas no sentido da percepcao de suas conclusdes por
meio da visualizacdo da tabela e do grafico, mas ndo justificaram com maiores
explicages.
Comentério: Os alunos haviam percebido o comportamento dessas variacdes, investigando a
tabela e analisando o gréfico da funcéo, embora ainda ndo conseguissem explicar nem justificar
sua compreensdo. Os alunos precisam avancar na metacogni¢do, adquirindo controle e
consciéncia dos processos de aquisicdo do conhecimento que estava sendo desenvolvidos com
uma compreensdo dos conceitos matematicos. Pois, de acordo com Vygotsky em Van der Ver
e Valsiner (2009), o treinamento de habilidades metacognitivas possivelmente se refletira no

modo como os individuos resolvem problemas, na tomada de decisdes e no uso de
representagdes mentais.

Observamos que eles haviam dispensado qualquer artificio de calculo para
chegar aos resultados obtidos, enquanto outros alunos realizaram transformacoes
algébricas para chegar a uma resposta satisfatoria para essa questdo do ponto de vista da
Matematica para a representacdo da equacdo, mostrando a relacdo entre a quantidade de
produtos de dez reais e a quantidade de produtos de cinco reais.

Comentario: Apenas os alunos Al18 e A36 transformaram a equacdo, demonstrando passo a

passo 0 processo algébrico, por eles utilizado, com compreensdo. Os demais alunos do seu

grupo apenas escreveram as respostas dos seus colegas, pois, quando inquiridos sobre o

processo de resolugdo ndo havia compreensdo do que eles haviam registrado como céalculo
algébrico. Circulando pela sala de aula, pudemos observar que a maioria dos alunos
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responderam as letras D e E através de dois conjuntos por extenso {2, 4,6,8,10,12,14, 16,18}
e{1,2,3,4,5,6,7,8,9} respectivamente. Os alunos nos seus grupos nos perguntavam se estava
certo. O aluno fica sempre esperando que o professor confirme ou ndo a resposta. Veja se esta
certa ou errada! Notamos que ha falta de habilidades metacognitivas. O aluno ndo é capaz de
avaliar o seu proprio processo de aprendizagem, ele se torna dependente do professor. Os
alunos A07, A27, A41 e A45, além da representacdo por extenso, responderam do seguinte
modo: {x e N/2 <x<18}ef{xeN/1 <x <9}.

O contetdo de intervalos numéricos foi trabalhado dentro de situacOes-
problemas e contextos que foram significativos para os alunos como as questdes
envolvendo pontuagdo de diversas modalidades esportivas, antes de darmos inicio a esta
pesquisa. Provavelmente, por essa razdo, essas respostas tenham surgido com
naturalidade. Apenas o aluno A10 percebeu que o intervalo da letra D ndo poderia ser
representado como subconjunto dos numeros naturais compreendidos entre 2 e 18
porque sé podiam ser nimeros naturais pares entre 2 e 18, incluindo o 2 e 0 18, apesar

do aluno A10 nédo saber como escrever isso em linguagem simbolica.

Comentario: Preferimos ndo levar essa questdo nesse momento para o GG, deixando-0s bem a
vontade na resolugdo do problema para que eles pudessem aproveitar os Gltimos momentos da
aula trocando ideias com os seus parceiros de equipe. Ficamos atentos ao desenvolvimento da
atividade que foi proposta aos alunos. Porém, neste primeiro momento, acompanhamos 0s
trabalhos que os alunos estavam realizando sem haver uma interferéncia mais direta sobre as
decises tomadas por eles.

Por meio de representacbes multiplas no trabalho em grupo, os alunos
utilizaram tabelas, equacdes e graficos e, ainda de maneira intuitiva, conseguiram
escrever 0s conjuntos do dominio e imagem dessa relacdo sem usar essa homenclatura,
apenas enumerando a varia¢do de cada produto. O conceito de funcdo é muito complexo
segundo estudos de Markovits, Eylon e Buckheimer (1995) e Cooney et al. (2002),
porque envolve os componentes da definicdo de funcdo, tais como o seu dominio e a
sua imagem, devendo serem introduzidos na medida em que forem aparecendo nos
problemas trabalhados em sala de aula e, também, devido as suas diversas

representacdes.

Iniciou-se uma primeira leitura individual, em que os alunos realizaram
algumas consideracGes e primeiras inferéncias na tentativa de obter uma solucéo para o
problema. Os alunos resolveram a situagdo-problema, usando representacfes multiplas
que foram favorecidas pelo trabalho em equipe. Percebemos que a resolucdo de
problemas favorece o aluno que ndo gosta da inércia de uma sala de aula, onde o

professor trava mondlogos, como o caso do aluno A43, que nos surpreendeu mostrando-
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se ativo e engajado na resolucdo do problema e possivelmente com outra metodologia

se mantivesse estatico, esperando o professor dar uma solucao.

Entretanto, registramos falta de processos metacognitivos de um modo geral na
turma, pois ainda ndo viamos os alunos analisando o seu proprio pensamento, esperando
que o professor confirmasse se a solugdo encontrada por eles estava certa. Houve
confrontos de ideias, rejeicGes e consensos entre eles nos seus respectivos grupos. Nesse
primeiro encontro ndo houve formalizacdo do conhecimento matematico como etapa
final da aula. Deixamos os alunos trabalhando livremente em grupos e circulamos na

sala de aula observando o trabalho dos alunos na resolucao de problemas em grupo.

Predominantemente, a aula foi dialogada na interacdo professor-aluno e
professor-alunos. As interacdes entre os alunos entre si ocorreram no trabalho em grupo,
mas nao tivemos como registrar todos os dialogos que estavam acontecendo em sala de
aula em todos os grupos de trabalho, pois ficamos observando o desenvolvimento das
resolugdes que os alunos estavam realizando e ndo fizemos mais intervencées no final
da aula deixando-os livres para interagirem entre eles. Por outro lado, pudemos
constatar esse nivel de interacdo entre alunos por meio da producdo coletiva das

respectivas resolugdes que eles apresentaram.

Optamos, inicialmente, por realizar pequenas intervengdes porque nao
queriamos deixar os alunos desmotivados para o trabalho e houve menos interferéncia
quando o aluno estava trabalhando nos seus respectivos grupos. Tanto nds, na qualidade
de professor-pesquisador, como os colegas mais experientes fizeram o papel de
mediadores, favorecendo a aprendizagem, onde os alunos puderam sair do
desenvolvimento potencial para o real. Portanto, a ponte foi representada pelos alunos e
o professor que trabalharam no que Vygostsky (2007) chamou de Zona de
Desenvolvimento Proximal (ZDP), responsaveis pelas variagdes que ocorreram durante

esse primeiro encontro.

Podemos evidenciar que os alunos mobilizaram conhecimentos numeéricos
como a de representacdo de conjuntos numéricos por extensao e por compreensao de
propriedades, justificando sua linguagem a partir da necessidade surgida durante a
resolucéo de problemas. Também na construcao de tabelas, ao realizarem levantamentos
de informagdes do enunciado do problema. Quanto ao conhecimento algébrico, os

alunos modelaram o problema por meio de uma equacéo linear e, depois da mediagédo
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do professor, a equacdo funcional do problema e o grafico de funcdo apareceram. E

quanto ao conhecimento geométrico, eles representaram a funcdo por pontos discretos

no dominio dos nimeros naturais, com exce¢do de uma das equipes de trabalho que

uniu os pontos tracando uma reta.

5.2.2. Descricéo e analise do encontro 02

Aula 03 (Data 20/04/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 1.1: Conceito de fungdo e representacdes multiplas de
funcdo.

Neste encontro, continuamos explorando as questdes da atividade 1.1.

Apresentacdo de quatro resolucbes que foram selecionadas, mostrando a

frequéncia maior de respostas comuns pelos alunos, resolucdes estas, que foram

digitalizadas e mostradas em data show para discussdes, consensos e possiveis

refutacbes. A primeira projecdo apresentou a questdo A, resolvida pelo aluno A39,

montando uma tabela sem seguir uma ordem na sua apresentacéao.

[=
[y
[=

)
\¥]

Figura 06: Resolucéo da atividade 1.1 do aluno A39, representando seu grupo.
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Comentario: Podemos perceber que houve uso e abuso do sinal de (=). Por outro lado,
ilustramos as atividades tais quais foram apresentadas pelos alunos e podemos observar que
eles utilizaram o método da tentativa e erro, mesmo nao tendo postos corretamente o sinal de
(=) e de ndo terem colocado a unidade de medida (R$). Embora, esta Gltima apareca na tabela
que eles construiram.

Perguntamos aos alunos o que eles achavam dessa solucdo, alguns alunos
responderam que a tabela ndo estava em ordem. Dai, corroboramos com o grande grupo,
sugerindo que poderiamos melhora-la. E logo em seguida apresentamos para a turma a
atividade relativa a essa mesma questéo pelo aluno A06, representando o seu grupo.

Figura 07: Resolucéo da atividade 1.1 do aluno AO6, representando seu grupo.

PP: E agora, esta melhor assim a tabela feita pelo aluno A06?
GG: Sim. (Um coro total)

PP: Por qué?

A19: Porque é melhor pra desenhar o gréfico.

PP: Mas mesmo assim isso ndo impediu o aluno A39 de localizar todos os seus pontos
corretamente no grafico.

A19: O importante é saber localizar os pontos no gréfico.

PP: Certo! Porém, eu entendo a necessidade de colocar as ideias em ordem. Em outra
situacdo, a falta de organizacdo pode atrapalhar o raciocinio. No entanto, € por meio de
tentativas, como foram feitas pelo o aluno A39 junto com seu grupo, que vamos descobrindo as
coisas em Matematica e somente depois desse desenvolvimento é quando podemos passar a
organizar as informacfes encontradas. Agora, eu gostaria que vocés se concentrassem na
letra C apresentada pelo aluno A06: 5x + 10y = 100. Ok. Vou passar para a solucédo

apresentado pelo aluno A07. Percebem que ele mostrou uma segunda relagdo y = 10 — %x?
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Figura 08: Resolucéo da atividade 1.1 pelo aluno AO7, representando seu grupo.

Comentario: Podemos perceber que no intervalo da letra D, faltou restringir os valores do
intervalo em somente pares, pois ndo serve 3,5, 7,9, ..., 17.

A21: Professor, eu entendi que 10 menos a metade da quantidade do produto 1 d4 a
quantidade do produto 2.

PP: Vocés concordam com A21?

A18: Té correto. Pois, 10 -2=9,10-2=8,10-2=7,10-2=6,10->=510- =4,
10— 12—4 =3,10- 12—6 =2,10- 12—8 = 1. Bate direitinho nessa nova equagao.

PP: Bem, mas serd que existe um método em que nds possamos encontrar essa relagéo
diretamente da equacéo 5x + 10y = 100?

GG ao PP: Sei ndo, professor. Ah! Eu sei fazer (Algumas vozes).

PP: A aluna A36 apresentou uns artificios de calculos algébricos para chegar numa outra
solucdo. A36, vocé poderia vir ao quadro nos mostrar como vocé fez para chegar a solugdo

y=10—§x?

A27: Eu posso ir. (Dirigiu-se a lousa para registrar o seu procedimento operatorio).

Depois que a aluna A36, desenvolveu a questdo da letra C na lousa. Fizemos o

papel de tradutor do seu pensamento em uma exposi¢do dialogada, fazendo os alunos

recordarem-se dos principios aditivo e multiplicativo no célculo algébrico para isolar vy.

Perguntamos se os alunos haviam compreendido o processo adotado pela aluna A36 e

eles todos pareceram concordar. Projetamos o grafico esbogado pelo aluno A43:

133



Figura 09: Representagdo grafica da atividade 1.1 do aluno A43, representando seu grupo.

Comentario: Podemos perceber, neste grafico, que o aluno A43, ndo teve o cuidado de nomear
os eixos, dificultando a leitura do grafico, pois ndo da para identificar qual é a variavel
dependente e a independente no plano cartesiano em questao.

PP: E ai, esté certo? Todos pareceram concordar e nesse momento, o professor perguntou ao
GG. E se nés unissimos os pontos, vocés acham que ficaria certo?

A41: Ndo, professor. Nas aulas de reta numerada ficou claro que a gente sé pode unir os
pontos se existirem infinitos pontos entre um e outro.

PP: Ok, A41. Vejam vocés que o problema se refere a uma situacdo de um contexto do mundo
real. Portanto, o dominio est4 no conjunto dos numeros naturais. Logo, os valores sdo
discretos, eles ndo existem continuamente. Mas apenas em momentos ou locais especificos.

Retomamaos a projecédo do aluno A06.

PP: Concentrem-se, agora, nas letras D e E. O que vocés acham dessas solugdes? (O GG
pareceu concordar). E agora, mostrando a proje¢do do aluno A07. Olhem para as soluges
das letras D e E, vocés concordam com essas respostas?

A10: Professor, a letra D sé pode ser nimeros pares?

PP ao GG: Vocés concordam com o aluno A20.

GG: Sim (Coro). Mas, por qué?

A45: Neste caso é melhor representar esse conjunto por extenso.

PP: Vou lhes apresentar uma solugdo por compreensdo de propriedade desse conjunto que
seria mais adequada do ponto de vista da Matematica {x € N onde x = 2n para todo n €
N/2 < x < 18} (registramos na lousa essa solucéo).

GG: Isso é muito dificil, professor. (Alguns alunos comentaram)
PP: Vocés entenderam o porqué de termos que explicar melhor a variagéo de nimeros pares?

A10: Mais ou menos, eu sei que todo nimero par é maltiplo de 2 e divisivel por dois por isso
ele pode ser representado por 2n.

PP: Ok. (A sirene toca).
Devido as dificuldades apresentadas pelos alunos tanto, em estabelecer uma
relacdo entre a variacdo de quantidades na representacao funcional algébrica quanto na

anotacdo de conjuntos dominio e imagem, em realizar generalizacbes de ideias e
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convencgdes matematicas, escolhemos, para esse encontro, um trabalho mais diretivo
num sentido de chamar a atencao dos alunos para as producdes de significados da noc¢ao

de funcdo, representagcdes multiplas e conjuntos dominio e imagem de fungé&o.

Andlise das formulacbes e validagdes produzidas no trabalho dos alunos em
grupo, mobilizando multiplas representacOes: tabulares, equacdes e graficos. Embora
tenhamos dirigido o debate por meio de questionamentos e provocacgdes, 0s alunos
realizaram consensos e indicios de refutacbes de ideias, sobretudo nas multiplas
equacdes equivalentes na representacdo algebrica da funcdo. Entretanto, quando
precisamos traduzir o pensamento da aluna A36, ficou evidente para nos que faltou
exercitarmos na turma a metacognicdo, pois o ideal seria, naguele momento da aula, que
a aluna A36 explicasse 0 seu pensamento para a turma, podendo avaliar a sua produgéo
e ganhando mais seguranga na apresentacdo de suas resolucdes para sua turma.
Finalizamos a aula por meio da apresentacdo da linguagem matematica do conjunto

dominio do ponto de vista mais rigoroso da Matematica.

Devido a nossa preocupacdo em relacdo ao tempo pedagdgico de uma aula de
50 minutos, houve uma predominancia do didlogo entre professor-aluno e professor-
alunos. Embora na sistematizacdo da representacdo convencional do conjunto dominio
entre nimeros pares, pudemos registrar a interacdo entre dois alunos entre si. De modo

geral, a mediacdo ocorreu por meio do professor e pela producéo coletiva dos alunos.

Foi possivel aos alunos analisarem as representacbes mdaltiplas de funcdes
produzidas por eles mesmos a partir das confluéncias de ideias, onde uma funcdo nao
muda porque mudou a sua representacdo, favorecendo realizar conexdes entre as
representacbes nos campos numeérico, algébrico e grafico. Estas visdes das
compreensdes essenciais da ideia de representacdes multiplas podem ser referendadas
nos estudos de Van de Walle (2006) e Cooney, Beckmann e Lloyd (2010). Ndo houve
nesse momento, por parte dos alunos, indicios da compreensdo de que algumas
representacdes de uma funcdo devem ser mais Uteis que outras, dependendo do

contexto.

No entanto, neste encontro, os alunos evidenciaram compreenséo intuitiva de
funcdo como relacdo de dependéncia entre grandezas que é constituinte de uma primeira
compreensdo para chegar ao conceito formal de fungéo, segundo Cooney, Beckmann e

Lloyd (2010), isto é, compreenséo essencial 1a com a ideia de associa¢do dos elementos
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do dominio com valor Gnico para os elementos do conjunto imagem. As ideias de
variacdo do campo de definicdo (dominio) e campo de variagdo da funcdo (imagem)
foram exploradas de forma intuitiva, sem haver nomeacdo e defini¢des formais desses
componentes do conceito de funcdo, ja que podemos indiciar as primeiras compreensdes
da existéncia desses elementos com a percepcdo dos alunos em realizar uma distingédo

entre uma e a outra forma de variagao.

A compreensdo conceitual correspondente & compreensdo essencial 1b, de
acordo com Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), pbéde ser registrada através dos
dialogos estabelecidos em sala aula com a compreensdo de que existem funcdes
discretas e continuas, a primeira sendo representada por pontos discretos e a segunda
unindo-se 0s pontos que da uma ideia ampla de fungdes, ndo se restringindo apenas as

fungdes continuas.

A linguagem convencional da Matematica com seu carater rigoroso e formal,
ndo fora de facil apropriacdo. Apesar do nosso trabalho de mediagdo, no papel de
tradutor dessa linguagem, sua aquisicdo é demorada e demanda certo tempo ao longo do
curriculo escolar de Matematica, pudemos observar que a maioria dos alunos néo
compreendeu a notacdo convencional do conjunto dos numeros inteiros pares
compreendidos entre a e b, excluindo a e b. Provavelmente, porque essa linguagem
seja muito rebuscada para as mentes dos nossos adolescentes, que preferiram a
representacdo do conjunto por extenso. Novamente, podemos evidenciar que a
representacdo numérica é mais espontanea com os alunos, mobilizando-as sozinhos sem
a nossa intervencdo, enquanto a representacdo algébrica requer a nossa mediacdo de

modo que os alunos possam atingir niveis mais sofisticados e abstratos de pensamento.

5.2.3. Descricéo e analise do encontro 03

Aula 04 (Data 25/04/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 1.2: Conceito de funcgdo e representagcdes multiplas de
funcdes.
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Neste encontro, trabalhamos a atividade 1.2:

Atividade 1.2: Um hotel projetado, recentemente, tem P quartos pequenos
medindo 25 m? e G quartos grandes medindo 40 m?. Os arquitetos tém 1000 m? de

espaco disponivel.

A) Montem uma tabela, mostrando a relacéo entre todas as areas possiveis na
distribuicdo desse espago de 1000 m? disponiveis para a construcéo de quartos com as
medidas P e G.

B) Escrevam uma equacdo que expresse a quantidade de quartos grandes em

relacdo a quantidade de quartos pequenos, ou seja, relacionando P e G.
C) Determinem o seu dominio e o seu conjunto imagem;

D) Os planos para o hotel, na questdo anterior, foram revistos e a quantidade de
espaco disponivel aumentou para 1600m?. Encontre a nova relacdo entre essas
quantidades. Esboce seu grafico junto com o grafico original. Como podem ser
comparados os dois graficos? (Adaptado do livro: MCCALLUM et al., 2011. p.127-
128)

Entregamos o texto da situacdo-problema 1.2 em papéis impressos e papéis
milimetrados para os alunos. Em seguida, pedimos-lhes que fizessem uma leitura inicial
sozinhos da situacdo proposta e demos-lhes um tempo para que a resolvessem. Nesse
interim, pedimos para os alunos formarem grupos constituidos de trio, podendo assim
facilitar a realizacdo da tarefa no compartilhamento de ideias, um ajudando o outro num
trabalho de cooperagéo e colaboragdo. Deixamos os alunos, trabalhando nos grupos e,
de quando em quando, circulamos na sala de aula para acompanhar o desenvolvimento

das questdes pelos alunos.

A29: Professor o que é o dominio e a imagem? Ainda ndo foi falado isso pra gente.

PP ao GG: Nesse primeiro momento, vamos chamar de dominio o conjunto formado por todos
os elementos de entrada que dizem respeito a variagédo da quantidade de quartos pequenos que
podem ser distribuidos no espago que foi disponibilizado. E o conjunto imagem, o conjunto
formado por todos os elementos de saida que dizem respeito a variacdo da quantidade de
quartos grandes que podem ser distribuidos na area disponibilizada.

A36: O dominio é o conjunto da primeira coluna da tabela e a imagem é o conjunto formado
com os elementos da segunda coluna da tabela que acabamos de montar.

PP: Essa ndo é uma resposta mais apropriada do ponto de vista da Matematica, mas faz
sentido.
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PP ao GG: No6s podemos entender o dominio como o campo de definicdo da fungdo com
valores que estdo no eixo horizontal. E a imagem, o campo de variagéo da funcdo com valores
que estao no eixo vertical, relacionados aos elementos do dominio.

A30: Professor é pra gente construir dois graficos?

PP ao GG: Sim, mas é para eshocar o gréafico da nova relagéo junto com o grafico original e
assim poder comparar melhor os dois graficos.

All: Eu ja fiz professor.
PP ao GG: Comparando os dois graficos, o que vocés percebem?
A36: Eles possuem a mesma distancia, porém seus pontos ndo se encontram.

PP: Isso mesmo, os pontos do grafico original manttm a mesma distancia dos pontos do
grafico dessa nova relacéo.

Dividimos a lousa em trés partes e selecionamos trés alunos representantes de
equipes distintas para registrar a resolucdo das questdes na lousa. Salvo algumas
pequenas divergéncias, de modo geral todos haviam realizado as resolu¢bes mais ou

menos parecidas.
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Figura 10: Resolucéo da atividade 1.2 apresentada pelo aluno A27, representando seu grupo.
Diante do exposto, resolvemos fazer mais perguntas ainda relacionadas a

. ~ ~ 5
situacdo-problema 1.2. Escrevemos as duas equacOes na lousa y; = 25— Sxe

5 . . ,
vy, =40 — 5 X em seguida pedimos para os alunos observarem o que ha de comum
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~ .. 5
entre as equagdes. Nesse momento, apenas o aluno A12 respondeu o coeficiente — =

Insistimos com o grande grupo com a pergunta do que eles achavam desse coeficiente

estar relacionado com alguma propriedade.

Figura 11: Representacdo gréfica da letra D para o comportamento dos graficos esbogados no mesmo
plano pelo aluno A20, representando seu grupo.

Comentério: O eixo x e y estdo registrados, porém como o problema estd inserido em um
contexto, faltou nomear x indicando valores do tamanho de quartos pequenos e y indicando
valores de tamanho de quartos grandes.

A40: Eu acho que tem a ver com o fato do gréfico ser parecido.
Al18: A gente também notou que 0s pontos nos dois gréaficos tém a mesma distancia.

A19: Também é do mesmo tipo, s6 muda a area que passou de 1000 m? para 1600 m?. Mas,
os tipos de quartos permaneceram 0s mesmos.

PP: De fato, podemos explorar muita coisa ainda e os comentarios de vocés fazem sentido.

Comentério: Como a taxa de aumento fora a mesma para as duas fungdes e os graficos dessas
fungdes subiram na mesma inclinagdo, os alunos haviam percebido que de modo geral, se o
comportamento de duas func¢Bes distintas mantiver a mesma distancia uma da outra, terdo
consequentemente a mesma taxa de variagdo e ambas serdo paralelas. Isso contribuiu
significativamente para os alunos desenvolveram uma compreensdo inicial do conceito
essencial de funcdes, a ideia de taxa de variagdo. Essa observacédo por parte dos alunos também
podera fornecer um bom alicerce para a compreensdo da ideia de funcéo afim.

PP: Na situacéo-problema 1.2, acabamos de ver que a area do espaco a ser distribuida para
cada valor da variacdo da quantidade de quartos pequenos est4 associada a um dnico valor
para a variacdo da quantidade de quartos grandes. Isto, em Matematica, significa dizer que a
quantidade de quartos grandes depende da quantidade de quartos pequenos. Em outras
palavras que a quantidade de quartos grandes é fungdo da quantidade de quartos pequenos.

Continuamos em uma exposicéo dialogada, exemplificando para a turma varios
exemplos de fungdes em situacdes do nosso dia a dia. Por exemplo: o crescimento de
uma planta é funcdo dos dias decorridos a partir da plantacdo da muda; o valor a ser
pago num posto de gasolina é funcdo da quantidade de combustivel que se coloca; o
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resultado das elei¢cbes ¢ uma funcdo dos gastos de campanha; a distancia que um
automovel percorre, mantendo a mesma velocidade é fungdo do tempo para um dado
percurso; o pagamento mensal de um vendedor de loja é funcdo da quantidade de pegas
por ele vendidas no més. Também na geometria, por exemplo: o perimetro de um
triangulo equilatero é funcdo do seu lado; a area de um quadrado é também funcdo do

seu lado, dentre outros.

Comentario: Gradualmente, fomos introduzindo a compreensdo essencial la do conceito de
funcdo conforme apresentado pelos autores Cooney, Beckmann e Lloyd (2010). A partir da
exploracdo do problema proposto pelos alunos, fomos sistematizando a ideia de unicidade com
apresentacdo da linguagem matematica mais corrente para nos referirmos a relacdo de
dependéncia entre grandezas como uma coisa que estd em funcdo de outra através da
associacdo da variavel independente com valor unico para a variavel dependente.

Chamamos a atencdo da turma, tendo em vista a sistematizacdo dos conteudos
explorados, na sessdo deste encontro, para que eles pudessem observar ainda que como
houve uma variacdo entre duas grandezas que acabaram denominando de x e y. O x €
chamado de varidvel independente e o y de varidvel dependente. Para cada elemento x
do dominio est4 associado um Unico valor y imagem da funcéo, assim eles puderam
compreender a ideia-chave do conceito de fungdo. O y pode ser representado por f(x).
A leitura para f(x) e funcdo de x (valor da fun¢do no ponto). O ponto (2,3), numa
funcdo, pode ser interpretado como f(2) = 3. Foi importante deixar claro para 0s
alunos que as variaveis poderiam ser representadas por outras letras. Por exemplo, na
situacdo-problema 1.2, n6s poderiamos ter chamado as varidveis de P e G. Ou ainda, G

poderia ser representado por G(P), funcdo G de P.

PP: Agora, mudando um pouquinho de assunto, vocés poderiam me dizer qual é a diferenca de
incognita e variavel?

A19: A incdgnita é o termo desconhecido.

PP: Muito bem. E a variavel?

A26: Uma letra que representa um nimero qualquer de um conjunto que pode variar.

PP: Isso mesmo, um simbolo que pode assumir um conjunto de valores que pode ser finito ou
infinito.

PP: E o que é uma funcdo?
A05: E a relagio entre duas quantidades.

PP: Certo, podemos dizer que funcdo é a relacdo entre duas grandezas. J4 que grandeza €
tudo que pode ser medido ou quantificado.

PP: Ok, mas qual é a caracteristica principal de uma fungdo? (Siléncio) A fungdo é uma
associacdo em que todo elemento do conjunto do dominio da fungdo tem um Unico valor para
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0 conjunto imagem.
A20: N&o entendi muito bem.

PP: Assim A20, ndo podemos ter dois ou mais elementos de imagem relacionada a um Unico
valor do dominio. No entanto, podemos ter dois ou mais elementos do dominio associado a
Unica imagem. Por exemplo: na equagdo y = x2, podemos ter x = —3 e x = 3 igual ao
mesma imagem y = 9. Entdo, a equacdo esta definida para uma funcdo de varivel real.
Porém, se for contrario, a equagdo nao vai esta definindo uma funcéo.

Substituimos na lousa os valores na equagdo mencionada anteriormente para
verificar essa afirmacdo a fim de convencé-los da nossa explicacdo. Encerramos a aula
falando para os alunos que a equacéo € a representacdo simbolica da funcdo, mas nem
toda equacdo representa uma funcdo, como por exemplo, a equagdo x? + y? = 1.
Nesta equacdo, mostramos para os alunos que para x = 0, podemos ter y = —1 ou
y = 1. Como neste caso, a equacdo apresenta dois valores de saida para uma Unica
entrada, ela é perfeitamente uma boa equacdo, porém, ndo representara uma funcéo. E
outra, uma funcdo ndo tem que ser uma equacdo, embora uma funcdo possa ser
representada por uma equacdo. Ela pode também ser um conjunto de pares ordenados,
mas nem todo conjunto de pares ordenados é funcdo. A equagdo ou um conjunto de
pares ordenados soO representard uma funcdo mediante condicGes especiais. Em outras
palavras, se passar pelo critério do valor Unico. Por isso, a funcdo apresenta restricdes,
limites, assim como os problemas do mundo real. Portanto, o estudo de funcdo é muito

importante para modelar tais fenémenos da realidade.

Enfatizamos ainda mais dando continuidade a explicagdo que era muito
importante eles compreenderem esse critério de uma entrada para uma Unica saida,
significando que ndo podemos ter o mesmo valor de f(x) como uma saida para
diferentes entradas. Pois, a funcdo pode ter as mesmas saidas para diferentes entradas,
mas ndo pode ter diferentes saidas para a mesma entrada. Assim, o critério para
definicdo de uma funcdo é uma saida com uma exigéncia de entrada da funcao,
ressaltamos que esta regra foi criada pelos matematicos para que todo mundo obtivesse
0s mesmos resultados, ou melhor, fosse consistente a respeito do que estivessem
conversando.

Comentario: Tornamo-nos enfaticos no trabalho de sistematizagdo das ideias que estavam

sendo construidas, porque precisavamos garantir que as compreensdes essenciais que

envolvem o conceito de funcdo estivessem bem compreendidas pelos alunos, sobretudo as
compreensdes essenciais do conceito de funcdo que, de acordo com os idealizadores das

grandes ideias Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), colocam trés compreensdes essenciais a

serem desenvolvidas no Ensino Médio. Portanto, o conceito de funcdo é unificador no
conhecimento matematico. E importante para o aluno desse nivel de ensino compreender a
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regra do valor Unico (1a), isso ird contribuir para o entendimento mais adiante de que o
dominio e a imagem de fungdes ndo precisam ser nimeros (1c), assim como eles ja indiciavam
a compreensdo de que a funcdo ndo precisa ser representada por uma equacdo, nem precisa
apresentar uma variagdo continua nem mesmo seguir a um padrdo de regularidade (1b). A
Unica exigéncia para ser funcdo é passar pelo critério de unicidade. Eis aqui a ideia-chave de
funcdo que abarca todas as compreensdes conceituais de funcdes desde as séries iniciais aos
estudos superiores de Matematica.

O conceito de funcdo foi tratado ainda como variagdo entre quantidades
discretas. O dominio e a imagem recorreram a ideia intuitiva de entrada-saida, foi
interpretado dentro do contexto do problema e graficamente como variagbes do eixo
horizontal e vertical. Percepcdo da mesma taxa de variacdo nas funcgdes indicando
paralelismo entre os modelos lineares sem formalizacdo desse conhecimento, havendo,
apenas, uma problematizacdo dessa questdo por nés instigada. Apresentamos a
definicdo de funcdo como associacao de valor Unico e como relacédo de dependéncia (se
o valor de uma quantidade determinar o valor da outra, dizemos que a segunda
quantidade é funcdo da primeira), trouxemos varios exemplos de descri¢cdes verbais de
situacbes do dia a dia e da geometria mostrando a relacdo de dependéncia entre

variacBes de grandezas continuas.

Houve leitura inicial individual. Formamos grupos de trés alunos em que houve
confrontos e consensos de solugdes apresentadas na lousa, problematizacdes partindo
dos questionamentos do professor a partir das formulacbes e validacGes apresentadas
pelos alunos representando o seu grupo. Formaliza¢do do conhecimento matemaético em
que podemos atuar explorando o conceito de funcdo tendo como elemento disparador o
contexto da situacdo-problema. Exploramos os conceitos de incognita e varidvel antes
da ideia de varidavel dependente e independente e enfatizamos a ideia-chave de

unicidade no conceito de fungao.

A aula foi bastante interativa, existindo o registro de didlogos entre professor-
aluno, professor-alunos e os alunos entre si. Podendo, assim, chegarmos a definicdo
verbal de funcéo através da resolucdo de problemas e da mediacdo feita pelo professor,
na apresentacdo e na busca de atribuicdo de significados para a formacdo desse
conceito. O contexto, a resolucéo de problemas, as representagdes maltiplas, os alunos e
o0 professor formam elos mediadores que favoreceram a compreensdo e a aquisi¢do do

conceito de fungéo.

Percebemos, na aula, 0 movimento da exploracdo dos conceitos espontaneos

para a formacdo de conceitos cientificos chegando a definicdo de fungdo matematica
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nos aproximando das ideias de Vygotsky (2008), que diz que o conceito cientifico
aparece somente na escola. Por exemplo, funcdo como regra que recebe nimeros como
entrada e associa a cada entrada exatamente um Unico nimero de saida, mostrando que
a saida € uma funcéo da entrada. E, fora dela, como exemplo de conceito cotidiano, a
palavra funcao expressa a no¢ao de uma coisa dependendo da outra. Embora a ideia seja

a mesma, na Matematica, o significado vem a ser mais preciso e rigoroso.

Oportunizamos, nesse encontro, mobilizar os conhecimentos prévios sobre
incognita e variavel, pois, de acordo com Booth (1995), a incognita na equacdo € vista
como indicador de uma relacdo de equivaléncia e a varidvel como uma quantidade que
varia que é necessaria a construcdo dessa ideia de relacdo de dependéncia entre
variaveis, funcdo. Por isso, foi importante checarmos se esses dois conceitos estavam
bem compreendidos, por parte dos alunos, para poder falar em fungdo concebida como

relacdo entre quantidades para mais adiante podermos formalizar o conceito de funcéo.

Quanto as representagdes multiplas de fungdes, procuramos realizar
confluéncias entre as ideias e compreensdes de fungdes imbricadas na situacdo-
problema, ideias estas preconizadas pelos estudos de Van de Walle (2006) e Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010). Houve conexdes do estudo de funcéo & Geometria Analitica,
na representacdo de dois modelos lineares de variacOes discretas, dando ideia de
paralelismo, ainda que de maneira intuitiva. Na exploracdo de problemas matematicos
podemos realizar confluéncias de ideias dentro dos campos da propria Matematica,
realizando articulacdes e conexdes da Algebra com outros campos da Matematica. Por
exemplo, da Algebra com a Geometria. A introducio ao estudo da Geometria Analitica
pode ser justificada, a partir dos problemas que surgem na sala de aula dentro do estudo

das funcdes.

5.2.4. Descricdo e anélise do encontro 04

Aulas 05 e 06 (Data 26/04/2012).

Conteudos desenvolvidos na atividade 1.3: Conceito de fun¢do, destacando a habilidade de
fazer generalizacBes a partir da observacdo de padrBes que apresentam uma regularidade;
combinacdo e transformacdo de funcdes (funcdo inversa) e representagdes mdaltiplas de
fungdes.
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Neste encontro, trabalhamos com a atividade 1.3:

Atividade 1.3: Observe a sequéncia de triangulos formados por palitos de

fosforos:
-] @ @ ] ]
@ ] @ L ] ] @
1 tridngulo 2 tridngulos 3 tridngulos
3 palitos 5 palitos 7 palitos

Figura 12: Sequéncias de padrfes geométricos da atividade 1.3.

Continuando a sequéncia de figuras. Pede-se:

A) Montem uma tabela que faca corresponder o0 nimero de triangulos ao

namero de palitos respectivamente;

B) Encontrem a equacdo algébrica que indica que o nimero de palitos depende

do namero de tridngulos que se quer formar;
C) Quantos palitos sdo necessarios para formar 89 tridangulos?
D) Quantos tridngulos serdo formados com 101 palitos de fésforos?
E) Representem essa funcdo no gréfico;
F) Determinem o seu dominio e o0 seu conjunto imagem;

G) Encontrem a expressdo de T em funcdo de P. (Adaptado do livro: SMOLE;
DINIZ, 2010, p. 108)

Apo0s leitura individual da situacdo-problema, todos os alunos ja haviam
construido a tabela do nimero de palitos em funcdo do numero de tridngulos formados,

a davida era até que numero eles deveriam parar.

A21: Professor, eu faco até quanto?

PP: Vocé acha que para num determinado nimero?
A21: Nao, porque nunca acaba. Eu vou fazer até 10.
PP: Dez, ja sdo bastante razoaveis.

A25: Nao sei como achar a equacéo algébrica.
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PP: Pedimos para achar a equacdo que indica a relacdo de dependéncia do nimero de
triangulos que se quer formar a partir da composicéo deles com palitos de fosforos.

GG: Nao sei. Ta dificil. (barulho e agitacdo).

PP: Calma pessoal. Devemos educar nossos olhos e passarmos a enxergar o que esta na nossa
frente. Vejam isso, essa sequéncia tem um padrdo, uma certa regularidade.

A35: Sei, a gente vai acrescentando sempre 2.

PP ao GG: Vocés concordam com A357?

GG: Sim (Alguns responderam, mas ndo acrescentaram algo mais)
PP: D4 para perceber que esse valor é uma constante?

GG: Sim. (Coro).

A24: Professor. Isso é uma sequéncia de nimeros impares?

PP: Vocé saberia dizer como escrever isso de uma maneira geral? (Siléncio) Vamos olhar
para a sequéncia dos padrdes das figuras que ilustram o problema.

A04: Poder ser T = 3P.
PP: Tente substituir P por 1,2,3, ...
A04: D4 3,6,9,... sdo numeros multiplos de 3, ndo da impares.

A06: Eu vejo que pode ser sempre a quantidade de tridngulos duas vezes, porque é sempre
dois lados pra formar um tridngulo mais um fosforo pra completar.

PP: Sim, mas como vocé representaria essa equacgéo de maneira geral?
A06: Acho que 2T + 1.

Comentario: Seja n € N, temos 2n quando for par e 2n—1 ou 2n + 1 quando for impar.
Podemos observar que a expressdo 2n — 1, ndo foi levantada como uma hipotese igualmente
possivel para a questdo, possivelmente porque se testada numericamente, ndo encontrariamos
valores vélidos para a sequéncia numérica gerada por meio do padrdo geométrico concreto da
atividade proposta.

AA41: Professor, eu encontrei essa expressdo também, mas fiz primeiro 3 + 2(T — 1). Euvi
que comega sempre com trés, um triangulo inteiro e, depois, € sé multiplicar duas vezes

(T - 1) porque um lado pertence a dois tridngulos. Dai, eu fui resolvendo e encontrei
2T + 1.

PP: Escreva o seu desenvolvimento na lousa, por favor, A41.
A41: Tudo bem, professor.

A44: Eu pensei de maneira diferente. Tomando todos os triangulos e depois, tirando deles o
lado que pertence a dois tridngulos ao mesmo tempo. Encontrei 3T - (T — 1). Mas,
encontrei 2T - 1.

PP: O seu raciocinio esta correto, mas a resposta ainda nao € essa. Quem gostaria de ir ao
quadro mostrar essa simplificacdo pra gente?

A20: E s6 fazer o jogo de sinal e lembrar para fazer menos com menos da mais. Por isso, fica
3T-T + 1queda 2T + 1.

Comentario: O aluno fez mengdo a um procedimento mecéanico envolvendo o jogo de sinal e
ndo mostrou compreender essencialmente as operagGes com ndmeros inteiros relativos.
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PP: Muito bem. Por favor A20, escreva isso na lousa.

PP: Agora, terminem de resolver as questdes nos seus respectivos grupos (o tempo transcorreu
bem tranquilo, no entanto, quando chegaram na letra da questdo G comecaram a fazer
perguntas).

GG: Professor, explique pra gente a letra G. (varias vozes).

PP: A letra G pede para escrever uma equacéo de P em funcdo de T. Em outras palavras, o
nimero de triangulos dependera do numero de palitos. E o caminho inverso da letra B, ela
desfaz 0 que essa funcdo faz. Uma operagdo inversa é usada para desfazer uma operacao.
Além de invertermos cada operacao, invertemos a ordem em que as operagdes sao efetuadas,
ja que temos que desfazer primeiro a Gltima operacao.

GG: Ja sei, ja sei... (algumas vozes)
PP: Quem poderia fazer a letra G no quadro?

Al6: Eu fago.

PP: OK, Al16. Vocé encontrou T = _71 + %P. A gente pode escrever essa equacgdo também

1 1 .
comoT = EP -3 esclarecendo para o GG algumas passagens realizadas pelo aluno A16 e
mostra outros caminhos equivalentes.
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Figura 13: Resolucéo da atividade 1.3 apresentada pela aluna A41, representando seu grupo.
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Figura 14: Representacdo gréafica da letra C apresentada pela aluna A41, representando seu grupo.

O conceito de funcdo nesse encontro foi trabalhado a partir da observacédo de
regularidades de padrbes geométricos de sequéncias numeéricas; representacdes
maltiplas de funcbes; dominio e imagem no conjunto dos ndmeros naturais e
combinacdo e transformacéo de funcdes na obtencdo de uma funcédo inversa em que 0s
alunos mostraram uma aquisicdo desses conteudos no trabalho coletivo por meio de

suas producdes apresentadas na lousa e a atividade que foi entregue no final da aula.

A problematizacdo da situacao favoreceu mdaltiplas resolucdes na generalizacdo
da formula funcional tais como 3T — (T — 1), 34+ 2(T —1) e 2T + 1 com 0 uso de
raciocinios mediante observac@es e visualizacBes percebidas por eles, compreendendo e
identificando regularidades no contexto do padrdo apresentado. Houve confrontos e
consensos de resolucdes apresentadas na lousa a partir das formulacdes e validacdes
levantadas pelos alunos individualmente e em grupo. Finalizamos a aula sistematizando

0s processos de calculo algébrico na determinacédo de funcdo inversa.

Além da interacdo professor-aluno e professor-alunos, registramos duas
passagens bastante significativas do dialogo entre alunos, lembrando que houve mais
interacbes entre alunos que ocorreram nos Seus respectivos grupos. Porém, nos
concentramos mais no didlogo com o grande grupo para poder realizar as mediagdes
que se fizeram necessarias ao desenvolvimento e formacéo dos conceitos cientificos tal

como a operacao inversa de funcéo.
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Podemos dizer que houve um trabalho de estabelecimento de conexfes da
Algebra na generalizacio de formulas para os padres geométricos de sequéncias
numericas, além das representacdes tabulares e graficas. As primeiras representacdes
numéricas de acordo com Vygotsky (2008) estdo num nivel dos conceitos cotidianos,
enquanto que as generalizacOes algébricas estdo num nivel mais elevado de abstracédo

que exigird, por parte dos individuos, a formacg&o de conceitos cientificos.

Houve coordenacOes de conceitos e representacdes de funcbes que se deram
dentro da prépria Matemaética. Segundo Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), as fun¢des
sdo aplicadas a uma vasta gama de situacdes, elas sdo aplicadas para outros casos que
ndo aqueles da variacdo continua como, por exemplo, as sequéncias numéricas. Nesse
encontro foi possivel a realizacdo de muitas exploracdes e investigacbes matematicas a
partir de um padrdo concreto, disposto geometricamente, em uma sequéncia numérica

que favoreceu o desenvolvimento do pensamento funcional.

Para Sessa (2009) existem duas vias de acesso ao ensino de Algebra. A
primeira, sob o ponto de vista da generalizacdo e abstracdo e a segunda, do ponto de
vista funcional a partir da relacdo de dependéncia entre variaveis. Podemos dizer que o
caminho metodoldgico desse encontro seguiu essas duas vias de acesso contribuindo,
decisivamente, para uma compreensdao mais ampla em que o conceito de funcéo foi
aplicado através da juncdo de duas vias de acesso. Os alunos, nesse encontro,

generalizaram formulas e estabeleceram relacdo de dependéncia entre variaveis.

5.2.5. Descricdo e analise do encontro 05

Aula 07 (Data 27/04/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 1.4: Conceito de fungdo, destacando a habilidade de
fazer generalizacBes a partir da observacdo de padrdes que apresentam uma regularidade;
combinacdo e transformacao de fungdes (funcéo inversa) e representagbes multiplas.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 1.4:

Atividade 1.4: Observe a sequéncia de figuras formadas com palitos de

fésforos:
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L] L] L] L L] L] - L ] -
1 quadrado 2 quadrados 3 quadrados
4 palitos 7 palitos 10 palitos

Figura 15: Sequéncias de padrGes geométricos da atividade 1.4.

Continuando a sequéncia de figuras. Pede-se:

A) Montem uma tabela que relacione o nimero de quadrados ao nimero de

palitos necessarios a sua construcéo;
B) Quantos palitos seriam necessarios para formar 105 quadrados?

C) Determinem a expressdo que indica o nimero P de palitos em funcéo do

namero Q de quadrados;
D) Quantos quadrados sdo formados com 67 palitos?
E) Esbocem o gréfico dessa funcéo;
G) Encontrem o dominio e a imagem dessa funcéo.

H) Determinem a expressdo de Q em funcdo de P. (Adaptado do livro:
DANTE, 2004, p.122)

Entregamos o material de trabalho para os alunos, a situacéo-problema 1.4, em
papéis impressos, e também papéis milimetrados para auxilid-los na construgdo de
grafico. Pedimos para que os alunos lessem o problema com bastante atencdo e

solicitamos a formacdo de trios de alunos.

Circulamos na sala de aula e observamos que os alunos, na sua grande maioria,
foram construindo quadradinhos sobrepostos um a um, mas depois apagaram para
elaborar a tabela, em média, com elementos de 1 a 10 quadradinhos. A primeira
dificuldade dos alunos surgiu justamente para, na hora de calcular a quantidade de
palitos, dizer quantos foram necessarios para formar 105 quadrados, pois, 0s alunos

ainda n&o dispunham de uma formula geral.

A09: Professor. Pode ser P = 3Q.

PP: Vamos testar por 1, 2, 3, 4, ... Qual o valor que encontramos?
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A09: D&o 3, 6, 9, 12, ... A partir do terceiro termo ja ndo da mais.
PP: Vocé observa alguma regularidade na sequéncia?

A09: Aumenta de 3 em 3.

AO08: Professor, eu acho que é P = 4Q.

PP: Fagam as contas.

A08: 41 =4; 4-2 = 8 ja ndo bate. Dai, Professor. Eu pensei assim P = 4Q - (@Q- 1)
porque a gente pega todos os quadrados inteiros menos os lados que pertencem ao mesmo
quadrado. Praachar aletraB,eufizP = 4 -105- (105 —1) = 420- 104 = 316.

PP: Muito bem! Mas, como vocé poderia simplificar essa expressao?

Al18: Eu vejo que pode ser P = 3Q + 1. Pois, Q é sempre igual a um quadrado faltando um
lado mais um fosforo pra completar a figura. Dai, eu posso resolver diretamente a letra B,
assim P = 3Q +1 =3-105+1 = 315 + 1 = 316.

PP: Sera que existiria mais uma expressdo equivalente a essas que acabamos de encontrar?
(Siléncio)

A31: Eu achei P = 4Q - (Q —1). Pego todos os quadrados inteiros e diminuo deles os
lados que fazem parte de dois quadrados. S6 que isso da P = 3Q + 1, que é bem mais facil
de fazer as contas.

Nas questdes envolvendo a descoberta de padrdes numa sequéncia, preferimos
travar um diélogo inicial para mediar o trabalho e entender melhor como anda a
compreensdo dos alunos ao generalizar formulas matematicas. Porque se tivéssemos
deixado os alunos livres, eles acabariam apagando o registro de alguns episddios
interessantes.

Comentario: A representacdo algébrica de funcdo €é mais dificil porque envolve o

desenvolvimento de um nivel de pensamento superior como mencionou Vygostsky (2008) nos

seus estudos, que requer muitas vezes um trabalho de mediacdo para que os alunos possam

chegar aos niveis das abstracdes e generalizages. Provocamos e instigamos, em um trabalho

na Zona de Desenvolvimento Proximal, de modo que os alunos pudessem, nas suas

investigacOes e exploracdes do padrdo concreto das sequéncias, descobrir uma regularidade
que fosse representada por meio de uma equacao algébrica da fungo.

Continuando a circular na sala de aula observamos que os graficos de alguns
alunos deixavam muito a desejar, pois envolve a ideia de escala, uma escolha de uma
unidade padrdo proporcional aos valores de ambos o0s eixos. Muitos deles acabam
localizando os pontos meio que aleatoriamente, sem que para isso, tivessem feito uma
escolha adequada. Nas demais questfes, os grupos trabalharam tranquilamente.

Comentario: De acordo com Friedlander e Tabach (2001), todas as formas de representaces de

funcGes apresentam vantagens e desvantagens, com a representacdo grafica podemos apontar

vantagens no sentido de ela ser uma imagem clara da funcdo de grande apelo visual e

desvantagens no sentido de obscurecer a compreensdo da fungdo devido a confusdo gerada

pelas escalas adotadas, quando os alunos ndo levam em consideracdo a proporcionalidade dos
valores que estdo sendo representados graficamente.
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Novamente foi-nos necessario realizar algumas intervencées na Gltima questado
que envolveu a ideia de fungéo inversa. Explicamos para a turma que a questdo G pede
a expressdo de P em funcao de Q. Agora, Q passa a ser funcdo de P. Logo, essa nova
funcdo gerada mediante algumas transformagdes € a inversa da funcdo P = 3Q + 1.
A partir dessas observacGes os alunos na sua grande maioria conseguiram obter a

funcdo inversa da funcéo original da situacdo-problema proposta.

Comentario: Neste momento, a compreensao essencial de funcéo 4d, ainda nao fora explorada
na sua esséncia. Registramos uma transformacdo de fungdo por alunos no sentido de mudar a
posigdo das varidveis para assim obter outra fungdo, a fungdo inversa. Porém a realizagdo de
procedimentos algébricos ainda néo é garantia de estarmos diante de uma compreenséo efetiva
sobre inversdo de funcdo. Portanto, apontamos a necessidade de trabalharmos a sistematizagéo
dessas ideias para construirmos assim uma compreensdo essencial de que obedecendo as
condices especiais a fun¢do pode ter inversa.

P Ng,gm P=UR-(-N  CIP=344

C L PUA05-\05Y) v :

Y] pstao-rou d)P: bwé‘)g;gf i f
i \D: 2\0b) 3(&:@6
w ;
‘SQ P%Q*&

5\5 P2ANG T

-0 30| p-3ig 4
b I\ 0>98.2.34,.S
& B\‘.Im:ggq‘r},’w.ﬁb,”‘%

b5 QP>
5| H=0->
NE e

Figura 16: Resolucéo da atividade 1.4 apresentada pelo aluno A18, representando seu grupo.

151



Figura 17: Representacdo grafica da atividade 1.4 apresentada pelo aluno A18, representando seu grupo.
Como parecia ndo haver mais problemas, resolvemos explorar mais essa
situacdo, copiando na lousa a seguinte pergunta: Quantos quadrados sdo construidos

com 2.651 fosforos? (Deu um tempo para os alunos responderem a questdo).

PP: E ali, qual a solucéo encontrada por vocés?

A15: Professor, eu encontrei 884 quadrados e sobra um fosforo. Nao da exato.

PP: A15, vocé pode ir ao quadro escrever a sua resolugao.

A15: Beleza, professor.

Discutimos a questdo com o grande grupo que demonstrou compreensdo e
parecia ndo haver mais ddvida. Em seguida, retomamos a discussdo da funcéo inversa

apresentando-lhes a notagdo f~! para funcio inversa e chamamos a atencdo dos alunos

para o fato de que essa representacéo ¢ diferente de % (funcdo reciproca). Na letra G, por

exemplo, se passamos a chamar a fungdo f(x) = 3x + 1, a determinagdo da sua
. . 1 1 o
inversa corresponderia a f~1(x) = 3X— 5 Mostrou-lhes que na prética para obter a

inversa de uma funcdo: trocamos x por y e y por x. Porém, a explicacdo dessa regra esta
no fato de que a inversa de uma funcéo é simétrica em relacdo a bissetriz dos quadrantes
impares. A bissetriz é areta y = x. Logo, em seguida, esbocamos num mesmo grafico
f e f~1 para ilustrar nossa exposicdo dialogada. Pareceu-nos que eles haviam

compreendido nossa explicagdo com os esbocgos de gréficos feitos na lousa.

Ainda do ponto de vista de efetuar uma operagdo seguida de sua operacgao
inversa, isto significa, nos levar de volta para onde comegcamos. Por exemplo, a
operacdo inversa somar 10 é subtrair 10. Se comegarmos com qualquer numero x e
efetuarmos essas operacOes nessa ordem, voltamos para onde comegamos: x — x +

10 - (x + 10) — 10 — x. Vejamos o0 seguinte: Encontrem uma sequéncia de operacdes
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que desfaca: multiplique por 3 e depois some 7. Alguns alunos responderam: Basta
subtrair 7 e dividir por 3. Chamamos atencdo, dizendo para eles que poderiamos
obedecer ao seguinte: subtrair 7 e multiplicar por 1/3. Outro fato igualmente importante
é que nem toda operacdo tem uma inversa. E explicamos que a opera¢do de elevar um

nimero ao quadrado ndo tem uma operacdo inversa. Por exemplo: —5 — (=5)% =

25 - V25 - 5. De modo que os alunos puderam notar que ndo voltamos para o
numero com o qual comecamos. Pois, ndo existe uma operacao inversa para a operacao

de elevar ao quadrado que funcione para todos os nimeros.

Comentario: Podemos observar a partir do que haviamos discutido e apresentado aos alunos
algum indicio da compreensdo essencial 4d para que fossemos admitir mais adiante que
somente as fungdes bijetoras sdo invertiveis. Esta compreensdo essencial 4d é extremamente
convencional e complexa, por isso optamos explord-las nas resolugbes de problemas, sem
mergulharmos em manipulagdes e procedimentos algébricos mais rebuscados.

Escrevemos a representacdo de funcdo f(x) = 5x- 8 na lousa e pedimos
para os alunos sua inversa. O grande grupo respondeu: E s6 somar ao x 0 nimero 8 e
dividir tudo por 5. De onde podemos evidenciar que todos compreenderam bem a ideia
que esta por tras da inversdo de funcdo como mais uma operacdo passivel de simples

resolucdo, desfazer o que a funcdo dada faz.

Nesse encontro, a turma teve oportunidade de retomar ideias ja trabalhadas
anteriormente e outras que foram aprofundadas, e melhor compreendidas a partir da
metodologia de ensino via resolugdo e exploracdo de problemas. Os alunos nos seus
grupos, junto com a nossa intervencao, conseguiram chegar a generalizacdo de uma
formula matematica que servisse para todos os casos. Ainda deram mudltiplas
apresentacdes de formulas matematicas equivalentes para o padrdo concreto, dispostos
geometricamente na formacdo de quadrados com palitos sobrepostos, formando uma

sequéncia numérica descobrindo a regularidade desse fendmeno observado.

O trabalho na perspectiva da resolucdo e exploracdo de problemas contribui
para a compreensao e a aquisicao dos conceitos e representacdes de funcdes, a partir da
producdo coletiva dos alunos por meio das suas hipoteses levantadas inicialmente, suas
primeiras formulagdes e validacgOes feitas e o trabalho de sistematiza¢do dos conteudos
que o professor foi proporcionando, através de didlogos e discussdes mantidos no
sentido de possibilitar a criagdo de um ambiente em que a Zona de Desenvolvimento
Proximal (ZDP) estivesse, sempre, presente como elemento disparador de niveis mais

elevados de pensamento.
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Os alunos, nos seus respectivos grupos, sairam do nivel aritmético para o
algébrico quando encontraram multiplas expressdes equivalentes que exprimiam a
regularidade do padrdo dessa sequéncia numérica representada, concretamente, pela
formacdo de quadrados com palitos. Para Friedlander e Tabach (2001), o uso dos
numeros é importante na aquisicdo de uma primeira compreensdo de um problema e na
investigacdo de casos particulares. Por isso, foi necessario aos alunos realizarem
testagens numeéricas para poder chegar a uma conclusdo concisa, geral e efetiva, que
trouxessem a regularidade do padrdo concreto atraveés de uma equacdo algébrica,

representando a relacdo funcional entre as variaveis envolvidas no problema.

Encarregamo-nos de sistematizar o conteldo que tratou da obtencéo da funcéo
inversa, deixando evidente para o grande grupo a compreensdo essencial 4d, Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010), que diz que, sob condi¢cbes apropriadas, as funcbes tém
inversas. Fizemos consideracGes sobre como usar a ideia de funcdo inversa para
desfazer o que a funcdo dada faz. No entanto, ndo deixamos de apresentar o

procedimento pratico e o significado grafico de se operar inversamente funces.

Pudemos observar o movimento do trabalho metodoldgico via resolucdo de
problemas a exploracdo de problemas quando julgamos que ndo haveria mais duvidas,
na resolucdo do problema, e formulamos mais questdes para que fossem analisadas sob
um novo aspecto ainda ndo tratado e poder estender a compreensdo do pensamento
matematico dos alunos para niveis mais elevados de conhecimentos. Podemos afirmar
que o trabalho, nessa perspectiva, vem contribuindo para o desenvolvimento das ideias
e das compreensdes essenciais de fungdes, na medida em que estamos avangando 0s
niveis dentro do campo das exploracfes de ideias matematicas que estavam embutidas

no problema.

5.2.6. Descricdo e anélise do encontro 06

Aula 08 (Data 04/05/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 1.5: Conceito de fungdo e combinacédo e transformacéo
de funcbes (funcio composta).

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 1.5:
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Atividade 1.5: Uma fabrica que produz sapatos calcula o seu lucro por meio da
equacdo L = 0,4V, onde L é o lucro e V o preco de venda desse sapato para o
comeércio. Por sua vez, o preco V de venda é calculado fazendo-se V. = 20 + 2P, onde
P é o valor gasto com a matéria-prima para a fabricacdo desse sapato. Vemos, entdo,

que o lucro L € dado em funcéo do preco V, e este € dado em funcéo do gasto P.

A) Determinem o lucro diretamente do gasto P com a matéria-prima.

B) Sabendo que para fabricar esse produto foram gastos R$ 50,00 com

matéria-prima, de quanto foi o lucro na venda desse sapato?

C) Se o produto for vendido com um lucro de R$ 36,00, quantos reais foram

gastos com matéria-prima?
(Extraido do livro: GIOVANNI; BONJORNO, 2005, p.145)

Entrega do material impresso com a situacdo-problema 1.5. Solicitamos para o
grande grupo que fizessem uma leitura inicial da situacdo-problema. Apos leitura
individual, a aluna A25 questiona a letra A: Como assim, professor. Determinar o lucro
diretamente do gasto P? Neste momento, chamamos a atencdo do grande grupo,
mostrando que a primeira equacdo L é funcdo de V, na segunda V é funcdo de P. Logo,
a questdo da letra A pede a equacdo V que €é funcdo de P diretamente. Esse processo em
Matematica é chamado de composicdo de funcbes. Apos essa explicacdo nos pareceu
que o grande grupo compreendeu como proceder para chegar a um resultado satisfatorio

para esta questao.

Comentario: A compreensdo inicial que os alunos tiveram a partir dessa explicacdo consistiu
na concepg¢do de funcdo que transforma os valores de entrada, segundo uma regra especifica,
obtendo um novo valor no final do processo, saida (imagem). Neste caso particular, sobre um
namero P que atuou primeiro em uma funcéo L e, depois, sobre a imagem assim obtida, tornou
a atuar em outra funcéo V, obtendo assim a fun¢do composta L(V (P)).

Aproximamo-nos, novamente da aluna A25. Percebemos que ela ndo aplicara a
propriedade distributiva corretamente. Nesse momento, orientamos a aluna A25 no
procedimento e finalmente ela concluiu a resolucdo da questdo. Orientamos a aluna A25
que passasse para as outras questdes, dando prosseguimento a resolucdo da situagéo
proposta. Em seguida, solicitamos para o grande grupo que formassem equipes de
quatro pessoas para juntos trocarem ideias sobre as questfes da atividade 1.5.
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Continuamos circulando pela sala de aula a fim de observarmos os alunos na
resolucéo das questdes. De um modo geral, essa situagdo-problema foi a que os alunos
encontraram menos dificuldade até o momento. Ndo houve muitas divergéncias nas

apresentacdes das resolucgdes referentes as questdes da atividade 1.5.

Elegemos trés alunos de grupos diferentes para responder as questdes no
quadro, respectivamente: letra A (A43); letra B (A35) e letra C (A22).

Figura 18: Resolucéo da atividade 1.5 apresentada pelo aluno AQ9, representando Seu grupo.

Em seguida, realizamos uma retrospectiva dos raciocinios adotados pelos
alunos que foram ao quadro, apresentando a resolucdo de suas equipes e, finalmente
chegamos a concluir a aula falando de fun¢do composta a partir da situacdo-problema
trabalhada em aula, dando-lhe uma conotagdo mais formal Lo P = L (V(P)) =8 +
0,8P. Demos algumas explicacdes, na tentativa de fazé-los compreender a operagdo de
composicdo de funcbes, para assim obtermos a composicdo de fungdes. Usamos a
metafora saida da primeira funcdo como a entrada da segunda, esclarecendo que V é a
funcdo de dentro e L é a funcdo de fora. O processo de composicdo de duas fungdes é
semelhante ao processo de calcular uma funcdo, exceto que, em vez de substituir um
numero por uma variavel independente, substituimos por outra funcdo. Realizamos mais
alguns esbocos de esquemas gréaficos a fim de que eles viessem a compreender melhor

esses mecanismos de composicao de fungdes.

Mostramos aos alunos outros exemplos: Dados f(x) = x? e g(x) = x + 3,

de R — R, determinar fog e gof. Desenvolvendo as expressoes:
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fog=f(g(x)=f(x+3)= (x+3)2=x>+6x+9 e

gof = g(f(x)) = f(x?) = x* + 3.

Chamamos a atengdo dos alunos para o fato de que s6 podemos realizar a
composicédo de funcdo quando a imagem de g estiver contida ou for igual ao dominio de
f com o objetivo de darmos prosseguimento as formalizagdes dos contetidos explorados

na aula, a partir da resolucéo da situagdo-problema que foi proposta.

Enunciamos a condigdo especial para a composicdo de fungdes, explicando
para os alunos que fazemos a composi¢édo fog, desde que a imagem de g esteja contida
ou seja igual ao dominio f. Chamamos a atencdo dos alunos no sentido de eles
perceberem que o dominio de fog é o conjunto dos valores de x no dominio de g, tal
que g(x) esteja no dominio de f. Para formalizarmos os contetdos explorados na aula, a
partir da resolucdo da situacdo-problema que foi proposta com a apresentacdo de
diagramas graficos que ilustravam o caso da funcdo composta e explorarmos a nogéo de
dominio da composta de fungbes em uma exposicdo com o0 objetivo de fazé-los

compreender o0 que estava sendo mostrado.

Comentario: Nesse momento, os alunos estavam diante de questbes da Matematica
propriamente dita de forma descontextualizada, em um nivel de abstracdo muito alto. Eis ai um
grande desafio de fazermos os alunos compreenderem conceitos tdo sofisticados de dificil
conexao com o0s conceitos do cotidiano dos nossos alunos e com o mundo real. Pois, trazer a
tona um problema contextualizado sobre fungdo composta € possivel, porém a partir dele
justificarmos que somente em condicdes especiais podemos formar fungdes compostas ndo nos
pareceu uma tarefa simples, muito menos para os alunos. Os alunos ficaram atentos a nossa
explicagdo, mas n&o houve interacdo por parte deles diante do que estava sendo apresentado. E
evidente que houve muita participacdo dos alunos durante o processo de resolu¢do do
problema, nas plenérias e defesas das resolucGes apresentadas por eles e nas chamadas a lousa
para compor fungdes. Ao perguntarmos se eles haviam compreendido bem o que fora exposto,
eles responderam: Sim. Assim, assim. N&o. Enfim, ndo tivemos como verificar de fato se houve
compreensdo por parte dos alunos. Houve apenas possiveis indicios de algum avango na
compreensdo procedimental de compor funcdes.

O estudo dessa tematica da funcdo composta foi realizado via exploracdo do
problema trabalhado em sala de aula, sem excesso de simbolismo e mecanismos
algébricos de composicdo de fungbes, muito embora, nossa pratica de sala de aula,
dentro dessa tematica, nos tenha indicado que a compreensdo efetiva do contetdo
funcdo composta ndo é tao simples assim. O processo de efetuar composicéo de funcgdes

vai além desses casos explorados nessa sessao de aula.

Portanto, ndo podemos afirmar que os alunos compreenderam completamente

funcdo composta, admitindo sua existéncia somente em condigdes adequadas, pois essa
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compreensdo essencial 4d, tornou-se muito complexa, de dificil transposicdo em sala de
aula esse contetdo, muito embora os alunos tenham compreendido o procedimento de
compor fungdes como, por exemplo, a fungdo composta fog, sobre um ndmero x que
atuou primeiro em uma funcéo f e, depois, sobre a imagem obtida, tornou a atuar em

outra funcéo g.

Houve inicialmente, a leitura individual do problema, em que os alunos
chegaram a um raciocinio coerente em relacdo a resolu¢do do problema. A questdo
proposta ndao foi um problema que apresentou grandes obstaculos para os alunos
resolverem. Entretanto, foi oportuna a apresentacéo desse problema porque trabalhamos
com a representacao algébrica das fungdes descritas no enunciado do problema, que é
uma linguagem clara e concisa, muito usada na Matemaética e é necessario que os alunos
consigam ter dominio sobre ela de modo que ela venha a se tornar familiar para eles.

Comentério: O problema mostrou uma situacéo cotidiana, porém veio com equacdes algébricas

de fungbes, uma linguagem puramente matematica, além da representacdo verbal da

enunciacdo do problema, os alunos precisaram interpretar as representagdes algébricas, que sdo
dominios importantes no estudo de Matematica que eles precisam ter controle sobre elas.

Nesse sentido, os alunos ndo apresentaram dificuldades de analisar e de interpretar a questao
do problema proposto.

Podemos perceber que os alunos no trabalho em grupo se comunicaram entre
si, trocando informacdes, formulando e validando ideias desenvolvidas coletivamente
de forma cooperativa e colaborativa dentro da perspectiva da metodologia de ensino via
resolucdo e exploragcdo de problemas. Os grupos de trabalho obtiveram as resolucGes
para as questdes propostas. No entanto a sistematizacao das ideias que foram exploradas
nas questdes ficou ao nosso encargo e trazé-las a tona, como a operacdo de composicao
de funcbes faz parte de uma das compreensdes essenciais da grande ideia denotada
como transformacdo e composic¢do de funcdes, de acordo com Cooney, Beckmann e
Lloyd (2010).

Observamos que os alunos avangaram mais na resolugcdo do problema
envolvendo a funcdo composta e nos procedimentos de obtencéo de fungbes compostas.
Em outras palavras: eles avancaram no quesito procedimental, enquanto os aspectos
conceituais essencialmente ainda precisam ser mais trabalhados e explorados ao longo
do curriculo escolar. Acreditamos que possivelmente a compreensdo deste contetido

ocorrera apos experiéncia dos alunos em niveis de pensamento mais avancgado.
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5.3.Unidade didatica Il — Funcédo Afim

Nessa unidade didatica, totalizamos 12 horas-aula, constituintes de 9
encontros com descri¢fes e analises de cada aula. Enfatizamos mais os problemas da
Matematica Continua, explorando o conceito de funcdo constante e identidade.
Formalizamos a compreensdo essencial de familias de funcdes afins e a ideia essencial
de covariacdo e taxa de variacdo que surgiram na resolucéo e exploracéo dos problemas.
Houve, também, a formalizacdo da compreensdo essencial de funcdo inversa, a
apresentacdo de funcdes reciprocas e um problema de contexto envolvendo a construcao
de uma funcéo por partes, ampliando assim o conceito de funcdo. Em relagédo aos temas
politicos, sociais e culturais exploramos contextos de salde, meio ambiente, salario,

imposto de renda, dentre outros.

5.3.1. Descricao e analise do encontro 07

Aulas 09 e 10 (Data 05/05/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 2.1: Conceito de fungdo; familias de funces
(subfamilias constante e identidade) e representagdes multiplas de funcdes.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.1;

Atividade 2.1: Uma companhia aérea, especializada em voos nacionais, possui
um programa que premia seus passageiros mais assiduos com passagens gratuitas para
vOoos internacionais. Cada trecho percorrido dé& ao passageiro um bénus de 1 ponto. Ao
acumular 10 pontos em um ano, o0 passageiro ganha mais uma passagem gratis. Assim,
se vocé voar de Recife a Fortaleza, que corresponde a uma distancia aérea de 629
quildmetros, vocé ganha 1 ponto. Se vocé voar de Recife a Porto Alegre, que
corresponde a uma distancia aérea de 2.977 quildmetros, vocé também ganha 1 ponto.
Portanto, qualquer trecho, independentemente dos quildmetros correspondentes, vale 1

ponto para o passageiro.

A) Escrevam a equacéo da funcdo pontos ganhos, em uma viagem, em funcao

da quantidade de quilémetros percorridos;
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B) Esbocem o gréafico dessa funcdo (pontos ganhos em funcdo dos quildmetros

percorridos);
C) Determinem o dominio e a imagem dessa fungéo.
(Adaptado do livro de GIOVANNI; BONJORNO, 2005, p. 157.)

Entrega de material impresso, leitura individual, demos um tempo para que 0s

alunos pudessem desenvolver a situagdo-problema por conta propria.

PP: Ok. Formem grupos de quatro pessoas para vocés terminarem juntos de resolver esse
problema. (Comecou a circular na sala de aula observando o desenvolvimento dos alunos nos

grupos).

A21: Professor, para uma distancia de 629 quilémetros, vocé ganha um ponto, viajando
2 977 quildbmetros vocé também ganha um (1) ponto. Entdo, para qualquer distancia é sempre
um ponto ganho.

PP: Isso mesmo, A21. A imagem dessa funcdo é sempre um (1) para todos os elementos do
campo de definicdo, em outras palavras, do dominio da funcao.

A35: N&o existe mudanca na saida dessa fungéo.

PP: Sim. Estamos diante de um tipo especial de funcdo chamada constante. Justamente,
porgue no campo de variagdo, a sua imagem € sempre o0 mesmo valor.

AQ7: Professor, a equacédo dessa fungdo é y = 1.

PP: Também pode ser representada por f(x) = 1. O importante é que vocés entendam que
para todo valor de x no campo do dominio dessa funcdo existe apenas um Unico valor
corresponde que é igual a 1, sua imagem.

A09: E uma relacdo de infinitos valores para um. A gente, ja viu que muitos para um é uma
fungdo.

AO01: Professor, como fica o grafico dessa funcdo? J& que x pode ser qualquer valor e y €
sempre 1.

Al16: O x ndo pode ser negativo, A01. N&o faz sentido quilémetros negativos.

PP: A grandeza quilémetros apresenta restricGes, ela é valida somente no campo de definicéo
do conjunto dos ndmeros racionais positivos, Q5. (O PP faz o registro na lousa dessa
observacao)

A28: Também nao vale para 0 quildmetros, se vocé ndo viajar de jeito nenhum também nao
ganhar& nenhum ponto.

PP para 0 GG: E como vocés representardo a exclusdo do zero no gréafico? Lembram-se dos
intervalos numéricos?

GG: Bolinha vazia. (coro)

PP: Otimo. Agora, imaginem esses valores numéricos a direita do zero com um Gnico valor
correspondente na ordenada 1. O que vocés acham que vai acontecer?

AA43: Professor, vai dar uma infinidade de valores sempre na altura 1.

PP: Vocés vao poder unir esses pontos e formar uma semirreta?
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A43: Da para unir 0s pontos porque a gente viu que entre dois nimeros racionais existe uma
infinidade de nimeros racionais.

PP: Muito bem. Qual o dominio e a imagem dessa fungdo?
A15: O dominio sdo nimeros racionais positivos.

PP: Qi ou ainda {x € Q/x > 0} (Mostra na lousa enfatizando a representacdo dos conjuntos)
E a imagem?

A40: A imagem dessa funcao € 1.

PP: Isso mesmo, a imagem dessa funcdo é o conjunto unitario {1} (O PP faz o registro na
lousa).

A27: Essa questdo foi facil de fazer.
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Figura 19: Representacfes algébricas e gréaficas, sequida da representacdo simbdlica dos conjuntos
dominio e imagem apresentada pelo aluno A18, representando seu grupo.

Comentario: Circulamos na sala de aula, observando o desenvolvimento dos alunos nos grupos
de trabalho, notamos que existiam representacBes graficas que ndo estavam adequadas ao
problema, pois na ordenada de unidade um, o intervalo na reta deveria esta aberto e ndo
poderia ter dado continuidade & esquerda de 1. Por isso, resolvemos nesse momento fazer
intervencdes, tirando as ddvidas e esclarecendo detalhes tanto da representacdo gréafica quanto
das anotacGes e simbologias matematicas que pediam mais rigor e preciséo.

c:jntaﬁ—ﬂ@.i slrxe @lxero’y

Figura 20: Representacdes algébricas e graficas, seguida da representagdo simbdlica dos conjuntos
dominio e imagem apresentada pelo aluno All, representando seu grupo.
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PP ao GG: Vocés compreenderam bem esse problema de hoje?

GG: Sim. (coro)

PP: Vejam s@, alunos. O importante €, além de darmos uma resposta correta a uma dada
questdo, compreendermos tudo que foi discutido nesse exemplo de situacao-problema. Como
essa questao pode fazer parte do cotidiano das pessoas que viajam de avido e ganham bonus,
podemos dizer que é uma situacdo do mundo real, estd dentro de um contexto. No entanto, na
Matematica nds precisamos nos distanciar um pouquinho da realidade para tirar conclusdes

mais gerais. Por exemplo, podemos representar todas as fungdes constantes por y = f(x) =
¢, vejam que nesse caso 0 dominio e a imagem sdo nimeros reais, ok.

A42: A funcéo constante vai ser sempre representada por uma reta.

PP: Por uma reta paralela ao eixo dos x (eixo das abscissas). E quando c¢ for maior do que
zero? O que vocés acham que deve acontecer?

A24: Fica acima de zero.
PP: E quando c for negativo?
A41: Fica abaixo de zero.

PP: Isso mesmo. Para ¢ > 0, a reta sera paralela ao eixo dos x e ficara acima do zero. E para
¢ <0, a reta serd paralela ao eixo dos x e ficard abaixo de zero. (Registramos essa
observacdo na lousa).

PP: A35, vocé poderia representar na lousa o gréfico da fungdo y = —3.

A35: Tudo bem. (Dirigiu-se a lousa para representar o grafico da funcéo).

PP: E agora, qual é o seu dominio e a sua imagem?

A35: O dominio pertence aos nimeros reais e a imagem é o elemento unitario —3.
PP: A31, vocé poderia representar na lousa a fungdo y = 4°?

A31: E facil, professor. (A31 faz o registro do gréfico na lousa).

PP: Além da funcéo constante, outra fungdo bastante simples e importante é f(x) = x, que é
denotada funcéo identidade.

A28: A gente j& viu que ela é a fungdo espelho da funcéo inversa.

PP: Muito bem lembrado. Ela é a reta bissetriz dos quadrantes impares. A principal
caracteristica dessa funcédo é o fato dela passar pela origem do gréafico (0,0) e cortar o
primeiro e terceiro quadrantes numa inclinacdo de 45°. (Representamos a funcdo y = x na
lousa enfatizando as caracteristicas dessa funcéo).

A proposta de trabalho metodoldgica para essa sessdo de aula foi o ensino-

aprendizagem via resolucdo de problemas. A partir da leitura individual, seguiu-se a

formacéo de grupos de quatro alunos para o trabalho coletivo de interpretacdo e analise

do problema proposto. O problema pode ser considerado do mundo real, mesmo néo

fazendo parte da realidade da maioria dos alunos de escola publica porque eles ndo

costumam viajar de avido. Mas, isso ndo os impediu de compreender a situacdo-

problema que tratou da bonificacdo por viagem de avido e isso, para eles, poderia ser

transposto para uma situagdo qualquer de compras com boénus.
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A resolucgdo do problema néo foi considerada dificil para os alunos. Entretanto
o trabalho de sistematizacdo do conteudo, o professor tirando davidas, esclarecendo
inadequacbes de representacGes graficas, anotacdes e simbologias matematicas e
também no sentido da transposicdo da situacdo-problema da realidade para chegar a
generalizacdo da funcdo constante de varidvel real, precisou da nossa intervencao,
trabalnamos na Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos oportunizando a

elevacdo dos niveis potenciais para niveis psicol6gicos mais superiores.

Os alunos puderam sair do particular para o geral e do geral para o particular,
em um movimento dialético segundo o pensamento de Vygotsky (2008). Podemos
perceber que esse movimento ocorreu a partir da situacdo-problema que estava dentro
de uma situacdo real que foi representada por uma funcéo constante de variavel racional
chegando a generalizacdo mais ampla para uma funcéo constante de variavel real com a
ajuda do professor. E apds essa generalizacdo, solicitamos a dois alunos irem a lousa
para construir o grafico de duas fungdes constantes constituintes de exemplos de casos
particulares de fungdes.

Isso tudo nos fez refletir sobre o processo de aquisicdo e compreensao de um
conceito. Ndo podemos conceber um caminho, seguindo um modelo linear do tipo:
defini¢do, exemplos e exercicios rotineiros. Precisamos partir de um problema real ou
ficticio que favoreca a abstracdo e, nesse processo, podermos abstrair os elementos
secundarios e nos atermos aos elementos essenciais de um dado conceito, tais como as
suas caracteristicas, 0s seus tracos, as suas representacdes e suas situagdes que

particularizam tal conceito a ser apreendido.

No final da sessdo de aula neste encontro, trabalhamos a formalizacdo do
conteddo funcdo constante e funcdo identidade. Ndo constatamos, nesse encontro,
dificuldade de aceitacdo por parte dos alunos da fungdo constante como fungéo, muito
embora Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) tenham enfatizado que as dificuldades de
ensino de funcgdes, na confusdo causada no estudo de funcdo constante, para muitos
alunos, é a de ndo aceitarem funcbes constantes como funges. O aluno AQ9, por
exemplo, compreendeu que a relagdo muitos para um, viria a representar uma funcéo.
Pareceu-nos que houve uma compreensdo por parte dele da ideia essencial de fungéo
como valor unico. Pudemos perceber tambem, que para o aluno A28 a funcgéo

identidade fazia parte do seu repertorio de informacao, pois, ela é o espelho da funcao
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inversa. Aproveitamos para trazer mais explicacdes sobre a funcéo identidade, trazendo

as caracteristicas e propriedades que a torna um caso muito particular de fungéo.

Podemos evidenciar que uma compreensdo essencial do conceito de funcéo por
alunos passa necessariamente pela ideia de valor Gnico quando percebemos que 0s
alunos foram capazes de compreender que tanto a fungdo constante quanto a funcgéo
identidade sdo exemplos legitimos de funcBes que passam pelo crivo da ideia essencial
do conceito de funcdo. Ficou claro para eles que a relagdo um para um e muitos para um
sdo exemplos de funcdo, quando o contrario, relacdo de um para muitos ndo seria
funcdo. Esta ideia de unicidade quando bem desenvolvida pode abarcar todos o0s
exemplos e compreensdes conceituais de funcdo tanto as fungBes com dominio
numérico quanto as fun¢bes com dominio ndo numérico. Esta Ultima compreensdo ndo
foi contemplada pelo nosso estudo, compreensdo essencial (1c) segundo Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010), deixando o desenvolvimento e ampliacdo desta ideia ao

longo do curriculo.

5.3.2. Descricdo e analise do encontro 08

Aula 11 (Data 06/05/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 2.2: conceito de funcdo; covariagdo e taxa de variacao;
familias de funcdes (funcéo afim); combinagdo e transformacgdes de fungdes (funcdo inversa) e
representagdes multiplas de fungdo e mdltiplas conexdes ndo matematicas com tematicas de
saude.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.2:

Atividade 2.2: Uma dona de casa vivia uma vida sedentéria, pois, afora seus
afazeres domesticos, ela ndo praticava atividades esportivas e também se alimentava
muito mal ingerindo poucas verduras e frutas em sua alimentagdo diaria. Com isso, 0
seu peso® chegou a 100 kg. Dai, ela foi ao médico, porque precisava emagrecer e, sob

orientagdo meédica, fez um regime. Sabendo que o peso dessa dona de casa era de 100

® Peso, aqui é empregado no sentido popular, correlato & massa. Do ponto de vista fisico massa significa
quantidade de matéria de um corpo. Enquanto peso, na Fisica, tem a ver com o produto da massa pela
aceleracdo de gravidade. Em outras palavras, peso é a medida da forga que a gravidade exerce sobre os
corpos, puxando-os para o centro da Terra.
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kg e ela emagreceu 5 quilos por semana, podemos estabelecer uma relacéo entre 0 peso

e 0 tempo. Sabendo que o peso ideal dessa dona de casa era de 65 kg. Pede-se:

A) Elaborem uma tabela relacionando o tempo relativo ao peso perdido por

essa dona de casa por semana;
B) Escrevam a equacao da fungéo peso versus tempo;

C) Quantas semanas serdo necessarias para que a dona de casa adquira o0 peso
ideal?

D) Representem graficamente essa fungéo;

E) Determinem o dominio e a imagem dessa funcao;

F) Estabelecam a equacao da fungédo tempo versus peso;

H) Qual o comportamento dessa fung&o, ela é crescente ou decrescente?

Entrega de material impresso e papéis milimetrados, seguida de leitura
individual da situacdo-problema. Demos um tempo para que os alunos pudessem ter
inicialmente um contato com a situagdo-problema e, também, para trabalhar, mais
adiante, nos seus respectivos grupos, levando sua contribuicdo e poder também fazer
descobertas coletivamente.

A25: Professor, eu vou comecar a partir do tempo zero e peso 100 kg pra comecar. Dali,

depois de uma semana diminuindo 5 kg, que da 95 kg, depois de 2 semanas 90 kg, 3 semanas,
85 kg e assim vou fazendo.

PP: Pode continuar.
A42: A equacgdo da fungdo é P = 100 — 5T.
PP: Ok, muito bem.

A25: Eu vou parar a minha tabela em 7 semanas que da 65 Kg. Pois, o problema diz que peso
ideal da dona de casa era de 65 kg.

A42: E ja responde a pergunta da letra G. Sao necessarias sete semanas para que a dona de
casa adquira o peso ideal. Agora, professor. O grafico dessa fungdo para nesse ponto porque
ele ndo vai continuar até o infinito.

Comentario: Em uma dieta real, isso ndo é verdade porque se perde mais peso no inicio e,
depois vai emagrecendo menos. No entanto, a discussdo por parte dos alunos, ndo enveredou
por esse questionamento.

PP: O gréfico dessa funcéo esta restrito a certo intervalo. Entdo, ao elaborar seus graficos

vocés vdo tirar o seu dominio e a sua imagem. Lembrem-se: o dominio se encontra no eixo
horizontal (abscissas) e a imagem no eixo vertical (ordenada). Ok. Formem grupos de quatro
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alunos para concluirem o trabalho juntos. E vejam também a possibilidade de explorar outras
ideias.

Circulamos na sala de aula enquanto os alunos trabalhavam em grupo.
Decorrido certo tempo, propusemos que dois dentre os diversos grupos pudessem expor
a resolucéo na lousa. E os respectivos grupos elegessem um representante para realizar a

exposicdo na lousa.

Al12 representando o G1 (registrou na lousa a situagdo-problema 2.2
representando a grandeza tempo em semanas por T e grandeza peso em quilogramas por
P, D={T €Q/0<T<7} e Im={P €Q/65<P <100}, Efetuando

transformacbes algébricas, encontrou a funcdo inversa de P =100-—5T
correspondendo a T = 20 — %P, e respondeu que o comportamento da funcdo é

decrescente.

Figura 21: Resolucéo da atividade 2.2 apresentada pelo aluno Al12, representando o seu grupo.

Enfatizamos, para o grande grupo, que o grafico da funcéo esbocada pelo aluno
Al12 é uma funcdo continua, ele junto com colegas de grupo uniram 0s pontos que
foram localizados. Dai, pedimos para eles justificarem o porqué de ter procedido dessa
maneira. O aluno A12 responde: Porque as duas grandezas sdo medidas, a primeira
tempo e a segunda “peso” que podem ser representadas por numer0S racionais. Por
isso, a funcdo € continua. Reforcamos essa ideia comentando que as variaveis do
grafico séo continuas porque elas existem continuamente sem interrupgéo, e ndo apenas
em intervalos ou locais pontuais e distintos.

Comentério: Em um contexto mais amplo, poderiamos nos referir & funcdo continua,
pertencendo assim ao conjunto dos nimeros reais, quando trabalhamos com grandezas que
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expressam medidas, incluindo obviamente os nudmeros racionais e irracionais, razdes
mensuraveis e incomensurdveis. Em outras palavras, as funcGes de variaveis reais sao
continuas e as funcles de variaveis inteiras, cujas grandezas sdo usadas para a contagem, sdo
funcdes de variaveis discretas.

A45, representando o Grupo 2, realizou o registro apenas mudando as letras
das variaveis que ele preferiu chamar de x e y, independente e dependente
respectivamente. E de resto ficou tudo muito parecido com a resolucao apresentada pelo

grupo Al12. No entanto, a funcdo inversa de y = 100 — 5x, encontrada por ele e seu

grupo foi x = 20 — %y.

PP: Tudo bem. Vejo que houve concordancia entre os dois grupos em muitos aspectos das
perguntas inclusive em gréficos e comportamento de grafico também. A45, por que vocés
responderam que o comportamento dessa funcao é decrescente?

A45: Porque na medida em que aumenta o tempo o “peso” diminui. D& pra ver isso no
gréafico, ele vai de fato decrescendo.

PP: Ok. Agora, o que me chamou atencéo foi a sua resposta para a funcéo inversa. Embora
esteja correto, precisamos realizar alguns ajustes para poder respeitar as convengdes
matematicas. Normalmente, os matematicos chamam de x a variavel independente e a variével
de y dependente. E para resolver essa situagdo da fungéo inversa eles trocam o x pelo y e vice-

versa. E a nova funcéo agora invertida passa a ser y~! = 20 — %x ou f~(x) = 20— %x.

Como j& falei em aulas anteriores a razdo de tudo isso esta no fato da funcdo inversa ser
simétrica em relagdo a reta y = x. E certo que o mais importante é que vocés tenham
compreendido o sentido do que esta ai exposto na lousa por A45. Alguma davida? (O PP se
dirigindo ao GG).

GG: Entendi (Alguns apenas balangavam a cabeca concordando que sim).

PP: Agora, mudando de assunto e explorando essa situacdo no quesito saude, aA dona de casa
do problema deve se preocupar com 0 seu peso para evitar que problema, considerado grave,
enfrentado hoje pela popula¢do mundial e que esta também atingindo a populagéo brasileira?

Al6: A obesidade, professor. A dona de casa do nosso problema deveria pesar 65 kg,
certamente ela era baixinha e j4 chegou a pesar 100 kg, ja pensou uma pessoa de 1,50m
pesando 200 kg. Vai apresentar sérios problemas de salde.

PP: Tudo bem, eu concordo com vocé. No entanto, a preocupag@o com 0 peso s6 deve existir
nesses casos considerados mdrbidos ou quando depois de uma avaliagdo médica. N&o
devemos nos preocupar com os ditames da moda. Sabemos que muitas adolescentes acabam
adquirindo uma doenca como bulimia ou anorexia. Na primeira delas o individuo come
bastante e depois se sente culpado, e procura eliminar o alimento ingerido de alguma forma,
e, com o passar do tempo usando essa pratica, o individuo passa a ndo sentir mais fome. O
que acaba desencadeando um processo de anorexia, que é a falta de apetite, podendo
ocasionar a morte. E tudo isso acaba acontecendo devido ao excesso de preocupacdo com o
peso.

A23: Como aquelas manequins de passarela, professor.
PP: Bom, podemos pensar que elas devam ser bem assistidas. Porém, o importante é
respeitarmos as diferencas e cuidar melhor da nossa sadde. Se na avaliacdo médica 0 seu peso

estiver dentro das medidas de acordo com o IMC (indice de Massa Corporal) ent&o, vocé n&o
precisa se preocupar.
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A30: A professora de biologia ja nos ensinou a fazer as contas é sé dividir o nosso peso pela

medida da altura ao quadrado pela férmula: IMC = %.

PP: Muito bem, e sé puxando um pouquinho mais para o nosso estudo, esta formula do IMC ¢
funcdo do peso e da altura. Em outras palavras, o IMC é diretamente proporcional ao peso e
inversamente proporcional ao quadrado da altura. S6 para recordar diretamente proporcional
quando uma grandeza aumenta e a outra na mesma proporcao ou vice-versa. Por exemplo:
quando uma duplica a outra também duplica na mesma proporcao, quando uma cai para um
terco a outra também cai para um terco na mesma proporcao, entre outros. E inversamente
proporcional quando uma grandeza aumenta e a outra diminui na mesma propor¢ao ou vice-
versa. Por exemplo: se uma duplica a outra cai para metade proporcionalmente, se uma cai
para um terco a outra triplica proporcionalmente, entre outros.

A metodologia de ensino-aprendizagem via resolugdo de problemas foi o
caminho predominante nesta sessao de aula. Sugerimos a leitura individual no inicio da
aula, os alunos individualmente levantaram as primeiras hipdteses na resolucdo do
problema, sugerimos a formacdo de grupos, depois foram eleitos dois alunos de grupos
distintos para defender em plenéria as resolugbes de suas equipes, fizemos alguns
comentarios exercendo a funcdo de mediador no processo de compreensdo e aquisicdo
de conceitos trabalhados, tais como o comportamento da funcdo ser decrescente ou
crescente, a questdo do gréafico ser continuo ou discreto, o conjunto dominio e imagem,

a inverséo de funcdo, dentre outros aspectos.

Dentro ainda, dos aspectos conceituais, presenciamos certa fluéncia nas
descobertas feitas pelos alunos individualmente e nos seus respectivos grupos.
Formularam representacdes numeéricas, na construcdo de tabelas; formularam
representacdes algébricas na descoberta do modelo de equacdo algébrica da funcao
afim; construiram a representacdo grafica da funcdo. Foram levantadas mdultiplas
representacdes para a mesma funcdo que estava inicialmente representada verbalmente

dentro do contexto apresentado pela situacao-proposta.

No entanto, ao final da aula, pudemos notar extensdes do problema que podem
ser enquadrados numa metodologia de ensino-aprendizagem via exploracdo de
problemas, a férmula do indice de massa corporal, mencionada pelo aluno A30.
Aproveitamos para chamar a atencdo do grande grupo sobre esse enfoque referente a
essa tematica, enfatizando o estudo da funcdo em relacdo as grandezas diretamente e
inversamente proporcionais e outras questdes de contextos ndo matematicos como o
tema da obesidade que estava implicito no problema considerado, como um problema

de saude publica que atinge paises desenvolvidos e pobres. Outras discussdes da
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tematica da salde vieram a tona, uma vez que sao temas proximos aos adolescentes,

como o problema da bulimia e anorexia.

Percebemos que foi possivel explorar 0s conceitos matematicos,
predominantemente, foi dado énfase aos aspectos matematicos. Entretanto, o enunciado
do problema trouxe algo de novo a ser explorado além da Matematica que extrapola os
muros das escolas. Por isso, foi dado espago na aula de Matematica para as discussoes
que dizem respeito a salde publica, inicialmente provocada pelo professor, depois,
seguiu-se um dialogo entre alunos e professor sobre a temética da obesidade, bulimia e
anorexia. Houve a preocupacdo de compreender e questionar os problemas da realidade,

bem como da situacéo que lhes foram proposta.

Acreditamos que a metodologia de ensino-aprendizagem na perspectiva da
resolucdo e exploracdo de problemas possa fortalecer tantos os processos como 0S
produtos da resolucdo de problemas porque estamos nesse trabalho possibilitando uma
analise mais ampla para o problema-proposto, explorando ndo somente os conceitos
matematicos que estdo imbricados no problema, bem como as possiveis extensdes que
podem ser de carater matematico ou de responsabilidade social dos individuos e grupos
de individuos que estamos formando. Desse modo o mesmo problema pdde ser

analisado em diferentes aspectos tanto do ponto de vista da Matemética como fora dela.

5.3.3. Descricdo e anélise do encontro 09

Aula 12 (Data 11/05/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 2.3: conceito de funcéo; covariagdo e taxa de variagdo;
familias de funcgdes (funcao afim); representaces multiplas de funcdo e conexdes multiplas aos
contextos ndo matematicos meio ambiente, tal como a questdo do desperdicio de agua, na
promocdo de debate sobre a necessidade de evitar o desperdicio de agua.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.3:

Atividade 2.3: Uma caixa-d’agua de formato cubico e de capacidade de 2000
litros esta totalmente cheia. Para lavar o quintal, a dona de casa abriu uma torneira que

retirava 10 litros de &gua por minuto. Supondo que a caixa-d’agua néo seja alimentada
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durante todo o tempo de lavagem e que a vazdo da torneira permaneca constante. Pede-
se:

A) Montem uma tabela que relacione o tempo decorrido na lavagem em

minutos e o volume de agua consumido em litros;

B) Determinem a equacdo algébrica que mostra a dependéncia do volume em

funcdo do tempo;
C) Esbocem o gréfico dessa fungéo;
D) Apds quanto tempo a caixa-d’agua ficou vazia?
E) Qual o comportamento dessa funcéo, ela é crescente ou decrescente?
F) Volume e tempo sdo grandezas de proporcionalidade direta ou inversa?

G) O desperdicio de adgua no Brasil ocorre em grande escala. Lavar quintais e
calcadas é habito de muitos brasileiros, sobretudo nas cidades pequenas, médias e de
grande porte. A agua potavel é um recurso natural findavel e ndo desperdica-la é
preciso. Qual a sugestdo de vocés para que nds possamos desperdicar menos agua?
(Adaptado do livro: NETTO et al, 2005. p.11)

Entrega de material impresso e papel milimetrado para ajudar na construcédo do
grafico. Leitura individual do problema para que os alunos possam se familiarizar com a
situacdo-problema e possam inicialmente ter argumentos, levantar hipéteses, realizar
conjecturas a serem compartilhadas entre seus colegas da sala de aula e coletivamente

possam melhor formular e validar ideias que estdo sendo desenvolvidas.

A16: Eu vou fazer de 1 até 10 minutos.
PP: E um bom comeco.
A36: Vai mudando de 10 em 10.

PP: Chamamos esse valor de taxa de variagdo dessa funcdo. E quanto a palavra taxa, o que
vocés entendem por ela?

A10: E um imposto que é cobrado da gente.
A31: Pode ser de tantos por centos.

PP: Poderia ser uma porcentagem. Vocés lembram: qual é o significado da palavra
porcentagem?

A27: E uma razdo de um ndimero sobre cem.
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PP: Certo, vocés estdo lembrados do que quer dizer razdo em Matematica?
A45: Um quociente entre dois nimeros inteiros.

PP: Esta razdo poderia estar numa relacdo entre duas grandezas varidveis, sendo uma
dependendo da outra. Poderiamos chama-la assim de taxa de variacao.

A23: Na fungdo y = 10x, dez é a taxa de variacao dessa fungéo.

Comentario: O aluno conceituou erroneamente razdo como quociente. Enquanto, razao é
adequadamente conceituada, segundo Van de Walle (2009), como uma comparacdo
multiplicativa entre duas grandezas e a proporcao é a equivaléncia entre duas ou mais razdes. A
proporcionalidade é uma das ideias fundamentais da Matematica. Por outro lado, nossa
explicacdo incitou o aluno a racionar sobre a ideia de razdo como relacdo (comparacao) entre
duas grandezas variaveis para chegar a compreensao de taxa como uma comparagao entre essas
grandezas que podem ser de mesma natureza ou de natureza distinta. A ideia de
proporcionalidade foi explorada quando o aluno A23 demonstrou possuir senso de covariagao,
isto é, ele compreendeu que a taxa (razdo) indica uma relacdo (comparacdo) em como duas
grandezas variam juntas e foi capaz de perceber como a variacdo de uma esta relacionada com
a variacdo da outra, chegando a concluir que 10 seria a taxa de variagdo da funcgéo.

PP: Vocé pode representar as variaveis usando outras letras se assim preferir. Ok. Bom, agora
formem grupos de quatro pessoas e comecem a trabalhar com seus colegas. Nesse momento,
eu prefiro ndo interferir. Aproveitem para dialogar com seus parceiros de grupo.

Circulamos na sala de aula, observando mais os alunos nos seus trabalhos em
grupo. Pena, que ndo dava sempre para ouvirmos as trocas de ideias entre os alunos
porque a turma era muito grande. Enguanto, circulavamos na sala de aula observavamos
que as respostas nao divergiam essencialmente umas das outras. Mas, estdvamos
satisfeito com o fato de os alunos estarem se habituando a lidar com problemas
matematicos. Decorrido algum tempo, selecionamos dois grupos para expor na lousa a

situacédo 2.4.
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Figura 22: Resolucéo da atividade do 2.3 apresentada pelo aluno A06, representando seu grupo.
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A06 representando o grupo 1 (Montou a tabela de 1 a 10, denominou a equacao
da funcdo de L = 10M. Porém, o que nos chamou a atencdo foi o fato dele ter
representado o grafico a partir da origem mesmo, ndo tendo levado em consideragdo

esse ponto na sua tabela.

Figura 23: Representacdo grafica da atividade 2.3 apresentada pelo aluno AQ6, representando seu grupo.
PP: Por que vocés comecaram o gréfico a partir da origem do sistema?
AO06: Professor, porque quando M for zero, como L = 10M, o resultado é L = 10-0 = 0.

PP: Ok. Porém, a resposta mais adequada do ponto de vista matematico € que esta funcao é
linear e uma das caracteristicas dessa fungdo é que ela passa obrigatoriamente pela origem
dos sistemas. Agora, mais uma pergunta: M poderia ser igual a — 1?

A06: Nao faz sentido, professor. O tempo nédo pode ser negativo.
PP: Entdo, o grafico dessa funcéo é uma reta que passa pela origem?

A06: Nao, professor. O grafico dessa funcédo é uma semirreta porque ela tem origem mas néo
terd fim.

PP: Muito bem. Voltando ao problema da caixa d’agua que tem 2000 litros, acontece que
passado algum tempo a Agua acaba. Com isso, 0 que vai acontecer com o grafico dessa
funcéo?

AO06: Isso tudo quer dizer que o grafico é um segmento de reta, tem comecgo e tem fim.

PP: Tudo bem. Porém, essa discussao é importante para a gente ter consciéncia do que esta
sendo construido e o do seu significado. E a sugestdo ou proposta para evitar o desperdicio
d’agua?

A06: A nossa proposta é de conscientizar, pois se 0 Brasil for consciente, pouca agua sera
gasta e poderd ser reutilizada para exercer funcbes do dia a dia, e assim ndo havera
desperdicio em alta escala.

PP: Mas, vocé acha que so no Brasil?
A06: Néo, professor. Esse problema é no mundo todo.

PP: Muito bem. Vamos passar para o outro grupo.
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Al7, representando o grupo 2, montou a tabela na lousa a partir de 0 e adotou
um intervalo de 10 em 10 até chegar em 200 minutos, representou a equacao da fungéo
por V = 10T e o grafico como um segmento de reta, classificou o comportamento da
funcdo em crescente, respondeu que as grandezas envolvidas na questdo é diretamente
proporcional, pois quando o tempo aumenta, a quantidade de agua despejada também
aumenta na mesma propor¢do. Em relagdo a proposta para evitar o desperdicio d’agua
esse grupo sugeriu usar balde d’agua ao invés de mangueira. Ainda sugeriram o uso de
dois baldes, um com &gua e sab&o e outro com agua limpa. Reduzir o tempo debaixo do
chuveiro no banho, fechar a torneira enquanto escovam os dentes e consertar torneiras e

a rede hidraulica no geral da casa, caso requeiram consertos.

Vamos voltar para as discussdes matematicas propriamente ditas, retomando a
situacdo-problema 2.4, enfatizamos a ideia da funcdo linear, modelando
proporcionalidade direta, podendo representé-la pela forma geral y = ax. Mostrando
caso particular da funcdo afim com b = 0, evidenciando para os alunos que a
caracteristica principal da funcéo linear é a de modelar a proporcionalidade direta e que
passa obrigatoriamente pela origem do sistema. Chamamos a atencdo do grande grupo
para que eles pudessem perceber que ao descobrirem a taxa de variacdo da funcdo, ja

podemos achar a equacdo dessa funcdo, pois, o parametro b é sempre zero.

Neste encontro, ja foi previsto por meio da Ultima questdo que fariamos
extensbes do problema para problematicas e questionamentos além da propria
Matematica, sem prejuizo do enfoque nas exploracfes matematicas, propriamente ditas.
O encontro inicialmente percorreu um caminho metodoldgico de ensino-aprendizagem
via resolugdo de problemas com leitura individual em que os alunos sozinhos
levantaram hip6teses importantes para a resolucdo do problema. Mediamos o trabalho,
ajudando os alunos na construgdo do conhecimento por meio de perguntas e questdes
que estavam sendo levantadas. Selecionamos dois alunos de equipes distintas para
fazerem as defesas dos seus respectivos grupos para o grande grupo, no intuito de haver
possiveis confrontos e consensos sobre as resolucbes do problema que foram

apresentadas.

Houve muitas descobertas e exploragdes matematicas, na sessao de aula. Para
uma compreensao da melhor representacdo gréafica do problema-proposto, promovemos

o dialogo por meio de provocacBes, sempre instigando os alunos a pensarem sobre 0
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problema, com os alunos acabando chegar a conclusédo de que a melhor representacéo
gréafica, para a situagdo-problema, ndo seria uma reta nem uma semirreta, e sim um
segmento de reta. A ideia de taxa de variagdo surge em meio aos questionamentos feitos
pelo professor, entretanto sua apresentacdo e denominagdo requerem, por parte do
adulto mais experiente, que se fizesse essa ponte, trabalhando na Zona de
Desenvolvimento Proximal dos alunos de modo que eles pudessem adquirir um

vocabulario e uma compreensdo dos assim chamados conceitos cientificos.

Os alunos realizaram também representacdes algébricas quando chegaram a
equacdo algébrica da funcdo linear como modelo da proporcionalidade direta. No
entanto, a formula geral de uma funcdo linear e o raciocinio de forma organizada para
apresentacdo das principais caracteristicas dessa subfamilia de funcBes. Tivemos que
realizar o papel de mediador dessa compreensdo, embora, por conta propria, 0s alunos ja
tivessem demonstrado ter certo dominio, mesmo que ainda fosse de forma fragmentada,

desse conhecimento, que precisavam de uma arrumacao.

Muitas ideias fundamentais da Matematica exploradas, os alunos néo
conseguiam deduzir por conta propria. Eles apresentaram indicios de compreensédo
delas, mas se fez necessario 0 nosso trabalho de mediag&o no sentido de organiza-las. A
ideia essencial de proporcionalidade ficou clara na exploragdo do problema proposto.
Isso significou dizer que para eles haviam compreendido que em toda proporcéao, temos
uma equagdo linear y = ax, onde x é uma variavel, a é uma constante de
proporcionalidade e y depende do valor x: se x dobra, y dobra; se x cai a um tergo, y

cai a um terco.

No processo de formalizacdo de conteldos enfatizamos que a constante de

proporcionalidade a é uma razdo entre duas grandezas % Desse modo podemos

evidenciar que os alunos compreenderam que, em toda propor¢do, se aumento a
quantidade x, aumento a quantidade y; se diminuo a quantidade y, diminuo na mesma
medida a quantidade x. Sendo assim, eles compreenderam que x e y representaram a
relacdo de dependéncia entre duas grandezas e a razdo a é a taxa de varia¢do constante
da funcdo linear, caso particular da funcdo afim. Esta Ultima caracteristica é a

compreensdo essencial da fungéo linear.

O trabalho de metodologia de ensino-aprendizagem se estendeu via exploragao
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de problemas para questdes fora da Matematica, mas que tem uma grande importancia
para a nossa sobrevivéncia atual e futura. A dgua potavel, recurso natural ndo renovavel,
pois precisamos urgentemente pensar em como evitar o seu desperdicio. Os alunos
apresentaram algumas sugestdes, mostrando-se conscientes dessa problematica,

enfrentada pela humanidade em todas as partes do planeta.

Embora tenhamos aberto espaco para a tematica do meio ambiente, gua, 0
protagonista desta sessdo de aula foi a Matematica, onde finalizamos a aula,
sistematizando as ideias e explora¢fes matematicas discutidas durante o encontro,
chamando a atencdo dos alunos para a subfamilia funcdo linear, sua forma geral e
parametros; enfatizamos a ideia de taxa de variacao neste tipo de fungdo. Sendo assim, a
tematica das funcbes se apresenta muito rica para o trabalho de resolucdo e exploragao
de problemas, pois podemos recorrer a varias estratégias de resolu¢do, como achar a
equacdo algébrica da funcdo, construir tabelas e graficos e ainda analisar e explorar a
situacdo-problema através de algumas ampliagdes tanto dentro como fora da

Matematica.

5.3.4. Descricdo e analise do encontro 10

Aulas 13 e 14 (Data 12/05/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 2.4: covariacao e taxa de variagdo; familias de funcdes;
representagdes maltiplas de funges; ressaltando a analise de gréaficos raciocinando sobre taxas
de mudancas sem quaisquer nimeros envolvidos na situagéo.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.4:
Atividade 2.4: Hora do banho

Maria estad tomando banho. Ela enche a banheira, entra nela, lava-se, sai da

banheira e escoa a agua.

1) Qual grafico mostra o que acontece com o nivel da agua na banheira?

Justifique;

2) O que esta errado com cada um dos outros graficos? Justifique.
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O eixo vertical estd representando a altura da &gua na banheira e 0 eixo

horizontal esta representando o tempo.

Figura 24: Graficos A, B, C e D, ilustrativos da atividade 2.4.

(Adaptado do livro Atividades e Jogos com Gréafico: SMOOTHEY, 1997, p. 13)

Distribuicdo de material impresso, leitura individual e divisdo da turma em
grupos de quatro alunos.

A25: A alternativa que responde a primeira pergunta é B, pois a menina enche a banheira de
&gua e depois escoa.

PP: Na subida de &gua, a reta esta inclinada e ela é crescente. Por outro lado, vocé esta
admitindo que o escoamento de dgua representado por uma reta vertical, vocé acha mesmo
que a dgua escoa de uma sé vez assim que a menina abre a vazdo da banheira?

A25: Nao pode ser assim. A reta deve ficar inclinada, s6 que agora diminuindo, descendo
ladeira.

A44: Eu acho que é alternativa D.
PP: Justifique a escolha dessa alternativa. Diga, por qué?

A44: No primeiro momento a &gua sobe, depois permanece no mesmo nivel enquanto a
menina esta tomando banho e depois o nivel de 4gua baixa quando a menina escoa a 4gua da
banheira. Entdo, s pode ser a alternativa D, o grafico é parecido com um trapézio.

PP: Eu tenho impressdo que vocé ndo levou em consideracdo dois momentos que sdo muito
importantes. O momento em que a menina entra na banheira e depois que ela sai da banheira.

A44: Professor, quando a menina entra, o nivel de &gua aumenta um pouquinho, depois fica

estavel enquanto ela toma banho e o nivel diminui um pouquinho quando ela sai de dentro
d’agua. E depois, diminui mais rapido quando ela escoa a dgua da banheira.
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A21: Entdo, s6 pode ser a alternativa C. Pois, primeiro ela enche a banheira, 0 que aumenta o
nivel, entra na banheira colocando primeiramente os seus pés (0 que aumenta ainda mais)
depois de se sentar e banhar-se, a agua fica no mesmo nivel. Terminado o banho, ela se
levanta, a agua diminui um pouco, e depois de sair da banheira, a &gua é escoada.

PP: Eu quero que vocés respondam as duas perguntas sempre justificando as suas respostas.
Ok.

Circulamos na sala de aula, observando o trabalho dos grupos. O professor deu
um tempo para os alunos interagirem entre si nos seus respectivos grupos e selecionou
dois grupos que representariam os dois modos, ligeiramente diferenciados de respostas
as questdes da situacdo-problema.

O primeiro grupo era composto pelos alunos A12, A13, Al5 e Al7. Pedimos
para eles elegerem um aluno dentre os quatro alunos para vir a frente da lousa explicar
para o grande grupo como eles responderam as questdes da situacdo proposta Hora do
banho. O aluno Al2, representando o primeiro grupo: Para a primeira pergunta,
respondemos alternativa C, pois ela enche, entra, lava-se e escoa a agua. A partir desta
observacao pedimos para o aluno Al2 registrar na lousa o esquema que ele no seu
grupo tinha produzido (O aluno registrou na lousa o esquema indicando cada uma
dessas fases descritas por ele na sua equipe de trabalho).

40‘: Lemn i =hs

Figura 25: Representacdo gréfica da questdo um (1) da atividade 2.4 do aluno A13, representando seu
grupo.

O aluno Al12 dé& a seguinte explicacdo na alternativa A, o nivel da banheira
comega totalmente cheio depois vai secando até a banheira ficar vazia. Na alternativa B,
o nivel é aumentado e logo o nivel despenca, esvaziando a banheira totalmente sem ter
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dado tempo de a agua escoar. Na alternativa D, o nivel de 4gua da banheira aumenta,
ficou parada e depois foi esvaziando, mas ndo contou quando a menina entrou nem
quando ela saiu da banheira.

O segundo grupo selecionado foi formado pelos alunos A08, A21, A23, Add e
0 grupo elegeu o aluno A21 para responder as perguntas para grande grupo.

PP: Bom, precisamos ganhar tempo, a aluna A21 ja nos respondeu como ela justificou a
primeira pergunta que néo divergiu muito das respostas dos demais colegas do seu grupo. Entdo resta
apenas a segunda pergunta (Preocupacdo do professor pesquisador em relacdo a gestdo do tempo
pedagégico disponivel).

A21 representando o segundo grupo: O grafico da alternativa A esta errado, pois, mostra o
nivel da agua, ja alto, mas ele enche primeiro, antes de entrar. O Gréfico da alternativa B esta errado
porque sé mostra quando ela pde a agua e a tira depois do banho. O grafico da alternativa D também
esta errado, porque ndo mostra quando a garota s6 pds uma parte do seu corpo, 0 que aumentou apenas
um pouquinho o nivel da gua.
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Figura 26: Justificativas e explica¢fes das questdes um (1) e dois (2) da atividade 2.4 pelo A20,
representando seu grupo.

Transcricdo do texto da figura 26: 2. Na letra “a” o grafico esta errado porque nd3o mostra o
tempo utilizado para encher a banheira e nem o aumento da altura da 4gua quando a menina
entra. Na letra “b” o erro € o modo que seca a banheira sem nenhum movimento no tempo, e a
altura da agua na banheira quando a menina entra. Na letra “d” s6 esta errado o fato de ndo
mostrar 0 aumento do nivel da &gua no momento em que a menina entra e quando ela sai. 1.
Continuacdo: A letra “c” € a correta porque mostra a altura da 4gua quando a menina entra na
banheira, a diminuigéo quando ela sai e comeca a esvazia-la, tudo no tempo correto da acao.
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Reunimos 0s consensos do grande grupo na busca de respostas que fossem
mais adequadas para modelar a situagdo que retratou a Hora do banho de Maria, desse
modo o grande grupo escolheu a alternativa C. Chegamos a fazer os alunos
raciocinarem sobre o aumento, a diminuicdo ou a permanéncia do mesmo nivel de agua
em relacdo a taxa de variacao da fungdo. Concluimos em conjunto que a altura da dgua
na banheira em relacdo ao tempo decorrido no banho. Temos uma variacdo de duas
grandezas que variam juntas, a altura da agua na banheira e o tempo que nos ddo uma
ideia de covariagdo que € 0 modo como as duas grandezas variam juntas. Sabemos
também que existe uma medida que descreve o tipo de covariacdo que esta sendo
efetuada, a chamada taxa de variacdo. Pois bem, quando a &gua estd enchendo a
banheira, o valor da taxa de variag¢do positiva, quando a menina entrou na agua o valor
dessa taxa se alterou, no entanto ela continuou positiva. Quando a menina permaneceu
dentro da banheira se lavando o nivel estava estavel e a taxa de variacdo zero. Quando
ela saiu da banheira o nivel da agua caiu e a taxa de variagcdo passou a ser negativa,
quando a agua esté escoando a taxa se alterou, mas continuou negativa. Vemos, portanto
que a funcdo afim tem uma taxa de variacdo constante que pode ser positiva ou negativa
e determinara o comportamento dessa funcdo em crescente ou decrescente. E para o

caso particular da funcdo constante essa taxa de variacdo é sempre zero.
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Figura 27: Justificativas e explica¢fes das questfes um (1) e dois (2) da atividade 2.4 pela aluna 21,

representando seu grupo.
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Transcricdo das justificativas e explicacBes da atividade 2.4 pela aluna A2, representando seu
grupo: 1. Gréfico C, primeiro ela enche a banheira; 0 que aumenta o nivel. Entra na banheira
colocando primeiramente os seus pés (0 que aumenta ainda mais). Depois de se sentar e
banhar-se, a agua fica no mesmo nivel. Terminado o banho, ela se levanta, a agua diminui um
pouco, e depois de sair da banheira, a 4gua é escoada. 2. O gréafico A esta errado, pois mostra o
nivel da agua, ja alto, mas ela enche inicialmente a banheira, antes de entrar. O grafico B esta
errado porque s6 mostra quando ela pde a agua e a tira depois do banho. O grafico D também
esta errado, porque ndo mostra quando a garota sé pds uma parte de seu corpo, 0 que aumentou
apenas um pouco do nivel da agua.

Comentario: Nesta atividade, os alunos conseguiram interpretar a situacdo-problema em
linguagem verbal para grafica, mas sem usar quaisquer dados especificos, equacdes ou
nameros. Eles observaram e se concentraram em analisar em como os graficos aumentam ou
diminuem e o qudo rapido ou lentamente se comportam. Desse modo, eles puderam indiciar
com a nossa mediagdo, a compreensdo de que os graficos estavam aumentando, seja
continuamente com uma taxa crescente, decrescente ou sem nenhuma mudanga, representada
por um grafico horizontal paralelo ao eixo das abscissas.

A situacdo-problema, apresentada nesta sessdo de aula, vem expressa na
linguagem verbal e pediu-se a representacdo grafica mais adequada para traduzir a
situacdo proposta. Outro detalhe muito importante, cada questdo pedia para os alunos
que justificassem as duas questdes levantadas pela situacdo do dia a dia, a hora do
banho. Temos assim, duas situacBes problematicas: a primeira, conversdao da
representacdo verbal para a representacdo gréfica, diretamente, sem que para isso
tenhamos que utilizar ndmeros. Esta € uma situagdo-problema que ndo exigiu
raciocinios sobre numeros, portanto ndo precisou da representacdo numérica para
responder aos questionamentos feitos neste problema, muito menos de representacao
algébrica. A segunda exigiu dominio de raciocinios metacognitivos, em que os alunos
foram capazes de refletir sobre as analises dos graficos propostos pelas alternativas da

situacdo-problema.

Segundo Lester (1980), um problema é uma situagdo em que a um sujeito ou a
um grupo deles é solicitado desempenhar uma tarefa na qual ndo existe nenhum
algoritmo disponivel que possa determinar o método de resolucéo, e ainda, a realizacédo
desta tarefa deve ser desejada pelo sujeito ou grupo de individuos. Na situacdo-
problema, nesta sessdo de aula, os raciocinios ndo foram nimeros, mas necessario se
fez, por parte dos alunos, fluir entre dois tipos de representacdo: verbal e grafica. A
resolucdo de um problema, ndo precisa passar por tratamentos numéricos, e ainda assim,
ser considerada um problema. Pois, além da exigéncia e emergéncia de se elaborar um
raciocinio adequado para a situacdo-proposta, ela foi um convite para os alunos da
turma raciocinar sobre a variagao entre duas grandezas e sobre a descri¢do grafica desse

movimento, todos os alunos estavam envolvidos no trabalho de buscar uma resolucao
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para a situagdo-proposta que envolveu uma situacéo do cotidiano, a hora do banho.

Ap0s as leituras individuais e nos trabalhos em grupo vemos um dialogo entre
0 professor-aluno e alunos entre si, favorecido pelas primeiras tentativas de
compreensdo do problema, em que tanto o professor quanto os alunos mais experientes
realizaram a ponte de mediacdo que Vygotsky (2007) chamou de Zona de
Desenvolvimento Proximal. Dando continuidade ao trabalho de metodologia de ensino-
aprendizagem via resolugéo de problemas, os grupos de trabalho foram compostos por
quatro alunos que eles tiveram oportunidade de trocar informagdes. Escolhemos duas
equipes, cada equipe escolheu um aluno para representar o seu grupo na defesa das

questdes que eles haviam chegado para a situacao proposta.

Todos os alunos conseguiram relacionar a situacdo-problema ao gréafico
correspondente e, na linguagem deles, mesmo apresentando erros linguisticos, pudemos
evidenciar que houve um trabalho de metacognicéo, tanto nas suas defesas de questdes
apresentadas para o grande grupo quanto nas explicacbes verbais das justificativas
apresentadas, por eles, nas analises dos graficos, por meio de suas producdes escritas
sobre as mudancas de variacdo dos graficos propostos como alternativas possiveis para

aquela situacéo cotidiana da hora do banho de Maria.

Apds o grande grupo entrar num consenso sobre o0s questionamentos referentes
a situacdo-proposta, realizamos a sistematizagdo dos conteldos explorados no
problema, pois, a covariacdo e a taxa de varia¢do sao conceitos cientificos, que foram
explorados espontaneamente pelos alunos a partir da situacdo do dia a dia que tratou da
hora do banho de uma garota. Entretanto, o estudo da variacdo do sinal de um grafico de
uma funcéo, de forma organizada e formal, foi introduzido pelo professor, no papel do
adulto mais experiente, que trouxe o conhecimento institucionalizado através das
definicbes de covariacdo e sinal da taxa de variacdo para cada situacdo observada:
crescente se for positiva; decrescente se for negativa e constante se for nula. Os alunos
puderam chegar a essas mesmas conclusdes, mas em Matematica, a linguagem é mais
precisa. Portanto, os conceitos cientificos que foram trabalhados em sala de aula
precisaram de um mediador para a compreensdo e a aquisicdo deles de modo mais

efetivo.
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5.3.5. Descricgéo e analise do encontro 11

Aula 15 ( Data 11/05/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 2.5: covariacdo e taxa de variacdo; familias de funcGes
(funcdo afim); combinacdo e transformacdo de funcBes (funcdo inversa) e representacdes
multiplas de funcéo.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.5:

Atividade 2.5: Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas
de vidro idénticas em um copo com agua até certo nivel e medir o nivel de &gua,
conforme ilustrado na figura a seguir. Como resultado do experimento, conclui-se que o

nivel de agua é funcdo do nimero de bolas de vidro que sdo colocadas dentro do copo.

O quadro a seguir mostra alguns resultados do experimento realizado:

Tabela 2: Representacdo tabular da atividade 2.5.

NUmero de bolas (x) | Nivel de agua (y em cm)

5 6,35 ~—
10 6,70 ~——
15 7,05

Disponivel em: www.penta.ufgs.br

Acesso em: 13 jan.2009 (adaptado)

Figura 28: Desenho ilustrativo da atividade 2.5.

Qual é a expressdo algebrica que permite calcular o nivel de agua (y) em

funcdo do nimero de bolas (x)?
A)y = 30x
B)y = 25x + 20,2
Cy = 127x

D)y = 0,7x
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E)y = 0,07x + 6

Da questdo anterior, esbocem o seu grafico e determinem a sua funcdo inversa.
(Adaptado do ENEM-2008)

Entregamos o material impresso, demos um tempo, para que os alunos se
familiarizassem com a situacdo-problema e pedimos-lhes para formar grupos de quatro
alunos. Circulamos em sala de aula, observando o desenvolvimento dos trabalhos dos
alunos em grupo. Como a frequéncia neste encontro foi de 40 alunos, havia 10 grupos
trabalhando. Nosso objetivo era o de localizar as ideias semelhantes e diferentes entre
eles, sempre escolhendo de preferéncia um grupo que néo tinha ainda se apresentado em
aulas anteriores. Decorrido certo tempo, conseguimos localizar duas maneiras diferentes
de apresentar a mesma resolucdo para o problema proposto. Logo em seguida,

selecionamos dois grupos para expor na lousa suas respectivas resolucoes.

O primeiro grupo foi formado pelos alunos All, A28, A32 e A45. Eles

elegeram o aluno A45 para expor a solucdo na lousa para o grande grupo:

O aluno A45 realizou exploracBes matematicas na tabela, observando que 0s
elementos de entrada aumentavam de cinco em cinco e os elementos de saida
aumentavam de 0,35 em 0,35. Mas, ndo deu continuidade, apenas justificou que o
grafico dessa funcdo seria uma reta e que a funcdo seria afim. Logo, em seguida, ele
escolheu dois primeiros pares ordenados da tabela e chamou de A(5; 6,35) e
B(10; 6,70) e disse que a funcédo afim era da formay = ax + b. Substituiu os pontos
de coordenadas A e B na equacdo da fungdo e montou um sistema de equacoes,

6,70=a-10+5b
635=a'5+b"

e b =6. A partir dos valores obtidos, determinou a funcdo afim que modelava o

resolvendo-o por meio do método da adicéo: { Encontrou: a = 0,07

experimento. Substituiu os valores de a e b, encontrando que y = 0,07x + 6. Sendo
assim, entre as opg¢des apresentadas na questdo, o0 modelo matematico que lhe permitiu
calcular o nivel da 4gua y em funcdo do nimero de bolas x foi a alternativa E. O aluno
A45 esbocou o grafico da fungéo a partir dos dois pares ordenados retirados da tabela

desprezando a escala e uniu os pontos tracando uma reta.

PP se dirigiu ao GG: Vocés concordam com essa representacéo grafica para esta situacao?
GG: Néo, professor (Coro)
PP ao GG: Por que ndo?
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A09 (Apenas a aluna respondeu): Porque o problema fala de quantidades de bolinhas que é
contagem, e o grafico dessa fungdo vai ficar representado por pontos.

PP: Isso mesmo, sempre que o dominio de uma fung¢do for uma grandeza discreta. Ele fara
parte do conjunto dos ndmeros naturais positivos (inteiros positivos) e o grafico dessa funcao
serdo pontos discretos.

A45: Entdo, eu vou apagar a reta que eu tracei e vou deixar somente os pontos.

y - o
| C wo X e T

Figura 29: Representagdo gréfica da atividade 2.5 pelo aluno A39, representando seu grupo.

PP: Ok. Faltou determinar a inversa dessa funcdo que vocé acabou de obter.

A45: Eu pensei assim, usando a operacdo inversa. Fiz as contas desfazendo as operaces

feitas. Na fungdo inversa entra x menos 6 e divide tudo isso por 0,07. (y™! = ;%’ escreve a

equagcdo algébrica da funcdo inversa na lousa).
PP: Vamos para o préximo grupo.

O segundo grupo que escolhemos foi constituido por A16, A23, A25 e A39. O

grupo elegeu a aluna A16 para resolver o problema na lousa.

A aluna A16 observou que os nimeros de bolas x que estavam na primeira
coluna (entrada) aumentavam de cinco em cinco, enquanto a segunda coluna que

marcava o nivel de 4gua y aumentava de 0,35 a 0,35. Ela chamou 0,35 de variacdo de
saida. E cinco de variagdo de entrada. Como 10 —5 = 15-5=...= 5. E
6,70 - 6,35 = 7,05- 6,70 =...= 0,35. Entdo, chegou a taxa de variagcdo dessa
funcéo, calculando a razéo constante: 0—:5 = 0,07. Continuou observando que a fungéo

era do tipo afim y = ax + b e a seria a taxa de varia¢do da funcéo. Logo, ela substituiu

na forma geral da funcédo, encontrando y = 0,07x + b. Finalmente, substituiu por
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meio do par ordenado (5; 6,35), obtendo o valor de b = 6 e chegou ao modelo da
equacdo algebrica da funcdo afim: y = 0,07x + 6. Ela comparou o resultado com as

alternativas apresentadas e disse: alternativa correta é a letra E.

Figura 30: Resolucéo da atividade 2.5 pelo aluno A39, representando seu grupo.

Para a funcédo inversa, o grupo anterior ja havia apresentado e, sugerimos que
eles ndo precisavam apresenta-la. Pois, haviamos percebido que o procedimento
adotado por essa equipe nao foi 0 mesmo do grupo anterior, mas precisdvamos ganhar

tempo e a equipe anterior fez uma boa sintese da compreensao essencial de inversao de

funcdes.
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//b e =
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Figura 31: Procedimento algébrico na obtencédo da funcéo inversa relativa a atividade 2.5 pela aluna A16,

representando seu grupo.

~ s , - _ 100 x—600
Para a aluna A16, a funcdo inversa também poderia ser f~1(x) = = +

(A aluna A16 escreve na lousa esta anotagéo)
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No entanto, enfatizamos para 0 grande grupo que 0 mais importante é
compreendermos que a funcéo inversa desfaz a funcdo original e que a inversa s existe
em condicdes especiais — um para um, caracteristica das funcGes bijetoras. Portanto, s6
existe funcdo inversa se a funcdo dada for bijetora. Apos essas explicagdes, todos
pareceram concordar e compreender as observacdes que estavam sendo apontadas.
Seguimos mostrando para a turma de alunos que a ideia de taxa de variagdo foi muito
explorada nessa situacdo-problema, porém seria necessario dar uma arrumada nas
ideias. Vimos que a taxa de variacdo é a variacdo da saida sobre a variacao da entrada,

matematicamente podemos registrar essa informacéo através da formula:

Ay _ y—yo _ diferenca entre as saidas

Ax X— Xo diferenca entre as entradas’

Anotamos esta formula na lousa, chamando a atengdo dos alunos para ela por
meio de dedugbes na obtencdo dela, utilizando a semelhanca de triangulos por meio de

uma ilustracdo grafica. Evidenciamos para o grande grupo que na funcdo afim a taxa de
variacdo é constante (a), portanto a = i—i. E a constante b é o intercepto do eixo dos y, é

facil achar b pelo ponto (0, b). Pois, € justamente neste ponto que a fungdo corta o0 eixo
dos y (ordenadas). Também, elucidamos para a turma de alunos que podemos
interpretar a taxa de variacdo como inclinacdo sobre percurso através do seu grafico.
llustramos na lousa a formula para o calculo da taxa de variacdo de uma funcéo afim e o

gréfico representativo desta situacao.
Comentéario: Neste momento final, sistematizamos os contelidos explorados, nesta sessdo de
aula, mostrando as formulas trabalhadas, dando significado as constantes da funcéo afim e
eshogando graficos ilustrando as situagdes que foram apresentadas e discutidas em aula. Dessa
maneira enfatizamos a compreensdo essencial 3b, a funcdo afim é caracterizada por uma taxa
de variagdo constante. De acordo com Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), racionando a partir
da ideia fundamental de proporg¢éo sobre a semelhanca de tridngulos, permitira deduzirmos que

a funcdo afim tém uma taxa de variagdo constante e a fdrmula € do tipo f(x) = ax + b paraa
e b constantes.

A resolucéo de problemas na perspectiva da modelacdo matematica dentro do
processo de ensino-aprendizagem é utilizada como instrumento na busca de rela¢fes de
dependéncia entre grandezas, envolvendo tanto situacdes oriundas do dia a dia quanto
de outros campos do conhecimento matematico. Nesta questdo especifica que foi
proposta, ela trouxe uma situacdo que pode ser realizada por meio de um experimento,
cuja relacdo entre varidveis nimero de bolas (variavel independente) e nivel da &gua

(variavel dependente) pode ser modelizada por uma fungdo afim. Esta questdo
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apresentou uma relacdo de proporgédo direta entre 0 numero de bolas acrescentado ao
copo com &gua e o valor correspondente, em centimetros, deslocado pela agua,
caracteristica essa fundamental da fungéo afim. Os alunos perceberam, na tabela, que, a
cada grupo de cinco bolas acrescentadas ao copo, o nivel da agua é deslocado para cima
em 0,35 cm. A forma como essa relagdo aconteceu caracterizou a relacdo de variaveis

em uma funcdo afim do tipo y = 0,35x + 6.

Pudemos observar que o aluno A45 representou seu grupo, confundindo o
grafico continuo com o discreto e teve problema com a escala grafica. Na primeira
dificuldade o aluno A45 evidenciou ndo ter ampliado o conceito de fungdo para
situacBes de variacdo ndo continua que corresponde a compreensdo essencial (2a)
referente ao conceito de funcdo segundo Cooney, Beckmann e Lloyd (2010). Na
segunda dificuldade, o aluno A45 apresentou problema na nocao de escala, ele localizou
0s pontos desproporcionalmente, segundo Friedlander e Tabach (2001), os alunos
apresentam dificuldades nas representacdes graficas porque elas podem nédo ter a

precisdo necessaria, sendo influenciadas pelas escalas ou outros fatores externos.

A guestdo para outra equipe foi considerada como do tipo tabela, uma vez que
0s dados necessarios para a sua resolucao se encontram organizados em forma de tabela.
Em uma tabela, é necessario interpretar os dados apresentados nas suas colunas e linhas,
0 que significou traduzi-los de modo que se pbde atribuir significado as informaces
com base na ideia essencial de compreensdo de funcdo de acordo com Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010), segunda grande ideia de covariacdo e taxa de variacdo. A
covariagdo como variacdo conjunta das duas grandezas envolvidas no problema,
enquanto a taxa de variagdo como a medida dessa covariacdo, consistindo na obtengéo
da razdo entre a variacdo de uma em relacdo a variacdo da outra. Isto requereu, além da
leitura e interpretacdo dos dados, o uso de célculos matematicos a partir das

formulacGes e generalizagdes que traduzissem o modelo de situacdo proposta.

Conforme Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), sob condicGes especiais, as
funcbes podem ter inversas. Essa compreensdo corresponde a compreensao essencial
(4a). Podemos observar que o aluno A45, representando 0 seu grupo, compreendeu a
operacionalizacdo de como se deu a inversdo de funcdo, uma operagdo que desfaz a
anterior, invertendo as operagOes e a ordem delas. Obtendo assim a funcgdo inversa da

equacéo algébrica que modelou a situacdo-problema. No entanto, sentimos necessidade
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de realizar intervencbes. Segundo Vygotsky (2007), o professor pode atuar como
mediador na qualidade de um adulto mais experiente, trazendo explicagdes referentes as
condicGes apropriadas de fungdes para poderem ser invertiveis, a partir da observacéao

de que ela deva estar submetida a relagdo um para um, ser bijetora.

A orientacdo metodoldgica, dessa sessao de aula, foi a metodologia de ensino-
aprendizagem de Matematica via resolucdo de problemas. Apoés a leitura individual,
seguiu-se a formacao de grupos. Escolhemos dois grupos distintos para fazer as defesas.
Os grupos livremente escolheram o0 seu representante, foram feitas refutactes e
consensos das resolucdes apresentadas, mediamos o encontro fazendo observacdes
importantes durante o processo e finalizamos a aula, sistematizando a compreensao
essencial de fungédo inversa, a ideia essencial de covariacdo e taxa de variacdo, a
compreensdo essencial de funcdo afim, explicando os significados das constantes e suas

interpretacdes gréaficas.

Pudemos evidenciar compreensdo essencial das ideias de fungdes em relagédo
aos varios aspectos que foram explorados, para que a ideia do conceito de funcdo fosse
aplicada a outros casos que ndo seja a variagdo continua, pois o grafico da funcéo fora
representado por alunos por meio de pontos discretos, mostrando a contribui¢do dessa
compreensdo no sentido deles terem buscado uma ampliacdo do conceito através dessas
experiéncias. Percebemos que os alunos compreenderam a ideia de covariacao e taxa de
variacdo. Eles exploraram o problema proposto deduzindo que o comportamento da
funcéo fora caracterizado pela funcéo afim com taxa de variacdo constante e formula
geral f(x) = ax + b. Ficou claro também que os alunos mostraram compreenséo de

que a funcdo inversa s6 pode ser obtida mediante condicdes especiais, a de ser bijetora.

5.3.6. Descricéo e analise do encontro 12

Aula 16 (Data 18/05/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 2.5: covariagdo e taxa de variacdo; familias de funcGes
(fungdo afim); combinacdo e transformacdo de funcbes (funclo inversa) e representacdes
mdaltiplas de fungo.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.6:
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Atividade 2.6: Preencha as lacunas da segunda coluna, completando a tabela
abaixo, para a fungdo T (H). Em seguida, explique porque essa fungcdo nao tem uma taxa

de variagdo constante.

Tabela 3: Representacdo tabular da atividade 2.6.

HIT
10
6|5
12
24
48

De acordo com a tabela, determine a equacdo dessa funcdo e esboce o grafico
dela, admitindo que o dominio e a imagem da funcéo estejam no conjunto dos nimeros
racionais absolutos (Adaptado do livro: COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010, p.
44).

Entrega de material impresso e papel milimetrado, seguida de leitura individual

da situacéo-problema (O PP deu um tempo).

A25: Eu completei a tabela com 0, -5 e -10.

PP: Como vocé pensou para chegar nesse resultado? Vocé acha que faz sentido?
A25: Pela variacdo de T que é -5.

PP: Vocé ja verificou a variagdo de H?

A25:6-3=3;12-6=6;24—-12 =12 e 48 — 24 = 12. Vai dobrando o valor.

A04: Professor, ndo tem taxa de variacdo constante, o proprio problema afirma isso. Logo, a
funcdo ndo pode ser afim.

PP: Por qué?
A04: Porque quando uma grandeza aumenta a outra diminui.
PP: Vocé observou alguma regularidade?

A04: Professor, enquanto a grandeza T vai dobrando seu valor, a grandeza H vai caindo pela
metade.

PP: Muito bem, A04. Agora, vou deixar vocés juntos trabalhando em grupos de 4 alunos para
trocarem ideias com seus colegas de turma. (ficamos circulando na sala de aula observando o
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desenvolvimento dos alunos na busca de resolugédo para a situagdo-problema 2.6) Vamos fazer
0 seguinte selecionaremos dois grupos distintos € 0 grupo elege 0 seu representante para
ambos virem aqui na frente mostrar a solugdo. Porém, hoje vamos fazer um pouquinho
diferente vamos estabelecer um didlogo entre os dois alunos e nds vamos mediando a conversa
dos dois representantes.

A20 representando o primeiro grupo: Professor, eu completei a tabela com 2,5; 1,25 e 0,625.

H
340
6 |ub
1225
24 1218
48 N1

Mo -

Figura 32: Completando a tabela da atividade 2.6 pela aluna A36, representando seu grupo.

Solicitamos ao grande grupo para determinar a equacao algébrica dessa funcéo
e que eles construissem o seu grafico. O aluno A20, explicando para a sua equipe de
trabalho, percebeu que o grafico ndo daria uma reta, porque a medida que os valores de
H aumentam, os valores de T véo se tornando cada vez menores. Instigamos ao grupo
de trabalho do aluno A20, perguntando se eles poderiam unir esses pontos. O aluno
A20, representando o primeiro grupo responde: Posso, porque o dominio e a imagem
pertencem aos ndmeros racionais positivos. Dai, entre um nimero e outro existem

infinitos numeros. Podemos imaginar infinitos pontos.

)

Figura 33: Representacdo gréfica da atividade 2.6 pela aluna A15, representando seu grupo.

Para a aluna A25, representando o segundo grupo, as grandezas sdo continuas.

Mas o grafico ndo da uma reta, ele fica meio encurvado.

Neste momento pontuamos algumas observacgdes, mostrando que unindo esses

pontos descrevemos uma curva que 0os matematicos chamam de hipérbole e esse tipo de
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funcdo modela as mudancgas inversamente proporcionais que sdo denominadas de
~ , , 1 .
fungéo reciproca. A sua forma geral € y = z ou f(x) =a- ~coma# 0. Registramos

essas novas informacgdes na lousa. Em seguida fizemos os alunos evidenciarem que o
gréafico dessa funcdo nunca tocara o eixo dos x por menor que seja seu valor nem nunca
tocara o eixo y por maior que seja o valor. Isto, em Matematica quer dizer que a funcéao

tende para o infinito. Logo em seguida a aluna A25, representando o segundo grupo diz:

A gente encontrou a equacao da funcdo T(H) = %

Figura 34: Representacdo algébrica da fungdo da atividade 2.6 pela aluna A25, representando seu grupo.

Para a aluna A20, representando o segundo grupo que nesse momento ainda
ndo tinha encontrado a equacdo algébrica da funcdo para ela passou a fazer sentido:
30+-3=10; 30+6=05; 30+ 12 =2,5; 30 -+ 24 =1,25 e 30 + 48 = 0,625. Ela
chegou a essa conclusdo, validando os seus célculos, usando a calculadora do celular

para os resultados decimais.

PP: Podemos observar na aula de hoje, que existem situagdes ndo lineares, ou seja, a taxa de
variacdo ndo é constante. No entanto, para as fungfes reciprocas podemos observar que o

produto das duas variaveis é sempre constante.

A aluna A20 representando o segundo grupo: Eu percebi que 310 =6-5=12-2,5 = 24"
1,25 =48-0,625 = --- = 30.

O PP se dirige a0 GG: Podemos generalizar essa situacdo da seguinte forma: a fungdo
reciproca y = % modela relacdes entre grandezas inversamente proporcionais de modo que:

X1V =Xy Y, =X3°Y3 =...= a. Sendo a o coeficiente de proporcionalidade inversa da

funcdo reciproca. (Registramos na lousa essas observacdes).

Enfatizamos para o grande grupo que duas grandezas sdo inversamente
proporcionais quando uma grandeza aumenta e outra diminui ou quando uma diminui e
outra aumenta proporcionalmente. De modo que se uma grandeza dobra o seu valor, a
outra vai ser reduzida para metade. Quando uma grandeza € reduzida a um ter¢o, a outra

sera triplicada.
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Neste encontro, procuramos ganhar tempo. Pois uma aula de 50 minutos passa
muito rapido, muito embora para trabalharmos com a metodologia de ensino-
aprendizagem de Matematica via resolucdo de problemas, sabermos que demanda certo
tempo para podermos realizar um trabalho produtivo e frutifero tanto para o aluno no
seu aprendizado quanto para o professor na satisfacdo do seu trabalho. Por outro lado, o
ideal é que possamos a cada sessdo de aulas concluirmos a execucdo de uma dada

situacdo-problema.

Podemos observar que apos a leitura inicial do problema e formacao de grupos
para o0 trabalho, como haviamos previsto ndo houve muitas divergéncias na
apresentacdo de resolucdes para as questdes que foram propostas. Tivemos a ideia de
selecionar dois alunos de grupos distintos e o professor na mediagdo das apresentacoes
dessas duas equipes. Nessa altura dos acontecimentos, os alunos além de ja terem
adquirido a postura de contrapor seus argumentos para os colegas, também sabiam
prestar atencdo a fala dos colegas quando estavam em plenarias discutindo e debatendo
as suas argumentacgOes. Por essa razdo, o simulacro criado estrategicamente pelo

professor para ganhar tempo foi bem sucedido.

As exploragOes nas tabelas pelos alunos na busca de alguma regularidade, nos
mostra a importancia das tabelas que trazem sempre informacg6es valiosas de fungéo que
ela esta representando, espontaneamente os alunos comecam a trabalhar dentro de acdes
individuais ou coletivas em cima de descobertas, de achados que nem sempre sdo 0S
mais adequados, mas que a sua investigacao independente vai fazer deles um resolvedor
e explorador de problemas. Podemos observar que a ideia de estudar a covariagao e taxa
de variacdo na tabela que lhes foram apresentadas, ja estava fazendo parte dos seus
repertorios na busca por uma regularidade, eles acabaram descobrindo que a tabela que
estava representando a fungéo ndo tinha uma taxa de variacdo constante, ndo poderia ser
representada por uma reta, visto que somente a funcdo afim apresenta tais

caracteristicas, portanto a funcao representada por essa tabela ndo poderia ser afim.

No trabalho em grupo, de repente, alguém teve a ideia de completar a tabela
com valores que eles puderam fazer a verificagédo de que o produto das duas grandezas
envolvidas na tabela foi igual a 30. Eles puderam nesse momento desenvolver a
habilidade de fazer validacdes para confirmar os seus resultados descobertos. Como

estava valendo para todos os exemplos numéricos da tabela, nosso trabalho de mediador
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se intensificou mais no sentido de fazermos os alunos enxergarem uma lei de formacéo
geral que servisse para todos os elementos que fossem dispostos na tabela. Nesse
momento, surge a dificuldade comum em sala de aula, no estudo de fungdes, pois as
representacdes algébricas, geralmente, ndo surgem assim tdo espontaneamente como as
representacdes numéricas. Entretanto, a medida que o desenvolvimento desta habilidade
de generalizar foi aumentando pudemos ver os alunos chegarem até elas com certa
fluéncia. Em outras palavras, de acordo com Vygotsky (2008) eles chegaram aos niveis

de pensamento superior, abstrato e algébrico.

Podemos observar, através deste encontro, que os alunos ja estavam se
apropriando da compreensdo de uma funcdo poder ser representada por um grafico
discreto ou continuo, pois eles ja estavam justificando as representacdes de funcdes a
partir de bons argumentos matematicos sobre o campo de definicdo de uma funcéo estar
dentro do conjunto dos nimeros naturais (inteiros positivos) ou dentro do conjunto dos

nUmeros racionais positivos.

Esta questdo proposta dd uma nova ideia para turma de alunos. Nem toda
funcdo sera representada por uma reta, pois existem funcfes que nao apresentam taxa de
variacdo constante. Na nossa situacdo-proposta, o aluno A20 percebeu que, a medida
que H estd aumentando, T vai diminuindo em valores cada vez menores e essa
observacao levou o aluno a entender porque o grafico que representa esta funcédo vai se
encurvando. Esta é mais uma ideia que foi sendo ampliada a partir deste encontro, pois

existem fungdes lineares e ndo lineares.

Neste encontro, trabalhamos com uma situacdo fora do contexto real. Podemos
dizer que se tratou de uma situacdo descontextualizada que requereu a conversdo da
representacdo tabular em representacdes grafica e algébrica, permitiu aos alunos
realizarem muitas descobertas importantes dentro do estudo de funcdes. Essas
passagens nao foram problematicas para os alunos nesta sessdo de encontro de aula. Por
iss0, ndo entendemos essa obsessdo de se trabalhar tudo dentro de um contexto do
mundo real, pois na Matematica, 0s contextos reais algumas vezes podem parecer
apenas um modelo grosseiro de uma dada realidade e isso foi discutido pelos alunos.
Eles precisam desenvolver o senso critico, a exemplo de uma resposta absurda a um
problema matematico em que muitas vezes o aluno pode ndo saber a resposta correta,

mas sabera que aquela resposta ndo é adequada para aquela dada situacéo.
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Finalizamos a aula fazendo as devidas sistematizacGes de conteudos novos para
os alunos, a funcédo reciproca, modelo da proporcionalidade inversa e representada por
uma curva chamada hipérbole, mostrando as generalizagdes e dando exemplos de como
funciona a proporcionalidade inversa, através de explicacdes que elucidam as
exploracGes matematicas desta sessdo de encontro de aula. Foi importante, para nos,
neste encontro, ndo termos deixado para o proximo encontro fechar com as ideias que
foram desenvolvidas durante a aula, mesmo o professor tendo pouco tempo para fazer
este trabalho. Na verdade, trabalhar a metodologia de ensino-aprendizagem via
resolucdo de problemas exigira do professor uma habilidade de gerenciar o tempo
disponivel para realizacdo de exploragdes matematicas pelos alunos e ainda ndo poder
deixar de lado as formalizagdes matematicas pelo professor que sdo necessarias, ficando

sob nossa responsabilidade essa etapa final do trabalho docente.

5.3.7. Descricdo e analise do encontro 13

Aula 17 (Data 25/06/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 2.7: familias de fungdes, contra-exemplos para
distinguir situac@es lineares de ndo lineares e representacdes multiplas de funcdes.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.7:

Atividade 2.7: A distancia entre Recife e uma cidade do sertdo de Pernambuco
é de 600 km, o tempo gasto para um mavel percorrer essa distancia depende da sua
velocidade média adotada (Considerando uma situacdo idealizada em que a velocidade
média fosse constante, podendo-se viajar de carro, de trem ou de bicicleta. Admitindo a

trajetdria sem obstaculos.).

A) Montem uma tabela com valores para a velocidade média em quilémetros

por hora e o tempo em horas;
B) Escrevam a equacdo algébrica dessa funcao;
C) Esbocem o gréfico dessa funcgéo;

D) A funcdo apresenta uma proporcionalidade direta ou inversa? Justifiquem.
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Entrega de material impresso, papel milimetrado e calculadoras comuns.

Inicialmente, pedimos para os alunos realizarem uma leitura individualmente e
tentarem resolver a atividade por conta propria. (Demos um tempo, circulamos na sala

de aula para vermos como eles se sentiam nesse primeiro momento).

A28: Ja que eu posso viajar de carro, de trem ou de bicicleta. Eu posso comecgar com valores
baixos e depois vou aumentando até 180 quilémetros por hora.

A05: Eu ja acho 180 quildmetros por hora uma velocidade alta para dirigir um carro, mas
como o problema diz que a trajetoria ndo tem obstaculos, até dar pra pensar.

A45: Eu ja viajei de carro com meu pai a 180 quilémetros por hora.
A20: Seu pai estd dando um mau exemplo.

A31: Eu penso que a gente deve comecar com valores baixos como 10, 20, 30, 40, 50, 60, 100,
120 que, divididos por 600, dao valores exatos.

A08: E verdade, da 60, 30, 20, 15, 12, 10, 6 e 5. (Fez as contas usando a calculadora).

PP: Muito bem pessoal. Agora, formem grupos de quatro alunos, pois estavam todos na sala
de aula, totalizando 11 grupos.

Comentario: Nesse encontro, decidimos formar os grupos de acordo com a chamada do diario
de classe. Houve reclamagdes por parte dos alunos. Mas, no final acabamos os convencendo
que seria bom diversificar como de fato vinha acontecendo s6 que hoje obedeceriamos a ordem
de chamada.

PP: Vamos formar grupos de acordo com a chamada, o primeiro grupo sera formado pelos
alunos A01, A02, A03 e AO04, o segundo grupo sera formado pelos alunos A05, A06, AO7 e
AO08 e assim por diante. (Continuamos fazendo a chamada dos grupos para nao haver davidas,
deixamos os alunos trabalhando e circulamos na sala de aula).

Aproximamos do grupo 10, formado pelos alunos A38, A39, A40 e A4l.

A40: A gente escolheu os valores 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160 e 180 quilémetros. Mas,
fazendo as contas na calculadora para 600 dividido por 140 da 4,285714... Ndo da exato.

AA41: A gente pode arredondar para 4,29 com duas casas decimais, ja é um bom resultado?
A38: Também, 600 dividido por 180 d&o 3,333333... E uma dizima periddica.

AA41: A gente faz a mesma coisa, arredonda para 3,33.

A39: S6 tem um problema, porque quando a gente multiplica 20-30 = 600; 40-15 =
600; 80-1,5 = 600; 100-6 = 600; 1205 = 600.  Agora, 140-4,29 = 600,6; 180 -
3,33 =599,4. J4160-3,75 = 600. (Boa parte das contas foi feita usando a calculadora).

A38: Eu sei que a melhor maneira de representar um ndmero racional quando for uma dizima
periddica é deixa-lo na forma de fracgéo.

A33: Eu fiz as contas usando valores fracionarios e o resultado do produto é sempre igual a
600.

A41: Mas, fica mais dificil de representar no grafico. Com o papel milimetrado fica mais facil

a gente deixar na forma decimal. E s6 localizar um ponto que se aproxime dos valores que a
gente acabou de achar.
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Deixamos o grupo 10 discutindo entre eles e aproximamo-nos do grupo 1,
formado pelos alunos A01, A02, A03 e A04 que foi o Unico grupo que trabalhou

somente com valores exatos. Eles disseram que facilitaria as contas e a localizagdo dos
pontos no gréafico.

A02: O gréfico vai ser uma curva.

A04: Eu ndo lembro o nome dessa curva.

AOl: Ela é a curva das grandezas inversamente proporcionais, pois quanto maior a
velocidade menor serd o tempo do percurso.

A03: Proporcionalmente inversa ao mesmo valor 600.

A02: E verdade, nem tudo que aumenta e diminui ou diminui e aumenta é inversamente
proporcional, s6 ser for inversamente proporcional a um mesmo valor.

Escolhemos os grupos 1 e 10 para resolver a situacdo-problema 2.7 na lousa.

O primeiro grupo a desenvolver atividade na lousa foi o grupo 10 representado
pela aluna A41:

Figura 35: Representacdes tabulares e algébricas da funcéo e justificativa para 0 modelo de proporcao

inversa da atividade 2.7 pela aluna A41, representando seu grupo.

Ap06s o desenvolvimento das letras A, B, C e D.
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Figura 36: Representacdo gréafica da atividade 2.7 pelo aluno A43, representando seu grupo.
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Interrogamos ao grande grupo se eles estavam de acordo com a apresentacéo
dessas respostas que foram apresentadas e nos pareceu que a maioria dos alunos havia
concordado.

A02: Professor, na letra B, esta faltando completar a frase. Dizer inversa, porque um valor

aumenta enquanto outro diminui ndo basta porque uma grandeza aumenta e a outra diminui

ou ao contrario, proporcionalmente a um mesmo valor, que é a razdo inversa que a gente
achou igual a 600.

PP: O mesmo vale para grandezas diretamente proporcionais quando uma grandeza aumenta
e a outra aumenta ou quando uma grandeza diminui e a outra diminui na mesma razao direta.
Por exemplo, o lado e o perimetro de um quadrado sdo diretamente proporcionais?

A19: Sdo diretamente proporcionais, pois quando o lado aumenta o perimetro também
aumenta e quando o lado diminui o perimetro diminui na mesma.

A41: A area do quadrado também aumenta quando o lado aumenta e diminui quando o lado
diminui.

PP: E agora, vocé acha que a area em funcdo do lado é uma fungdo linear, ou seja, ela esta
modelando a proporcionalidade direta?

A41: Nao, professor. Por que o expoente da variavel é 2.

A19: Pra ser direta ou inversa deve ter uma razao direta ou inversa.

A30: A equacdo dessa funcao que acabamos de estudar é T = ?

AI15: Eu escrevi T(v) = ?

PP para 0 GG: E lembrem-se, a varidvel independente v n&o esta definida para zero, o

dominio dessa funcéo se restringe para qualquer valor racional positivo. A funcdo poderia ser

. . 600 600
representada também assim f(x) = —ouy= T?

GG: Sim. (Coro).
Chamamos grupo 1 representado pelo aluno AO03 para responder a atividade
2.7. N&@o houve muita divergéncia. Apenas o grupo 1 escolheu somente valores exatos e

justificou melhor a pergunta da letra B evidenciando a constante de proporcionalidade
inversa igual a 600.

PP para 0 GG: Vocés concordam com a apresentacio dessas respostas pelo grupo 1?
GG: Concordamos. (Coro).
A32: S6 acho estranho a gente admitir que a viagem foi realizada de bicicleta, trem ou carro.

A29: Se for de bicicleta s6 pode ser 10, 20 e 30 quilémetros por hora. Acho que de trem
também, ndo deve passar de 50 quildmetros por hora. Ja de carro depende do lugar, em
curvas perigosas a velocidade nédo pode ser alta, numa viagem quando a gente passa dentro
das cidades o motorista ndo pode ultrapassar 60 quildmetros por hora.

Al8: Eu sb gosto de viajar em alta velocidade, quando eu ganhar muito dinheiro eu quero
comprar um carrdo bem possante que eu possa andar a mais de 180 quilémetros por hora
pelas estradas afora conhecendo tudo quanto é lugar no Brasil.
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A22: O carro em alta velocidade é dificil de controlar.
A09: Mas o problema néo fala em obstaculos.

PP: De fato, é um problema idealizado. No mundo real temos que pensar em todas essas
questbes que vocés levantaram.

Nesta sessdo de encontro, ap6s leitura individual e dentro das discussdes
coletivas, pudemos observar que os alunos levantavam conjecturas com certa fluéncia,
testavam as hipdteses feitas, constatavam regularidades e certos desvios, faziam
estimativas e davam aproximagdes com duas casas decimais. Outro ponto importante
foi o fato deles também realizarem a leitura do problema com senso critico a medida
que levavam em consideracdo o meio de transporte para percorrer os 600 quilémetros e
as condicOes ideais que o problema levava em consideragdo, quando na realidade,
existem outras varidveis que ndo foram levadas em conta no problema e eles puderam
admitir que o modelo de situacdo proposta no problema, ndo seria condizente dentro de

uma realidade do mundo real.

A aula foi bastante interativa onde podemos observar uma crescente
participacdo de todos os alunos, na colocacdo de seus posicionamentos diante das
questdes que eram levantadas, eles apresentavam bons argumentos nas suas defesas e
eram também refutados pelos colegas quando apresentavam argumentos pouco
convincentes e/ou politicamente incorretos, sem que para isso 0 professor precisasse
chamar a atencdo para uma dada exploracdo matematica ou para moraliza-los. Entre
eles mesmos o didlogo fluia e 0 processo de conscientizacdo se dava entre eles. Vemos
nesse encontro um crescente movimento das vozes dos nossos alunos se fazendo mais
presentes durante as aulas, diminuindo a predominéancia da relacdo professor-aluno para

a relacdo aluno-aluno.

Quanto as ideias e compreensdes essenciais trabalhadas nesse encontro,
podemos observar que os alunos elaboraram tabelas numéricas, investigaram a
existéncia de regularidade, descobriram que o padrdo através do produto entre as
grandezas resulta sempre em um valor igual ou aproximadamente igual a 600,
escreveram a equacgdo algébrica para a funcdo que estava representada dentro de um
contexto em linguagem verbal, representaram graficamente a funcdo por meio de uma
curva. Isso significava que eles estavam conseguindo diferenciar funcdes lineares de

fungdes ndo lineares. Enfim, podemos afirmar que eles conseguiram fluir entre
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multiplas representacGes de funcdes com certa naturalidade depois de terem atingido um

nivel maior de abstracéo.

Como, nesse encontro, o objetivo era apresentar um problema que estivesse
dentro de um contexto que se aproximasse de uma situagéo real, foi muito importante
termos registrado o questionamento dessa suposta realidade pelos alunos. Ja em relagédo
ao trabalho de sistematizacdo dos contetidos explorados neste problema ndo se fez
necessario porque os alunos de forma mais independente trouxeram as resolu¢des do
problema através dos dois representantes de grupos distintos que foram a plenéria
defender suas respectivas resolucdes com desenvoltura. Certamente, como ndo poderia
deixar de ser, houve nesse encontro alguns pontos minimos em que se fez necessario a

mediacdo do trabalho pelo professor.

Nessa perspectiva, abriu-se um espaco de didlogo muito importante em um
trabalho de metacognicdo em que os alunos justificavam as suas inferéncias e
conclusdes feitas durante o processo de conhecer e explorar o problema proposto.
Justificavam explicando por que a funcdo reciproca modela a proporcionalidade inversa
e, quando questionados com outros exemplos, souberam justificar com propriedade e na
observagao de incoeréncia de algumas assertivas que foram provocadas pelo professor,
melhorando, assim, sua compreensao do conceito de funcdo e, sobretudo, da familia de

funcBes ndo lineares, o caso particular da funcéo reciproca.

5.3.8. Descricdo e anélise do encontro 14

Aula 18 (Data 26/05/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 2.8: covariacdo e taxa de variagdo; familia de funcGes
(funcdo afim) e representacdes multiplas de funcéo, ressaltando conexdes com mdltiplos
contextos extra-matematicos como, por exemplo, 0 meio ambiente com o impacto ambiental
na construcdo da Refinaria de Petrdleo no Estado de Pernambuco e os beneficios econdmicos
trazidos pela Refinaria de Petrdleo para a regido e ainda os ataques de tubardo no litoral sul de
Pernambuco e sua extin¢do de algumas espécies pelo homem.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.8:

Atividade 2.8: No grafico seguinte esta representado o volume de petréleo

existente em um reservatério de 26 m3 inicialmente vazio.
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Figura 37: Grafico ilustrativo da atividade 2.8.

A) Em guanto tempo o reservatdrio estara cheio?

B) Qual é a equacdo da funcdo que expressa o volume V, em litros, de petréleo

existente no reservatorio em fungdo do tempo t, em horas?

C) A atividade que vocés acabaram de desenvolver envolveu o petréleo,
embora nela o contexto explorado tenha sido somente a interpretacéo grafica da situacéo
e os dados que eles informam. Explorando mais esse contexto, sugerido pela atividade:
O que vocés tém a dizer a respeito da Refinaria de Petr6leo, aqui em Pernambuco,
considerada como um grande empreendimento econdmico para a regiao? (Adaptado do
livro: IEZZI et al, 2010, p. 81).

Entrega do material impresso e leitura individual da atividade, demos um
tempo para que os alunos, sozinhos pudessem, nesse primeiro momento apreender o

enunciado e as perguntas que envolvem a atividade 2.8.

Mantivemos a organizacdo dos grupos da aula anterior de acordo com a
chamada do diario de classe: grupo 1 (A01, A02, A03 e A04); grupo 2 (A05, A06, A07

e A08) e assim por diante, totalizando 11 grupos.

A27: A gente vai precisar transformar 26 m3 em litros.

A35: E facil, basta multiplicar por 1000. Ja que 1m® = 1000 dm3 e 1dm?® = 1l. Por isso,
26m3 = 26 000 litros.

A08: O grafico dessa funcdo é uma reta que tém trés pontos
conhecidos: (0,0); (2,2 600); (4,5 200).
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A13: E preciso s6 de dois pontos pra gente escrever a equacéo de uma funcéo representada
por uma reta.

Circulamos na sala de aula e demos mais um tempo de modo que os alunos
pudessem trabalhar em suas respectivas equipes. Selecionamos 0 grupo constituido
pelos alunos Al18, A19, A20 e A2l para responder na lousa a atividade 2.8 e eles

elegeram 0 A21 dessa vez porque A20 ja havia participado bastante nas aulas passadas.

A21 representando o seu grupo: Primeiro, ela achou a taxa de variacdo dessa
funcdo, observou que o grafico tinha o formato de dois triangulos retangulos

semelhantes que possuem uma mesma razdo. Em outras, palavras ele trabalhou a

2600-0 _ 5200-2600 _ 2600
2-0 4-2 -

semelhanca de triangulos: = 1300. Entdo, a aluna A2l

concluiu que a taxa de variacdo dessa funcdo é 1 300. Outra coisa que a aluna também
percebeu é que a reta passa pela origem do sistema cartesiano, logo a funcao € linear do
tipo y = ax, ou seja, V=1 300t que responde a letra B. E para responder a letra A,
resolveu a equacdo, que consistiu em achar o elemento de entrada a partir da informacao

da equacdo que representa a funcdo e o valor da saida: 1300t=26000—- t=

26 000
1300

— t = 20 horas.

Em seguida convocamos o grupo formado pelos alunos A34, A35, A36 e A37
para responder a mesma atividade 2.8 na lousa e eles escolheram a aluna A35 para

representa-los no grupo.

N&o houve muita diferenca no procedimento apresentado. Apenas a aluna A35,

montou inicialmente uma tabela, em seguida, calculou a taxa de variacdo pela formula

_ Ay _y=¥
Ax  x—xo

i ol

(’}/l (V) O\\ Q= Ay_ = 2—-&; ::agéoQ -0
O O A b W~ Ao 2 -0
< |2600 Leon = 1300
Y 500 <

V=2600 £, 9600 =1300 +
f=_265% F=a2 0 hotar.

9 V= 13004

Figura 38: Resolucéo da atividade 2.8 pela aluna A38, representando seu grupo.
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PP ao GG: Vocés concordam com as duas solucdes que estdo expostas na lousa?
GG: Concordamos. (Coro).

A26: Professor, como a funcdo é linear. Da pra ver que ela passa pela origem. A gente nédo

. . . z PETIR T R 2600 5200
precisa calcular a diferenca entre saidas e entradas. E s6 dividir diretamente =—=
1 300 pra achar a taxa de variagéo.

2 4

PP para o GG: Ok. Em relagdo a questdo C, o que vocés tém a dizer?

A45: A Refinaria de Petroleo Abreu e Lima fica em Suape, litoral sul de Pernambuco, aqui no
nosso Estado.

Al2: T&4 previsto para o préximo ano 2013 seu funcionamento. A Petrobras s6 mostra
vantagem pra regido, prometendo até plantar arvores da mata local e capacitar as pessoas
para trabalhar I&.

A19: Eu soube que j& gastaram quatro bilhdes de reais e ja foi gasto 12 bilhGes de reais na
Refinaria de Suape (Informacdo dada pelo aluno sem citar a fonte).

A06: E muito dinheiro, mas acho que Pernambuco vai tirar vantagem. Pois, ter4 a maior
refinaria do Brasil.

A33: Eu me preocupo com a poluicdo. Pois, a gente v& muitos acidentes de navios que
carregam petréleo, derramando dleo no mar, e isso causa um estrago danado ao meio
ambiente, matando os peixes e toda a forma de vida que vive no mar.

A40: E mais do que as matas, os mares e 0s oceanos sao 0s maiores produtores de oxigénio do
planeta. (Informacéo dada pelo aluno sem citar a fonte).

A21: Na verdade, desde a constru¢cdo do porto de Suape houve uma grande destruicdo ao
ambiente porque 14 era um lugar onde os tubardes se alimentavam e se reproduziam. E depois
disso, eles comecaram a aparecer em todo o litoral, e a partir de entdo, houve muitos ataques
aos surfistas e banhistas.

A32: Eu continuo surfando la na praia do Paiva e Porto de Galinhas. A gente que é surfista
nao tem medo de tubardo. (risos).

Al8: Eu ja mergulhei em Porto de Galinhas. O instrutor disse que existem muitas histérias
que o povo conta do tubardo, s6 que a maioria deles ndo ataca o homem.

A06: O homem é o pior inimigo do tubarao.

PP: E importante analisarmos sempre os dois lados da historia, nessas duas questdes
levantadas tanto do empreendimento da Refinaria de Petréleo quanto a questdo dos ataques
do tubardo, existem duas faces que nos precisamos examinar com cuidado. No entanto, a
minha dica para os banhistas € de respeitar sempre 0s avisos que estdo nas praias e ndo
entrar em mar aberto, ndo atravessar os arrecifes para a sua seguranga.

A questdo trabalhada, neste encontro, explorou a conversdo da representacao

gréfica para a representacdo algébrica de uma funcgéo linear. Precisamos explorar esse

tipo de conversdo e tratamento, que geralmente, se apresenta problematica dentro de um

trabalho na perspectiva das grandes ideias de funcgdes apresentadas pelos idealizadores

Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), que colocam a emergéncia e a necessidade de se ter

que transitar em meio e entre as representacbes mdltiplas de funcbes. Este tipo de
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conversdo entre representacfes graficas para algebra ndo foi igualmente direta, pois
exigiu dos alunos a realizagdo de diversos tratamentos algébricos, a partir da andlise
gréafica, até chegar & equacdo algébrica da funcdo, representada pelo grafico que foi
mostrado na questdo proposta. Ja em relacdo a questdo subsidiaria de conversao de

medidas de volume para a medida de capacidade a turma ndo apresentou dificuldades.

No primeiro momento, a metodologia de ensino-aprendizagem da Matematica
ocorreu via resolugdo de problemas por meio de leitura individual, formacéo de grupos,
escolhas de representantes de grupo para realizar defesas de resolugdo da questéo
proposta, houve consensos sobre as resolugbes apresentadas. O primeiro grupo
defendeu a resolucdo por meio da identificacdo dos trés pontos de coordenadas que
estavam representadas, visivelmente, pelo gréfico da questdo proposta. Seguida da
escolha de dois pontos de coordenadas e substituicdo deles na forma geral de uma
funcdo afim, montando um sistema de equacdes do primeiro grau com duas equacdes e
duas incognitas, sistema este possivel e determinado. O segundo grupo recorreu ao
calculo da taxa de variagcdo da funcdo e em seguida fez a substituicdo na forma geral da
funcdo afim, ndo divergindo muito do procedimento feito pelo grupo anterior.
Enquanto, a aluna A26 conseguiu identificar o grafico desta funcdo como representativa
de uma funcdo linear, subfamilia da funcdo afim, que possui caracteristicas muito
particulares: passam pela origem do sistema cartesiano € modelam a proporcionalidade
direta. Esta Ultima observacdo foi evidentemente, percebida quando ela diz como
descobriu a taxa de variacdo da fungdo linear, fazendo diretamente a proporgéo
2600:2 = 5200:4 = 1300, obtendo assim a funcdo linear y = 1300x.

Comentario: Podemos perceber que os alunos evidenciaram as caracteristicas da funcéo linear
que, além de ter a taxa de variacdo constante e passar pela origem do sistema cartesiano,

modela a proporcionalidade direta. Eles puderam intuir que a taxa de varia¢do é % e deduziram

que a formula geral para determinarmos a funcédo linear é y = ax. Caso particular, da familia
de funcéo afim com b = 0.

No segundo momento por meio da questdo C, o trabalho de metodologia de
ensino-aprendizagem de Matematica se deu via exploracdo de problemas néo
matematicos. Porem o debate foi promovido a partir do trabalho de extensdo do
problema que, até entdo, estava dentro da propria Matematica, tratando da conversao de
representacdo de fungdo grafica para algébrica, convergindo para a discussdo da
tematica do meio ambiente a partir do questionamento dos impactos provocados pelas

mudancgas que estdo acontecendo em Suape. Houve uma interagdo muito boa entre os
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alunos, trouxeram informac@es novas para a turma e todos demonstraram interesse pelo
debate, pois puderam apresentar livremente suas opinides. Nesse momento, deixamos 0s
alunos expressarem suas ideias, sem corrigi-los, deixando para o final da aula uma
reflexdo mais critica a respeito dos beneficios econémicos do empreendimento em

Suape e os cuidados que os surfistas e banhistas devem ter ao entrar no mar.

Ha quem alegue ja se ter muitos contetdos especificos de Matematica para
serem trabalhados durante o curso do Ensino Médio e o professor ainda se preocupar
com outras questdes que ndo fazem parte da sua disciplina, ver tudo isto como um
excesso de preocupacgdes desnecessarias. Aqui, ndo estamos sugerindo que o professor
de Matematica se torne um ambientalista, um especialista em Ecologia. Apenas,
defendemos que se possa abrir um espaco nas aulas de Matematica para o debate, que
foi provocado a partir da resolucdo de um problema matematico, trazendo, se assim
possivel for, uma reflexdo em torno de nossa realidade, auxiliando os alunos na sua

formacdo para uma cidadania mais plena.

5.3.9. Descricao e analise do encontro 15

Aula 19 (Data 27/05/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 2.9: Covariacdo e taxa de variagdo; familias de fungdes
(funcBes por partes); representagdes multiplas de fungdes, ressaltando conexdo com o tema
cidadania na cobranca de impostos pelo governo e o uso de novas tecnologias tal como a
calculadora para tornar rapido os calculos e ndo deixar a atividade enfadonha.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 2.9:

Atividade 2.9: Dentre as diferentes formas de imposto cobrado pelo governo, o
imposto de renda retido na fonte consiste no calculo que a fonte pagadora (empresa),
fazendo uso da tabela abaixo, deduz do salario bruto de seu funcionario uma parcela
referente a esse imposto. Entdo, nesse caso, a base de calculo é o salario bruto do
funcionario. De acordo com essa tabela, o imposto de renda retido na fonte é “tantos por

cento” do salario bruto menos a parcela de deducéo a ser descontada.

Tabela 4: Tabela progressiva mensal a partir do exercicio de 2011, ano-calendéario de 2010.

Base de célculo mensal em | Aliquota % Parcela a deduzir do
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R$ imposto em R$
Até 1.499,15 0 0,00

De 1.499,16 ate 2.246,75 7,5 112,43

De 2.246,76 até 2.995,70 15,0 280,94

De 2.995,71 até 3.743,19 22,5 505,62

Acima de 3.743,19 27,5 692,787

Fonte: www.receita.fazenda.gov.br/aliguotas/contribfont.htm. Acesso em 04/03/2012.

A) Escrevam a lei de formacdo da funcdo do imposto em relacdo ao salario

bruto;

B) Qual o imposto retido na fonte para funcionarios que ganham R$ 1.396,78,
R$ 1.800,00, R$ 2.500,00, R$ 3.000,00 e R$ 5.000,00?

C) Esbocem o grafico dessa funcao.

Entrega do material impresso com a atividade a ser trabalhada, para leitura
individual, e calculadoras comuns para realizar os célculos. Demos um tempo para 0s

alunos comecarem a desenvolver a situagcdo-problema por conta propria.

Apos a leitura individual, seguiram-se alguns comentérios de alunos:

Al6: O Brasil é o pais que cobra mais imposto no mundo.
A24: Se fosse usado nas escolas, nos hospitais e na seguranca para o povo, tudo bem.
A27: E verdade, mas a gente sabe que no Brasil, nada funciona direito.

A30: O pior de tudo é com a saude, pois as pessoas acabam morrendo nos hospitais sem
serem atendidas.

A21: Meu pai diz que a escola ruim é prejuizo futuro.

PP: Eu concordo com ele, a educacdo faz o trabalho de transformagdo social, de
conscientizacdo de um povo além de levar informacédo para os cidadaos. Por isso, o futuro do Brasil esta
nas maos de vocés, vejam sé a responsabilidade. Muito bem, vamos agora, nos concentrarmos no
problema do imposto de renda retido na fonte.

A discussdo retornou mais concentrada na questdo do imposto de renda retido

na fonte de acordo com a proposta da situagdo-problema:

A43: Percebi que na tabela nem todo mundo paga imposto de renda. A gente sabe que até num
confeito, a gente t& pagando imposto, outro tipo de imposto.

A42: O que é esse imposto de renda mesmo?
PP: E o imposto cobrado pelo governo baseado na renda e nos bens méveis e iméveis que o

cidad&o possui.
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A02: Tem gente que deixa de pagar esse imposto, 0 povo que tem muito dinheiro, dono de
empresa e de industria.

PP: Nao podemos generalizar. Mas, sabemos que o trabalhador ndo tem como deixar de pagar
o imposto de renda porque ele é descontado diretamente na conta-salario. Esta certo?

Comentério: E importante o professor saber gerenciar o tempo disponivel para as questdes fora
da Matematica, evitando que os alunos se dispersem, sem deixar com isso de ouvir as vozes
dos alunos por meio de seus discursos que estdo carregados de emocdo e impressdes que eles
carregam do seu mundo vivido em suas relagdes sociais com a familia e com a sociedade de
modo geral.

Orientamos o trabalho voltando para as questdes mais especificas da
Matematica que podem ser explorados no problema. E seguiu-se o didlogo abaixo:

PP: Qual a equagdo algébrica da funcéo do imposto de renda por meio desta tabela que nos
foi apresentada?

Al7: A tabela diz que o imposto de renda é igual aliquota sobre o salario menos o valor a ser
deduzido, tipo uma férmula.

AO05: Tém muitas mudancas dependendo do salario que a pessoa recebe.
A39: Para cada intervalo a gente tem uma equacéo diferente.
A26: A fungéo tem mais de uma equacéo.

PP: Sim, vocé tem razdo. Por isso, a fungdo da situagdo-problema é chamada de funcéo por
partes ou funcéo definida por varias sentencas.

Percebemos que os alunos avancaram na compreensdo do problema e
solicitamos a formacdo de grupos de quatro alunos. Foram formados 11 grupos e
ficamos circulando, na sala de aula, observando o desenvolvimento da situacgao-

problema pelos alunos.

Neste encontro de aula, selecionamos trés grupos distintos para responder as
letras A, B e C respectivamente. E o grupo elegeu um dos seus colegas como

representante para ir a lousa responder a questao.

A aluna A15 representando o grupo G observou que um trabalhador com
rendimento igual ou inferior a R$ 1.499,15 ficou isento do imposto de renda (IR = 0).
Ja um trabalhador que ganhava, por exemplo, R$ 4.000,00 por més teriam descontos,
em reais, de: 27,5% de 4.000 = 1.100, como a dedugéo seria 692,78. Ela observou
gue o imposto de renda, seria deduzido assim 1.100 - 692,78 = 407,22. A aluna A15
percebeu que, em geral, se o salario do trabalhador é x, seu imposto de renda f(x) seria
calculado assim: Se x < 1.499,15 entdo f(x) = 0, se 1.499,16 < x < 2.246,75 entdo
f(x) =0,075x — 112,43, se 2.246,76 < x < 2.995,70 entdo f(x) = 0,15x — 280,94,
se 2.995,71 < x < 3.743,19 entdo f(x) = 0,225x — 505,62 e se x > 3.743,19 entdo
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f(x) =0,275x — 692,78.

Perguntamos o que eles haviam percebido da exposicao da aluna A15, apenas o
aluno A20 respondeu que faltou escrever a equacéo algébrica da funcéo, pois, da forma
como fizeram, sdo varias equagdes que ainda precisam ser reunidas em uma so6 funcao.
Neste momento chamamos a atencao da turma para escrever o f(x) uma vez, seguida de
uma igualdade. Ponha chaves, e escreva as equagdes acompanhadas dos seus
respectivos intervalos. Essa é a forma convencional de escrever uma fungéo por partes.
Solicitamos a aluna A15 para reescrever a equacao algébrica da funcdo. A aluna A15
escreveu na lousa a notacdo convencional, de acordo com as instrucfes que acabara de

receber.

Solicitamos o proximo grupo, o aluno A31 foi a lousa, representando o grupo,
notou que f(1.396,78) = 0 (Isento de imposto de renda). Encontrou:

f£(1.800) = 0,075-1.800 — 112,43 = 135 - 112,43 = 22,57;
f(2.500) = 0,15 - 2500 — 280,94 = 375 — 280,94 = 94,06;
£(5.000) = 0,275 - 5000 — 92,78 = 1.375 — 692,78 = 682,22.
(Todos os calculos foram feitos usando a calculadora)

A aluna A31, pergunta se eles vdo poder usar a calculadora na prova.
Respondemos que se necessario usaremos sem problema. Pois, a calculadora é mais

uma ferramenta que pode ser explorada na formag&o de conceitos matematicos.

> <
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= ZS X —1)2 2 A 19T N6 £ X £ 7 2UG TS
Crt1SX— 282,38 na 2. 2%ao, F6 & < £ 2.395,7%
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Figura 39: Resolucéo das letras A e B relativas a atividade 2.9 pelo aluno AQ7, representando seu grupo.

207



Os alunos ndo estavam conseguindo construir o grafico dessa funcdo, a
dificuldade maior, nos pareceu, era de eles terem que lidar com montantes altos, a
calculadora ajudou muito nos célculos, porém a interpretacdo desses valores no gréafico
exigia um pouco mais deles. Por isso, fizemos algumas observacbes por meio de uma
explicacdo dialogada para o grande grupo, auxiliando-os na construcdo do grafico. De
modo que todos os alunos, com a nossa mediag&o, no final da aula haviam construido o
grafico da funcéo.

)
10
A

e
Pago 626,25 =2 3 2 46,75 X0,075 ~110u3 = 56,08
L'_))ES/; - ZJQ{/_; X ol\g == ’)_3‘3)"‘“( — ‘52113:

Figura 40: Representacdo gréafica da atividade 2.9 pelo aluno A07, representando 0 seu grupo.

Os debates e discussdes, que o proprio problema trazia, incitavam os alunos na
promogéo de seus questionamentos da problematica politico-social que os ajudavam na
interpretacdo do problema. Foi importante registrarmos a presenca do professor na
mediacgdo do debate no sentido de ndo deixar os alunos se perderem em divagagdes, mas

que fossem gradativamente trazendo as exploracGes de ideias matematicas que
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resolvessem as questdes que a situacdo-problema pedia. Isso aconteceu com a
participacdo de todos e mediacdo do professor, os alunos comegaram a apresentar

avancos significativos para a compreensao do problema.

A metodologia de ensino-aprendizagem via resolugdo de problemas seguiu a
linha de leitura individual, formacdo de grupos, selecdo de trés alunos distintos de
grupos diferentes que conseguiram apresentar as resolucdes das questdes A e B. Embora
para a questdo C, ndo houvesse inicialmente essa naturalidade na apresentagéo de uma

representacdo grafica que traduzisse a situagdo-problema proposta.

Comentaério: A representacdo grafica se configurou como uma das mais dificeis representaces
de funcBes, onde as escalas, os montantes de valores altos foram empecilhos para uma
representagdo sem a nossa ajuda, é diferente o sentido da construgdo de um grafico de uma
funcdo para sua apresentagdo grafica para os alunos, quando os alunos veem o gréafico de
fungdo, podemos observar que eles facilmente comegam um trabalho no sentido de analisar e
interpretar o gréfico, facilitado por esse tipo de representagdo. No entanto, a construgdo do
grafico ainda ¢ um grande obstaculo a ser vencido, precisamos caminhar no sentido de os
alunos poderem enxergar a representacdo algébrica de uma funcdo acompanhada da
visualizagdo de seu grafico.

Houve uma discussdo em torno do uso da calculadora que mostra ainda hoje
certa inseguranga por parte dos alunos. Embora eles fizessem uso da calculadora
principalmente dos aplicativos de seus celulares, a davida deles era sempre a mesma, se
eles poderiam usar na prova, avaliacdo escrita final do bimestre letivo. Expusemos
abertamente nosso ponto de vista de que, quando necessario, a calculadora é mais uma
ferramenta que pode ser explorada na formacdo de conceitos matematicos, pois mais do

que célculos, a Matematica trabalha com raciocinios.

Evidenciamos, nesse encontro, as dificuldades de aquisicdo dos alunos da
linguagem matematica com suas convencgdes e simbolismos arbitrarios, registrando a
necessidade do professor fazer o papel de mediador dessa linguagem para trazer uma
compreensdo mais efetiva aos alunos em torno dessas questfes. Outro ponto que
podemos apontar foi a dificuldade dos alunos em fazerem a representacdo grafica da
funcédo definida por partes, devido certamente aos valores de montantes altos que foram
explorados no problema. Foi necessario trabalharmos na Zona de Desenvolvimento
proximal com os alunos, tirando duvidas na tentativa de elucidar a todos os

procedimentos de construcao de sua representacdo grafica.

Por fim, os alunos compreenderam que uma funcdo, pode ser dada por varias

equacdes, cada uma referente a uma parte distinta do dominio. Isso também contribuiu
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para que o conceito de funcdo fosse ampliado, ndo se restringindo somente ao caso
linear e sim a uma combinagdo de tais caracteristicas. O conceito de funcdo por partes
foi bastante importante para mostrarmos também aos alunos uma aplicacdo de uma

situacdo de modelacéo de problemas do mundo real.

5.4.Unidade didatica I11: Funcao Quadratica

Nessa unidade didatica, totalizamos 13 horas-aula, constituintes de 8 encontros
com descricdes e andlises de cada aula. A exploracdo de problemas ganha contornos
mais evidentes, em seguida, exploramos a compreensdo essencial da familia de funcdes
quadréticas. Depois, apresentamos um problema de modelizagdo de um fendmeno fisico
lancamento de uma bola no ar e estendemos exploracdes para as questdes politicas e
sociais. Trabalhamos com a problematica da transicdo da representacdo grafica para a
algébrica e situacdes de contexto puramente matematico, visando a familiaridade na

aquisicdo dessa linguagem cientifica.

5.4.1. Descricdo e analise do encontro 16
Aula 21 (Data 27/07/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 3.1: Exploracéo de drea maxima na tentativa de chegar a
uma das caracteristicas principais de fungdo quadratica, destacando a exploracdo de problemas
no sentido de questionar mais o problema, ndo devendo encerrar com uma Unica resolucdo para
uma dada pergunta, explorando mais a questdo e fazendo mais perguntas até que se esgote o
interesse da turma pelo problema.

Neste encontro, trabalhamos com a questdo A da atividade 3.1:

Atividade 3.1: A) Um arame de 20 m deve ser usado para fazer um cercado.
Determine a 4area desse cercado, sendo ela a maior area possivel. (Problema

disparador/anotacédo na lousa).

Inicio do segundo semestre. Antes de iniciar a aula, propriamente dita,
conversamos um pouco com a turma, perguntamos: Como foram de recesso? Se tinham

viajado, descansado muito, se foram a praia, se jogaram muito bola? Dentre outras
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coisas triviais que os alunos costumam fazer durante o periodo de férias, recesso
escolar. E logo depois colocamos na lousa o seguinte enunciado: Um arame de 20 m
deve ser usado para fazer um cercado. Determine a &rea desse cercado, sendo ela a
maior area possivel. Solicitamos para eles fazerem uma leitura atenta deste enunciado
de maneira que possam compreender a pergunta do problema. Logo, em seguida,
pedimos aos alunos que formassem grupos de trés pessoas para pensarem juntos sobre o
problema. A aluna A23 comentou: Ja, professor. Vamos conversar mais sobre as
férias? Enquanto, alguns alunos comegaram a manifestar opinides a partir da leitura do

enunciado, pois aparentemente, este problema lhes pareceu 6bvio.

A43: A maior area é um quadrado.

A22: Um quadrado de area cinco.

Ad44: Acontece que cinco é o lado do quadrado e ndo sua area.

A34: Professor, como a gente faz pra calcular a area?

PP: Vocé néo esta lembrado da formula para o calculo da &rea de um quadrado?
A29: E s6 multiplicar o lado vezes o lado.

PP: Isso mesmo, a &rea de um quadrado é lado vezes lado ou lado ao quadrado.
A40: Encontrei 25 m?2.

PP: Vocés acham que essa ja é a solucdo do problema? Pensem em uma outra alternativa para
esse mesmo problema.

IR Tron

Figura 41: Resolucdo da questdo A da atividade 3.1 pela aluna A36, representando o seu grupo.

Observamos, neste momento, que a aluna A22 estava muito interessada na sua
equipe de trabalho na aula e estava inserida no contexto da resolucdo e exploracéo de
problemas, mostrando iniciativa na apresentacdo de resolugdes para o problema em
questdo, complementando com sugestdes e refutando ideias no dialogo com 0s seus

pares. Enquanto, as alunas A05 e A03 que, normalmente costumavam faltar as aulas, na
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unidade passada, se aproximaram nos pedindo para que lhes explicasse como fariam
para resolver o problema. Pois, ainda ndo tinham incorporado a nova metodologia e

estavam esperando que comegassemos a unidade letiva explicando o novo assunto.

AO05: Professor eu quero que o Senhor me explique.

PP: Eu quero que vocé pense sobre o enunciado que foi colocado na lousa e troquem ideias
com a sua equipe. N&o deve ser tao dificil, vocé tem um arame que mede 20m de comprimento
e vocé deve pensar em como aproveitar a maior area possivel com essa medida.

A aluna A18 que na ocasido fazia parte da mesma equipe das alunas A05 e A03 disse: Pensei
no numero 4,4 e fazendo as contas ddo 19,36. (Recorrendo a calculadora do celular).

PP: Podem continuar a investigacéo.

Neste momento, observamos outro grupo que estava confundindo perimetro
com éarea, embora tenham usado de muita criatividade na imaginacdo de figuras tais
como hexagonos, pentagonos, trapézios, dentre outros como possiveis formas
geométricas para a resolucdo do problema. Por isso, resolvemos chamar a atengdo do
grande grupo.

PP ao GG: Eu gostaria de saber de vocés qual a diferencga de perimetro e area?

A30: Perimetro é a soma dos lados e area é a base vezes altura ou lado vezes o lado quando
for quadrado.

PP: Vocé definiu perimetro e disse como calcular a area de um retangulo e também de um
quadrado. Porém, ainda ndo nos disse o que é area?

A20: Professor, a &rea é a regido plana em torno do perimetro.
PP: A superficie é a unido da regido plana interna com o seu perimetro.

A31: Eu aprendi que &rea é a medida de superficie e a sua unidade padréo de medida é o
metro quadrado.

Recolhemos as resolucbes apresentas pelas equipes e observamos que houve
um consenso por parte do GG, enfatizamos para a turma as definicdes de perimetro
como soma dos comprimentos dos lados de um poligono e area como medida de
superficie de uma regido plana cuja unidade padrdo € o metro quadrado. Depois de nos
certificarmos de que eles haviam compreendido bem os conceitos de perimetro e area,
pedimos para eles retornarem ao enunciado do problema proposto e pensassem em outra
resolucdo. Pois, 25 m? é a maior area do retangulo de perimetro 20m que corresponde a
area do quadrado de lado 5m. Porém, o enunciado nao falou em determinar o maior
retdngulo possivel usando um arame de 20 metros. Portanto, busquem outra resolucao

para esse mesmo problema e tragam na préxima aula.
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Se pensarmos que a atividade central do matematico € dentre outras, além de
resolver problemas, também explorar problemas indo mais adiante. Ndo podemos
limitar o pensamento matematico dos nossos alunos. Por isso, deixamos nesse encontro,
que eles tentassem estratégias de resolucdes por conta propria, aproveitamos as ideias
dos alunos mesmo que ndo levassem a resposta certa, ndo trouxemos resolucdes prontas
e acabadas, mas sim deixamos que eles sentissem o raciocinio que estava sendo

desenvolvido até chegar a resolucbes mais adequadas a situacdo que lhes foi proposta.

Observamos que, a primeira vista, o problema pareceu aos alunos bastante
simples, mesmo existindo, por parte deles, equivocos quanto aos conceitos de perimetro
e area que poderiam ter se transformado num problema secundario. Porém, houve um
trabalho de mediagdo por parte do professor de maneira que eles pudessem avangar na
resolucédo e exploracdo do problema. Num primeiro momento, os alunos ndo haviam
percebido que o problema ndo pedia para determinar o maior retangulo possivel, e
deram como resposta um quadrado de maior area possivel. Portanto, foi necessario o
professor provocar a exploragdo do problema que levou os alunos a pensar em resolver
o0 problema para uma area circular, admitindo implicitamente que estamos procurando o

poligono de maior area possivel com perimetro fixo.

Outro ponto que foi evidenciado, neste encontro, foi o fato de que a turma era
muito heterogénea e ainda podemos observar a resisténcia de alguns alunos no trabalho
de resolucdo e exploracdo de problemas, demonstrando certa expectativa de que o
professor fosse explicar para eles como fazer para resolver o problema proposto. Por
outro lado, tinhamos sempre a expectativa de que eles fossem construindo suas

ferramentas de controle e passassem gradativamente a tomar decisdes por conta prépria.

Abriu-se desse modo um espaco de trabalho coletivo para que os alunos
pudessem avancar na qualidade das suas produgfes. No entanto, o tempo pedagdgico
disponivel para o trabalho era sempre uma preocupacdo que tinhamos em vista, por isso
solicitamos a formacao de pequenos grupos, ainda que em uma turma grande nao fosse
possivel interagirmos com cada grupo especifico, precisamos criar nos alunos certo
espirito de inventividade e criagdo de maneira que eles fossem adquirindo certa
autonomia nos seus grupos de trabalho, de modo que entre eles pudessem realizar
mediacdes entre si, favorecendo desse modo a compreensédo do problema em cada grupo

de trabalho sem a ajuda do professor.
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Devido ao pouco tempo pedagogico destinado a aula deste encontro, ndo nos
foi possivel solicitarmos aos grupos que fossem a lousa expor 0s seus procedimentos,
muito embora tivéssemos a oportunidade de ver uma diversidade de estratégias que
foram usadas através das questdes que nos foram entregues no final da aula, alguns
alunos haviam imaginado diversas figuras geométricas planas na tentativa de obter a
maior area possivel e alguns outros chegaram a &rea do circulo, mesmo nédo tendo
apresentado a resolucdo mais adequada para o problema. Assim neste contexto, 0
processo de ensino-aprendizagem envolveu os alunos em um trabalho em grupo em que
eles entraram em acdo e interacdo entre seus pares e foram capazes de realizar

formulaces, validagdes e refutagdes na resolucdo e exploragéo do problema proposto.

5.4.2. Descricao e analise do encontro 17

Aulas 22 e 23 (Data 01/08/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 3.1: Exploracéo de drea maxima na tentativa de chegar a
uma das caracteristicas principais de funcdo quadratica, destacando a exploracdo de problemas
no sentido de questionar mais o problema, ndo devendo encerrar com uma Unica resolucao para
uma dada pergunta, explorando mais a questdo e fazendo mais perguntas até que se esgote o
interesse da turma pelo problema.

Neste encontro, continuamos com a atividade 3.1, trabalhando as questdes B,
C,DeE:

Atividade 3.1 (Continuacao):

B) Qual a maior area retangular possivel a ser construida com um arame de 20

metros? (Oralmente).

C) Construam uma tabela estabelecendo a relagdo entre a largura do retangulo
e a sua area de acordo com os valores dos resultados possiveis que foram obtidos na

investigacdo feita por vocés. (Oralmente).

D) Observando os resultados obtidos na tabela, vocés conseguem enxergar

alguma regularidade? (Oralmente)

214



E) Esbocem o grafico dessa relacdo usando os valores da tabela. (Oralmente).

Haviamos analisado as possiveis resolucdes do problema da aula anterior e
notamos que alguns alunos haviam pensado no circulo, fato esse percebido pela aluna
A22 que se prontificou a responder assim que foi refeito a pergunta. Percebemos que
alguns alunos também lembravam a formula do comprimento da circunferéncia e da
area do circulo, porém nenhum deles conseguiu desenvolver a questdo em casa,

sozinho.
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Figura 42: Resolucdo da questdo A relativa a atividade 3.1 pelo aluno A17, representando o seu grupo.

Por isso resolvemos fazer uma mediacdo, mostrando para eles, por meio de
uma exposicdo dialogada, o célculo para determinar o raio dessa circunferéncia a partir
da medida de seu comprimento, e depois calcularmos, juntos, a medida da area do

circulo. Do seguinte modo:

10
3,14

R
R

20 10
— 3m
T

C=2nr->2nr=20->r=—=
21

eA=nr’=mn-3>=97r=9-3,14 = 28,26 m?.

PP: Por favor, A35. Fagam na calculadora a diviséo 10 por 3,14.
A35: Encontrei 3,18471...
PP: Podemos arredondar para 3?

A35: Sim, professor.
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A01: Agora, ficou facil. E s substituir trés (3) na formula da area do circulo.

PP: Agora, A35. Fagam 9 vezes 3,14.

A22: Encontramos 28,26m? (célculo feito usando a calculadora do celular)

A20: Entao a maior area possivel é um circulo de aproximadamente 28,26 metros quadrados.

PP: Podemos afirmar que a maior area possivel de um poligono é um circulo porque podemos
admitir o circulo como um poligono regular de infinitos lados.

Al2: E o maior retangulo possivel € um quadrado de 25 metros quadrados.

Retornamos a exploracdo do problema que se iniciou com a determinacdo da
maior area possivel a ser construida com um arame de 20 metros. Agora, reformulando
a questdo, assim: Qual a maior area retangular possivel a ser construida com um arame
de 20 metros? Como os alunos ja& sabiam a resposta, pedimos-lhes para que
desenhassem retangulos variados de modo a verificar e a validar suas conclusoes.

A25: Professor, eu estou construindo passo a passo os desenhos dos retangulos possiveis:

1:-9;2:-8;3-7;4:-6;5-5;6-4;7-3;8-2e9-1.

A21: A gente encontrou 9, 16, 21, 24, 25, 25, 24, 21, 16 e 9 metros quadrados.

Al13: Confirmado, o retangulo de maior &rea € um quadrado de 25 metros quadrados que é o
mesmo resultado que a gente ja tinha achado.

PP: Vocés acham que o quadrado é um retangulo?
A25: Nao professor, sdo figuras diferentes, o quadrado tem lados iguais.

A09: Todo quadrado é um retangulo, mas nem todo retdngulo é um quadrado. O reténgulo
tem dois pares de lados opostos paralelos e angulos retos. Enquanto, o quadrado apresenta
essas mesmas qualidades, s6 que todos os seus lados sdo iguais. Pois, o quadrado é muito
regular.

Solicitamos aos alunos que elaborassem uma tabela, relacionando a largura do
retdngulo com a sua area, de acordo com 0s valores encontrados na investigacdo passo a
passo que foi feita. Logo, em seguida pedimos para que os alunos observassem algumas

regularidades de padrdes na tabela montada.
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Figura 43: Representacéo tabular da atividade 3.1 pela aluna A23, representando a seu grupo.
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Comentario: A primeira diferenca corresponde a 7, 5, 3, 1, —1, —3, —5, —1 e a segunda
diferenca corresponde a —2 sempre constante. Notamos que houve um engano do aluno ao
invés de registrar sete (7), escreveu um (1).

A30: A primeira diferenca ndo é constante. De 1 a 5 a funcéo € crescente e de 5 a 10 ela é
decrescente. Essa relacdo ndo é uma funcéo afim.
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Figura 44: Justificativa, ap6s investigagdes numéricas, indicando uma das principais caracteristicas da

funcéo quadratica pela aluna A23, representando seu grupo.

PP: Por que vocé chegou a essa conclusdo?
A30: Porque a fungdo afim tem varia¢do constante.

PP: Continue investigando na tentativa de encontrar alguma nova caracteristica para esta
nova funcéo.

AQ7: Professor, na tabela a primeira variacao é uma funcao afim que é constante.

PP: Isso mesmo, uma das caracteristicas dessa nova funcdo que estd sendo apresentada,
agora, é que ela tem a primeira diferenca uma fungao afim e a segunda diferenca constante.

Al12: Como é chamada essa funcéo representada na tabela?

PP: Funcdo quadrética ou funcdo polinomial do segundo grau. Agora, eu quero que VOCés
construam o gréfico dessa funcdo a partir dos valores da tabela que acabamos de montar.
(Pausa): Demos um tempo para que eles pudessem realizar o trabalho de construcao grafica.

A13: Vamos poder unir os seus pontos?

A27: Sim, Al13. As grandezas envolvidas na atividade sdo medidas de comprimento e area.
Elas sdo continuas.

Circulamos na sala de aula, observando o trabalho em grupo, paramos na
equipe do aluno A18 e na ocasido chamamos a atencdo para o desenho grafico dele que
estava representado por um V deitado. O desenho ndo é reto, o grafico da funcédo
quadréatica é uma curva, tipo um U deitado. Essa curva em Matematica recebe um nome

especial, € uma parabola.

Figura 45: Representacdo grafica com certa deformidade relativa a atividade 3.1 pela aluna A23,

representando seu grupo.
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Comentario: Durante as apresentacdes das representacdes graficas que na sua grande maioria,
os graficos ndo foram construidos adequadamente, procuramos enfatizar a necessidade dos
alunos observarem os valores das abscissas e ordenadas de modo que houvesse um respeito em
relacdo as distancias nas escalas por eles adotadas para evitar assim grandes deformidades.
Muito embora reconhecéssemos que em um trabalho a méo livre, usando lapis e papel, o
maximo que conseguimos fazer foi representar apenas um esboco de uma parabola. Porém, foi
necessario chamar a atengdo dos alunos para corrigir deformidades grosseiras das curvas
construidas por eles.

O aluno A06 nos pergunta: Afinal de contas, o que € uma parabola? Enquanto
o aluno A32 responde: E uma curva da funcdo quadratica. Depois desse
questionamento e de uma resposta de um aluno, ainda pouco consistente, apresentamos
a definicdo de parabola como um conjunto de pontos que estdo a uma mesma distancia
de um ponto fixo (o seu foco) e de uma reta (a sua diretriz). Apresentamos também um
esboco dela na lousa, mostrando sua constru¢do com régua e compasso e pedimos para
que os alunos construissem o mesmo esbo¢o da pardbola no caderno. Porém,
concluimos que a sua definicdo com essa precisdo s6 sera compreendida com mais
profundidade no terceiro ano do Ensino Médio em Geometria Analitica, muito embora a
sua exploracdo ja seja feita desde esses primeiros contatos dos alunos com a pardbola no
estudo da funcdo quadratica numa tentativa de podermos conectar algebra das funces a

geometria analitica.

Neste encontro, demos continuidade ao trabalho da exploracdo do problema da
aula anterior, a dificuldade dos alunos resolverem o problema para uma area circular foi
mais pelo fato deles terem sentido dificuldade de trabalhar com o problema inverso de
achar o raio da circunferéncia dado o valor do perimetro ao passo que as formulas para
o céalculo do comprimento da circunferéncia e a area do circulo eram conhecidas por
eles, nos parece que os alunos estdo acostumados a resolver problemas na ordem direta
para encontrar comprimento de circunferéncia e area do circulo, nos sinalizando para
trabalharmos mais em Matematica problemas nos dois sentidos porque o trabalho
apenas em um sentido ndo capacitam os alunos automaticamente para um trabalho em

um sentido oposto.

Optamos a partir dessa observacado pela mediagdo por meio de uma exposi¢éo
dialogada na resolucdo do problema para uma area circular com a participagéo ativa dos
alunos que mesmo apos a apresentacdo da resolugdo do problema, continuamos a fazer
provocacOes na tentativa de avaliarmos o grau de compreensdo dos conceitos de
retdngulo e quadrado que eles tinham para checar os seus niveis de abstracdo desses

conceitos pelos alunos.
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Podemos observar uma boa interacdo dos alunos entre si e sob a mediacdo do
professor, € notdrio o crescimento da participacdo ativa dos alunos atraveés dos seus
comentérios a cerca do conhecimento que estid sendo construido de maneira coletiva
como diz Vygotsky (2008), o desenvolvimento de conceitos se da na relacdo entre

conceitos e na interacdo social entre os individuos envolvidos nesse trabalho.

A medida que os alunos foram construindo retangulos passo a passo, podemos
observar um trabalho de verificagcdo para validar resultados j& encontrados, como foi o
caso da maior area possivel formada a partir de um perimetro fixo, eles puderam validar
um conhecimento que estava em construcdo, mas que necessitavam de mais evidéncias.
Logo, em seguida a partir da provocacdo feita por nds, os alunos representaram essa
variacdo entre as grandezas atraves de uma tabela e realizaram exploracbes matematicas
importantes na tabela, puderam analisar a tabela verificando que ela n&o representava
uma funcao afim, pois a primeira diferenca ndo era constante, no entanto constataram
que a segunda diferenca é constante, caracteristica essa que representa umas das
principais compreensdes essenciais de funcbes quadréaticas segundo Cooney, Beckmann
e Lloyd (2010) e que é pouco explorada nos livros didaticos brasileiros que tivemos

acesso ao longo do desenvolvimento desta pesquisa.

A dificuldade de representacdo grafica € comum no trabalho com valores altos,
os alunos se confundem na adocdo de escala com uma boa aproximacdo e acabam
construindo o grafico com certa deformidade, esses fatores influenciam os alunos de
modo a considerarmos a representacdo grafica para os alunos, uma das mais dificeis
para eles, embora os autores e pesquisadores também apontem a representacao grafica
como de boa visualizacdo para a andlise de conceitos, caracteristicas e propriedades
importantes, facilmente observaveis, por causa do seu apelo visual e de facil leitura e

interpretacdo segundo Friedlander e Tabach (2001).

Finalizamos a aula, sistematizando o conceito de parabola, apresentando a
turma a sua definicdo e construcdo com régua e compasso em uma tentativa de fazer
com que os alunos pudessem compreender melhor essa curva que eles facilmente
acabam identificando e chamando de parabola. Porém, sentimos que a sua compreensao
efetiva sé se dard no estudo analitico da parabola em estudos posteriores. Depois que
percebemos, dentro do contexto didatico da resolucdo e exploragdo de problemas,

garantias minimas de que os alunos na sua equipe de trabalho foram responsaveis por
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sua aprendizagem, acabamos a aula com a formalizacdo dos conhecimentos
matematicos importantes para um aprendizado mais solido e efetivo de funcdo

quadrética.

5.4.3. Descricdo e anélise do encontro 18

Aula 24 (Data 02/08/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 3.1: Exploracéo de drea maxima na tentativa de chegar a
uma das caracteristicas principais de funcdo quadréatica, destacando a exploracdo de problemas
no sentido de questionar mais o problema, ndo devendo encerrar com uma Unica resolucdo para
uma dada pergunta, explorando mais a questdo e fazendo mais perguntas até que se esgote o
interesse da turma pelo problema.

Neste encontro, continuamos com a atividade 3.1, trabalhando as questdes F, G
e H:

Atividade 3.1 (Continuag&o):

F) Qual a equagdo dessa relacdo entre a largura do retangulo e sua &rea?

(Oralmente)

G) Determinem o0s zeros (raizes) da relacéo entre a largura do retangulo e sua

area. (Oralmente)
H) Quais as coordenadas do vértice dessa funcdo quadratica? (Oralmente)

Nesse encontro, continuamos explorando o problema solicitando aos alunos

gue escrevessem a equacao algébrica da relacdo entre a largura do retangulo e sua area.

PP: Para responder a essa questao temos que dar uma solugéo algébrica. Qual a finalidade da
Algebra na Escola?

A35: Dizer as coisas de forma geral.
A41: E uma linguagem complicada. (risos).

A30: Tem alguma vantagem, eu posso dizer que o retdngulo tem comprimento C e a largura L,
vai servir para qualquer retangulo.

AQ7: Entdo C e L sdo as variaveis do problema.

PP: Ok. Agora, eu quero que vocés determinem o perimetro e a area desse retangulo, usando
essas duas variaveis.
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A18: E facil, o perimetro é a soma de todos os lados e a area é base vezes a altura.
PP: Poderia ser também comprimento vezes largura que da no mesmo.

A22: O perimetroé P = 2C + 2Leaéreaé A=C.L.

A32: Como o arame tem 20 m, esse valor é seu perimetro fixo, 0 que muda €é a area.
A26: Logo, 2C + 2L = 20 dividindo tudo por 2. Encontramos C + L = 10.

PP: Que corresponde justamente ao semi-perimetro do retangulo, ou seja, a metade do
perimetro.

A25: Mas, professor. A gente ndo tem o valor da area.

PP: Porque a area varia em funcdo do comprimento ou da largura desse retangulo. Como nés
poderiamos escrever C em funcdo de L?

A25: Acho que fazendo € = 10 — L.

L - 20 oo B> et 3 B I 20O
= Youle o L B = 2O
3 2
S S Lo T
P wones 5
Gx =10 Y

Figura 46: Procedimentos algébricos na tentativa de encontrar a representacao algébrica da funcéo

quadratica relativa a atividade 3.1 pela aluna A23, representando seu grupo.

PP: E agora, da para substituir essa expressao na formula da area?
Al13: FicaAd = (10 — L) - L, que é a mesma coisa de A = 10L — L2,

PP: Por favor, A13. Escreva esse resultado na lousa. Nos poderiamos dizer também que
A(L) = 10L — L?. Vamos fazer a verificagdo para L=1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9 metros.

Escrevemos na lousa A(1) =,4(2) =,A(3) =,....,A(9) = e pedimos para
que os alunos A04, A08, All, Al5, A19, A22, A28, A31 e A33 fossem determinar
respectivamente os valores, substituindo na equacéo algébrica da funcdo que foi uma

forma de fazé-los avaliar os processos de aprendizagem por meio de suas resolugdes

apresentadas.

Depois pedimos para os alunos compararem esses resultados com os da tabela
que ja haviam montado e perguntamos, novamente: Quais as caracteristicas que
podemos observar nesses valores encontrados?

A35: A fungdo cresce e decresce ao mesmo tempo. Ela ndo tem variacdo constante, mas a

variacdo da variacdo € constante. Acho que ela é chamada de fungdo quadrética por conta
dos retangulos e quadrado que a gente ta calculando.

PP: Porque o maior expoente da variavel é dois (2), ou seja, elevado ao quadrado. E quando
estivermos trabalhando com a varidvel real podemos chaméa-la de funcdo polinomial do
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segundo grau. Vejam que o grafico que construimos foi uma curva denominada parabola. A
parabola pode esta com a concavidade (abertura) voltada para cima ou para baixo. Essa
curva lembra um U certo ou invertido. E alguns de vocés desenharam algo parecido com um V
invertido que ndo é o grafico da funcio quadratica que nés estamos estudando, agora.

Dando continuidade & exploracdo do problema da area em funcdo da sua
largura. Solicitamos que os alunos determinassem o0s zeros ou raizes da funcédo area na
lousa. E a dupla de alunos A01 e A34 se prontificaram espontaneamente para resolver a
equacdo 10L — L? = 0, usaram a férmula resolutiva de uma equacdo do segundo grau (a
popular formula de Bhaskara) na lousa e encontraram L = Om e L = 10m. Em seguida,
apresentamos uma segunda opc¢édo de resolucdo da equacdo recorrendo a fatoracdo por
fator comum, encontrando os mesmos resultados. A aluna A25 comentou: Essa maneira
s0 resolve as equacgdes do segundo grau desse tipo que tem fator comum. Vou continuar

resolvendo do primeiro jeito.

Figura 47: Resolucgao de uma equacédo do segundo grau para obter as raizes ou zeros de uma funcgéo

quadrética pela aluna A23, representando seu grupo.

Continuamos chamando a atenc¢do dos alunos para o significado desses valores
no gréfico, desenhamos o esboco novamente do gréafico na lousa para mostrar as raizes
no grafico correspondentes aos pontos (0,0) e (0,10). Exploramos mais essa questao,
mostrando a abscissa no vértice x,, = 5, exatamente entre zero (0) e 10 que é a média
aritmética das raizes e que ela é eixo de simetria da funcdo quadratica. Perguntamos, na
ocasido, aos alunos: Como fariamos para calcular a abscissa sem conhecer as raizes?

Eles disseram: Tem uma de maneira mais direta para encontra-la. Fizemos uma

~ 7 b .
demonstragdo para os alunos, mostrando como encontrar a formula x,, = — 5o a partir

~ .. , b . . , .-
da relacéo entre os seus coeficientes e raizes: x; + x, = — p Pois, a abscissa do vértice

¢ justamente a média aritmética dessa expressdo. E perguntamos-lhes, em seguida:
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Como poderiamos chegar ao valor da ordenada do vértice da parabola? E eles
responderam: Substituindo o valor de x, na expressdo da funcdo f(x,). E logo,

puderam encontrar 25. Em seguida, demonstramos também em como chegar a formula
A . ~ . , .
para obter y,, = i sendo mais uma opc¢ao para determinar a ordenada do vértice de

uma pardbola. Apesar de termos apresentado esta ultima férmula aos alunos, eles
continuaram preferindo trabalhar com o primeiro modo, fazendo a substituicdo na

equacdo algébrica da funcéo.

Neste encontro, foi realizado o trabalho de generalizacdo da lei de formagéo
para a fungdo quadratica que estava sendo explorada, ja de aulas anteriores, ela € a
representacdo algébrica da funcéo quadratica em estudo, considerada a mais dificil para
os alunos. Pois, exige por parte deles um grau maior de generalizacdo e abstracdo que
geralmente pede a ajuda do professor na qualidade de mediador desse processo de
aquisicdo e compreensdo dessa linguagem. Podemos observar uma crescente
participacdo dos alunos nesse processo, porém ainda foi necessario o professor trabalhar
na zona de desenvolvimento proximal segundo Vygotsky (2007) para que os alunos

pudessem sair do nivel potencial para o nivel real.

Para encontrar as raizes ou zeros da funcdo quadratica, os alunos recorreram a
férmula resolutiva de uma equacdo do segundo grau, ndo perceberam de imediato, que
essa equacdo poderia ser resolvida de forma mais simples através da fatoracdo de fator
comum em evidéncia, isso nos pareceu que eles ndo estavam acostumados a trabalhar a
transformacédo de expressdo algébrica em produtos, mostrando que as transformacdes
algébricas e suas representacdes se constituem em uma das mais dificeis aquisicdo e

apreensdo de seus significados e conceitos por parte dos alunos.

Outro fato interessante é que na questdo G pedimos para os alunos, encontrar
0S zeros ou raizes dessa fungdo. Em outras palavras, para determinar os elementos do
conjunto dominio (pré-imagens) a partir da imagem nula que seria considerada mais
dificil em relacdo aos casos de obtencdo de imagens diretamente por substituicbes

numéricas de seus valores dadas as pré-imagens.

A finalizacdo da aula se deu com o professor, trabalhando a formalizacdo dos
conceitos, caracteristicas e propriedades da fungdo quadratica que foram exploradas,

neste encontro. Enfatizamos as compreensdes essenciais de fungdo quadratica que de
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acordo com Cooney, Beckmann e Lloyd (2010), raciocinando sobre a forma do vértice
de uma func¢do quadrética nos permitira deduzir um valor maximo ou minimo e os zeros
ou raizes da fungdo quadratica e que eles sdo simétricos sobre a abscissa do ponto
méaximo ou minimo. Embora, ndo tenhamos ainda convencido os alunos a trabalhar com

a formula do trinbmio quadrado por meio de fatoragéo.

Neste trabalho mobilizamos a representacao grafica da funcdo quadrética, pois
ela nos fornece de forma visual e sintética todas as informacGes necessarias a
compreensdo essencial mais efetiva da funcdo quadratica. Recorremos as deducgdes de
formulas para o calculo da abscissa e da ordenada do vértice da pardbola sob a
orientacdo do professor. No entanto, podemos observar que o0s alunos para a
determinacdo da ordenada preferem o calculo por substituicdo na forma geral da funcédo
quadrética. Existe um movimento de idas e vindas, ora os alunos trabalham com
representacdes algébricas e em outros momentos eles optam pelas representacoes

numéricas, mesmo ja tendo alcangado formas mais avancadas de pensamento.

A finalizacdo da exploracdo de um problema se deu com o fechamento das
ideias investigadas, embora saibamos que o trabalho de exploracdo de problemas apenas
se da por encerrado para aquele contexto do aluno, do professor, da Matematica e da
escola. Pois, segundo Andrade (1998), nele ha sempre um prazer e uma alegria em se ir
cada vez mais longe, um ir cada vez mais profundo, um ir cada vez mais curioso. O
problema ndo acaba com a sua resposta, ele é trabalhado num ir e vir que acaba quando
encerra a exploracéo para aquele grupo ou sujeito e que em outra ocasido novos olhares
poderdo surgir na proposicdo do mesmo problema com novas exploraces e

problematizac6es que até entdo ndo foram percebidas nem exploradas.

5.4.4. Descricdo e anélise do encontro 19

Aula 25 (Data 03/08/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 3.2: familias de func¢Bes (funcdo linear e quadratica) e
representagdes multiplas.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 3.2:
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Atividade 3.2: O padrdo geométrico abaixo contém muitas sequéncias

numericas diferentes. Cada quadrado é composto de unidades quadradas.

Figura 48: Sequéncias de padrdes geométricos da atividade 3.2.
Considerem o padrdo nos perimetros dos quadrados na sequéncia. Facam
assim, criem uma tabela, um gréfico e uma equacdo para representar a relacdo entre
perimetro e a posicdo na sequéncia. Usem essas representacfes juntas para descrever

variacdes relativas ao perimetro do quadrado com o comprimento do seu lado.

Criem representacfes da relacdo area na sequéncia. Como a area do quadrado
se relaciona com o comprimento do seu lado? Usem representacbes multiplas para

explorar essa questéo?

A) Completem a tabela, a seguir:

Tabela 5: Tabela ilustrativa da atividade 3.2.

Comprimento do lado doquadrado (L) | 1|2 |34 |5|6

Perimetro (P)

Area (A)

B) Escrevam as equacBes que relacionam o comprimento do lado de um

quadrado ao seu perimetro e area.

C) Esbocem os seus respectivos graficos juntos no mesmo plano cartesiano para
mostrar a relacdo entre o comprimento do lado de um quadrado e seu perimetro e area
(Adaptado do livro de COONEY; BECKMANN; LLOYD, 2010, p.89).

Iniciamos a aula com entrega do material impresso, leitura individual e
formacgéo de duplas para trabalhar juntos na resolucdo do problema proposto. Demos
tempo para que os alunos pudessem desenvolver o problema por conta propria sem a
nossa ajuda, de modo geral ndo houve dificuldade por parte dos alunos, na apresentacao

das resolugdes dessa atividade de investigacdo de padrdes geométricos, envolvendo o
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calculo de perimetros e areas e comparacao de seus graficos. Embora, os alunos tenham
representados alguns graficos problemaéticos, eles apresentaram dificuldades de esbocar,
a mao livre, um grafico que projetasse o crescimento linear do perimetro e o quadréatico
da area. Outra dificuldade deles foi a de ndo reconhecer de imediato a curva construida

como parte de uma parabola para valores positivos.

Comentario: Podemos apontar duas dificuldades distintas, a primeira diz respeito a construcédo
de gréficos pelo fato de termos que adotar escala e a segunda dificuldade de distinguir funcéo
linear de ndo linear, pois a funcdo perimetro é representada por uma reta, enquanto a funcéo
area é representada por uma curva.

Inicialmente eles realizaram o célculo para o perimetro somando lado a lado,
sem perceber a relacdo P=4l, porém quando se pediu para achar uma equagdo que

relacionasse o perimetro ao seu lado, informaram a expressdo corretamente.

O padrdo geométrico abaixo contém muitas sequéncias numéricas diferentes. Cada quadrado
é composto de unidades quadradas.
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Figura 49: Investigacdes de padres geométricos com resolucdes de perimetros e &reas da sequéncia pela

aluna A08, representando seu grupo.

Chamamos ao quadro para fazer investigaces de padrbes geométricos
correspondentes a determinacao de perimetros e areas observando a sequéncia, a aluna
A08 que ainda néo tinha participado das aulas indo ao quadro, para completar a tabela
solicitamos as alunas A37 e AO2 para escrever as respectivas equacfes do perimetro e
area em funcgdo da medida do seu lado. E pedimos também para a aluna A26, esbocgar o

gréfico das fungdes na lousa.

Comprimento do lado do quadrado (L) |1 |2 (3|4 |5]|6]..
Eerimetro(P) Y% [42]46 (20| 2u]ex<
Area (A) 4 Mg [1e[as]3g]een

Figura 50: Representacdo tabular da aluna A37, representando o seu grupo.
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Figura 51: Representacdo algébrica das equagdes das funcbes perimetro e area em relacéo ao seu lado
pela aluna A02.

1

rLim)

Figura 52: Representacdo gréfica do problema proposto pela aluna A26 representando seu grupo.

Antes de partirmos para a formalizacdo dos conteddos explorados no problema,
interrogamos o grande grupo: Em que ponto de coordenadas as func¢des se encontram?
O grande grupo respondeu: As fungdes se encontram no ponto de coordenadas (4, 16).
Insistimos ainda: Mas, por que isso acontece? O aluno A01: Ah, professor. Quando o
lado do quadrado mede 4, tanto o perimetro quanto a area do quadrado vale 16.

Em uma exposicdo dialogada, enfatizamos a regularidade da funcdo linear
perimetro em fungdo da medida do seu lado, ou seja, mostrando a taxa de variacdo
constante, sempre igual a 4. Enquanto a funcdo area que € quadratica, a primeira
diferenca ndo € constante, embora essa sequéncia seja respectivamente igual a
3,5,7,9,11,... ¢ uma funcdo afim com taxa de variagdo constante igual a 2, exatamente
a metade do coeficiente a para a fungdo quadratica A = I? ou genericamente f(x) =
ax? com a # 0. Mostramos também para os alunos a expansdo dessa funcdo para
valores reais, em que o eixo das ordenadas equivale ao eixo de simetria da parabola, ou
seja, tem a funcdo de um espelho. Portanto, poderiamos projetar para esquerda essa
mesma curva mantendo a mesma distancia dos pontos que estdo a direita a sua esquerda
para uma funcdo quadratica de variaveis reais. llustramos o grafico da fungdo de
variavel real f(x) = x?, mostrando as caracteristicas e colocando ela como funcéo
padrdo para construcao de fungdes quadraticas de varidvel real.

A partir deste ultimo exemplo, exploramos mais construcdes graficas,
mostrando as transformagbes que ocorrem com fungdes quadraticas do tipo f(x) =
ax?, f(x) = x? + ce f(x) = x? — c. Chamamos os alunos, A03, A10, A25, A27, A32,
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A36, A40 e A43 ao quadro, eles formam sorteados ao abrirmos o diario de classe,
escolhidos aleatoriamente em ordem crescente, com a finalidade de construir gréficos de
fungdes quadraticas. Assim podemos concluir que eles apresentaram indicios de
compreensdo essencial 4c, de acordo com Cooney, Beckmann, Lloyd (2010), para
funcBes de variaveis reais, compondo uma fungdo com variacdo ou escala na forma de
mudancas nos coeficientes de funcdes, o seu gréfico é facilmente previsivel. Os alunos
evidenciaram que quanto maior for o coeficiente a, maior a compressao sobre a curva
da funcdo quadratica e quanto menor o coeficiente a, maior o alongamento sobre a
curva da funcdo quadratica, eles puderam também perceber que c indica quantas
unidades a funcdo desloca para cima quando positivo e para baixo quando negativo.
Ainda compreenderam que a > 0 a concavidade € voltada para cima e quando a < 0 a
concavidade da paradbola é voltada para baixo, ou seja, é feito uma reflexdo sobre a

curva.

Comentario: Os alunos ndo apresentaram dificuldade na resolucéo desta questdo, no entanto ela
sugere compreensdes essenciais de fun¢des 3b que indica a funcéo afim caracterizada por uma
taxa de variacdo constante e a compreensao essencial 3c que indica que a funcdo quadrética é
caracterizada por uma taxa de variacdo linear e no caso particular da fungdo quadrética padréo
0 eixo das ordenadas é o eixo de simetria da pardbola. Por Gltimo instigamos os alunos a
apreenderem a compreensdo essencial 4c mostrando as alteracdes nos coeficientes a e ¢ da
fungdo quadréatica gerando familias de fungdes com graficos previsiveis.

Neste encontro, tinhamos apenas uma aula para trabalharmos com a exploragédo
de um problema, envolvendo o uso combinado de representaces maultiplas, dentro do
contexto de problemas do mundo real ou de situacdes de modelacdo. No problema
especifico que foi trabalhado e explorado na aula, o contexto fora o proprio padrdo
concreto de sequéncias de figuras geométricas, gerando sequéncias aritméticas e

quadraticas com o uso de representacdes multiplas.

O importante, aqui, foi privilegiarmos diferentes representacbes de funcgdes
para a mesma funcdo a fim de conectar as diferentes ideias e representacdes. Segundo
Kieran (2007), a visdo de Algebra Escolar e particularmente de ensino de fungdes tem
sido amplamente considerada pelos pesquisadores, movendo de uma visdo de
representacfes e manipulagdes puramente algébricas para uma visdo que contemple
representacfes maltiplas, as pesquisas evidenciam que os alunos derivam significados
de objetos algébricos para recursos multiplos. Portanto, mais do que trabalhar com cada
uma dessas representacfes de forma isolada, todas essas pesquisas sugerem o trabalho

no sentido e direcdo da coordenacdo entre as representagdes multiplas de fungées.
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Quanto a metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica se deu via
resolucdo de problemas, aliada ao uso de representacbes mdltiplas, ap6s a leitura
individual, formou-se duplas de alunos, como precisdvamos gerir apenas uma aula para
trabalharmos a resolucdo do problema, explorando as representagdes multiplas de
funces, solicitamos trés alunos de grupos distintos para fazer a defesa das questdes
exploradas pelo problema. Pois, nosso objetivo fora encerrar as discussdes e

exploracGes das questdes da situacdo-problema neste mesmo encontro.

Podemos perceber certa fluéncia por parte dos alunos nas representacoes
numéricas de funcdes atraves das exploracBes de perimetros e areas e na montagem da
tabela proposta para a questdo da letra A, segundo Vygotsky (2008) as representacdes
numericas se encontram dentro dos conceitos espontaneos dos alunos. Eles ndo sentiram
dificuldade de representar algebricamente as funcbes perimetro e &rea porque remetem
ao contexto da geometria, pois mesmo sendo estes conceitos cientificos, eles ja estavam
fazendo parte do repertdrio do cotidiano escolar desses alunos que com certa facilidade
apresentaram as equacOes algébricas dessas funcbes, sinalizando que as conexdes entre
as diversas areas dentro da Matematica podem ajuda-los na compreensdo do conceito de

funcdo dentro do contexto geométrico.

Neste encontro, no trabalho de formalizacdo dos contetdos trabalhados,
enfatizamos a ideia de taxa de variacdo para funcdo perimetro (funcéo afim), mostrando
que a taxa de variacdo € constante, umas das compreensdes essenciais de funcdo afim e
para a fungdo area (funcdo quadratica), foi realcado a propriedade que a primeira taxa
de variacdo da fungdo ndo € constante e a segunda taxa de variagdo € constante, que €

também uma das caracteristicas da compreensao essencial de funcdo quadratica.

Exploramos ainda a ideia de que o coeficiente da fungdo quadratica a é a
metade da segunda taxa de variacao e isso é valido para todas as sequéncias quadraticas.
Chamamos a atencdo dos alunos para a ideia de simetria. Desse modo, podemos
evidenciar através das producgdes coletivas que eles registraram e nos foram entregues
ao final da aula, uma compreensdo essencial de funcdo quadréatica e reconhecimento da
importancia de se trabalhar com representacGes multiplas de funcdes. E na extensdo do
problema com questbes instigadas sobre transformac6es de graficos de fungdes, apds
discussbes e chamadas ao quadro, podemos perceber certo avanco no sentido de uma

compreensdo essencial de que a partir das mudancas de coeficientes de funcdes
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quadraticas, em que alterando os coeficientes podemos mudar o grafico da funcao,

sendo este grafico facilmente previsivel.

5.4.5. Descricdo e anélise do encontro 20

Aulas 26 e 27 (Data 08/08/2012)

Conteldos desenvolvidos na atividade 3.3: Familia de funcdo (funcdo quadratica) e

representacdes multiplas de funcdes, destacando conexdes multiplas relacionadas a diversos

temas fora da Matematica, tais como trabalho, economia e cidadania.
Neste encontro, trabalhamos com a atividade 3.3:

Atividade 3.3: Uma bola ¢é lancada ao ar, a partir de uma altura h em metros
expressa em funcdo do tempo t em segundos, decorrido apds o langcamento. Seja a

equacdo da fungdo h = 6 + 5t — t2, considerando as condigGes acima:

A) Construam uma tabela que relacione a altura alcancada pela bola com o

tempo apds seu langcamento (sugestdo: 0 a 6 segundos).
B) Esbocem um grafico a partir da tabela do item A.
C) Qual é a imagem dessa fun¢édo?
D) Quais sdo os zeros da funcao?
E) Em que instante a bola atinge a sua altura méaxima?
F) Qual é a altura méaxima atingida pela bola?
G) Qual o esporte mais popular no Brasil?

H) Vocés tém ideia de quanto é o salario do Neymar? Vocés consideram esse

salario justo?

I) Qual é o valor do salario minimo no Brasil? Como vocés veem a distribuicdo
de renda no nosso pais? (Adaptado do livro de MORAES et al, 2008, p.p.40-41).

Entrega de material impresso seguido de leitura individual e primeiras
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tentativas de compreenséo e desenvolvimento, seguida de formacao de grupos de quatro
alunos. Demos certo tempo para que eles fossem trocando ideias nas suas equipes e
ficamos observando avangos que eram muito significativos, eles construiram tabelas,
determinaram as raizes da funcdo, o instante maximo e altura maxima por conta propria.
Porém, ndo estavam conseguindo responder a pergunta que pedia a imagem da funcéo,
chegando ao ponto da aluna A16 perguntar: O que € mesmo uma imagem de uma
funcdo? Explicamos para o GG: A imagem € a variagdo da funcéo na reta vertical,
vejam no grafico que vocés que foi construido, para quais valores a funcéo varia?
(Demos um tempo para que os alunos analisassem o campo de variacdo da funcao

quadratica).

PP: Qual foi a altura maxima encontrada?

GG: 12,25 metros (coro).

PP: Entdo o conjunto imagem é Im = {h € Q/h < 12,25 m}. Pois, a func¢éo so6 existe para a
altura maior ou menor do que 12,25 metros. Agora, me respondam: Qual o dominio dessa
funcéo?

A02: {t € Q/t = 0 s}. Porque ndo existe tempo negativo.

Al3: As Ultimas perguntas sdo faceis. O esporte mais popular do Brasil é o futebol e o salério
de Neymar é de 1,5 milhdes de reais.

A30: E mais, acho que ele recebe dois milhdes por més.
A35: Atualmente, o contrato dele é de trés milhGes de reais por més.
A26: Fora o que pagam a ele para comerciais e eventos.

AO01: Eu acho muito injusto num pais onde o salario minimo é de R$ 622,00, fora os descontos.
Acho um absurdo! (Mostrando indignacéo)

A31: Eu acho justo, ele tem talento.

A35: Mas, muitos jogadores de futebol ndo sabem como administrar essa nova vida de
milionérios.

PP: Arredondando o salario minimo para R$ 600,00 s6 para nos ajudar a fazer as contas, um
salario de trés milhdes de reais daria para pagar quantos salarios minimos?

A20: Cinco mil trabalhadores que ganham um salario minimo.
A37: Meu pai é professor da rede publica estadual e recebe s6 R$ 1.200,00 por més.
A24: Com o salario do Neymar pagaria 2.500 professores.

A37: E olha que meu pai tem po6s, j& 0 Neymar ndo terminou nem o terceiro ano do Ensino
Médio.

A35: Esté certo que o salario de professor de escola publica ndo é nada justo.

PP: Isto € verdade, acaba sobrecarregando o professor, trabalhando dois ou mais expedientes
para poder receber um salério razoavel.
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A42: Acho a distribuicdo de renda no Brasil muito injusta. O Brasil é um pais rico em
economia comparado a outros paises. Mas, essa riqueza fica nas maos de um pequeno grupo
de pessoas ricas.

PP: E o que vocés acham da parcela pobre da populacéo que vive de programas do governo
tais como bolsa familia e bolsa escola que é uma forma de eliminar a fome em primeira
instancia. Porém, se tirarmos essas bolsas, 0 que sera dessa gente toda que hoje depende
desses auxilios?

A45: Eu sou a favor dessas bolsas porque ajuda muita gente e d4 uma boa movimentacdo na
economia.

A06: Seria melhor oferecer trabalho ou ainda ensinar um oficio que garantisse 0 minimo de
dignidade para essa gente no seu dia a dia.

A22: Eu acho justo ajudar as pessoas mais humildes, embora ndo esteja resolvendo o
problema de fato. Mas ja é alguma coisa.

Depois dessa discussdo calorosa, dividimos a lousa em trés partes e
selecionamos trés pessoas de equipes distintas para responder as questdes de exploragédo
matematica, ficando essa distribuicdo do seguinte modo: A04 construiu a tabela e o
gréfico da funcdo, A29 encontrou os zeros da funcdo e o instante maximo e AQ9

determinou a altura méaxima da func&o.

Encerramos a aula falando das aplicacdes das funcBes quadraticas que as
fungBes quadraticas podem ser usadas para tratar de um novo cenério do mundo fisico,
como por exemplo: o lancamento de uma bola no ar. E que elas também podem ser
usadas para projetar microfones parabolicos, satélites parabolicos, pontes suspensas

parabodlicas, dentre outras aplica¢fes e engenharias humanas.

Outro aspecto que exploramos, nesta sessdo de aula, foi mostrar a forma

vértice, fazendo transformacdes de tratamento algébrico a partir da forma geral:

h=—t2+5t+6—>h=—(t2—5t—6)—>h=—l<t2—5t+<;>2>—<;>2—6l

h (tz 5t+25)+25+6 h (t
e = — — —_— —_ - = — —_—
4 4

= —(t —2,5)% + 12,25.

Elucidamos aos alunos as vantagens e as desvantagens que cada uma delas
apresenta nas informacdes fornecidas e na analise grafica de cada uma dessas formas
em particular. Fizemos os alunos perceberem que as equacdes algébricas h = —t2 +
5t+6 e h=—(t—2,5)%+ 12,25 representam a mesma pardbola. Em relacdo a

primeira representagéo evidenciamos que o coeficiente a = —1 < 0, isso denotou que a
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parabola tem concavidade para baixo e intersecta o eixo dos y no ponto de coordenada
(0,6). No entanto, a segunda representagdo dessa funcdo apontou para o grafico dessa
parabola sendo obtido a partir do grafico y = t2, por meio de uma reflexdo, deixando a
parabola com a concavidade para baixo e duas transla¢Ges: uma horizontal a direita de
2,5 e uma vertical de 12,25 para cima. Apresentamos a forma-vértice y = a(x — h)? +
k, realizamos algumas demonstracbes e fizemos ilustracbes na lousa com mais
exemplos de transformacdes de funcdes pelos quais os alunos puderam compreender

que h deslocara o gréfico da fungdo horizontalmente, e k o deslocara verticalmente.

Comentério: Temos observado frequentemente em sala de aula, quando pedimos alguma
justificativa ou quando explicamos algo diferente daquilo que eles ja estdo adotando como
padrdo aceito e ja cristalizado como a férmula resolutiva de uma equagdo do segundo grau, a
férmula do vértice de uma parabola, geralmente, os alunos se sentem incomodados. Para 0s
alunos, isto parece ser visto como um exagero do professor e ndo como um processo de
validacdo mais seguro e mais explicativo para aquele fato buscar formas diferentes daquelas
que eles j& estdo acostumados, mesmo que eles estejam trabalhando em um ambiente de
resolucédo e exploracéo de problemas. Evidenciamos que ao mostrarmos ilustracfes gréficas na
lousa com deslocamento e transformacgdo da parébola a partir de mudancas dos coeficientes da
forma geral e pardmetros da forma-vértice, eles passaram a reconhecer a importancia desse
trabalho de tratamento algébrico para chegarmos a resultados mais compativeis e de valida¢des
mais seguras em relacdo as formulagGes j& consagradas e aceitas pelos grupos de alunos.
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Figura 53: Representacdo tabular acompanhada de célculos numéricos na obtengdo de imagens a partir

de elementos de pré-imagens pela aluna A42, representando seu grupo.
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Figura 54: Resolucéo da atividade 3.3 pela aluna A42, representando seu grupo.

Transcricdo textual das questdes H e | da atividade 54: h) 3.000.000 de reais, e com certeza ndo
¢ justo porque esse salario deveria ser investido nas areas de (salde, educacéo). i) 600 reais,
muito mal distribuida a renda no Brasil, ndo da para pagar as despesas ainda mais 0s luxos,
enquanto Neymar ganha um salario que da para fazer uns 100 hospitais e escolas. E nem se fala
o salario do professor, que trabalha tanto e recebe mixaria, enfim, é mal distribuido.

Inicialmente, durante o desenvolvimento dos trabalhos em grupo os alunos
mobilizaram representacdes multiplas de funcdo quadratica, construcdo de tabela e
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gréfico a partir da representacdo da equacgdo algébrica da funcdo quadratica dada no
problema, calcularam os zeros da funcdo quadratica sem apresentar dificuldades,
compreenderam raciocinando sobre a forma-vértice de uma fungdo quadratica que ela
teria um valor maximo, a altura maxima atingida pela bola pela sua trajetoria descrita no
ar, e que a sua abscissa corresponderia ao instante maximo. Podemos indiciar que houve
compreensdo por parte dos alunos das ideias e compreensdes essenciais de familia de
fungdes quadraticas e de representacGes multiplas de fungdes quadréticas de acordo com
as ideias e compreensdes essenciais apresentadas por Cooney, Beckmann e Lloyd
(2010).

A dificuldade que os alunos sentiram para encontrar 0 conjunto imagem desta
fungéo remete aos estudos de Markovits, Eylon e Buckheimer (1995), que evidenciaram
uma grande complexidade no estudo do conceito de funcdo. Pois, envolve muitos
elementos tais como imagem, dominio, dentre outros. E a nossa experiéncia docente nos
diz que estes elementos responsaveis por estas dificuldades podem ser explorados nos
diversos contextos de estudos de fungBes matematicas para que haja um aprendizado

mais efetivo.

Este problema traz a lei de uma funcdo quadratica que modelizando o
fendmeno fisico de um lancamento de uma bola no ar descreve naturalmente uma
parabola, houve exploracdo de ideias matematicas e logo em seguida, uma expansao
para questdes de natureza social. Pois, o problema esta contextualizado dentro do
mundo dos esportes, assunto este de grande interesse dos adolescentes e jovens,
principalmente por nés brasileiros. Facilmente, eles identificaram na figura do jogador
de futebol Neymar, um grande idolo, para alguns alunos o seu salario é justo por conta
do seu talento, outros foram mais criticos, demonstrando verdadeiro incbmodo em um
pais como o Brasil uma pessoa ganhar milhdes de reais por més. Esta discussdo
sinalizou novos questionamentos quando foi perguntado se eles sabiam o valor do
salario minimo no Brasil. Ficamos surpresos, porque todos eles sabiam o valor do
salario minimo, eram todos conhecedores dessa realidade. Acreditamos que isto
aconteceu porque a maioria deles convive com essa realidade, das suas familias terem
que sobreviver com um ou dois salarios minimos. Este € o perfil social dos alunos da
turma do 1° ano que estd sob a nossa investigacdo. Também mostraram discordar da
divisdo de renda no nosso pais porque o Brasil produz uma riqueza que fica nas maos de

uma minoria da populagdo enquanto a maioria passa por sérias dificuldades. Né&o
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podemos deixar de mencionar o fato de que alguns alunos ndo sabiam o significado de
divisdo de renda de um pais, enquanto outros alunos recordavam o tema em questéo das

aulas de Geografia e Historia.

A metodologia de ensino-aprendizagem foi via resolucdo e exploracdo de
problemas em mdaltiplos contextos, comecamos com um problema de modelizacdo de
um fenémeno fisico e estendemos para outras questdes de natureza social porque
acreditamos que a educacdo tem uma finalidade maior que é a formacdo para a
cidadania. Nesta Ultima discussdo deixamos os alunos mais a vontade para debaterem
entre si com pouca intervencdo do professor. As exploracdes matematicas nao foram
desprezadas, os alunos trabalharam em grupo, inicialmente de forma independente
porque algumas perguntas estavam dentro do que Vygotsky (2007) denominou de
desenvolvimento real, quando se fez necessario realizdvamos mediac6es, trabalhando na
zona de desenvolvimento proximal para que os alunos pudessem se desenvolver

potencialmente.

Houve o momento de plenarias, analises e discussdes das exploracdes
matematicas e finalizamos a aula com exemplos de aplicacdes das funcdes quadraticas
no contexto do mundo real, sobretudo com exemplos que eles pudessem visualizar,
seguidos de uma exposicdo dialogada que mostrava a relacdo entre a forma geral de
uma funcdo quadratica e a forma-veértice, cada uma apresentando vantagens e
desvantagens, a primeira fornecendo o intercepto do eixo y e a segunda com base na
aplicacdo de transformacdes como reflexdo e translacbes em graficos de funcbes. Esse
processo tornou o grafico da funcdo quadratica facilmente previsivel, correspondendo a
compreensdo essencial de funcdes 4c relativa a ideia fundamental de transformacdes e

combinac6es de fun¢des segundo Cooney, Beckmann e Lloyd (2010).

Por outro lado, os alunos dessa turma ndo estavam acostumados a completar
quadrados para descobrir a forma-vértice, muitos julgavam entediante completar o
quadrado na forma geral para encontrar o vértice, pois eles viam na férmula geral da
fungdo quadratica uma maneira mais facil de usar e de encontrar interceptos e de
deduzir a formula para encontrar o vértice de uma pardbola que segundo Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010) raciocinios dessa natureza sobre esses objetos matematicos

ddo a compreensdo essencial de uma fungdo quadrética.
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5.4.6. Descricdo e analise do encontro 21

Aulas 28 e 29 (Data 10/08/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 3.3: Familia de funcdo (funcdo quadratica); combinacéo
e transformacéo de funces a partir da multiplicacdo de funcdes e representacdes multiplas de
fungdes.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 3.4:

Atividade 3.4: I - Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por
dia a R$ 1,50 cada litro. Seu proprietario percebeu que, para cada centavo de desconto
que concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em
que o preco do alcool foi R$ 1,48, foram vendidos 10.200 litros. Considerando x 0
valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada litro e V o valor, em RS$,

arrecadado por dia com a venda de alcool, entdo a expressao que relaciona V e x é:

A)V = 10.000 + 50x + x2

B)V = 10.000 + 50x - x?
C)V = 15.000 - 50x - x2
D)V = 15.000 + 50x - x?

E)V = 15.000 - 50x + x?2
(ENEM - 2009)
Il — Dé a lei da fun¢do quadratica cujo gréafico € a parabola:
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Figura 55: Gréfico ilustrativo da atividade 3.4 questéo II.
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Entrega de material impresso com duas atividades, a primeira dentro de um
contexto e a segunda descontextualizada, pois, precisamos também trabalhar com
situacdes que estejam dentro da propria Matematica, nesta Gltima questdo em particular
desejamos que os alunos pudessem realizar a conversdo da representacao grafica para a
representacdo algébrica, esse movimento ndo é assim tdo natural para nossos alunos
porque exige um pouco mais de compreensdo das caracteristicas da fun¢do quadratica
neste caso especifico. Entretanto, a compreensdo efetiva de fungdo quadratica sé se dara
mediante confluéncias dessas ideias, caracteristicas e representacdes. E necessario que o

aluno compreenda esse movimento de representacdes das funcdes.

Dividimos a turma em grupos de cinco alunos porque havia duas questdes para
a equipe pensar sobre elas e a turma estava bem cheia, formou-se oito grupos.
Circulamos na sala de aula para verificar o andamento do desenvolvimento dos alunos
sobre as questbes propostas observamos que houve certa predominancia de
representacdes numéricas a representacdes algébricas em relacdo a questdo do ENEM
(I) onde um grupo de alunos partiu do exemplo numérico particular x = 2 e substituiu
na expressdo V = 15000 — 50x + x2 = 15000 — 50+ 2 + 22 = 15000 — 100 + 4 =
14904, partindo de uma das alternativas do enunciado da questdo, de onde podemos
deduzir que as questdes abertas deixam margem para uma interpretacdo mais adequada,
mais original e mais consciente de uma resolucéo apresentada. Enquanto as questdes de
maultipla escolha induzem tanto ao acerto quanto ao erro de interpretacdo a partir de uma
alternativa que ja sugere uma resposta a uma determinada questdo, mesmo que o aluno
acerte a questdo proposta, ele ndo tem dominio sobre as ideias que estdo envolvidas, e,
acabam ndo raciocinando adequadamente sobre a questdo. Alguns alunos gostam que o
professor apresentem dicas para achar as respostas, chutar as respostas certas. Tais
praticas ndo levam a compreensdo do problema. Outro grupo respondeu a letra E, nisso
instigamos aos alunos sobre como eles obtiveram essa resposta, mas ndo houve

justificativa convincente por parte dos alunos nesse primeiro momento.

O aluno AO01 apresentou iniciativa na resolugdo para os problemas propostos.
Ele recordou a formula da forma fatorada do trinémio do segundo grau y = ax? + bx +
¢ =a(x —xq) - (x—x,) e conseguiu chegar a lei de formagdo da parabola expressa
pela equacdo y = 2x% + 6x + 4. O aluno AO1 para o seu grupo foi o mediador
explicando para os demais colegas do seu grupo 0 seu processo de desenvolvimento

para encontrar a resposta da questao II.
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Chamamos a atencdo do grande grupo na busca de significados para 0s pontos
destacados no gréfico (-2,0), (-1,0) e (0,4).

A21: -2 e -1 sdo as raizes da funcéo.

Al18: A curva toca no eixo horizontal em -2 e -1.

A43: A curva toca o eixo vertical em 4.

AO05: Eu sei que 0 4 é o coeficiente c.

Observamos que houve grupos que substituiram os pontos conhecidos na forma
geral y = ax? + bx + ¢, eles montaram um sistema de equacdes lineares com trés
equac0es e trés incognitas, encontrando respectivamente ¢ = 4,b = 6 e a = 2 de onde

deduziram que a funcéo quadratica procurada é y = 2x2 + 6x + 4.

Figura 56: Resolucdo da questdo |1 relativa a atividade 3.4 pela aluna A19, representando o seu grupo.

Selecionamos os alunos de quatro grupos distintos para irem a lousa levar as
questdes em plenéria para o grande grupo. A aluna A31 defendeu de maneira simples e
sucinta a resolucdo da questdo I, mostrou que V(x) = P - Q, chamou P o preco unitario
do combustivel correspondente a 1,50 — 0,01x e Q de quantidade de alcool vendida por
dia correspondente a 10.000 + 100x e em seguida fez a multiplicacdo de bindmio por
bindmio, encontrando o trindbmio 15000 + 50x — x2, representando a equacio

algébrica correspondente ao valor arrecadado V(x) (alternativa D).

239



40 o + 00X
,__bf‘O-—(,CJ 4,49

40 00O+ HO@
30 009+ S0

{0 cco + 400

4, 90 - 0,03x 40 000 + 40 = 40 409
| - 4,50 ~ 0,00 = J4¢
40 600 + 200= 40 OO
~ 4,50 -0,03= 4, 4+
40 020 + 300 = 40 3CC
A,
Vix) =L-P
L+ )GM» nidade de liHros por dia. ! 3,990 -0, -x

p-+ Prego por lidro @ 30 00O + ot
v 0, 04v) - (40 Oooe+ FOx)
O + A5 x —Joo —x 2

¥ SOC—x2 { ledro o)

Figura 57: Resolucdo da questéo | relativa a atividade 3.4 pela aluna A22, representando seu grupo.

Comentario: A aluna A31 resolveu na lousa a atividade, houve unanimidade

por parte do grande grupo, ela explicou o procedimento executado, mostrou-se segura e

convincente na sua apresentacao.

A aluna A38 resolveu a préxima questdo (II) por meio de um sistema de

equacoes lineares. A aluna A02 resolveu essa mesma questdo (1) usando a formula do

trindbmio quadrado do segundo grau. E o aluno AQ1 ja havia desenvolvido um terceiro

modo trabalhando as relagcdes entre coeficientes e raizes de uma equacdo do segundo

grau.
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Figura 58: Resolucéo da atividade 3.4 pela aluna A31, representando seu grupo.
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Analisamos juntos com os alunos cada questdo apresentada e houve um
consenso de que todas as questdes estavam corretas. Embora, tenha havido divergéncia
entre eles em relagdo a questdo (1) no sentido de qual seria a melhor maneira de
resolvé-la. O aluno A01 achou a sua Ultima versdo mais simples. Ele costumava ajudar
muito os colegas de sala, inclusive, fora do horario de aulas. A aluna A41 assim como
os demais alunos da turma compreenderam bem as questdes ap6s as discussdes e as
andlises dos resultados na sua equipe de trabalho, e, pelo grande grupo junto com o
professor, depois da formalizacdo dos conteddos na apresentacdo final das questdes.
Estas foram observacOes feitas, depois de alguns comentarios finais desses alunos no

final da aula.

A questdo Il do ENEM (2009) é um exemplo de questdo em que a sua
resolucéo apresentou como exigéncia conceitual o conhecimento algébrico de relages
entre variaveis e de funcdes afim e quadratica. A resolucdo dessa gquestdo pela turma
consistiu na apresentacdao de duas resolugdes, uma primeira na qual as equipes
recorreram as representacdes numéricas e uma segunda resolucdo na qual as equipes
organizaram as informagdes que estavam no enunciado de modo a reescrever os dados
apresentados por meio de uma equacdo algébrica que relacionava as duas grandezas
V(x)e x. O valor V(x) arrecadado por dia com a venda de alcool, correspondeu ao

produto do preco unitario do litro de combustivel pela quantidade de litros vendidos.

A conversdo entre representacdes é uma habilidade importante em Matematica,
pois esta relacionada a capacidade de realizarmos confluéncias entre as representacfes
maltiplas e o sentido em que essa conversao é efetuada. A exigéncia cognitiva requerida
em um sentido ndo é a mesma que no sentido contrario, fato que faz com que os alunos
muitas vezes ndo reconhecam uma mesma funcdo em duas de suas representacoes
diferentes. Os livros didaticos, geralmente, privilegiam apenas um sentido, deduzindo
com isso que o trabalho em um sentido capacitard automaticamente os alunos para a

conversao no sentido contrario.

Com relagdo ao estudo das funcdes, optamos em trabalhar com todas as
passagens de conversdo tanto no sentido algébrico para o grafico quanto a passagem
inversa que é considerada problematica, o que gerou nos alunos inicialmente dificuldade
na leitura e interpretacdo do grafico da funcdo quadratica na questdo 1. Nesse tipo de

conversdo, se fez necessario identificarmos no problema as unidades significativas, o0s
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trés pontos de coordenadas que foram destacados, para se escrever a equacao algébrica

que correspondeu, neste caso, a equacao de uma funcdo quadratica na sua forma geral.

Para explorarmos representacGes multiplas, optamos por mostrar a questéo II,
ilustrando bem a passagem da representacdo grafica para algebrica. Observarmos que
muitos grupos realizaram conversdo, recorrendo ao reconhecimento no grafico dos trés
pontos de coordenadas cartesianas (-2,0), (-1,0) e (0,4) e os associou corretamente a
formula geral da fungdo quadratica y = ax? + bx + ¢, montando um sistema de
equacOes lineares com trés incdgnitas e trés equacdes, que foi possivel e determinado.
Apbs simplificacOes, as equipes obtiveram os valores de a, b e ¢. Chegando a funcéo

quadrética y = 2x? + 6x + 4.

No entanto, foi possivel observarmos também que outras equipes se depararam
com a mesma dificuldade apontada pelos pesquisadores Markovits, Eylon e
Bruckheimer (1995), muitos alunos ndo conseguiram fazer a conexdo entre 0s
componentes da definicdo verbal da funcdo e os componentes da representacdo grafica
visual, na qual houve também uma dificuldade secundéria inerente a forma grafica,
envolvendo o papel duplo dos pontos situados nos eixos, respectivamente no nosso caso
especifico da questdo Il, as coordenadas (—2,0),(—1,0) e (0,4). E como tais podiam
representar pares (pré-imagem, imagem), correspondentes as interseccdes do grafico
com um dos eixos; mas foram também pontos dos eixos. Em nenhuma outra
representacdo temos esse problema sendo na representacdao grafica. Muitos alunos que
interpretou incorretamente o grafico da fungdo, ndo percebeu que na representacao
grafica o eixo x representa 0 dominio e 0 eixo y representa 0 contradominio, ao passo

gue 0s pontos representam os pares (pré-imagem, imagem).

O aluno AO01 recordou a forma fatorada y = a(x — x;)(x — x;) do trinbmio do
2° grau y = ax?+ bx +c e, a partir das raizes da funcdo quadratica -2 e -1,
representadas e identificadas no grafico pelas intersec¢des com o eixo dos x, ele pdde
substituir na forma fatorada e escreveu y = a(x + 2)(x + 1). Em seguida, substituiu o
ponto de coordenada (0,4), encontrando o valor de a = 2. De onde ele péde deduzir
que a formula geral da fungdo quadratica correspondeu a y = 2x2 + 6x + 4. O aluno
A0l trabalhou na zona de desenvolvimento proximal junto com o0 seu grupo,
favorecendo um aumento do nivel de compreensdo da questdo proposta, provavelmente

sem a sua contribuicéo, eles ndo teriam chegado a esse nivel de compreenséo.
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O aluno AO01 apresentou outra possibilidade de encontrar a equacdo algébrica
da funcdo quadrética recordando as relagBes entre os coeficientes e raizes de uma
equacdo do 2° grau (relacbes de Girard), percebeu inicialmente que o ponto de
coordenada (0,4) era correspondente a interseccdo da funcdo quadratica com o eixo y,
ou seja, o valor do coeficiente ¢ da fungdo quadratica y = ax? + bx + ¢. Outra
compreensdo importante que foi decisiva na resolugdo dessa questdo, por meio das
relacGes de Girard, foi o fato de o aluno AO1 ter identificado as abscissas —4 e —1
como raizes da funcdo quadréatica, que estavam representadas no gréafico da questdo. No
entanto, do ponto de vista do desenvolvimento e aprendizado da turma, o mais
importante foi a sua contribuicdo dada durante o trabalho em equipe e na socializacéo
desse conhecimento para o grande grupo, apresentando mais uma forma possivel de

resolver a mesma questao.

Reconhecer as fungdes por meio de suas representacdes maultiplas é condicdo
para que os alunos possam, por si SO e juntos nas suas equipes por meio de um trabalho
cooperativo e colaborativo, transferir ou modificar formulaces durante a resolucdo de
um problema. As produgdes dos alunos sinalizavam um aumento e diversificacdo de
representaces multiplas de fungdes, com articulacdo dessas representacdes dentro de
uma mesma relacdo funcional. Eles puderam aumentar a possibilidade de transferéncia

de aprendizagem para novas situacdes de aprendizagem.

No entanto, 0 mesmo ndo pode acontecer quando se trabalha privilegiando
apenas um sentido, geralmente a passagem da representacdo algébrica para a grafica, e
criar expectativa de que os alunos serdo capazes de deduzir automaticamente a
conversdo no sentido contrario por meio de um trabalho em um Unico sentido. Isso ndo
é possivel como indicam as pesquisas na perspectiva do trabalho com representagdes

mdaltiplas, sugerindo um caminho de articulagdo, coordenagéo e conexdo entre elas.

Houve, nesta sesséo de encontro, defesas e analises das resolugdes das questdes
propostas por parte dos alunos representados pelos quatro alunos que foram convocados
para plenarias de modo que eles pudessem servir de ponte para os demais colegas,
trabalhando na zona de desenvolvimento proximal do grande grupo. Desse modo turma
pdde atingir niveis mais elevados de abstracdo porque as duas questdes tanto a | quanto
a Il exigiram dos alunos um alto grau de generalidade nas deducgdes das equacdes

algébricas de funces afins e operacdo de multiplicacdo de fungdes para chegar a fungéo
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quadratica (questdo I). E a passagem da representacéo grafica a representacdo algebrica
(questdo I1) que exigiu também um nivel alto de compreenséo e interpretacdo gréfica e
realizacdo de muitos raciocinios algébricos que pediam a realizacdo de confluéncias

entre muitas caracteristicas e propriedades da funcao quadratica.

Um aspecto muito importante que podemos observar, neste encontro, foi o
aumento dos niveis de metacognicdo dos alunos dessa turma. Houve um grupo que
respondeu alternativa E para a primeira questdo quando abordado pelo professor e ndo
souberam justificar o porqué de terem respondido dessa forma. Por outro lado, a aluna
A31 explicou para a turma o procedimento por ela percorrido durante a resolucédo da
questdo I, usando habilidades de comunicac¢do sobre o seu entendimento a respeito de
um conhecimento que ela tinha adquirido. O aluno A0, explicou as diversas estratégias
de resolucdo para a questdo Il tanto para o seu grupo de trabalho como também para o
grande grupo. Assim podemos evidenciar um amadurecimento por parte dos alunos
dessa turma na apresentacdo de justificativas e resoluges para os colegas de turma.
Além da descoberta de uma resolugdo plausivel para uma dada questdo, os alunos A01 e
A31 foram capazes de refletir sobre os processos de forma consciente dos passos

tomados na resolucédo das questdes | e I1.

A formalizacdo dos conteldos mediante a intervencdo do professor foi
necessaria no arremate final da aula quando tivemos oportunidades de tirar davidas e
prestarmos também esclarecimentos gerais ao grande grupo de pontos que ainda
estavam meio confusos. Pois, esse trabalho final foi extremamente necessario para
garantir a compreensdo e a aquisicdo, por parte dos alunos, dos contetdos cientificos
trabalhados, nas muitas formulaces e validacdes, realizadas através do trabalho em
equipe. Mas que, ainda, precisavam de uma organizacdo e sistematizacdo de tais

conteddos por parte da nossa parte.

5.4.7. Descricdo e anélise do encontro 22

Aulas 30 e 31 (Data 15/08/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 3.4: Familia de funcdo (funcdo quadratica) e
representagdes mdaltiplas de fungdes, destacando a exploragdo de problemas nas extensdes e
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desdobramento do enunciado.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 3.5:

Atividade 3.5: Um 0nibus de 40 lugares foi fretado para uma excursdo. A
empresa exigiu de cada passageiro R$ 20,00 mais R$ 2,00 por um lugar vago. Qual o
namero de passageiros para que a rentabilidade da empresa seja maxima? Qual o valor
da rentabilidade méaxima nessa viagem? (Adaptado do livro do DANTE, 2010, p.128)

A aula foi iniciada, entregamos uma ficha com duas atividades a serem
trabalhadas neste encontro: a primeira um problema envolvendo valor méaximo e a
segunda uma questdo envolvendo funcdo por partes para revisar e integrar contetdos
estudados anteriormente. No entanto, o tempo pedagégico sé foi suficiente para
trabalhar com a primeira situagéo-problema.

O primeiro momento comegou com uma leitura individual em que os alunos
sentiram muita estranheza e desconforto. Houve tentativas soltas sem nexos nas

primeiras interpretacdes até chegar a resolucGes mais satisfatorias.

A aluna A21 nos pediu para explicar o problema. Neste momento, ela deveria
pensar por conta prépria e trocar ideias junto com a sua equipe porque quando lancamos
um desafio esperamos que o aluno tome iniciativa de realizar as primeiras hipoteses,
conjecturas, formulacgdes, validagBes por conta prépria e somente por ultimo o professor

deve entrar em cena para fazer a formalizacdo dos contetdos.

O grupo da aluna A38 nos solicitou para ver o que eles haviam desenvolvido,
observamos que eles haviam avancado na tentativa de passar da representacdo numérica
para a representacdo algébrica, embora ainda ndo tenham chegado a uma resolucgéo
satisfatoria para o problema.

O grupo do aluno A39 também nos solicitou para vermos seu desenvolvimento
e apresentaram uma boa resolugédo, usando o plano de representagdes numeéricas por
meio de uma tabela organizada e perceberam que a receita maxima para a empresa seria

de 1250 reais para 25 passageiros.
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Figura 59: Representacdo tabular da funcdo quadratica na obtencdo do valor maximo pelo aluno A39,

representando seu grupo.

Agora, deixamos para eles o desafio de encontrarem uma resolucgéo, recorrendo
a uma representacdo algébrica que possa representar 0 modelo dessa situagdo, isto
significa dizer: Tudo isso que esta posto por vocés de uma maneira particular para uma
geral. Vejam que é possivel fazer isso, bom trabalho!

O grupo da aluna A37 desenvolveu alguns calculos chegando a generalizacdo
de um modelo para o problema, mas dispensou férmulas de abscissa e ordenada de uma

parébola para chegar a resolucdo do problema usando o método de tentativa e erro,
pulando de cinco em cinco:
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Figura 60: Representacdo algébrica e procedimentos numéricos na obtengdo do valor maximo pela aluna

A37, representando seu grupo.

PP ao GG: Este problema se refere a uma variacio da receita arrecadada em func¢éo do
namero de ocupantes dos assentos no dnibus de excursao. Correto?

GG: Sim (coro)
PP: Vocés percebem que o pre¢o unitario varia de acordo com o numero de assentos vagos?

A25: Para cada assento vago, 0 preco unitario corresponde a 20 reais acrescidos de dois
reais por quantidade de assentos vagos. Como s&o 40 assentos a gente faz 20 mais duas vezes
40 menos x para determinar o prego unitario.

A28: Mas, a gente precisa multiplicar por x a quantidade de pessoas que viajam nesse dnibus
de excursao.

PP: Vocé pode escrever na lousa como voceé fez na folha, Jéssica?
A22: Entdo, a expressdo é 20 + 2 - (40 — x) (Escreve na lousa)
A25: Tudo isso multiplicado por x.

PP: Podemos organizar melhor essa expressdo da seguinte forma: [20 +2- (40 — x)] - x
(Escreve na lousa). Podemos ainda chamar arrecadacéo de renda nessa viagem por R(x).

Al7: Entdo, R(x) = [20 + 2(40 — x)] que simplificando, encontramos R(x) = 100x — 2x2.
(Mostrando o célculo ao professor).

PP: Isso mesmo. Agora, ficou facil de determinar o nimero de passageiros x para obtermos
rentabilidade mé&xima nessa viagem.

A32: A saida é pela abscissa do vértice da parabola.

e (Mostrando ao professor
2(-2) -4

) b ~ 2z
AQ09: A formula do x, = ~ S Entéo é s6 fazer —
os seus calculos).

A39: Depois que a gente encontra a equagéo do problema, fica facil achar a resolucdo, nao
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precisou do passo a passo que 0 meu grupo fez para chegar nessa mesma resposta..
PP: E para acharmos o valor da rentabilidade maxima nessa viagem, qual seria o0 caminho?

A39: Eu posso substituir x = 25 na funcdo receita R(25) = 10025 — 2252 = 2500 —
1250 = 1250 reais. (Mostrou ao professor os calculos).

Depois de algumas dicas e pequenas intervencbes do professor, durante o
desenvolvimento da aula, que se fez necessario para que 0s demais grupos pudessem
avancar. Chamamos a atencdo deles para informagfes importantes, finalmente
praticamente todos os grupos da sua maneira conseguiram encontrar as resolugdes para

0 problema proposto.

Nessa altura da aula, chamamos o aluno A39, representando 0 seu grupo para
apresentar a resolucdo do problema na forma tabelar. A aluna A37 foi solicitada para
apresentar os calculos feitos a partir da generalizagdo na lousa. Depois, chamamos a
aluna A41 de outra equipe para mostrar a resolugdo por meio da formula da abscissa do
veértice e substituicdo desse valor na funcéo receita e ainda solicitamos a aluna A18 que
fazia parte de outra equipe para fazer o calculo da obtencdo da rentabilidade maxima
usando a férmula da ordenada do vértice de uma parabola. Pois, assim julgamos essas
estratégias diferenciadas que foram representativas de todos os trabalhos coletivos
produzidos pelos alunos da turma, nessa sessdo de aula. O grande grupo analisou as
apresentacdes dos resultados, houve um consenso da turma no sentido de que
conhecendo as formulas fica muito mais facil. Embora, a maioria deles trabalhou com a
primeira férmula da abscissa do vértice e evitaram a férmula da ordenada do vértice,
preferindo fazer por substituicdo. Entretanto, na fala do aluno A34: E importante pensar
sobre o problema. Alguns alunos tiraram algumas davidas mais de ordem de célculos
aritméticos porque, via geral, pareceu que a maioria deles compreendeu bem o problema

proposta na aula.
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Figura 61: Resolucéo da atividade 3.5 pela aluna AQ9, representando seu grupo.
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A metodologia de ensino-aprendizagem foi via resolucdo de problema,
inicialmente com a leitura individual do problema seguida da formacao livre de grupos
de trés alunos para que todos participassem ativamente do trabalho proposto em sala de
aula. A dificuldade inicial de leitura e interpretacdo do enunciado do problema sentida
pelos alunos da turma é muito comum porque ndo é facil para eles traduzir a linguagem
corrente para a linguagem matemaética. De acordo com os autores Friedlander e Tabach
(2001), a representacdo verbal é geralmente usada para apresentar um problema e na
interpretacdo final dos seus resultados na resolugdo de um problema. Mas, 0 uso da
linguagem verbal pode gerar dificuldades préprias da lingua materna tais como as

interpretacdes ambiguas e as associages irrelevantes ou erroneas.

A aluna A21 nos solicitou para explicar como resolver o problema. Isso
apontou a necessidade de insistirmos no trabalho com esta metodologia porque a
incorporacdo ndo é imediata, exige um processo gradativo. Pois, querendo ou ndo 0s
alunos vém de um ensino em que o professor chega explicando tudo, definindo tudo,
mostrando como fazer. E na resolugéo de problemas esperamos que os alunos aprendam

a tomar decisdes por conta prépria, que va aos poucos ganhando autonomia intelectual.

Vimos que as primeiras apresentacfes de resolucdes do problema com os
alunos ocorreram com 0s mesmos recorrendo as representacdes numeéricas pelo método
das tentativas a partir de casos numéricos particulares e acabaram chegando a uma
resolucdo do problema. Segundo Friedlander e Tabach (2011), a representa¢do numérica
precede qualquer outra representacdo, 0 uso dos numeros é importante na aquisi¢do de
uma primeira compreensdo de um problema e na investigacdo de casos particulares.
Entretanto, a sua falta de generalidade pode ser uma desvantagem porque os alunos
demoram muito a chegar a uma resolucdo do problema, ja que eles tém que verificar
passo a passo. Por outro lado, os alunos que mostraram uma estratégia numérica para

resolver o problema mostraram haver compreendido bem o problema proposto.

Analisando as resolucdes apresentadas pelo grupo da aluna A37, eles chegaram
numa generalizagdo F = 20 + 2(40 — x) e R = F - x. Porém, para chegar a resolucao
final usaram o método de substituicdo de valores de cinco em cinco como estratégia
para encontrar a resolugdo que viesse a responder a pergunta do problema. Para
Vygotsky e seus colaboradores, esse € 0 momento de passar do geral para o particular,

mediante um processo de deducdo. Entretanto, podemos observar que esse movimento
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ndo e linear. Pois, a equipe de trabalho recorreu novamente ao processo de inducao,

pulando de cinco em cinco para ganhar agilidade no processo de resolugédo do problema.

O trabalho de intervencdo pedagogica foi fundamental. Num trabalho de
mediacdo do PP junto aos seus alunos, foi possivel eles chegarem a férmula geral
R(x) =[20 + 2(40 — x)] = 100x — 2x%. Houve uma atuacdo na zona de
desenvolvimento proximal ora levamos aos alunos uma compreenséo mais ampla, ora
os alunos entre si levaram seus parceiros a dar um salto de qualidade na generalizacdo

dos conceitos envolvidos no problema proposto.

O aluno A32 e a aluna AQ9 recorreram a formula da abscissa do vértice de uma
parabola de uma funcdo quadratica para encontrar 25 passageiros, dispensando o
tratamento numérico passo a passo a uma aplicacdo de uma formula conhecida por eles.
Muito embora analisemos que o fato deles terem apenas aplicado uma férmula néo
tenha exigido um grande esforco cognitivo sendo o de memorizagdo de uma formula
que eles ja haviam se apropriado dela anteriormente. A vantagem deste processo esta na
agilidade na obtencdo da resolucao desde que haja uma compreensdo do problema e nédo

simplesmente a aplicacdo de uma férmula mecanicamente.

Jé& para descobrir a rentabilidade maxima a equipe do aluno A39, dispensou a
férmula da ordenada do vertice de uma pardbola e substituiu na férmula geral
representada pela equacdo algébrica da funcdo quadratica que modelava o problema
proposto. Esta estratégia se mostrou eficiente porque evitou um acumulo de férmulas a
serem memorizadas tendo em vista que o trio de alunos compreendeu o sentido de

buscar o valor da ordenada conhecendo a sua abscissa.

Realizamos durante o processo de desenvolvimento da aula media¢Oes através
de dicas, levantamento de questionamentos de modo que 0s demais grupos pudessem
avancar, ou seja, trabalhamos na ZDP para garantir a todos um verdadeiro e
significativo aprendizado. Este trabalho se fez necessario para que os alunos pudessem

avancar e atingir niveis cada vez mais elevados.

Em relacdo as representacbes mdaltiplas, os grupos produziram estratégias de
resolucdes do problema por meio de representagdes numeéricas (tabulares), algébricas
nas generalizacdes da lei de formacdo que traduziu a enunciagdo verbal do problema

para a forma algébrica. Muito embora, houvesse a possibilidade dos grupos terem
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produzido uma estratégia de resolucdo grafica para o problema, observamos neste
encontro que nem um grupo enveredou por este caminho. Acreditamos que para este
problema especifico a visualizacdo grafica para o aluno foi prejudicada porque 0s
valores trabalhados eram altos, o que dificultou uma apresentacdo de uma resolugédo

gréfica pelos grupos.

Quanto a compreensdo da familia de funcdo quadréatica foi possivel observar
que ela ndo tem taxa de variagdo constante como mostravam as tabelas produzidas pelos
alunos. No entanto, neste encontro ndo foi enfatizado a variagdo linear da fungéo
quadratica produzida pelas tabelas. Houve uma concentracdo maior na descoberta do
valor maximo que estava respondendo a pergunta do problema. Caracteristica
importante da funcdo quadratica que pode ter valor méximo e valor minimo dependendo
da equacdo algébrica que esteja representada a fungdo na observancia do seu coeficiente
a. Porém, a falta da representacdo grafica impediu de visualizarmos e explorarmos junto
com os alunos, o eixo de simetria, as raizes da funcdo, a sua imagem, dentre outros
aspectos e caracteristicas que sdo também essenciais a compreensdao da familia da
funcdo quadratica. Apesar dessas mesmas caracteristicas ja terem sido exploradas em
aulas anteriores quando mobilizamos a representacdo grafica na resolugdo e exploracdo

de problemas sobre funcéo quadratica.

5.4.8. Descricdo e analise do encontro 23

Aulas 32 e 33 (Data 17/08/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 3.5: Componente do conceito de funcdo (imagem);
familias de fun¢des (funcdes por partes) e representacfes maltiplas de funces.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 3.6:

Atividade 3.6: Observe a funcéo por partes, a seguir, e crie 0 seu grafico para

2x2 +8x—1, -5<x<0

determinar a sua imagem: f(x) = { %, 0<x<3 (Extraido do
~>+5, 3<x<8

livro de PILONE; PILONE, 2010, p.414).

Na aula anterior ndo foi possivel trabalharmos com a questdo proposta
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envolvendo uma funcdo por partes. Demos continuidade ao planejamento da aula,

agora, falando da funcdo definida por varias sentencas.

PP: Vamos dar continuidade as atividades propostas. Se concentrem na construgdo dessa
funcéo por partes, vejam que estamos diante de um conjunto de trés funcGes e trés intervalos
distintos. Vocés saberiam me dizer como se chama a primeira funcdo?

GG: Fungéo quadratica.
PP: E a segunda funcéo?
GG: Fungéo afim.

PP: E um caso particular que pode ser chamada de fungao identidade, com o coeficiente a=1 e
b=0. Quais sdo as caracteristicas principais desse tipo especial de funcao?

A30: A fungdo passa pela origem e é uma reta bissetriz que corta os quadrantes impares,
primeiro e terceiro quadrantes.

A31: Acontece que a reta estd num intervalo de 0 a 3.

PP: Ok. E a terceira funcéo?

GG: Funcéo afim.

PP: Qual a forma do gréfico da funcéo quadratica?

GG: Uma parébola.

PP: Qual a forma do gréfico das funcbes afins?

GG: S&o retas.

Demos por satisfeito e deixamos os alunos trabalhando em dupla para realizar a
construcdo da funcdo por partes. Circulamos na sala de aula, observamos o trabalho da
equipe composta pela aluna A25 e pelo aluno A20 construindo a fungdo por partes
usando uma tabela de valores numéricos que iam de —3 a 8. Mas, estavam se
atrapalhando na hora de localizar os pontos e tracar o grafico. Enguanto, a dupla de
alunos All e A33 atentavam para cada intervalo da funcdo por partes e acharam as
coordenadas do vértice da pardbola para esbocar a curva, marcando os intervalos

corretamente para cada uma das partes da funcao.
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Figura 62: Primeira parte da resolucéo da atividade 3.6 pela aluna A28, representando seu grupo.
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A dupla A25 e A20 nao conseguiram esbogar o grafico da funcdo por partes,
usando o método de construgdo de tabelas ponto a ponto, se confundiram e ndo
chegaram a um resultado satisfatorio. As demais duplas tentaram realizar uma
montagem de uma tabela. Mas, ndo conseguiram também construir o grafico da funcao

por parte coerentemente.

Por isso, resolvemos solicitar um aluno que ja tivesse construido o gréafico, a
vir a lousa mostrar o seu desenvolvimento para a turma. O aluno All se prontificou a
desenhar o eshboco grafico do trabalho feito em dupla. Depois de pronto, tiramos
algumas duvidas da turma. Acontece que o aluno All ndo lembrava mais da pergunta
do enunciado da questdo que pedia para determinar a imagem da funcdo mediante a

construcéo do grafico.

Chamamos a atencédo para a imagem da funcdo que alguns autores chamam de
extensdo, mas para nos, aqui no Brasil, € mais comum o termo imagem ou conjunto

imagem de uma funcéo.

O aluno A12 respondeu entre -9 e 9. E acrescentamos, inclusive entre -9 e 9
porque as extremidades sdo fechadas. Em seguida perguntamos ao grande grupo como é
gue escrevemos isso, em linguagem matematica. E em seguida sugerimos que um aluno
fosse a lousa registrar essas conclusbes. O aluno A32 foi & lousa e escreveu: {y €
R/-9 <y <9}ou[-99].

Figura 63: Representacdo grafica da atividade 3.6 pelo aluno A32, representando seu grupo.
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Esclarecemos para o grande grupo que esta funcao por partes estd definida dos
nameros reais para 0s numeros reais, é uma situacdo fora do contexto do mundo real,
diferente de algumas situagOes estudadas em aulas anteriores que partiram de uma
situacdo mais realistica e, depois, passaram por um tratamento de modelacdo, sendo
representadas por meio de uma funcdo por partes. Essa, agora, era uma situacdo do
contexto da prdpria Matematica, que embora va se distanciando da realidade, é muito
importante para avangarmos nos processos de abstracdo, porque a Matematica é uma

ciéncia aplicada a diversos campos, porem em esséncia € uma ciéncia abstrata.

A questdo trabalhada, neste encontro, foi um problema? Um problema para
Lester (1980) deve ser uma situacéo que o individuo ou grupo de individuos ndo saibam
ainda a sua resolucdo e que estejam envolvidos emocionalmente neste processo. Por
essa razdo, podemos afirmar que a situagcdo proposta se constituiu num problema
matematico para a turma de alunos que estavam engajados em buscar uma resolucao
para a questdo da construcdo de um grafico de uma funcdo por partes e na determinacao
de seu conjunto imagem. Na literatura sobre a linha de pesquisa Resolugdo de
Problemas, podemos encontrar discussdes preocupadas em categorizar as situacdes
propostas em exercicio e problema. Nao vemos a necessidade de enveredarmos por essa
seara porgue toda situacdo que ndo € rotineira, pode ser considerada um problema. No
encontro desta sessdo de aula, a situacdo proposta foi uma situacdo que tem uma

aparéncia de um exercicio, no entanto para os alunos, ela foi um problema matematico.

Precisamos trabalhar nas aulas de Mateméatica também situacdes
descontextualizadas. J& haviamos trabalhado com uma situa¢do do dia a dia que foi
modelada por uma funcéo por partes no encontro 14. Entdo, poderiamos, agora, abordar
uma situacdo que estivesse dentro da linguagem da propria Matematica. Pois, essa
compreensdo e aquisicao Sao necessarias, principalmente, para aqueles alunos que véo

continuar os seus estudos, dentro da area das exatas.

A metodologia de ensino-aprendizagem decorreu via resolucdo de problemas.
Inicialmente, problematizamos a questdo, para fazer os alunos entrarem em agdo. Em
seguida, houve a formacdo de duplas de alunos que se debrugcaram no problema, na
busca conjunta de uma resolucédo, que envolveu a construcdo do grafico e descricdo do
conjunto imagem para o grafico construido. A construcdo do grafico ndo precisava ser

ponto a ponto, embora tenhamos observado que a dupla de alunos A20 e A25 tentavam
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resolver por esse caminho, a dupla ndo havia enxergado as caracteristicas e
propriedades de cada familia de fungdo em particular que a diferenciava das demais
familias. A esse conjunto de caracteristicas e propriedades comuns, os autores Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010) denotam de compreenséo essencial de funcdes que podem ser

reunidas em uma grande ideia de funcéo.

Na questdo que foi proposta por meio de um conjunto de familias de funcdes
distintas em intervalos intermitentes, funcdo por partes, com distintas equacdes para
diferentes partes do dominio da fungdo. Muito embora possa nos parecer estranha, as
encontramos na vida cotidiana e segundo os autores Cooney, Beckmann e Lloyd (2010),
as fungdes podem ser ampliadas para um vasto campo de situacdes, elas ndo precisam

ser descritas por uma expressao especifica ou um padréo de regularidade.

Podemos observar que a dupla de alunos fez confusdo na construcdo do
grafico, pois apresentaram dificuldades evidenciadas pelos pesquisadores Markovits,
Eylon e Buckheimer (1995) de que sdo mais faceis aos alunos lidarem com a
representacdo grafica da funcdo do que a forma algébrica, o problema proposto
envolveu a conversao da representacdo algébrica para a grafica. Na nossa experiéncia
docente, vemos que ambos 0s processos que envolvem conversdo é problematico, ler e
analisar um grafico tem um forte apelo visual, porém converté-lo para sua forma
algébrica, ndo é considerada uma tarefa facil para os alunos. Muito embora os livros
didaticos explorem mais a conversao da forma algébrica para gréfica, este processo por
si 0, ja se constitui numa tarefa muito complexa pelo fato de exigir dos alunos enxergar
na representacdo algébrica a visualizacdo grafica correspondente. Esta agilidade é
garantida somente quando eles forem capazes de compreender as compreensdes

essenciais de cada familia de funcdo em particular.

O aluno A1l compreendeu bem o que caracterizava cada uma das funcgdes
componente da fung@o por partes e obedeceu aos intervalos indicados pela questdo
proposta. No entanto, como o conceito de funcdo é complexo envolve muitos
componentes como o dominio e a imagem. O aluno A1l ndo descreveu 0 conjunto
imagem da funcdo por partes, o que nos levou a explicar de maneira dialogada
esclarecendo esta situacdo para o grande grupo. De modo que os alunos Al2 e A32
chegaram com a resposta escrita do conjunto imagem da fungdo por partes da questdo

proposta.
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Dentro da metodologia de ensino-aprendizagem via resolucédo de problemas, o
professor faz a sistematizacdo dos contetdos somente no final da aula. Mas, o professor
pode problematizar a questdo durante o processo da aula, foi 0 que aconteceu com este
encontro de sessdo de aula, de maneira que os alunos continuassem a ter interesse em
resolver a questdo proposta. Pois, se o0 professor abandonar os alunos a propria sorte,
provavelmente, o trabalho ndo serd produtivo. Sobretudo porque neste encontro
estavamos diante de um problema fora da vida cotidiana e precisdvamos manté-los

interessados e envolvidos na resolucédo da questéo.

Podemos perceber certo avanco por parte dos alunos na construcdo e
compreensdo da funcdo por partes com graficos desconexos, ampliando cada vez mais a
visdo do conceito de fungdo. Evidenciamos que eles conseguiram construir o grafico da
funglo por partes, observando as caracteristicas de compreensdo essencial de fungdo
afim e quadratica quando dispensaram a construcdo do grafico ponto a ponto,
construiram os graficos dos intervalos de func¢des afins a partir de dois pontos extremos
e o intervalo da fungdo quadratica usando os dois pontos de extremidades e as
coordenadas do Vvértice da parabola que indicou o0 ponto minimo.

5.5.Unidade didéatica IVV: Funcéo Exponencial

Nessa unidade didética, totalizamos 8 horas-aula, constituintes de 4 encontros
com descri¢Oes e analises de cada aula. Exploramos o raciocinio exponencial, a partir
do contexto concreto das dobraduras sobre papéis e um desafio, envolvendo o
crescimento de uma planta aquatica em um lago. O problema do crescimento de
bactérias nos permitiu ampliar o problema matematico para as questdes de saude
publica e cidadania. A teoria de Malthus sobre o crescimento populacional e de
alimentos, além das exploracbes de compreensdo essencial da familia de funcdes
exponenciais favoreceram as discussdes sociais e politicas da fome, da subnutricdo e
dos moradores de rua. Na proposi¢do de problemas, surgiram os textos matematicos

elaborados e resolvidos por alunos em sala de aula.
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5.5.1. Descricéo e analise do encontro 24

Aulas 34 e 35 (Data 22/08/2012)

Contelidos desenvolvidos na atividade 4.1: Raciocinio exponencial; familias de funcdes
(funcéo exponencial) e representacdes multiplas de fungdes.

Neste encontro, trabalhamos a atividade 4.1:
Atividade 4.1:
| — (Acdo) A partir de uma folha de papel oficio em branco, respondam:

A) Em quantas partes ela fica dividida ao dobra-la ao meio e numa segunda
dobradura? (Sem executar as dobraduras). Confiram os resultados realizando as
dobraduras. (Oralmente)

B) Em quantas partes ela fica dividida depois da terceira e quarta dobradura?
(Sem executar as dobraduras). Confiram os resultados realizando as dobraduras.

(Oralmente)

C) Em quantas partes ela fica dividida depois da quinta, sexta, sétima, oitava,
nona e décima dobradura? (Mesmo ndo podendo mais executar dobraduras no concreto

da para imaginar os resultados possiveis). (Oralmente)

D) Qual a equacdo da funcdo N para n dobraduras? (Sendo N: nimero de
partes formadas pelas dobraduras executadas e n: nimero de dobraduras executadas).

(Oralmente)

E) Montem uma tabela para essa funcdo e construam seu respectivo gréfico.

(Oralmente)

Il — (Desafio) Um fazendeiro colocou numa lagoa uma vitoria-régia que dobra
de tamanho a cada dia e, ao final de 30 dias, ela ocupou a lagoa inteira. Em quantos dias
duas vitdrias-régias ocupariam toda a lagoa? (Extraido da revista CALCULO:
Matematica para todos. Ed. 17, Ano 2, jun. 2012, p.29)

Distribuimos folhas de papel oficio em branco, pedimos para os alunos

dobrarem ao meio. Em seguida, perguntamos-lhes: Quantas partes iguais tinham
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formado? Depois, perguntamos: Se eles dobrassem pela segunda vez, sem executar
ainda a segunda dobra, quantas partes iguais eles formariam? Em seguida, pedimos
para eles executassem a tarefa de dobrar pela segunda vez a fim de confirmar as
respostas apresentadas. E assim, continuamos até a quarta dobradura: perguntava
sempre antes aos alunos quantas partes formariam sem que eles ainda tivessem dobrado
o0 papel e depois de ouvir as respostas dos alunos, pediamos-lhes que executassem as
dobraduras para confirmar as suas respectivas respostas. Depois, continuamos
perguntando sem mais executar dobraduras até a décima dobradura, finalmente,
perguntamos: Qual a equacdo da funcdo N para n dobraduras? E demos a sugestdo:
Montem uma tabela para essa fungdo e construam seu grafico.

PP: Vamos fazer uma pequena experiéncia, se dobrarmos ao meio esta folha, em quantas

partes iguais ela ficara dividida? E se dobrarmos de nhovamente?

GG: Dois, quatro, ...

PP: Agora, podem conferir esses resultados. Novamente, sem dobrar, basta imaginar mais
uma dobradura ao meio, pela terceira vez, quantas partes iguais n6s formamos?

GG: Seis, oito, oito!!! (Algumas vozes)

PP: Vamos conferir.

GG: Oito partes iguais.

PP: E pela quarta vez, sem dobrar?

GG: 12, 12, 16, 16, 16!!! (Algumas vozes). Confiram os resultados.

PP: Trabalhando com o concreto chegamos em um limite que fica dificil de executar muitas
dobraduras, mas d& para deduzirmos o que vai acontecer. Respondam-me sem que para isso
tenham que realizar dobraduras. Numa quinta vez? Sexta? Sétima? Oitava? ...Décima?

GG: 32, 64, 128, 256, ..., 1024

PP: E para n dobraduras? (Siléncio). Formem duplas para continuar explorando esta
atividade, montando uma tabela com n: quantidade de dobraduras e N: quantidade de partes
iguais formadas. Pensem em uma férmula geral para n termo e desenhem o grafico dessa
funcéo.

A aluna A46 conversando com o aluno AO1: Como sempre a gente esta dobrando o valor que
comecou a partir de dois, todos os resultados foram multiplicados por dois. Entdo, a formula
geral ¢ uma poténcia de base dois porque a gente vai dobrando a quantidades de partes
formadas 2.

PP: Esbocem o grafico. (Deu mais um tempo) Vejo que vocés localizaram os pontos do
grafico. Uma pergunta: N6s podemos unir esses pontos?

A37: Nao, professor. Porque o problema é de contagem, estd no dominio dos ndmeros
naturais.
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Figura 64: Resolucdo da questdo | relativa a atividade 4.1 pela aluna A46, representando seu grupo.

Circulamos na sala de aula, observando o desenvolvimento dos alunos nas
duplas de trabalho, ajudamos aqueles que estavam precisando de pequenas intervencdes,
dando algumas dicas, as vezes, dizendo apenas que eles deveriam pensar um pouco
mais. A fim de lhes d& mais autonomia e independéncia intelectual aos alunos de modo
que eles possam adquirir mais confianga em seu trabalho. Assim, pudemos observar que
a maioria deles ja havia acabado a atividade proposta, entregamos um desafio impresso
sobre o crescimento de uma planta aquatica numa lagoa para eles se ocuparem com uma
nova atividade que fossem deixa-los desequilibrados a priori mais que lentamente eles
fossem concatenando as ideias e formulando resolugdes possiveis e plausiveis para o

desafio em questéo.
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A aluna A22 estava muito interessada na aula, participou ativamente em todos
0s momentos e estava em dupla com a aluna A38. Ela imaginou primeiro 15 dias,
depois de ter comegado com duas vitdrias régias, mas logo refez o seu pensamento e

deu a solucgéo para o0 29° dia.

Comentario: No primeiro momento, a tendéncia dos alunos é pensar no 15° dia
com duas vitorias régias completando a lagoa. Porém, fizemos nenhuma intervencao,
deixamos que o parceiro de cada dupla confrontasse as suas ideias, no sentido de refutar

ou concordar com 0 Seu parceiro.

O aluno A07 chamou o professor para lhe explicar o problema da vitéria-régia
na lagoa que vai duplicando a cada dia de tamanho. Mas, que ele ndo estava
entendendo. A aluna A35 sua parceira de dupla explicou-lhes que uma vitoria-régia
dentro de um més, ou seja, no trigésimo dia a lagoa vai estar toda ocupada pela planta,
entdo no dia anterior, vigésimo nono dia, a planta ocupara apenas a metade da lagoa.
Assim, com duas vitorias-régias, no vigesimo nono dia ocupara toda a lagoa e o
vigésimo oitavo apenas a metade. Portanto, com duas vitorias-régias duplicando a cada

dia, no vigésimo nono dia ocupara toda a lagoa. E um problema de l6gica.

Comentario: De fato, existem problemas de Matematica que ndo apresentam ndmeros,
bastando usar 0 nosso raciocinio 1dgico para encontrar a sua resolugéo.

No inicio do trabalho, neste encontro, sugerimos um trabalho de acdo, em que
o aluno foi levado a levantar hipoteses, formula-las e valida-las mediante o trabalho
com 0 concreto para ir passo a passo abstraindo, fazendo generalizagbes. Como o
Vygotsky se referiu que a formacdo de conceitos ndo se da por meio de interacBes de
associacOes de estimulo e resposta, precisamos de elementos mediadores que possam
levar ao pensamento superior complexo, mais elaborado. Os alunos ndo sentiram
dificuldade de responder as perguntas que estavam sendo feitas imaginando ou
conferindo as partes iguais formadas a partir de dobraduras no papel oficio. Mesmo para
casos particulares de numeros de dobraduras maiores que foram solicitadas, nesse
momento, percebemos que ja havia uma observancia de uma certa regularidade, mas
nem todos haviam compreendido a generalizagdo dessa ideia, porque as perguntas
estavam sendo sequenciadas e muitos perceberam que bastava ir multiplicando por 2.
Porém, quando perguntamos para n dobraduras? Faz-se um siléncio na sala de aula,
decorrido algum tempo depois, somente a aluna A46 responde 2", justificando a sua

compreensdo. A aluna A46 compreendeu que por tras de cada caso particular hd sempre
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a possibilidade de se chegar a uma generalizacéo.

Comecamos a aula propondo uma atividade de acdo, em que fazemos
perguntas até os alunos chegarem a uma resposta satisfatoria. Depois desta técnica,
retomamos a metodologia da resolucdo de problemas, sugerindo formacéo de grupos,
para encontrar a equacdo algébrica da funcdo, a construcdo de uma tabela e o grafico
desta funcdo. Para encontrar a equacdo da funcéo, a aluna A46 faz o papel de mediadora
para o seu colega AO1, explicando com suas proprias palavras a generalizacdo da sua
ideia de funcdo. Esse momento é muito importante porque podemos perceber que houve
uma verdadeira aprendizagem, além do desenvolvimento de processos metacognitivos.
Para muitos alunos da turma, demos dicas, para outros bastou pedir para pensar mais
um pouco, na hora de generalizar a equacéo da funcdo. Porém, depois desse trabalho na
zona de desenvolvimento proximal que foi desenvolvido, os demais alunos puderam
concluir o seu trabalho de maneira mais autdbnoma. Ja na construcdo da tabela e grafico
ja estavam independentes e resolveram sozinhos sem a nossa ajuda, provavelmente
muitos tiveram o seu parceiro de dupla trabalhando na zona de desenvolvimento

proximal.

N&o julgamos necessaria a realizacdo de plenérias, analises e discussdes dessa
primeira situacdo de aprendizagem, porque, ao circular na sala de aula, depois de uma
certa altura, todos haviam atingindo um resultado satisfatério no seu trabalho em grupo
e também, nesse momento, ndo desejamos realizar a formalizacdo, definindo funcédo
exponencial, para ndo antecipar ideias que os alunos poderiam desenvolver por conta

propria.

Findo o trabalho com a primeira atividade, lancamos um desafio, que, no
primeiro momento, constituiu-se em um problema para os alunos, porque eles nao
sabiam a sua resolucdo. Nesse desafio, apresentamos o raciocinio exponencial, assim
COmo esse pensamento estava presente na primeira atividade. Pois julgamos muito
importante o seu desenvolvimento para a compreensdo da familia de funcgdes
exponenciais que sdo caracterizadas por uma variacdo que € sempre proporcional ao

valor da funcéo (3f).

Enquanto circulamos na sala de aula, prestamos atengdo ao didlogo das alunas
A22 e A38, assim como a maioria dos alunos, a aluna A22, pensou no décimo quinto

dia com duas vitorias-régias na lagoa, completando o lago com esta planta aquética.
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Porém, ela refez seu raciocinio e encontrou a resolucdo para o vigésimo nono dia.
Entretanto, achou o didlogo da dupla de alunos A07 e A35 ainda mais interessante,
quando o aluno AQ7 nos chama para explicar o problema que ele ainda néo estava
entendendo e ao se aproximar da dupla ver a sua parceira A35 verbalizando uma
explicacdo muito convincente, em que ele finalmente conseguiu entender sem
necessidade da intervengdo do professor. Esse episodio evidencia a necessidade de
trabalharmos com pequenos grupos de modo que 0s parceiros das suas respectivas
equipes possam fazer a ponte de desenvolvimento proximal para o desenvolvimento de
estdgios mais avancados, o desenvolvimento potencial dos nossos alunos cresce
significativamente no trabalho em grupo. Ainda podemos evidenciar o uso da
metacognicdo que a aluna A35 realizou na sua explicacdo do problema para o aluno
A07.

N&o finalizamos a aula com uma formalizacdo dos conteldos porque ainda
estdvamos trabalhando em um nivel mais intuitivo com as primeiras ideias sobre o
raciocinio exponencial e observamos que para as atividades propostas a maioria dos
alunos acabou chegando a resolugdes satisfatorias que ndo careciam de maiores

complementos.

5.5.2. Descricdo e analise do encontro 25

Aulas 36 e 37 (Data 24/08/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 4.2: Familias de fungBes (funcdo exponencial);

representagdes multiplas e conexdes mdultiplas aos contextos de salde publica, orientagdo

sexual e cidadania.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 4.2;

Atividade 4.2: | — Em uma experiéncia sobre deterioracdo de alimento,
constatou-se que a populacdo de certo tipo de bactéria dobrava a cada hora. No instante

em que comecaram as observacdes havia 50 bactérias na amostra.

A) Qual é a populagédo de bactérias ap6s 2 horas do inicio da experiéncia? E

apos 4 horas?
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B) Obtenha a lei que relaciona o nimero de bactérias (N) em funcdo do tempo

(®).

C) Dé uma estimativa do nimero de bactérias apds 1 dia de observacdo, use a
aproximagcao: 21°~103 (Extraido do livro de IEZZI et al, 2004, p.32, v.1).

Il - Treponema Pallidum é a bactéria que causa a sifilis. Ela se reproduz de
forma extremamente rapida. Num espaco de uma hora cada uma se transforma em 8
iguais. Se uma delas penetra no organismo de uma pessoa, quantas elas serdo 2 horas
depois, supondo que nenhuma delas tenha morrido? E depois de 4 horas, nas mesmas
condi¢des? Expresse a equacdo da funcdo N em relacdo ao tempo x horas. Esboce o

grafico dessa funcéo.

A) Na histéria da humanidade muitas doencas, durante muito tempo, néo
tinham cura nem tratamento, como por exemplo, a sifilis. Atualmente, existe tratamento
e cura para essa doenca, embora a melhor opgdo seja a prevencao. Em relacdo as DSTs

(Doengas Sexualmente Transmissiveis) vocés sabem como se prevenir?

B) Qual o seu posicionamento em relacdo as medidas de prevencéo tanto para

evitar gravidez indesejada e doencas sexualmente transmissiveis?

C) O HIV/AIDS surgiu ha 30 anos, embora hoje seja considerada uma doenca
crbnica, ainda ndo existe cura para ela. Vocés poderiam apontar avancos na luta para o
combate a doenca? VVocés sabem qual a diferenca entre ser portador do virus HIV e ter
AIDS?

D) Quando o HIV surgiu, acreditava-se na época que ele estava associado aos
chamados grupos de riscos tais como 0s homossexuais masculinos e usuérios de drogas
injetaveis e isso ocasionou o0 aumento de contaminacdo pelo virus em mulheres
heterossexuais. Hoje, com todas as informagdes que temos, qual o seu posicionamento
em relacdo a criacdo desses estigmas sociais? (Adaptado do livro de WILMER et al,
2008, p.269, v.1).

A metodologia de trabalho continuou a mesma, leitura individual dos
problemas, seguida de formacdo de grupos. Como o trabalho desta aula foi mais
extenso, optamos pela formacdo de grupos de cinco alunos para tornar mais &agil o

processo de resolucdo, discussdo dos problemas e questionamentos da problemética de
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cunho social e de politicas pablicas para a questdo de satude. Também, deixamos que 0s
alunos manifestassem preconceitos, mitos e outras formas de pensamento e permitimos
que entre eles problematizassem e buscassem um consenso dentro das politicas

convenientes de se viver em sociedade, com responsabilidade e respeito as diferencas.

Como em todo o trabalho tinhamos o habito de nos movimentarmos em sala de
aula, observando o trabalho dos alunos nos seus respectivos grupos, na ocasiao tivemos
a oportunidade de ouvir um dialogo entre dois alunos de um grupo que nos estavam
proximos, a aluna A46 confrontava a sua resolucdo do problema | com o aluno A01,
pois ele havia encontrado apos 2 horas o correspondente a 200 bactérias e para 4 horas,
400 bactérias. Ela imediatamente refutou a ideia do aluno A01, mostrando que na sua
resolucéo encontrou 800 bactérias, argumentando o seguinte: Para 2 horas, dobramos o
valor inicial 200 bactérias, para 3 horas seriam 400 bactérias e finalmente para 4
horas, 800 bactérias. Convencendo o aluno AOL. Entretanto, o aluno A0l ainda ndo
havia entendido bem a pergunta que pedia a lei de formacao, os seus parceiros de grupo
também ndo sabiam como explicar. Nesse interim, resolvemos intervir ndo somente
para 0 pequeno grupo que nos estavam proximos. Mas, também para o grande grupo,
chamando a atencdo deles dizendo que para formar a equacdo algébrica da funcéo
exponencial, eles deveriam perceber a regularidade da regra geral seguinte: valor de
saida igual ao valor inicial vezes o fator constante elevado ao valor de entrada

(Anotando esta observacédo na lousa).

Observamos que a aluna A4l fazia parte de uma equipe que nos estava
proxima e, de imediato, chegou a equacéo algébrica N(t) = 50. 2t. Entretanto, na hora
de substituir 21°~103, foi necessario fazer intervencdes perguntando-lhes: J& que um
dia corresponde a 24 horas, como decompor a poténcia de base 2 elevado a 24?
Observando que essa era uma duvida geral da turma e que precisava fazer algumas
consideracOes para que o grande grupo avangasse no seu trabalho, mostrou explicando
através de uma exposicdo dialogada, como eles haviam chegado a conclusdo que
N(24) = 50.22%. Fez os alunos recordarem que 22* pode ser decomposto em
210,210 24 que é uma caracteristica importante do pensamento exponencial,
transformar soma em produto. Sendo assim, foi possivel as equipes, trabalhando juntas,
chegarem a 800.000.000 bactérias ou ainda a 8.108 bactérias, sendo esta Ultima solucéo

apresentada somente por uma equipe da turma (a anotacdo cientifica ou base dez é
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muito comum em linguagem cientifica na Biologia, Quimica, Fisica, dentre outras

Ciéncias).

O aluno 07 observou o qudo rapido a funcéo exponencial cresce, ele disse: No
final de um dia ja s@o 800 milhdes de bactérias. Logo, respondemos: Sim. Justamente,
esta € uma caracteristica fundamental da funcdo exponencial crescer ou decair
rapidamente, pois, diferente da funcdo afim que apresenta uma sequéncia aritmética. A
funcdo exponencial apresenta uma sequéncia geométrica. Vejam que ao invés de

somar, na fungéo exponencial estamos sempre multiplicando pelo mesmo fator.

Solicitamos que um dos alunos do grupo composto pelas alunas A19, A21,
A22, A27 e A41, fosse até o quadro para expor a resolucdo do problema. Entre elas,
elegeram a aluna A22 para fazer a defesa, todos os alunos da turma pareceram
concordar com a apresentacdo exposta, tiramos algumas duvidas mais de natureza das
operacdes a serem efetuadas e menos de compreensao do problema, pois, nos pareceu
que houve uma compreensdo efetiva do problema pelo grande grupo. N&o convidamos
mais alunos para confrontar porque as resolucdes haviam se aproximado e tinhamos
ainda mais um problema para ser desenvolvido, seguido de questionamentos de

problemaética social e de politicas de satde publica.

Em seguida, passamos para a proxima atividade, dando inicio as exploracGes

matematicas propriamente ditas.

O aluno A43 percebeu que 0 aumento é sempre oito vezes maior do que o
anterior. Houve uma polémica no seu grupo de que o valor inicial de uma bactéria seria
hipotético porque a aluna A05 explicava para 0 seu grupo que num individuo
contaminado na hora em que isso acontecer, entraria no seu organismo uma carga de
bactéria. Por isso, esclarecemos para a turma que resolvessem o problema do ponto de
vista da Matematica de acordo com as informacdes apresentadas no problema. De fato,
guando temos a necessidade de trabalhar com problemas do mundo real nem sempre
teremos uma representacdo fiel da realidade, muitas vezes apenas um modelo
matematico dentro de um contexto de interesse social, como é a questdo das DSTs que é

de politicas publicas para a saude.

O grupo formado pelos alunos A43, A35, A05, A03 e AQ7 desenvolveu o

problema sem dificuldades e fizeram assim: Para x = 1 hora, N(1) = 8 bacteérias; para
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x = 2 horas, N(2) = 64 bactérias; para x = 3 horas, N(3) = 512 bactérias e para
x = 4 horas, N(4) = 2048 bactérias

Perguntamos a equipe de trabalho formada pelos alunos A03, A05, A07, A35e
A43: E para x horas, qual a formula geral? A aluna A35 respondeu: Seria N(x) = 8%,
ja que o valor inicial seria 1, que é neutro para multiplicar. Novamente, interrogamos a
equipe: Como ficaria o gréafico dessa funcéo, teriamos que unir os pontos ou deixa-los
discretos? O aluno AOQ7 respondeu: Podemos unir 0S pontos porque estamos
trabalhando com a grandeza tempo e ele pode ser quebrado em 2 horas e meia, 2 horas

e 25 minutos.

Prosseguindo na ampliagdo do problema para questdes sociais,
problematizamos a situacdo trazendo uma discussao a respeito de doencgas que, no
passado, ndo tinham cura nem tratamento. Enfatizamos o uso de preservativo em todas
as relacOes sexuais, discutimos um pouco sobre HIV/AIDS mostrando os avangos da
medicina e a distin¢do entre ser portador do virus HIV e ter AIDS, enfatizamos a nao
existéncia de grupos de riscos. E finalizamos a discussdo falando de estigma social,
preconceito e discriminacdo no sentido mais amplo do termo. Os alunos se alvorocaram
com o assunto, todos queriam falar ao mesmo tempo. Foi preciso organizar as falas de
cada um para que houvesse respeito as falas do outro colega. 1sso mostra que, apesar de

polémico, o assunto era de interesse de todos os alunos.

O aluno A12 comentou no seu grupo: As perguntas sdo coisas de gays. Nisso,
perguntamos ao aluno Al12: Vocé acha mesmo isso? Que esses questionamentos e
preocupacOes, somente 0s homossexuais precisam ter? Converse com 0s seus colegas
de equipe, analisem bem tudo isso e cheguem a um consenso. Outro comentério que
intervemos foi da aluna A19 quando ela se referiu a pilula como preventivo de doencas
e gravidez. Vocé acha que a pilula consegue evitar doencas? A aluna A19: Nao,

professor. A pilula evita somente a gravidez.

A aluna Al16 falou: Vamos continuar debatendo o assunto. Isso, quando
sinalizamos: Agora, vamos encerrar o debate para as defesas das questdes de
exploragfes matematicas. Dai, conduzimos o debate ouvindo os alunos, sem moraliza-
los. Néo tivemos a pretensdo de falar da biologia das bactérias e virus que transmitem
doencas, apenas nos preocupamos com a educagdo preventiva e o desenvolvimento de

atitudes de solidariedade.
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Figura 65: Resolucdo das questdes | e 1l relativas a atividade 4.2 pela aluna A42,

representando seu grupo.

Transcricdo do texto da atividade 4.2 relativo a problematizacdo ndo matemética da situagdo-
problema II: a) Se é sexualmente transmitido, a forma de se prevenir é usando preservativos.
b) Como ja tinha mencionado acima, usando camisinhas, e para evitar gravidez ainda tém
muitas coisas tipo: camisinha, anticoncepcionais, pilula do dia seguinte e etc. c)
Medicamentos, alimentagdo, enfim, vocé fazer os tratamentos certos recomendados pelo
médico. E eu ndo sei explicar a diferenca, sei que ha diferenca, gostaria de procurar saber, e
depois falar mais do meu conhecimento. d) Acho que eles ndo trazem risco a sociedade, agora
eles devem ter a consciéncia porque ainda tem muita gente ignorante no mundo, pensando que
pega através de beijos, assentos e abragos, mas estdo enganados. S6 pega pela relacdo sexual
ou se tiverem algum ferimento, mas eles sdo pessoas comuns, podem lhe abracar, lhe beijar,
conversar com vocé e etc. Agora tém pessoas que precisam se informar mais antes de sair
falando o que ndo sabe.

Os dois problemas propostos falam de bactérias, ndo é que o professor de

Matematica va explicar a biologia das bactérias e virus. Porém, julgamos importante o
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professor tratar da questdo de prevencéo e solidariedade, todo educador comprometido
com a formacdo de responsabilidades sociais e combate ao preconceito e discriminagéo
quer seja de género ou de outra espécie pode abrir um leque de possibilidades de

exploracdo de problemas para questdes que vao além dos contetidos especificos.

Dentro da exploracdo das grandes ideias de fungdes: a familia de funcao
exponencial e as representacbes multiplas de funcdo exponencial, esta situacdo-
problema foi bem representada por meio das discussdes das exploracfes matematicas
durante a aula, das resolucOes apresentadas na lousa e nos registros das questdes que

foram entregues ao final da aula.

A aluna A46 explicou verbalmente o seu raciocinio exponencial para o colega
A01, demonstrando certo dominio dos processos metacognitivos, possibilitando ao
aluno AO1 a compreensdo de um processo resolutivo para questdo | ainda no nivel das
representacfes numéricas, conceitos espontaneos. A lei de formacédo esta no nivel mais
abstrato das generalizacGes e tivemos que trabalhar na Zona de Desenvolvimento
Proximal de modo que os alunos pudessem chegar a um nivel mais elevado, a equacao

algébrica da funcéo exponencial.

Apresentamos a ideia de que muitas vezes descrevemos a variacdo em uma
quantidade em termos de fatores que sdo as funcBes exponenciais. Em outras palavras,
uma funcdo descrita por uma quantidade que aumenta ou diminui segundo um fator
constante € uma funcdo exponencial (y € uma funcéo exponencial de x se ela pode ser
escrita na forma y = f(x) = a* b* com a e b constantes e b > 0). Entretanto, usamos
inicialmente uma linguagem mais proxima, falando em fungdo exponencial na forma
geral de saida igual ao valor inicial vezes o fator constante elevado ao valor de entrada,

chamando a atenc¢do do grande grupo para esse fato.

Realizamos intervencbes durante o processo de resolugcdo de problemas,
trabalhando na Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos, visando um avango da
turma para formas de pensamentos psicologicos superiores por meio da propriedade de
que a funcdo exponencial transforma produto em soma, exploramos a propriedade
exponencial numa explicagdo dialogada sobre as transformacgdes de uma poténcia num
produto, permitindo que a turma ndo desistisse da resolucdo do problema e se
mantivesse envolvidos no processo. Esta propriedade, além da taxa de variacdo

proporcional, ¢ uma das caracteristicas principais da fungdo exponencial dentro do que

268



Cooney, Beckmann e Lloyd (2010) denotam de compreensdo essencial para a familia de

funcdes exponenciais.

A notacdo cientifica s6 foi apresentada por um grupo de trabalho, embora seja
trabalhada em outras disciplinas tais como Fisica, Quimica e Biologia. Por se tratar de
uma linguagem cientifica, a sua aquisicdo envolve um processo mais demorado e é
importante explorarmos essa ideia de um namero poder ser expresso de muitas maneiras
diferentes. Por exemplo: 800 milhdes de bactérias e 810 de bactérias sdo duas
maneiras de representar o0 mesmo numero. Analogamente, podemos ter mais de uma

representacdo para uma mesma funcéo.

Com a observacdo do crescimento rapido de uma funcdo exponencial pelo
aluno AQ07, exploramos a compreensdo de que uma progressdo geométrica pode ser
pensada como uma fungdo exponencial de variagdo discreta que ao invés de somar,
estaremos sempre multiplicando o termo anterior por um valor constante como uma
dentre as diversas compreensdes essenciais de familias de funcGes segundo Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010).

Os problemas 1 e Il foram resolvidos por alunos que foram eleitos em suas
equipes de trabalho, defendendo as suas resolugfes para o grande grupo e fazendo as
anotacOes na lousa, praticando os processos de metacognicdo por meio de uma reflexédo
consciente sobre o desenvolvimento do trabalho da sua equipe, verificando acertos e

erros, apontando falhas, justificando a sua resposta e na resolucdo apresentada ao grande

grupo.

A metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica via resolucdo e
exploracdo de problemas foi trabalhada neste encontro, explorando as grandes ideias e
compreensdes essenciais da familia de funcbes exponenciais e as questdes sociais e de
politicas publicas de saude, julgo importante esse trabalho para uma turma de alunos

composta de adolescentes, momento esse da vida de transicdo, duvidas e descobertas.

Isto mostra a emergéncia de abrirmos o espaco da sala de aula de aula para
reflexdes sobre temas fora da Matematica que sejam motivados a partir da resolucédo de
um problema matematico. O ideal é que isso ocorra em todas as disciplinas escolares.
Pois, os temas politicos e sociais sdo considerados universais, competindo a todos 0s

educadores e em todos os niveis de ensino trabalhar: a conscientizagdo, a interacdo e o
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respeito as diferencas. Abriu-se espago para que eles expusessem sua opinido, embora
muitas vezes preconceituosas, porém permitindo que, a partir de tais preconceitos, a

discussao, o debate e a reflexdo acontecessem em sala de aula.

Ter aberto esse espago de dialogos nas aulas de Matemética ndo alterou o
andamento dos contetdos especificos da Matematica, ajudou-nos no exercicio e pratica
de cidadania. Pois, os alunos na resolucdo de problemas ja estavam acostumados a
defenderem seus pontos de vista, argumentavam, concordavam e discordavam nos

momentos de debates e plenérias promovidos em sala de aula.

5.5.3. Descricdo e anélise do encontro 26

Aulas 38 e 39 (Data 29/08/2012)

Contetdos desenvolvidos na atividade 4.3: Familia de fungéo exponencial e representacdes
multiplas de fungdes exponenciais; ressaltando conexdes mais abrangentes com outros temas
fora da matematica como a questao da fome e dos moradores de rua.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 4.3:

Atividade 4.3: O economista inglés Thomas Malthus elaborou uma teoria onde
ele previa um aumento da producdo de alimentos em progressao aritmética, ou seja, 0
grafico da producdo de alimentos versus tempo seria representado por uma reta (funcéo
afim). Enquanto, o crescimento da popula¢do aumentaria em progressao geomeétrica, ou
seja, o grafico da populacdo mundial versus tempo seria representado por uma curva da
funcdo exponencial, um crescimento muito rapido que ndo acompanharia a producéo de
alimentos. Este fenbmeno acarretaria um problema muito sério para a humanidade, a

fome.

A) Diante desta problemaética apresentada pelo economista Malthus, fagam um
esboco grafico das duas situagdes, usando o mesmo sistema cartesiano, ilustrando este

fendmeno.

B) Na época do Malthus, ele sugeriu o controle da natalidade como solugéo
para o problema da fome. Atualmente, o problema da fome mundial, sobretudo, na Asia

e na Africa ocorre por conta da desigualdade social resultante da ma distribuicio de
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renda. Portanto, o problema da fome tem solucdo. Apresentem sugestfes de como

combater a fome mundial.

C) No Brasil, embora o problema da fome tenha suas proprias peculiaridades,
também o enfrentamos. Hoje, muitos brasileiros estdo dentro de programas do governo
que sdo paliativos para combater a fome e a miséria no Brasil. Como vocés veem a
situacdo do morador de rua que ndo pode ser contemplado com nenhum destes

programas de governo?

D) Uma mercadoria do género alimenticio que custava R$ 10,00 teve aumento
de 10% ao ano de maneira cumulativa. Levando-se em consideracdo que este item é
muito importante para a nutrigdo humana e que dentro de oito anos o trabalhador
assalariado ndo teve nenhum aumento, ele teve que retirar este item da sua feira
acarretando um problema de subnutricdo na sua familia. Montem uma tabela do
primeiro ao oitavo ano versus 0s novos valores desta mercadoria. Qual a equacdo
algébrica da funcdo preco de mercadoria decorrido n anos? Esbocem o gréfico dessa

funcdo. (Podem usar calculadora).

Inicialmente, entregamos 0 texto impresso com a situacdo-problema para 0s
alunos sozinhos realizarem uma leitura individual. Apds, a leitura surgiram algumas
duvidas dos alunos relacionadas as progressdes aritméticas e geométricas, embora
tenham percebido que estavam associadas as funcGes afins e exponenciais. Por esse

motivo, apos leitura do problema, resolvemos esclarecer 0s termos para o grande grupo.

PP: As progressdes aritméticas e geométricas sdo sequéncias que a partir do primeiro termo é
somado uma mesma razdo quando aritmética e é sempre multiplicada a uma mesma razéo
quando geométrica para formar os termos subsequentes. Por isso, podemos associar as
progressdes aritméticas as funcBes afins e as progressdes geométricas as funcbes
exponenciais. Por exemplo: A sequéncia 1, 3, 6, 9, 12, 15, ... é uma progressdo aritmética de
razdo 3 e podem ser pensadas como uma fun¢do afim cuja taxa de variacdo € 3. Enquanto, a
sequéncia 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... é uma progressdo geométrica de razdo 3 e podem ser
pensada como uma fungdo exponencial que possui valor sempre proporcional a 3. E
importante perceber que a func@o exponencial ndo tem taxa de variagdo constante e sim, valor
proporcional constante.

A15: Professor, eu ja vi alguma coisa sobre a teoria de Malthus nas aulas de Geografia. Hoje
em dia ela ndo é mais aceita. Essa comparacéo do crescimento populacional com a produgdo
de alimentos. Porque mesmo com a alta taxa de crescimento da populagéo, ndo existe uma
desproporcao tdo grande de alimentos produzidos no planeta.

PP: Na época que Malthus enunciou a sua Teoria, para ele se ndo ocorressem guerras,
epidemias, desastres naturais, dentre outras catastrofes mundiais a populacdo tenderia a
duplicar a cada 25 anos. Ela cresceria, portanto, em PG (2, 4, 8, 16, 32, ...) com fator de
aumento 2 que cresceria sem parar, exponencialmente. Enquanto o crescimento de alimentos
ocorreria apenas em PA (2, 4, 6, 8, 10, ...) com taxa de variacdo constante 2, fungéo afim. Esta
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altima com um agravante: o limite de extensdo territorial cultivdveis no planeta Terra. A
consequéncia disso tudo seria a fome. Entretanto, atualmente, a producdo agropecuaria
mundial produz alimentos em larga escala suficiente para alimentar bilhGes de pessoas.

A22: Os nimeros mostram que a teoria do Malthus ndo cabe mais na nossa realidade. Mas,
por que a gente estuda isso, entdo?

A43: Porque o problema com a fome ainda existe. Nao é porque no Brasil, os supermercados
estdo cheios de comida que ndo tera mais gente passando fome.

A08: E outra, hoje o Brasil ocupa a sexta economia no mundo e se destaca pelo grande
volume de alimentos exportados para muitos paises, mas o que fica para nosso consumo nem é
tdo bom assim.

PP: E muitos trabalhadores e suas familias se alimentam muito mal porque nédo tem dinheiro
para comprar os alimentos necessarios a manutencédo de uma vida mais saudavel. Ok. Agora,
vou consultar o diario de classe e sortear a formacéo das duplas para concluirem o trabalho
tanto de exploracdo matemética quanto das questdes de ordem social e politica. Bom
trabalho!

Comecamos a chamar as duplas e dar um tempo apenas observando do
desenvolvimento das duplas. Continuamos circulando na sala de aula, analisando o
trabalho das duplas sem intervir mais no desenvolvimento das questdes que eles
estavam apresentando na sua equipe de trabalho, muitos graficos ndo estavam
traduzindo o fenbmeno da teoria de Malthus, alguns alunos estavam tentando atribuir
valores numéricos para facilitar a construcdo do modelo grafico que viesse a representar
a teoria. A dupla formada pelos alunos A24 e A40 representou o0 eixo horizontal com
valores naturais de 1 a 5 e, no eixo vertical, localizaram valores de x e 16x. Partindo do
ponto de equilibrio de coordenadas (1, x), tracaram a reta representando a producdo de

alimentos e a curva exponencial representando o crescimento populacional.

Y

R

Figura 66: Representacdo grafica da questdo A relativa a atividade 4.3 pelo aluno A33, representando seu

grupo.
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Outra dupla chegou a um resultado satisfatorio para a representacdo do modelo
grafico da teoria de Malthus. Foi a dupla de alunas A09 e A3l que admitiu,
inicialmente, a populacgéo inicial (P,) menor que a producdo de alimentos inicial (4,)
partindo do eixo vertical para n =0 e projetaram respectivamente uma curva
exponencial para o crescimento populacional e uma reta para a producdo de alimentos
que se cruzariam num ponto e a partir dele a producédo de alimentos passaria a ser menor

do que o crescimento populacional.

Em relacdo a ultima questdo de exploracdo matematica, a maioria dos grupos

elaborou uma tabela da seguinte forma:

Figura 67: Tabela referente & questdo D da atividade 4.3 apresentada pela aluna A43, representando seu
grupo.

Antes da formalizacdo dos conteldos trabalhados, apenas uma dupla (A16 e
A42) havia chegado a representacdo da equacdo algébrica da funcdo: y = 10- (1,1)" e
conseguiram também esbocar o grafico desta funcdo exponencial a partir do ponto
inicial (10,0), ja que o problema é do mundo real e ndo existe tempo negativo. Esta
dupla néo recorreu aos valores da tabela para representar a curva. Enquanto, as demais
equipes ndo chegaram a uma representacdo algebrica da funcdo e representaram o
gréafico da funcdo exponencial recorrendo aos valores da tabela. No entanto, acabaram

esbocando uma reta ao invés de uma curva exponencial.
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Figura 68: Resolucéo da atividade 4.3 pela aluna A29, representando seu grupo.

Em relacdo a problematica social da fome as duplas deram algumas sugestdes
de combate a fome no mundo. Algumas duplas deram uma solucdo um tanto quanto
ingénua sugerindo que as pessoas ricas doassem cestas basicas para os pobres, quando
sabemos que na realidade esse problema € de todos nos, ndo podemos deixar para as
classes abastadas a solucdo deste problema. Até mesmo porque as classes hegemonicas
defenderdo os seus interesses e certamente acabar com a pobreza e a miséria ndo estdo

nas suas pautas de reivindicacao.

Outras duplas colocaram a responsabilidade no governo. Se ele quiser pode
acabar com a fome promovendo igualdade social, oferecendo mais trabalho para o povo
e se juntando com outros governos de outras nagdes para buscar apoio. Alguns poucos
grupos falaram em solidariedade, no trabalho voluntario das pessoas sairem pedindo
alimentos para doar cestas basicas para familias carentes e criacdo de instituicfes ndo
governamentais de modo que as pessoas possam doar alimentos para serem distribuidos

para 0s pobres.

Quanto ao morador de rua, julgamos as respostas, de modo geral, pouco
reflexivas, ficando mais na lamentacdo do fato. Nas palavras da dupla A15 e A45: E
triste porque os moradores de rua ndo tém os direitos que merecem.

A dupla de alunas A37 e A44 responderam do seguinte modo: Injusto, pois é até mesmo

irbnico o combate a fome dessa forma, pois pessoas que tem uma renda estavel tem a ajuda do

governo, enquanto que as pessoas que realmente necessitam do auxilio ndo tem esse beneficio.
Porque temos que ajudar as pessoas em situacdes mais precarias.
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A dupla A09 e A31: N6s achamos isso uma injustica, porque o governo deveria ajudar e levar
esses moradores de rua para um abrigo ou até mesmo procurar suas familias e eles deveriam
ter acesso a uma bolsa familia, uma cesta basica. O governo deveria pensar e comecar a
colocar em pratica para as pessoas terem uma vida melhor.

Nosso foco se voltou para as plenéarias de exploracdo matematica sendo
convocadas a dupla A24 e A40 para representacdo grafica para 0 modelo da teoria de
Malthus, onde eles escolheram o aluno A24 para desenhar o esboco e explicar para o
grande grupo como eles haviam interpretado o fendmeno. A escolha foi boa porque o
aluno A24 é muito calado, porém ele estava confiante e seguro na sua exposi¢do. Em
seguida, solicitamos a dupla A09 e A31 para esbogar e traduzir o modo que eles haviam
interpretado o modelo matematico para a teoria de Malthus, entre elas foi escolhida a
aluna A09 que desenhou o esbo¢o na lousa e explicou que admitiu inicialmente uma
producdo de alimentos maior que a populacdo mundial e fez uma ressalva: Ainda hoje a
situacdo continua sendo essa, s que hoje apenas uma minoria tem acesso aos produtos

necessarios a uma nutricdo saudavel e muitos passam fome de verdade.

Convocamos a dupla de alunas A03 e A47 para montar a tabela mostrando o
crescimento do valor da mercadoria que custava inicialmente R$10,00 e foi aumentando
cumulativamente decorridos oito anos. Entre elas foi eleita a aluna A47 para ir a lousa
desenhar o quadro e explicar para a turma como elas haviam construido a tabela e
completou falando que elas ndo usaram a calculadora porque nédo julgaram necessario
na realizacdo do calculo. E chamou atencdo da turma que a mercadoria mais do que
duplicou o preco com o passar dos anos enquanto o salério do trabalhador permaneceu o

mesmo.

Reescrevemos o quadro mostrando uma forma mais organizada de montar a
tabela, chamando a primeira colunade n (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) e a segunda coluna de
y (10; 11; 12,10; 13,31; 14,64; 16,10; 17,71; 19,48; 21,43), enfatizando a
necessidade de se fazer os devidos arredondamentos para o problema dentro do contexto
do sistema monetario brasileiro que usa apenas duas casas decimais, 0s centavos de

reais.

Logo em seguida solicitamos a dupla composta pelos alunos A16 e A42 para
escrever a equacao algébrica da funcéo e desenhar o esboco grafico da funcdo na lousa,
onde foi eleito o aluno Al6 para explicar a interpretagdo da dupla para as suas

representacdes algébricas e graficas. O aluno Al16 falou que: foi facil porque o valor
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inicial era de 10 reais vezes o fator de aumento (100%-+10%=110%=1,10=1,1)
elevado ao tempo n. Portanto, y = 10-(1,1)™. E como a equacdo € de uma funcéo
exponencial resultante de um problema do mundo real, o grafico partiu de 10 na reta

vertical de maneira crescente por meio de uma curva.

Chamamos a atencdo das duplas que utilizaram as coordenadas a partir da
tabela, mas que ndo tiveram o cuidado de prestar atencao na escala adotada e acabaram
construindo o gréfico errdbneo de uma reta quando a funcdo exponencial é representada
graficamente por uma curva. E findamos a aula, fazendo um esboco na lousa das
coordenadas que foram encontradas na tabela de modo a poder tracar uma curva
esclarecendo para o grande grupo o equivoco cometido pela maioria das duplas.
Esclarecendo também que a funcdo exponencial y = a - b* sera crescente quando b > 0
e decrescente quando 0 < b < 1. Mostramos, graficamente na lousa, as representacdes

destas conclusdes finais.

Nosso trabalho comegou com explicacdes tendo em vista a compreensdo dos
alunos de conhecimentos prévios sobre as progressdes aritméticas e geométricas de
modo que essa linguagem e vocabulario apresentado no problema nao viesse dificultar a
compreensdo e interpretacdo da situacdo por parte dos alunos. De modo que eles
puderam desenvolver o problema de forma mais produtivo na resolucéo e exploragéo do
problema, superando os problemas secundéarios de uma possivel dificuldade de leitura
do texto com a ajuda do professor por meio dessas explicacdes que foram feitas aos
alunos. Por exemplo, no texto do problema sobre a Teoria de Malthus, as palavras
progressdes aritméticas e geométricas nao estavam claras para os alunos. Por isso,
buscamos uma forma de poder esclarecer as davidas, eliminando um possivel problema
secundario para os alunos. Agora, a partir do entendimento do problema, sem davidas
quanto ao enunciado, os alunos buscaram em seus grupos resolvé-lo, explorando tanto o
contexto matematico quanto fora dela dentro de um ambiente de resolucéo e exploracéo

de problemas.

As duplas formadas pelos A24 e A40 quanto A09 e A3l chegaram a um
modelo de representagdo grafica do fendmeno social proposto por Malthus mais
adequado e ndo precisaram da nossa intervencdo nas construcdes de seus graficos.
Enquanto os demais grupos precisaram do professor em um trabalho na Zona de

Desenvolvimento Potencial para que eles pudessem avancar de nivel.
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Todas as duplas conseguiram construir uma tabela para a Gltima pergunta do
problema que explorou o crescimento cumulativo de uma mercadoria de R$ 10,00
decorridos oito anos a uma taxa de 10% ao ano. Porém, a tabela néo foi convencional,
colocando-se na primeira coluna n (anos) e y (montante) como haviamos esperado. No
entanto, os calculos estavam corretos e muitas duplas haviam dispensado o uso de
calculadora como sugerido no enunciado da questdo. A representacdo numérica ou
tabelar é a mais simples, entretanto as formas mais convencionais surgem apds um
aprendizado interacionista e social determinado por um contexto escolar ou formal que
requer a organizacdo e coleta de dados dispostos de uma maneira que possa Ser

compreendida por uma dada comunidade, a cientifica.

Entretanto, a escrita da equacdo algébrica e o grafico da funcdo s6 foram
representados pela dupla formada pelos alunos Al16 e A42. Encontrar a equacao
algébrica da funcdo que modela a situacdo-problema ndo é uma tarefa facil porque
exigiu dos alunos um nivel maior de abstracdo e generalizagdo. Sair dos niveis
particulares, notadamente numéricos para um nivel geral, abstrato, algébrico segundo
Vygotsky (2008) requer desenvolvimento do pensamento para niveis superiores. Por
isso, na maioria das vezes precisamos levar os alunos para niveis mais elevados por
meio de mediacGes, garantindo a todos a compreensdo deste processo de
desenvolvimento de modo que todos possam ir mais além do que seriam capazes em um

trabalho individual e solitario.

Segundo Friedlander e Tabach (2011), a representacdo grafica é eficaz em
proporcionar uma imagem clara de uma funcéo de variavel real. Mas, as representacdes
graficas podem ndo ter a precisdo necessaria dependendo da escala adotada. Por isso, a
maioria das duplas localizaram os pontos da tabela no gréafico e representaram o grafico
da funcdo exponencial referente ao contexto da Ultima pergunta tracando
equivocadamente uma reta. Enquanto, outros estavam conscientes de ter que representar
uma curva exponencial, mas a mao livre, ndo conseguiam representar adequadamente o
gréafico dessa funcdo matematica, tornando-se necessario o trabalho de intervencéo por
parte do professor, tirando as davidas no tocante a escala a ser adotada, fazendo desse
modo que os alunos possam, finalmente, tracar a curvatura exponencial proposta no

problema.
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Em relacdo a problematica social da fome registramos tanto sugestdes ingénuas
atribuindo-se a responsabilidade aos ricos a doacéo de cestas basicas quanto outras mais
conscientes atribuindo o problema a falta de vontade politica, a promog¢éo de igualdade
social com uma distribuicdo de renda mais justa e alguns poucos sugeriram a criacao de
organizacfes ndo governamentais e trabalho solidario do cidaddo comum distribuindo
cestas basicas em comunidades carentes. Em relagdo ao morador de rua também
julgamos que a maioria dos alunos ndo foi muito critico. Pois, apenas lamentaram o fato
da existéncia de pessoas como os moradores de rua que estdo alijados de todas as

formas de beneficios e direitos de programas sociais do governo federal.

As plenérias seguiram-se no sentido de trazer os avancos do coletivo
representativo da turma em relacdo a situacdo-problema apresentada nesta sessdo de
encontro, convocamos as equipes que ja haviam desenvolvido um trabalho que
pudessem mediante as suas defesas trabalhar a Zona de Desenvolvimento Proximal do
grande grupo ao que chegaram apds as analises das questdes a um consenso em que foi
possivel levar a todos uma compreensdo do que foi proposto na situa¢do-problema.

A formalizacdo dos contetdos ficou para o final da aula com o professor,
trabalhando a partir do erro de construcdo grafica da maioria das duplas na
representacdo grafica de uma funcdo exponencial equivocadamente por meio de uma
reta. Trabalhamos na ZDP de modo a levar uma compreensdo de escala a ser adotada
para ndo haver engano na construcdo de graficos de funcbes exponenciais que serdo
sempre representados por uma curva crescente ou decrescente dependente do valor da
base que corresponde ao fator de aumento ou diminuicdo da equacdo algébrica da
funcéo.

5.5.4. Descricéo e analise do encontro 27

Aulas 40 e 41 (Data 31/08/2012)

Conteudos desenvolvidos na atividade 4.4: familia de funcdo exponencial, ressaltando o
contedo de porcentagem para a exploracdo de problemas que possam envolver taxas
percentuais e o raciocinio exponencial.

Neste encontro, trabalhamos com a atividade 4.4:
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Atividade 4.4: Proposicéo de problemas
1) Criem e resolvam um problema envolvendo o raciocinio exponencial.
2) Formulem e resolvam um problema com porcentagem.

Entramos na sala de aula e cumprimentamos a turma, em seguida solicitamos a
formacdo de duplas de alunos e colocamos na lousa as questbes um (1) e dois (2),
pedimos para os alunos que formulassem problemas com enunciados dentro de uma

situacdo-problema.

A35: Eu tenho que escrever uma historinha, professor.

PP: Pode usar da sua criatividade, fique a vontade para criar os problemas dentro de diversos
contextos tanto da realidade didria quanto da sua imaginagdo. Desde que tenha uma
coeréncia de raciocinio matematico que faga sentido.

A41: Eu posso elaborar uma equacéo para ser resolvida.

PP: Eu prefiro que vocé elabore um problema com um enunciado que possa ser traduzido por
uma equacdo modelando esta situagdo, ou seja, antes de vocé criar a equacdo, escreva 0
enunciado descrito por essa equagao.

A41: Assim, é mais dificil, professor.

PP: Dessa maneira, vocés vao poder exercitar melhor a criatividade. Quero que vocés criem
0s seus préprios problemas, eles precisam estar organizados, bem estruturados e que facam
sentido. Bom trabalho!

Depois de termos dado as informacdes sobre o trabalho de elaboracdo dos

problemas, circulamos na sala de aula, observando o trabalho das duplas.

Um dado novo que foi explorado nesta atividade surgiu no aspecto de
tentarmos desenvolver a criatividade dos alunos ndo somente na busca de estratégias de
resolucdes diferentes para 0 mesmo problema e extensdes matematicas e fora dela. Mas,
a exploracdo da criatividade na elaboracdo dos seus préprios enunciados como
propositores de problemas. No nosso trabalho até entdo desenvolvido haviamos nos
preocupado com os problemas sociais e politicos que nos atingem diretamente enguanto

cidadaos.

No entanto, outros contextos da vida dos adolescentes devem ser levados em
consideracdo como, a ida ao cinema para assistir filmes de acéo, terror, comédias, ficgdo
cientifica e historias de amor, as festas nas piscinas, 0s esportes, jogos, musicas
prediletas, a criagdo de um animal de estimacdo, dentre outros que estejam diretamente

relacionados ao contexto de vida desses alunos que emergem, com naturalidade por
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parte deles, nas suas enunciacdes de problemas criados em sala de aula. Demos um
tempo para que todos os alunos da sala de aula nas suas respectivas duplas tivessem
elaborado e resolvido os dois problemas propostos.

Pedimos, ap0s o término do trabalho de elaboracdo e resolucdo dos problemas,
que eles nos entregassem os problemas que eles proprios haviam formulados para que
pudéssemos selecionar alguns trabalhos das duplas para participar de plenérias, fazendo
as defesas dos problemas por meio da enunciacdo do problema para o grande grupo e
exposicdo das resolugdes na lousa, tendo cada dupla selecionada o direito de escolher

um aluno da sua equipe para representa-los diante da turma.
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Figura 69: Texto e resolucdo de problema pela dupla de alunas A41 e A46.

Transcricdo do problema da figura 69: Em uma piscina foi encontrado um fungo alienigena que
duplicava sua quantidade a cada hora. Em 10 horas, qual a quantidade do fungo que havera na
piscina?

Comentaério: Este erro na passagem da segunda para terceira hora foi cometida pela aluna A41
na sua exposicao a lousa, que foi observado pelo aluno A39, e, imediatamente ela pdde fazer as
devidas correcBes, encontrando a solu¢do 1024 fungos alienigenas para este problema que foi
enunciado por ela e outro colega da dupla.

Fizemos intervencdes chamando a atencdo dos alunos para descobrir a formula
geral do problema enunciado acima, pois o valor inicial é igual a um fungo alienigena e
o fator de aumento corresponde a dois, representando a base de aumento da fungéo
exponencial e o tempo € a variavel exponencial n. O problema consistiu em encontrar a
saida, f(10), de uma entrada (n = 10), ou seja, calcular a funcéo a partir da imagem de

um dominio dado correspondente.

A aluna A47 diz: A equacéo da fungdo exponencial é f(n) = 2™. Enquanto, o
aluno A24 comenta: Entéo, é sé substituir n por dez, fazendo dois elevado a 10 igual a
1024.
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No exemplo mostrado, a aluna A4l além de ter construido um cenério de

fantasia e ficcdo cientifica, sua descricdo chamou muita atengdo porque retratou um

bom exemplo de problema de raciocinio exponencial, tendo ela feito articulacdo do

texto aos dados que apareceram no problema, desse modo o trabalho via proposicao de

problemas foi encarado como algo desafiador e motivador que estimulou a capacidade

criativa e questionadora dos alunos.

U“mw &*‘Qx L Ran wwﬁ ndg um J(\W\X e Mw com_pinae
MC\,\\ D\mcm\c Um WNW\O\%@ d@ t‘ e o L\)wm ow Cm% I
to & cope devtody hod ginavban A parke do copg que Qo
mide, wmmck 0. 401 vam% Goo ol o D&n&ﬂﬂ\\«em e
-a-aﬁe-ﬁm)—ﬁ# de._cape do hgvmem Qe a ndo I bow?

400 /e = 40% = 60%

Figura 70: Texto e resolugdo de problema elaborado pela dupla de alunas A4l e A46.

Transcricdo do problema da figura 70: Uma garota estava assistindo um filme de terror com
piranhas. Durante um momento do filme o garoto teve certa parte do corpo devorado pelas
piranhas. A parte do corpo que foi comida corresponde a 40%. Portanto, qual a porcentagem
do corpo do homem que ainda esta bem?

Comentério: Do ponto de vista matematico para um aluno de Ensino Médio o problema
elaborado fora muito simples. Logo, no inicio julgamos o problema meio mdrbido. Porém,
conversando com a aluna A41, ela nos confessou que adora filmes de terror. Por outro lado, o
texto apresenta muita criatividade e imaginagdo dessa aluna na sua producédo pela dupla, no
entanto faltou coeréncia porque inicialmente o problema menciona um garoto, depois se refere
a um homem, chamamos a atencdo da dupla para que elas mantivessem a coesdo e coeréncia
textual.

Convidamos a aluna A46 para expor a enunciacdo do problema elaborado pela

sua equipe, depois da sua apresentacdo, perguntamos: Vocé acha que é possivel esse

homem ter sobrevivido ao ataque dessas piranhas tendo quase a metade do seu corpo

devorado? A aluna A41: Eu acho que ndo. Dependendo da parte do corpo com muito

mMenos uma pessoa morre.

Para as proximas duplas, selecionamos apenas um dentre os dois problemas

elaborados.
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Figura 71: Texto e resolucdo de problema elaborado pela dupla de alunos A06 e A45.

Comentario: Ao ler o texto, chamamos a atencdo para o fato de que desde o inicio do
problema, a dupla deveria ter se referido a uma cidade dos Estados Unidos para poder manter
coeréncia na enunciacgdo do problema. Sugerimos a reescrita do problema desse modo: Em uma
cidade nos Estados Unidos, 6% dos habitantes sdo analfabetos. Se nessa cidade dos Estados
Unidos h& 5.170 pessoas que sabem ler, quantos individuos moram nessa cidade?

Em todas as propostas de intervencOes feitas, tivemos bastante atencdo para
com os erros textuais ou de célculos ndo fossem vistos como falhas inadmissiveis,
mostradas para intimidar ou desmotivar os alunos. Muito pelo contrario, desejavamos
que eles tivessem oportunidade de refletir sobre esses erros, dando a sua opinido,
debatendo e criando a necessidade de confrontar e melhorar suas producdes de textos e
de célculos matematicos. De qualquer maneira verificamos sempre se os problemas
estavam adequados, se estavam bem escrito, se haveria necessidade de rever os dados
numéricos bem como a melhoria da escrita da producdo do problema matematico que

eles prdprios haviam elaborados.

Ll = ey == AR o/ R e

Figura 72: Texto e resolugdo de problema elaborado pela dupla de alunas A02 e A09.
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TranscricBo do problema da figura 72: Em uma fébrica de acessérios de cachorros,
inicialmente eram feitas 100 coleiras. A cada feita, eram fabricadas mais duas idénticas. Depois
de quantas horas terdo 51.200 coleiras?

Comentario: Embora a solucdo apresentada estivesse correta, foi necessario esclarecermos o
cuidado que os alunos deveriam ter nas representages simbolicas adotadas durante o processo
de resolucdo do problema, como por exemplo, o de denotar o valor inicial de N(0) = 100, o
valor final N(n) = 51.200, e a varidvel exponencial de n, mantendo sempre a coeréncia tanto
textual quanto na linguagem matematica das representacfes algébricas feitas durante todo o
processo de tratamentos algébricos de resolucdo do problema que eles haviam produzido

(10027 = 51.200 - 2" = 2222, on — 512 — 27 = 2% 5 n = 9 horas).

Este problema diferentemente do problema anterior elaborado, explorando o
raciocinio exponencial, recai numa equacao exponencial, o problema informou o valor
da imagem e pediu o dominio correspondente nessa funcdo. Em outras palavras, o
problema pede para encontrar a entrada a partir de uma saida que corresponde a resolver
uma equagdo. N&o houve confusdo entre os componentes do conceito de funcdo
dominio e imagem, entrada e saida. Simplesmente, houve confusdo na hora de
representar cada um desses elementos de maneira adequada, no entanto, acreditamos

gue estes conceitos estavam bem compreendidos.

Assim, registramos nesse momento uma superacdo de um problema que em
outros encontros eram muito comum, para uma dada funcdo na sua representacdo
algébrica, os alunos consideravam mais dificil encontrar o elemento do dominio
correspondente, dadas a imagem, do que no sentido contrario. E a explicacdo para esse
fendmeno nos parece simples, para achar os elementos do dominio, o aluno tem de
resolver uma equacdo, ao passo que as imagens se acham diretamente através de

céalculos numéricos por substituicéo.

Do ponto de vista das representacdes multiplas os alunos na proposicdo de
problemas mobilizaram trés maneiras de representacdes: verbal, numérica e algébrica. A
representacdo grafica ndo apareceu em nenhum dos problemas formulados por eles,
indicando que a representacdo gréfica pelos alunos como propositores de problemas
exigira deles um dominio de um sistema de representagdo muito complexo. Vemos na
producéo dos alunos que inicialmente eles foram capazes de elaborar problemas com
inventividade e criatividade, a resolugdo mais empregada passa pelas representacdes
numericas como uma das primeiras tentativas de interpretagdo e resolucdo dos
problemas que Vygotsky (2008) coloca dentro da esfera dos conceitos cotidianos e a
representacdo algébrica dentro dos conceitos cientificos, no primeiro problema

analisado foi necessario realizarmos intervencdes para se chegar & generalizagdo da
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equacdo da fungdo exponencial. Enquanto, no ultimo problema analisado os alunos ja
atingiram esse nivel de abstragdo com independéncia, mesmo o professor tendo que
fazer algumas observacBes quanto as anotacGes que estavam inadequadas. Porém, do
ponto de vista das deducdes feitas pelos os alunos na dupla de trabalho, mostram que

eles atingiram os niveis superiores de pensamento.

Comentario: N&do seria possivel trazermos todas as duplas para fazerem sua defesa na
enunciacdo e resolucdo de problemas em que eles foram seus préprios propositores de
problemas. Certamente, o trabalho com a proposicdo de problemas exigira mais devolutivas e
ao mesmo tempo traz informagdes preciosas para o professor. Pois, nem todos os problemas
elaborados para a questdo de nimero um (1), os alunos usaram o raciocinio exponencial, houve
alguns problemas que a dupla usou o raciocinio multiplicativo elementar e ndo o raciocinio
multiplicativo exponencial, os problemas de porcentagem (2) ficaram todos no campo do
calculo de porcentagem simples (proporcionalidade direta), nenhum problema foi elaborado
com fungdo exponencial envolvendo taxas de aumento ou diminuigdo percentuais. Sem sombra
de duvida, para exercitar a inventividade e a criatividade o trabalho sob a perspectiva da
proposicéo de problemas se mostrou uma ferramenta muito eficaz de trabalho em sala de aula,
indicando os contelidos matematicos que os alunos ja tinham dominio sobre seus objetos e seus
conceitos e outros que melhor deverdo ser trabalhados dentro da perspectiva da resolugéo e
exploracdo de problemas.

Acabamos deixando as propostas de proposicdo de problemas por Gltimo
porque desde o inicio nos sentiamos receosos e desejavamos planejar com muito
cuidado, uma vez que os alunos demonstraram inicialmente muita resisténcia ao
trabalho na perspectiva da resolucdo e exploracédo de problemas e no trabalho em equipe
e aos poucos foi sendo superado e depois que eles estavam acostumados a resolver
problemas antes de comecarmos com o trabalho de pesquisa, desejavamos que eles
tivessem muito contato com diferentes problemas para resolver antes de pedirmos que

eles elaborassem seus proprios problemas.

A titulo de fechamento do que foi nossa experiéncia em sala de aula, faremos
uma reflexdo em torno do movimento de nossas praticas, das descricOes e analises das
aulas, dando uma ideia de continuidade e melhoramento dessa vivéncia no trabalho
docente e do pesquisador sobre as acdes/interacdes acerca do contedo matematico das

funcoes.

5.6. Fechamento: Sintese da experiéncia didatica em sala de aula

Sentimos que a elaboracdo de seus proprios problemas por parte dos alunos em

sala de aula necessita de uma criacéo e de uma vivéncia anterior de um conhecimento e
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um desenvolvimento minimo de modelos que serviram de inspira¢do para a proposi¢ao
de problemas. Por essa razdo colocariamos a proposicao de problemas entre a resolucdo
e exploracdo de problemas, porém ela estd dentro das atividades centrais do pensar
matematico. Atualmente, ndo podemos conceber o ensino de Matematica contemplando
somente um desses vieses, fazendo com que os alunos possam ao longo do
desenvolvimento das aulas de Matematica resolver, propor e explorar problemas
matematicos em sala de aula. No ultimo encontro, trouxemos um dado novo, o desafio
da estratégia de ensino para a tarefa do aluno ser capaz de produzir textos matematicos
por meio de problemas, em que foi permitido aos alunos que estabelecessem novas
relagbes com a Matematica, refletindo sobre suas praticas do fazer matematico e no
desenvolvimento de sua criatividade através da proposicdo de problemas.

Continuamos trabalhando com essa turma de alunos até o final do ano letivo
mesmo depois de termos encerrado o0 processo de registro por escrito dos
acontecimentos das aulas através de descrices e analises, trabalhando com a
metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica via resolucdo, proposicdo e
exploracdo de problemas, na quarta unidade letiva tivemos que retomar ao estudo das
funcBes exponenciais, pois, as atividades trabalhadas na unidade passada ainda ndo
haviam dado conta dos contetidos essenciais a serem trabalhados dentro desta temaética,
mais tabelas de funcBes exponenciais foram exploradas, conversdo de representacao
grafica para algébrica e mais problemas de aplicagdes envolvendo o crescimento ou
decrescimento exponencial através de taxas percentuais, problemas de montante e
descontos a juros compostos (Matematica financeira) e o estudo das funcdes
logaritmicas a partir da modelizacdo de problemas envolvendo o raciocinio exponencial

que pedem e justificam a aplica¢do dos logaritmos como func¢éo inversa da exponencial.

No entanto, todos esses encontros, neste capitulo, descritos e analisados
representam uma boa amostra de um trabalho empregando a metodologia de ensino-
aprendizagem via resolucdo, proposigéo e exploracdo de problemas no estudo sobre o
conceito de fungdo, funcdes afins, quadraticas e exponenciais, tendo como ferramenta
mediadora as representa¢cdes multiplas e os diversos contextos politico, social e cultural.
Estas atividades representam um recorte de uma experiéncia didatico-pedagogica em
uma sala de aula de uma turma de 1° ano do Ensino Médio que nos exigiu muita atengdo
devido ao proprio processo de compreensdo e aquisicdo de conhecimentos serem

demorados, a0 mesmo tempo enxergdvamos avangos e resisténcias, cabendo-nos
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orientar os alunos sem atropelar o processo da metodologia de trabalho adotada. Nesse
processo, as agdes/interacOes realizadas, fizeram com que o0s alunos avangassem na
compreensdo das ideias essenciais de fungbes que foram exploradas nas atividades
propostas e na criacdo de atividades formuladas pelos proprios alunos, sendo para isso
necessario desmistificarmos a ideia de trabalharmos com grandes quantidades de

problemas em favor da qualidade de ensino.

Apesar de todo o esforco de apresentarmos o continuo de uma sala de aula de
Matemaética no desenvolvimento de ideias e compreensdes essenciais de fungdes em
uma turma de primeiro ano do Ensino Médio apresentamos aqui recortes das atividades
que foram realizadas e tentamos organiza-las de forma que elas viessem responder a(s)
pergunta(s) da pesquisa. No entanto, dada sua grande complexidade, as descri¢des e
anélises demandariam mais discussfes em torno dessas aulas que foram ministradas,
mas certamente muitas coisas nos escaparam, diante de como elas foram construidas a
partir desses encontros em sala de aula, levando-se em consideracdo uma turma cheia de
alunos que nao tinhamos como interagir com todos o0s grupos de alunos. Por outro lado,
esses encontros nos possibilitou refletir sobre como a experiéncia vivenciada pelos
alunos onde atuamos como professor-pesquisador da nossa préopria pratica em sala de
aula representou algum avanco no desenvolvimento de uma compreensdo essencial de

funcdes via resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas.

Na experiéncia que consta neste relatério de pesquisa, pudemos observar
transformacgdes durante as acOes/interacbes dos alunos e nossa também ao longo das
sessOes que foram se tornando cada vez mais importantes e significativas. Observamos
avangos no desenvolvimento do trabalho no sentido da direcdo do dialogo professor-
aluno que foi se transformando no sentido da direcdo do didlogo aluno-aluno. Os alunos
passaram a considerar que deveriam explicar e justificar seu raciocinio, participando
livremente das plenarias nas defesas de seus grupos, respeitavam as falas do seu colega,
formulavam perguntas e manifestavam suas discordancias, faziam refutacGes e
entravam em consenso, ampliando desse modo a sua compreensdo de funcOes

matematicas com mais intensidade.

Apresentavam e discutiam resolugdes diversas para 0 mesmo problema
fazendo uso de representacdes multiplas de funcdes e justificando seus procedimentos e

atitudes matematicas, em um trabalho de metacognicdo, o que levou muitos dos alunos
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a possibilidade de ampliar suas compreensdes de ideias essenciais de fungdes. Pudemos
observar avancos significativos no trabalho por parte da maioria dos alunos. No entanto,
as formas de participacdo, os conceitos, procedimentos e atitudes préaticas colocados em
acao/interacdo durante o desenvolvimento de compreensbes de ideias essenciais de
funcBes exploradas nas situacdes propostas e por eles formuladas se manifestavam em

niveis de apropriacédo diferenciados dado a heterogeneidade da turma.

Uma das nossas dificuldades sentidas durante o desenvolvimento desta
pesquisa se deu pelo fato de trabalharmos com uma sala de 44 alunos. Por isso, trago
resultados do sujeito coletivo desta pesquisa que foi a turma do 1° ano de ensino médio,
ndo sendo possivel falarmos de grupos especificos de alunos porque 0s grupos em cada
sessdo na sua maioria eram grupos de trabalho diferenciados. Trabalhamos na
perspectiva de construcdes de ideias e compreensdes essenciais de fungdes socialmente
construidas e por julgarmos também mais importante trazer a sala de aula e as falas dos
alunos por meio das muitas descri¢cGes e analises de aulas que tiveram o propdsito de
transformar as acgOes e interagfes em sala de aula em um ambiente coletivo de
resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas no qual todos tiveram oportunidade de

participar.

Apos a realizacdo de todas essas atividades, ficou-nos evidente que verbalizar
uma definicdo de funcdo ndo é garantia de haver compreensdo dela. Na préatica, 0s
alunos participantes desta pesquisa demostraram compreender o essencial sobre o
conceito de funcéo, a ideia-chave de unicidade e de que ela pode ser representada de
maltiplas maneiras: verbal, numérica, grafica e algébrica. Por outro lado, o conceito de
funcdo néo é facil de ser compreendido por ser uma ideia abstrata, ampla e flexivel que

devera ser desenvolvida ao longo da escolaridade até a universidade.

A dificuldade inicial dos alunos comecou na leitura e interpretacdo dos
problemas, quando eles ndo conseguiam compreender nem interpretar o problema que
estava dentro de um contexto ou padrdo concreto e eles precisavam traduzir essa
linguagem natural para uma linguagem matematica por meio de suas representacoes
diversas: numérica, grafica ou algébrica. Em alguns momentos fizemos o trabalho de
mediadores dessa linguagem mais formal e rigoroso para que essa dificuldade ndo
viesse a se transformar em um empecilho intransponivel ao desenvolvimento da

resolucéo e exploragédo de problemas para os alunos.
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Em relacdo a cada tipo de representacfes de funcbes que foram acionadas por
alunos nesta pesquisa. As representacdes numéricas surgiam mais espontaneamente nas
resolucgdes de problemas, principalmente por meio de resolugcfes por tentativa, seguindo
0 modelo de resolucdo passo a passo até chegar a um resultado do problema. Enquanto
as representacdes algébricas de fungdes, nem sempre, os alunos mobilizavam por conta
propria esse tipo de representacdo, na maioria das vezes, foi necessario nossa
intervencdo para eles chegar aos niveis de generalizacdo e abstracdo desejados para o
nivel de alunos de Ensino Médio. De fato, nos aproximamos com as pesquisas da area
que afirmam que a representacdo algébrica é a mais complexa de ser realizada por
alunos. Por Gltimo, nossa pesquisa evidenciou que a representacdo grafica é também
uma das mais dificeis de ser mobilizada espontaneamente por alunos, apesar de seu
apelo e facilidade de interpretacdo visual. Optamos trabalhar as atividades
desenvolvidas nesta pesquisa, na Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos, de
modo que elas ndo estivessem dentro das capacidades por eles ja desenvolvidas e muito
menos que elas estivessem aquém das capacidades potenciais dos alunos. Com essa
sugestdo, por meio do uso combinado de representagdes multiplas de fungdes os alunos
demonstraram haver compreendido as ideias essenciais que foram exploradas em cada

atividade proposta.

Tendo em vista o desenvolvimento de valores, atitudes e personalidades além
dos aspectos conceituais, favorecendo outras discussfes fora da Matematica, dentro das
exploracGes dos problemas no estudo de funcGes, dando oportunidades aos alunos na
exploracdo dos problemas que foram além das exploracdes internas da propria
matematica e fizeram conexdes com multiplos contextos que estdo diretamente

relacionados com a formacéo para a cidadania dos nossos alunos.

Dessa experiéncia de ensino em sala de aula pudemos destacar que 0 nosso
grande aprendizado foi poder enxergar que o processo de ensino-aprendizagem de
Matematica perpassa pelos caminhos da resolugdo, proposicdo e exploracdo de
problemas de modo que possamos formar alunos que além de resolver problemas
possam também ser propositores e exploradores de problemas matematicos, no nosso

caso especifico, dentro do contexto do estudo de fun¢des matematicas.

Os resultados desta pesquisa através das descricfes e analises que foram

tecidas ao longo desta pesquisa indicam a consideracdo do trabalho em sala de aula sob
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a perspectiva das ideias e compreensdes essenciais de funcdes, analisando as
acOes/interacdes que foram feitas nos niveis de representagcdes multiplas. As analises da
propria pratica docente que foram voltadas ao desenvolvimento do raciocinio
matematico funcional sugerem e podem orientar o trabalho do professor em outras
realidades e outros contextos do trabalho cotidiano escolar. Também sugerem que o
trabalho coletivo em um ambiente de resolugédo, proposicéo e exploragdo de problemas
com o objetivo de desenvolver o raciocinio matematico funcional dos alunos, abarca as
compreensdes de ideias essenciais de funcdes que perpassam todo o trabalho da
Matematica e de outras Ciéncias além de poder ser instrumento de extensdes que possa

ajudar os alunos na formacao para a cidadania.

A seguir, apresentamos o0s principais resultados da pesquisa, limites e
implicacdes educacionais e para 0 pesquisador por meio de uma discussdo e debate
acerca das reflexdes realizadas no continuo de uma sala de aula, trabalhando com a

tematica das funcGes.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Levando-se em consideracdo a fundamentagdo tedrica, a pesquisa de campo
com a aplicacdo das atividades, cabe novamente fazer uma reflexdo sobre o problema
que delimitou esta pesquisa: Que compreensdes de ideias essenciais de funcdes
apresentam os alunos? Quais as contribui¢cGes da metodologia de ensino-aprendizagem
de Matematica via resolucéo, proposicéo e exploracéo de problemas, aliadas ao uso de

representacdes multiplas, para o estudo de fungdes?

Podemos apontar, a partir da finalizacdo do trabalho de campo, que as maiores
dificuldades na compreenséo do conceito de fungéo, pelos alunos, continuam sendo 0s
seus elementos componentes tais como, dominio, imagem, regra de associacao e devido
as diferentes representacfes de funcdes, aproximando-se das ideias defendidas pelos
pesquisadores, Markovits, Eylon e Buckheimer (1995), e Cooney et al (2002 apud
Cooney, Backmann e Lloyd, 2010) que apontam essas mesmas dificuldades de alunos

em desenvolver mobilizacéo entre diferentes representacées de fungdes.

Outras dificuldades apresentadas pelos alunos durante a realizacdo desta
pesquisa foram distinguir graficos de funcdes discretas e continuas; lidar com graficos
de funcgdes por parte, sobretudo os desconexos; interpretar, construir e analisar graficos
de funcbes e conversdes de representacdes graficas. Essa ultima, no sentido da direcao
gréfica para algébrica principalmente, foram sendo superadas a medida que eles
avancavam nas compreensdes essenciais de cada familia de funcdes trabalhadas no

contexto didatico da resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas.

Apontamos também dificuldades na compreensdo da linguagem matematica
formal e suas notacGes convencionais. Foi dificil para eles, num primeiro momento,
fazer a transferéncia do contexto das situagdes-problemas que eram propostas para as
multiplas representacGes de funcdes, propriamente ditas. Com isso, tendo em vista a
superacdo dessas dificuldades, fizemos muitas vezes o papel de mediadores daquela
linguagem, atuando em que Vygotsky (2007) chamou de Zona de Desenvolvimento
Proximal, de modo que eles conseguissem transformar aquelas representacdes de

fungGes em uma linguagem que fosse o mais natural para eles. Por outro lado, pudemos
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evidenciar um grande dominio das representacGes verbais por alunos na elaboragédo de

seus proprios problemas matematicos sobre funcéo.

Percebemos que as representacdes numéricas foram mobilizagdes mais
espontaneas por parte dos alunos durante a resolucdo, proposicdo e exploracdo de
problemas matematicos. Para Vygotsky (2008), elas estdo em um nivel de conceitos
cotidianos em que os alunos podem mobiliza-las por conta propria, nivel real de
desenvolvimento dos alunos. A representacdo numeérica tabular com dados organizados
auxiliam os alunos a passar do concreto envolvendo nimeros propriamente ditos para o
abstrato em que as quantidades sdo varidveis. Os alunos investigando e explorando
tabelas foram capazes de perceber como as varidveis variavam juntas (covariagao) e
consequentemente as taxas de variagdo que representam a medida dessa covariagao.
Podemos afirmar que a representacdo numeérica tabular atuou como Zona de
Desenvolvimento Proximal entre a Aritmética e a Algebra das Funcdes, onde as

variaveis ndo foram nimeros especificos e foram representadas por equacoes algébricas.

A representacdo algébrica de uma funcdo por meio de uma regra geral, equacao
algébrica da funcdo, para os alunos era motivo de dificuldade quando precisavam fazer
a generalizacdo da lei de formacdo de uma funcdo. De acordo com Vygotsky (2008), o
nivel algébrico é mais abstrato e na maioria das vezes, os alunos precisavam da nossa
mediacdo, atuando na Zona de Desenvolvimento Proximal para que eles pudessem
chegar aos niveis de pensamento superior, o raciocinio algébrico funcional. Podemos
concluir que a representacao algébrica foi a mais complicada para os alunos porque

envolveu um grau maior de generalizacéo e abstracao.

Evidenciamos, no cotidiano da sala de aula, onde foi realizada esta pesquisa, que
uma das maiores dificuldades dos alunos no estudo de fungbes foi em relacdo a sua
representacdo grafica, apesar dessa representacdo fornecer uma imagem clara e de forte
apelo visual para as funcBes. A conversdo da representacdo grafica para outras formas
de representacdes se apresentou também de forma problematica. Fato esse superado por
meio das exploragdes de problemas, envolvendo transicdo de uma representacdo para
outra, pois o estudo de fungBes em um sé sentido ndo automatiza a conversdo para

realizacOes de conversdes em outras modalidades de representacdes.
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Notamos, durante as aplicacbes das atividades, que os alunos mobilizaram
combinacéo e transformacéo de funcdes, compreendendo que a fungéo inversa desfaz as
operacdes feitas por outra funcdo e que a fungdo composta consiste no processo de
calcular o valor de uma funcdo em que ao invés de substituir um ndmero por uma
variavel independente, a variavel € representada por outra funcdo. Por outro lado, ndo
podemos afirmar que eles tenham compreendido que fungdes compostas s6 podem ser
obtidas, a partir de condi¢Oes adequadas. Enfatizamos a compreensdo essencial de que
somente as funcbes bijetoras podem ser invertiveis, podemos perceber certo indicio
dessa compreensdo essencial por parte dos alunos. J& em relacdo a compreensdo
essencial da fungdo composta (fog), para ser definida, a imagem da funcdo de dentro
(g) deve estar contida ou ser igual ao dominio da funcdo de fora (f). Dada a grande
complexidade de tais condi¢des de exigéncias, ndo tivemos como evidenciar que houve
essa compreensdao por parte dos alunos que participaram desta pesquisa. Salientamos
que os alunos compreenderam que alterando os coeficientes e os pardmetros de cada
familia de funcdes em particular, ha mudancas e deslocamentos de funcbes, em que
formulas e graficos podem ser facilmente previsiveis, dentre outros aspectos que

envolvem a compreensao das ideias de transformacéo e combinagéo de funcdes.

Pudemos evidenciar por meio das aulas ministradas e produgdes dos alunos que
eles apontaram caracteristicas importantes para cada familia de fungdes exploradas
nesta pesquisa. A compreensdo essencial da funcdo afim possui a taxa de variacdo
constante, a funcdo quadratica tem taxa de variagdo linear e a forma-vértice indica as
coordenadas do ponto de maximo e de minimo, a funcdo exponencial tem variacao
proporcional a funcdo e dentre outras compreensdes que abarcam a ideia essencial de

familias de funcgdes.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, percebemos compreensdo por
parte dos alunos de que as funcbes podem ser representadas de varias maneiras
(contextos reais, verbais, tabelas, equaces e graficos) e mudando o modo que a fungéo
é representada, a ideia continua sendo a mesma. Embora cada representacao diferente dé
uma visao distinta da funcdo, compreenderam que algumas representacdes de funcao
sdo mais Uteis que outras, dependendo do contexto. Finalmente, compreenderam que o
mais importante é realizar conexdes entre representacdes mdltiplas no estudo de

funcoes.
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Na nossa investigacdo, pudemos apontar, por meio das atividades que foram
realizadas e nas acOes e interacbes em sala de aula, que os alunos evidenciaram
compreensdo das ideias essenciais de funcgdes. Eles desenvolveram habilidades e
estratégias fluindo entre e em meio a essas ideias, representacdes e caracteristicas de
funcBes, como afirmam os idealizadores das cinco grandes ideias de funcdes Cooney,
Beckmann e Lloyd (2010). Dentre elas, pudemos destacar as representacdes multiplas
de fungbes como ferramenta poderosa por exceléncia que perpassam por todas as
formas de se fazer matematica via resolucao, proposicao e exploracdo de problemas.
Portanto, no trabalho de resolver, elaborar e explorar problemas os alunos, durante o
desenvolvimento desta pesquisa, mobilizaram representacfes mdaltiplas de funcdes,

garantindo assim um aprendizado mais significativo e enriquecedor.

Ao trabalharmos no cotidiano escolar de uma turma de 1° ano do Ensino
Médio, sentimos a necessidade de abranger extensdes mais amplas, como as discussoes
que foram bastante enriquecedoras para todos os participantes desta pesquisa. Debates
estes que surgiram nas exploracfes dos problemas, como evitar o desperdicio de agua,
obesidade, extincdo de animais que habitam o mar, salario, imposto de renda, doencas
sexualmente transmissiveis, fome, dentre outros temas que atravessam 0s muros das
nossas escolas, fazendo parte dos problemas do cotidiano enfrentados pela populagéo
direta ou indiretamente. Se ndo desejarmos formar cidad@os e sim meros reprodutores
de informacgdes desvinculadas da realidade, ndo precisamos nos preocupar com nada
disso. Entretanto, se o objetivo maior da educacdo é formar cidaddos criticos e
conscientes, € possivel repensar o que deve ser abordado e como fazé-lo. Aqui, ndo
trouxemos nenhuma receita, apenas reflexdo de um trabalho que teve a pretenséo de ir

além da simples transmissdo de conhecimentos.

Podemos dizer que nosso estudo permitiu trazer contribuicdes e avangos na
busca de uma melhor compreensdo em como desenvolver a tematica das fungGes em
sala de aula. Apresentamos as cinco grandes ideias de func¢des e suas compreensoes
essenciais ao ensino-aprendizagem de funcdes, enderecadas ao Ensino Médio, que
precisam ser mais investigadas. A saber, o conceito de funcdo, a covariacdo e taxa de
variacdo, combinacdo e transformacéo de funcGes, familias de funces e representacdes
multiplas de funcdes. E no contexto da educacdo? Como o essencial é formar cidad&os,
as extensdes de problemas matematicos para questes fora da Matematica. Mas sem a

Matematica ndo poderiam ser levados avante, pois o problema matematico foi o
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protagonista que incitou o surgimento dos temas politicos, sociais e culturais que foram

levantados na sala de aula por meio da metodologia adotada.

O contetdo apresentado nas anélises e descrigdes das aulas oferecem subsidios
possiveis para consideracBes em torno da metodologia de ensino-aprendizagem via
resolucdo, proposicao e exploracdo de problemas para o estudo de fungdes. Essas ideias
poderdo ser retomadas posteriormente, porque se fosse outro pesquisador, descrevendo
e analisando as mesmas aulas, certamente seriam outras descricbes e andlises. Ou,
ainda, se realizassemos outra leitura e aplicacdo dessas mesmas atividades, fariamos

outras analises que poderiam vir mais amadurecidas e mais criticas.

Diriamos que apresentamos aqui, apenas frutos prematuramente amadurecidos
e antecipatorios de um levantamento/coleta de dados analisados sobre uma sala de aula.
Trabalho que nos foi fascinante bem como promissor, devido ao entusiasmo dos alunos
durante as aulas e o consequente melhoramento de seus desempenhos nas avaliagdes
realizadas durante o processo de desenvolvimento deste trabalho e na continuagéo dele
em sala de aula. Findo o trabalho de campo, continuamos refletindo sobre a propria
pratica em sala de aula, deixando apenas de registrar esses encontros por escrito, visto

que o trabalho descritivo é exaustivo e ndo € sempre vidvel ao professor realizar.

Neste mergulho que demos, aprendemos muito. Da Algebra Escolar, ao ensino-
aprendizagem do conceito de funcdo, a revisdo da literatura, a fundamentacdo teérica
das representacfes multiplas no ensino-aprendizagem de fungdes, da compreensdo de
ideias essenciais de funcdes. Especialmente, quando mergulhamos dentro do processo
de mediacdo com os alunos e das interagdes entre eles, pois, foi justamente no trabalho
pratico de sala de aula que possibilitamos evidenciar a importancia da utilizacdo de
metodologias alternativas tais como a resolucéo, proposicao e exploracdo de problemas,

tendo em vista a compreensao e aquisicdo de ideias essenciais de funcdes.

Todo o trabalho em sala de aula foi desenvolvido pelos alunos em grupo,
dando-se preferéncia a formacéo de pequenos grupos, favorecendo assim as interacdes
entre os pares de cada grupo, motivando a troca de informacoes, ideias e compreensoes
essenciais de funcdes que foram exploradas nas atividades propostas. Os alunos fazendo
e testando conjecturas, desenvolvendo suas habilidades de raciocinio no trabalho de
resolucdo, proposicdo e exploragdo de problemas, possibilitando assim o

desenvolvimento da aprendizagem. Cada aluno, junto com o0s colegas nos seus
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respectivos grupos, entrou em acdo, formulou hipoteses, validou suas conjecturas,
explicando e justificando suas ideias, elaborando estratégias para chegar a uma
resolucdo mais adequada para cada situacdo-problema proposta por meio de
representacdes multiplas de funcBes (verbal, numérica, grafica e algebrica) e também
com os problemas que foram propostos pelos préprios alunos. Durante todo o processo,
fomos um mediador no desenvolvimento de uma compreensdo de ideias essenciais de
funcGes e nos propusemos em deixar de ser um simples transmissor de informac6es com

respostas prontas e acabadas.

Num primeiro momento desta pesquisa foram encontradas muitas adversidades
e obstaculos, superados ao longo das acdes e interacdes em sala de aula. Os alunos
apresentavam certa resisténcia as novas propostas metodoldgicas, porém apds as
primeiras atividades, eles comegaram a compreender melhor o significado desse
trabalho, tomando parte dessa experiéncia de ensino que estava voltada a compreensao e

a aquisicéo de ideias essenciais de funces matematicas mais efetivas e duradouras.

Ao longo da pratica de sala de aula, na experiéncia didatica que estadvamos
desenvolvendo, os alunos comecaram a raciocinar matematicamente, pois criavam as
primeiras hipdteses, mobilizavam representacdes multiplas de fungdes por meio das
defesas em plenéarias, mostrando as resolugdes do seu grupo de trabalho, argumentando
sobre as conjecturas, as formulacdes e as validacOes realizadas coletivamente. Numa
tomada de consciéncia sobre as ideias essenciais de funcdes trabalhadas nas atividades,
a partir dessa observacao, pudemos apontar indicios de autorregulacdo e monitoramento
do conhecimento gerado por meio do desenvolvimento das compreensdes de ideias

essenciais de funcdes.

Um dos grandes avancos, ao trabalhar com as ideias e compreensdes essenciais
de funcdes, foi podermos explorar uma vasta gama de compreensdo sobre determinado
conteddo. Mais facilmente os alunos conseguiram se apropriar das compreensoes
essenciais de funcbes. Nesse sentido, no decorrer desta pesquisa, os alunos tiveram a
oportunidade de trabalhar os contetidos de fungdes com situacdo-problema envolvendo
diversos contextos matematicos e fora dele. Esta forma de trabalhar contribuiu para que
os alunos tivessem um melhor aprendizado, e que esta ndo ficasse restrita a uma

aprendizagem de regras e procedimentos mecanicos.
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Ao solicitarmos aos alunos o registro das atividades por escrito, fez com que
eles apresentassem as resolugbes com mais originalidade. Pudemos observar alguns
erros e também acertos nas atividades ilustradas dos problemas que foram trabalhados
em sala de aula. A partir dos erros dos alunos, foi possivel o estabelecimento de novos
dialogos até chegarmos a um consenso pelo grande grupo com mediag6es coletivas e

formalizarmos os contetdos trabalhados em cada sessdo de aulas.

Nessa proposta de trabalho, tinhamos em vista desenvolver uma metodologia
de ensino-aprendizagem de Matemaética mais prazerosa. Foi gratificante participar desta
pesquisa, apesar das muitas dificuldades. Abragcamos, com entusiasmo, a grande
complexidade de uma sala de aula que se apresenta em mdaltiplas dimensdes a serem
analisadas e estudadas e a cada momento, poderiamos nos deparar com um elemento

surpresa que até entdo ndo tinhamos pensado em ser levado em consideracéo e aprego.

Foi muito satisfatorio o trabalho, pois os alunos no transcorrer das aulas se
sentiram respeitados por suas ideias, sentiram-se confortaveis em correr riscos, em saber
que ndo seriam ridicularizados ao cometerem erros e que tudo isso fazia parte do
processo de aprendizagem. O trabalho na perspectiva da resolucdo, exploracdo e
proposicdo de problemas passou a ser previsivel ao final de cada encontro de aulas. E
tanto que os alunos ja perguntavam pelas fichas de atividades no inicio de cada encontro

e tomavam iniciativa na realizacdo das atividades propostas em sala de aula.

As plenarias proporcionaram trabalharmos a metacognicdo, tornando o aluno
capaz de apresentar explicacdes e avaliar o seu trabalho de resolucdo de problema,
tendo consciéncia da sua aprendizagem. A quem participava, respeitava e escutava as
ideias dos colegas, podendo desafid-los sem deprecia-los nos consensos que eram
estabelecidos quando os alunos defendiam os seus pontos de vista e justificavam suas
resolucdes. Enfim, foi um processo enriquecedor para todos, inclusive para nés que
participamos durante a execucdo deste trabalho, tirando ddvidas, formalizando os
contetidos matematicos e avaliando os resultados tendo em vista a melhoria do ensino-

aprendizagem de fungdes.

Foi possivel perceber, durante as aulas, que os alunos se tornaram bem mais
ativos, motivados a resolver, elaborar e explorar problemas, contribuindo muito para o

processo de compreensdo e aquisicdo de ideias essenciais de fungdes exploradas em
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cada atividade proposta. Possivelmente, a maioria dos alunos, envolvido nas atividades

conseguiu se apropriar dos conceitos propostos e explorados.

Quatro aulas semanais é uma carga horéaria pequena para esse tipo de
abordagem, ou seja, com a participagdo ativa dos alunos em trabalhos em grupos,
construindo ideias e compreensdes essenciais de funcbes. Percebendo os equivocos e
trabalhando a partir deles, tendo que interagir com o professor e seus colegas numa
abordagem mais interacionista, no processo de compreensdo e aquisi¢do de conceitos.
Tudo isso, demanda um tempo maior, mas proporciona ao aluno a condigdo de ser mais

independente e autbnomo na sua aprendizagem.

S6 foi possivel a realizacdo deste trabalho porque atuamos em uma escola, no
desenvolvimento desta pesquisa, na qual nos foi dada total liberdade de inovar, sem
cobrancas para desenvolver contetdos sequenciais de livros didaticos, pois sabemos que
em muitas escolas o trabalho do professor é submetido a tais exigéncias. Assim, foi
possivel refletirmos sobre nossa prépria pratica, registrando os fatos relevantes dos
encontros, no final de cada aula, pois ndo estdvamos submetidos a uma carga de
trabalho exaustiva como a maioria dos professores brasileiros enfrentam no seu dia a
dia.

Este trabalho levanta a possibilidade de se criar, no contexto das pesquisas em
Educacdo Matematica no Ensino Médio, ambientes em que os alunos possam ser ndo
somente um resolvedor de problemas, mas também um propositor e explorador de
problemas. Pois, na realidade pratica de uma sala de aula de Matematica com alunos
acostumados a outra tradicdo de ensino ndo é facil desenvolvermos essas propostas de
uma hora para outra de maneira impositiva. Precisamos sim, paulatinamente, trabalhar a

resisténcia para chegarmos a resultados mais satisfatorios e produtivos.

Durante o processo de desenvolvimento desta pesquisa para o trabalho em sala
de aula no cotidiano de uma turma de Ensino Médio, sentimos necessidade de atender o
compromisso social de formarmos para a cidadania. Por isso, nos orientamos teorico-
metodologicamente na perspectiva das ideias de Vygotsky (2007; 2008). Na
preocupacdo de elaborar atividades que estivessem na Zona de Desenvolvimento
Proximal dos alunos da turma do 1° ano do Ensino Médio, juntamente com problemas e
situacOes que favorecessem a resolucdo, a proposicdo e a exploracdo de problemas,

aliados ao uso de representacdes multiplas, e, quando possivel, em multiplos contextos
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trazendo a problematica politico-social na expansao de alguns problemas matematicos

que foram explorados nesta pesquisa.

Podemos afirmar, mediante as produgfes dos alunos e a participacdo ativa
deles, que a metodologia de Ensino-Aprendizagem via Resolugdo, Proposicdo e
Exploracdo de Problemas vém respondendo a nossa pergunta de pesquisa no sentido de
trazer contribuicdes para o desenvolvimento de ideias e compreensfes essenciais ao
ensino-aprendizagem de funcgdes, habilitando os alunos dessa turma de Ensino Médio a
enfrentar desafios da Matematica Escolar. No entanto, ao entrar em campo, sentimos a
necessidade de trabalhar com tematicas em que os alunos possam enfrentar também os
desafios da vida cotidiana. Portanto, além de realizarmos confluéncias de ideias e
compreensdes essenciais de fungdes, essa visdo pode ser ampliada no sentido de termos

levado aos alunos conexdes mdaltiplas mais abrangentes.

Nos primeiros encontros, tinhamos em mente a resolugdo de problemas por
alunos propostos por nds. No entanto, houve um crescente direcionamento no sentido da
exploracdo de problemas via questionamentos que foram se somando, gradativamente,
na medida em que iamos aprofundando-nos nas acfes/interacGes em sala de aula, tanto
por meio das problematizacfes matematicas quanto de natureza extra-matematica, que
estava atrelada ao problema. Até chegarmos ao Ultimo encontro em que propomos aos
alunos que eles elaborassem 0s seus proprios problemas matematicos. Sentimos um
crescimento de ambas as partes, os alunos puderam mostrar a sua criatividade e
autonomia intelectual na criacdo de textos matematicos e de estratégias de resolucdo dos
problemas por eles formulados, e, nossa também, de termos realizado experiéncias, no
contexto didatico da resolucdo, proposicdo e exploracdo de problemas em um
movimento de descoberta e de desafios ao aplicar essas ideias em sala de aula. Podemos
concluir, ao final dessa experiéncia em sala de aula, que a resolucéo, a proposicéo e a
exploragdo de problemas favorecem possibilidades de desenvolver compreensdes
essenciais de fungdes bem como extensdes contextuais mais abrangentes na promogéo

da cidadania.

Trazemos as ideias essenciais de funcdes, através de um olhar mais amplo para
o0 conceito de funcdo, em que ele pdde ser pensado de maneira integrada numa rede de
ideias e compreenséo relacional. As cinco grandes ideias de fun¢Ges podem favorecer a

transicdo entre e em meio a cada uma delas, auxiliando os alunos a desenvolver novos
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conceitos. Pudemos examinar as grandes ideias de funcBes envolvidas nos problemas
propostos por meio de compreensGes essenciais relacionadas, apresentando-as em
conexBes com outras ideias matematicas e ndo matematicas também, incluindo questdes

para reflexdo dos alunos sobre temas politicos, sociais e culturais.

Nosso trabalho focou o aluno. No entanto, como consequéncia, terd grande
utilidade para o professor e o pesquisador. A pesquisa, por ter sido feita em sala de aula
com turma de alunos reais e ndo imaginados, diminui a distancia entre pesquisa e sala
de aula. Vale destacar, a importancia da pesquisa pedagdgica na nossa investigacdo, na
qual atuamos como pesquisador da nossa propria pratica, possibilitando reunir nela
teoria/préatica/reflexdo, trazendo assim um olhar mais detalhado sobre o que € a sala de

aula.

Para nds que desenvolvemos esta metodologia, este foi um trabalho minucioso
que exigiu muita dedicacdo. Podemos afirmar que é possivel o professor ser pesquisador
de sua propria pratica docente no seu dia a dia escolar, evidenciamos neste trabalho, a
importancia da pesquisa pedagdgica. No entanto, o registro desse trabalho demanda
tempo e disponibilidade de planejamento que nem sempre o professor encontra, durante
0 exercicio de seu oficio. Porém, isso ndo impedird o professor de refletir sobre o seu
trabalho, fundamentado teoricamente, através da aquisicdo desses conhecimentos e de
discussGes académicas, desde que lhe seja oferecido um trabalho de formacéo

continuada.

Desenvolver esta pesquisa significou a oportunidade de voltarmos a sala de
aula, em um trabalho de reflexdo sobre a nossa propria pratica docente. A proposta de
trabalho foi realizada em uma sala de aula do 1° ano do Ensino Médio em certo tempo
pedagdgico. Trabalhamos as cinco grandes ideias de funcdes, visando uma efetiva
compreensdo delas por parte dos alunos. Certamente que este trabalho traz limitacoes,
pois enfatizamos nele uma compreenséo geral dessas cinco ideias no trabalho de campo,
e ndo foi possivel explorarmos todas as compreensfes essenciais que as abarcam,
porque o seu aprofundamento é ao longo do curriculo do Ensino Médio, podendo se

estender até a Universidade.

Além do mais, vislumbramos a continuidade das investigacdes para a formacao
de professores e de curriculos, com a devida apropriacdo e desenvolvimento de uma

compreensdo de ideias essenciais de fungbes. Também podemos contribuir na
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elaboracdo de propostas curriculares de Matematica e na formacdo de professores que
possam, além de se orientar pelas ideias essenciais de fungdes, sugerir um trabalho

metodoldgico na perspectiva da resolugdo, proposicéo e exploracdo de problemas.

Finalizamos nosso discurso de consideracdes, refletindo sobre o que queremos
levantar por meio desta dissertacdo, apresentamos possibilidades e reflexdes ao ensino
de funcbes na sala de aula, bem como para as pesquisas. Ao invés de trazermos
respostas prontas e definitivas, estamos evocando discussdes e debates tanto do ponto
de vista da pratica de ensino de funcbes, como de pesquisas futuras sobre o
desenvolvimento de compreensdo de ideias essenciais de funcgdes, tendo em vista a
metodologia de ensino-aprendizagem de Matematica via resolucdo, proposicdo e
exploragdo de problemas com alunos para um maior aprofundamento, na formacéo de
professores e na elaboracdo de propostas curriculares. Assim, acreditamos que é
importante repensar o ensino de funcdes, levando-se em consideracdo as ideias
essenciais de fungdes e as metodologias alternativas que foram empregadas neste

trabalho.
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