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RESUMO

Medeiros, J. UMA ABORDAGEM DE ENSINO DOS NUMEROS REAIS. 2010. 140f.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Estadual da Paraiba - UEPB, Campina Grande,
2010.

Esta pesquisa consistiu no desenvolvimento de uma abordagem didatica, na sua
aplicacéo e avaliagdo em uma turma do 3° ano do Ensino Médio, visando a construgédo
dos numeros reais com o objetivo de possibilitar ao aluno apreender conhecimentos
sobre os conjuntos numéricos, tanto formativos como funcionais recomendados pelos
documentos oficiais para a educagdo basica, acrescida de um moédulo de ensino,
contendo textos, atividades didaticas, metodologia e uma proposta de avaliagdo. A
partir da hipétese de que os alunos apresentam dificuldades em articular os diferentes
conjuntos numéricos, tanto no que se refere aos aspectos cognitivos como aos
representacionais, esta abordagem foi elaborada seguindo o modelo sugerido por
Ulrich Christiansen, que utiliza a reta numérica como contexto articulador, enriquecida
por situacdes problemas e da histéria da matematica, procurando associar nimeros a
geometria e a algebra. Os resultados da aplicagdo do modulo didéatico foram analisados
por meio da participagdo dos alunos nas atividades realizadas durante a intervengéo
didatica, da andlise dos dados obtidos a partir de um pré-teste e de um pdés-teste sobre
o dominio cognitivo e representacional dos alunos, bem como por observacdes diretas,
indicando a sua adequagao aos objetivos propostos.

PALAVRAS-CHAVE: Numeros Reais, Ensino Aprendizagem, Educacdo Matemética.



ABSTRACT

Medeiros, J. AN APPROACH TO TEACHING THE REAL NUMBERS. 2010. 140f.
Dissertation (Master) - State University of Paraiba - UEPB, Campina Grande, 2010.

This research was the development of a didactic approach in its implementation and
evaluation in a class of 3rd year of high school, the purpose of developing real numbers
with the goal of enabling students to acquire knowledge on the sets of numbers, both
formative and functional Recommended official documents for basic education, plus a
teaching module, containing texts, educational activities, methodology and a proposal
for evaluation. From the assumption that students have difficulties in articulating the
different sets of numbers, both in relation to cognitive aspects such as the
representational, this approach was developed following the model suggested by Ulrich
Christiansen, who uses the line number as the context articulator, enriched with
situations and problems of mathematical history, seeking to associate numbers to
geometry and algebra. The results of the implementation of educational module was
analyzed using the students' participation in the activities performed during the didactic
analysis of data obtained from a pretest and a posttest on the cognitive domain and
representational of the students, as well as by direct observations, indicating its
suitability to the proposed objectives.

KEYWORDS: Real Numbers, Learning Teaching, Mathematics Education.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

1.1. PROBLEMA DE PESQUISA

Ao efetuar uma revisdo de conjuntos numericos para alunos do Ultimo ano do
Ensino Médio, verificamos que estes apresentavam dificuldades em marcar pontos na
reta. Por exemplo, quando pedi em uma turma do 3° Ano do Ensino Médio de uma

escola publica, para marcar em uma reta numerada com 0s nimeros naturais o ponto
correspondente ao numero \/E a maioria dos alunos acertou, inclusive alguns
utilizaram o esquema da diagonal do quadrado de lado 1 medir /2. Entretanto quando

solicitados a marcar o ponto 1 - V2, somente 30% de 37 alunos chegaram a resposta

correta, a maioria marcou este ponto a direita do zero. Neste mesmo teste, solicitados

a marcar os pontos n/5 e V212, mais de 45% dos alunos colocaram o primeiro a direita

do segundo, dando a entender que /5 >/212.

Outra dificuldade observada entre os alunos foi a de intercalar nUmeros entre
dois numeros dados. Para esta questdo, quando as de um intervalo eram nimeros
inteiros, 65% conseguiram intercalar o numero associado ao ponto médio. Entretanto,
quando solicitados para intercalar nameros entre 0,387 e 0,388 apenas 45% utilizaram
0 esquema do ponto médio, 12% o esquema de desenvolver um nimero racional do
tipo 0,3875 por meio da escrita. Para intercalar um numero irracional entre 0,387 e
0,388 apenas uma aluna conseguiu fazer, utilizando um namero irracional na notagdo
decimal, ou seja, com um desenvolvimento infinito, sem apresentar um
desenvolvimento periddico. Ela apresentou o nimero 0,387101001000100001000001...

Preocupado com o dominio que estes alunos apresentavam sobre os nameros
reais solicitamos que respondessem algumas questdes sobre a sua representacéo e

associacdo com pontos na reta. Questionados se a soma de dois numeros irracionais
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fornece sempre um ndmero irracional, 73% dos alunos responderam que sim. Quando

z

coloquei que poderiamos ter J2 - J2=0 que ndo é um numero irracional, estes
justificaram que nunca pensam um numero irracional como sendo negativo — sempre
imaginam os irracionais como sendo positivos. Pedi para caracterizarem o que € um
namero racional e o que € um namero irracional. A maioria acertou que um ndmero
racional € um numero escrito sob a forma de fragc&o, ou que pode ser escrito como uma
dizima periddica. Entretanto, quando perguntei se 37,4356123 era um namero racional,
43% responderam que ndo. Apresentaram dificuldades em marcar niumeros na reta.

Mesmo quando era indicado na reta marcada com 0s numeros racionais 0 ponto

correspondente a+/2 os alunos ndo souberam marcar 0s pontos correspondentes a

V2 V2

4 » OU- 7 mais da metade destes ndo responderam ou erraram ao responder a

guestao.

Estes fatos indicam falhas na representacdo decimal dos numeros racionais,
pouca familiaridade com aproximac¢&o dos irracionais por meio de racionais e, ao
mesmo tempo desconhecimento do que seja um numero irracional. Estas dificuldades
nos levaram a questionar se o ensino dos nuameros reais levado a efeito no Ensino
Fundamental e Médio fornecia conhecimentos que os habilitassem a cursar as
disciplinas introdutorias de nivel superior envolvendo conhecimentos de calculo
diferencial ou integral, ou que exijam um maior conhecimento sobre conjuntos
NUMEricos.

A leitura da bibliografia sobre problemas existentes com a disciplina Célculo
Diferencial e Integral revela um alto indice de reprovagdo e de abandono nesta
disciplina entre alunos dos cursos de Engenharia, Administracdo, Economia,
Bacharelados e Licenciatura em Ciéncias, indicando a existéncia de problemas na
formacdo matematica basica, merecendo énfase o pouco dominio dos alunos sobre
numeros reais e de funcdes. Trabalhos de pesquisa levado a efeito por Régo (2000),
Rezende (2003), Barbosa (2004), Tall (1981) Sierpinka (1987), Leviatan (2004),
Pasquini e Baroni (2005) destacam as falhas no dominio de conteudos relacionados

aos Numeros Reais.
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Régo (2000), pesquisando o dominio de conhecimentos mateméaticos de alunos
de Engenharia Civil, Engenharia Mecénica e de Alimentos, todos recém-ingressos na
Universidade Federal da Paraiba, via vestibular, levantou as seguintes deficiéncias

referentes aos numeros reais:

1. A ideia que os alunos tém do continuum real é confusa. Solicitados
que marcassem 0S pontos da sucessao numeérica

1,1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, ... sobre uma reta, 36% marcaram O0sS

pontos 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6 equidistantes uns dos outros; 40%

consideraram 10Y? > 3,18 e 12%, 0 < 102 < %. Os gue concluiram a
desigualdade 0 < 10"? < %, partiram do seguinte célculo equivocado:
10%? = (1/10% = 0,01. 2. A maioria dos alunos (mais de 90%) nao
sabiam a diferenca entre um nimero racional e irracional. Alguns ndo
conseguiam associar um namero irracional a um ponto da reta, ndo
tinham experiéncia em trabalhar com calculadoras e poucos formaram
uma nogao minima de ordem de grandeza. 3. Mesmo dominando a
nocao de intervalos reais, na definicdo do dominio de uma funcéo por
partes, onde aparecia o intervalo [-2,0), 42% consideravam, ao tracar o
gréfico, um intervalo de um dos tipos, [-2,-1], ou [-2, -¥4], ou ainda [-2,-
1/10]. Quando questionados sobre os elementos do intervalo [-2,0), que
nao foram representados, respondiam que tinham de parar o calculo do
valor da funcdo em um ndamero ‘“conhecido”. Todavia, na reta,
marcavam corretamente o intervalo [2, 0), o que nos leva a crer na
influéncia do tracado de gréficos de funcgbes via tabela.

Varios autores, entre eles AVILA (1994) e PALIS (1995), consideram como pré-
requisitos para os cursos tradicionais de célculo o dominio do conceito de fun¢cdo como
variagdo; dominio da associacdo entre a reta real e os numeros reais; dominio de
operacdes algébricas sobre equacgfes; associacdo entre a forma analitica e o grafico
de fungbes e equagdes e a nogdo de aproximagao por sucessdes numéricas.

REZENDE (2003) cita que observou situa¢des de ensino dos nimeros reais em
livros textos que considera como sendo os irracionais o complemento dos racionais nos
reais, e a seguir considera os reais como sendo formado da uniéo dos conjuntos reais
com os irracionais.

Por outro lado, nos cursos de Introducdo a Andlise onde os futuros professores
de matematica poderiam ter uma maior preparacdo sobre a construgdo dos conjuntos
dos numeros reais, verifica-se que este conjunto numérico é assumido como sendo um
corpo ordenado completo e suas propriedades sé@o arbitradas de forma axiomatica,

muito delas sem terem um significado para o aluno. O mesmo acontece nos cursos de
14



Geometria Euclidiana, ndo se trabalhando aspectos que levassem os licenciandos e
bacharelandos a terem uma compreenséo da riqueza e da complexidade dos numeros
reais, bem como conhecimentos que os habilitem a construir em sala de aula estes
conhecimentos com os seus alunos do Ensino Médio. Aspectos como a questdo da
completude do conjunto dos numeros reais, envolvendo o conceito de continuidade néao
sdo construidos, limitando-se a maioria dos livros e dos cursos a arbitrar as
propriedades sem uma base intuitiva, que fornega suporte para o aluno pensar no
continuum real.

BOFF (2006) afirma que podemos considerar a existéncia de uma problematica
em relacdo ao ensino e aprendizagem dos ndmeros reais, sendo esta, alvo de um
grande numero de pesquisas, ndo somente no Brasil, mas também em nivel
internacional. Segundo esta autora as pesquisas envolvem alunos do Ensino
Fundamental, Médio, dos cursos de Licenciaturas no Brasil e da area de Ciéncias
Exatas, citando entre outros, os trabalhos de (SOARES et al, 1998; COBIANCHI, 2001;
MOREIRA e DAVID, 2005; FISCHBEIN, 1995; IGLIORI, 2001; MALTA 2004).

Para estes autores, numeros reais e continuidade, tema presente nos sistemas
de Ensino Fundamental, Médio e Superior, € uma area que se encontra em aberto
quanto ao seu ensino, apresentando uma grande quantidade de questdes ainda sem
resposta, sendo ainda incipiente o numero de trabalhos em Educacdo Matemética que
tratam desses conteudos. Pesquisas que procuram captar as concepc¢des de alunos,
professores da escola basica e de futuros professores sobre numeros irracionais,
incomensurabilidade, representacdo decimal infinita, continuidade, entre outros foram
frutos de pesquisas no final do século passado por TALL, (1994), TALL e
SCHWARZENBERGER (1978), ROBINET (1986), FISHBEIN, et al (1979), FISHBEIN,
et al (1995), PINTO e TALL (1996) em estudos que levantaram as concepgdes dos

alunos sobre no¢des subjacentes ao conceito de numero real.

Estes artigos contribuiram para o avango do conhecimento relativo a
aprendizagem dos nameros reais. Entretanto, a partir do final dos anos 90 a énfase na
pesquisa passou para a aprendizagem dos conceitos, procedimentos e atitudes, tirando
o enfoque da procura das mudancas conceituais comuns as teorias construtivistas de

cunho piagetiano.
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Nesta linha de raciocinio, SOARES et al (1999) destacam a importancia dos
nameros reais para a formagéo do professor de Matemética e, se o0 aluno ao concluir o
Ensino Médio “ndo tem ainda uma visdo tedrica mais abrangente sobre os nimeros
reais, por outro, ele possui uma experiéncia escolar de varios anos ao longo da qual
construiu certas “imagens conceituais” (TALL e VINNER, 1981)". Estas imagens fazem
parte do seu conhecimento prévio sobre conjuntos numeéricos e devem ser levadas em
conta para qualquer intervengédo direcionada para o ensino aprendizagem deste
contetdo. Para SOARES et al (1999) estas imagens sado “psicologicamente resistente”
(FISHBEIN, JEHIAM e COHEN, 1995) e devem ser consideradas, evitando que se

transformem em obstaculos para a aprendizagem.

Christiansen (2003) considera que a maioria dos alunos do sistema escolar
dinamarqués ndo consegue compreender os diferentes conceitos numeéricos vistos na
educacdo bésica. Para este autor, a escola gasta muita energia ensinando as distintas
formas de introduzir ndmeros e os utiliza em contextos distintos, realizando
aprendizagens situadas que necessitam ser articuladas para uma compreenséo
unificada, necesséria para a constru¢céo do conjunto dos nameros reais. Por exemplo, a
frac@o € introduzida inicialmente como uma relagdo ou como uma medida, depois por
meio da geometria ou por ilustragdo numérica, em seguida em conexdo com %, por
uma representagdo decimal, entre outras formas. Caso estes diversos significados
fiqguem isolados em contextos diferenciados, dificilmente o aluno conseguira entender o
que seja um numero racional com toda a sua riqueza, apresentando dificuldade de
realizar a transferéncia cognitiva de uma situacdo para outra, necessaria para
caracterizar um conhecimento como sendo matematico.

Este fato também ocorre no Brasil, onde a articulagéo entre diferentes conceitos
é feita de forma aligeirada para os alunos do Ensino Médio conforme vimos
anteriormente. Nos cursos superiores para futuros professores ou pesquisadores de
matematica procura-se articular estes conceitos na disciplina de andlise por meio de
um desenvolvimento axiomatico, complementado esta estrutura pela propriedade da
completude e utilizando a ideia de sucessor na definicdo de numero natural, que servira
de base para os demais conjuntos, quando se aborda a disciplina denominada de

introducdo a andlise ou é citada na disciplina de geometria analitica. Entretanto, como
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toda axiomatizagdo, para que esta faga sentido o aluno deve associar as propriedades
do conjunto dos reais aquelas que ele formou a partir dos diferentes conjuntos
numeéricos que constituem os numeros reais, identificando rela¢des e diferengas entre
eles de forma intuitiva. Isto ndo acontece para uma grande parte dos alunos.

Christiansen (2003) sugere que a articulagdo entre os diferentes conceitos de
nameros inteiros, racionais e irracionais sejam trabalhados na reta numérica
identificando cada numero com um ponto e a cada ponto com um numero. Desta forma
as diferentes representagbes de um mesmo numero real seriam associadas e
identificadas a um ponto, fazendo com que ao ser utilizando em diferentes contextos o
simbolo servisse para atribuir o significado especifico. Assim, seria construido um
modelo geométrico para 0s ndmeros reais - a reta numerica, no qual as diferentes
representacdes de numeros seriam articuladas, bem como serviria de modelos para as
diferentes opera¢cdes com numeros.

Acreditamos que esta construgdo, além da articulacdo entre os diferentes
conceitos e a sua seriagdo em classe, levaria o aluno a uma maior facilidade em
construir a ideia de continuidade dos numeros reais, criando um modelo para o axioma
da completude. Seria uma forma de relacionar os conhecimentos numéricos
desenvolvidos entre o Ensino Fundamental e Médio e o Ensino Superior.

Dessa forma, justifica-se a necessidade de desenvolver uma proposta didéatica
para processar a constru¢cao dos numeros reais no Ultimo ano do Nivel Fundamental ou
no Ensino Médio, tanto como um fechamento para o estudo dos numeros racionais
quanto como uma resolugdo completa do problema de medicdo (de segmentos de
reta). Este processo de construcdo dos reais também prepararia o aluno para, no
Ensino Médio, estudar na Fisica os fendmenos que envolvem a continuidade (tempo,
disténcia etc.) e, na Matematica, as fungbes que ajudam a descrever estes fen6menos.
No entanto, tal construgdo é praticamente inexistente nos livros didaticos de Ensino
Fundamental.

A falta de um maior dominio do que seja um namero real, provoca problemas
também no que se refere aos processos envolvidos nas medi¢cdes. Observamos em
sala de aula de final do Ensino Médio, o desconhecimento dos alunos com medi¢do no

mundo fisico: para a grande maioria ao medir determinado comprimento de uma

17



grandeza obtemos como resultado da medida um ndamero exato. Desta forma, seria
possivel no mundo fisico medir uma distancia e obter um ndmero irracional.

Esta confusdo entre a matemética como um conhecimento formal e como uma
ferramenta a ser utilizada para compreender e agir sobre o mundo fisico, onde todo
resultado de medi¢cdes de grandezas continuas, estd limitada por representacdes
finitas, ou seja, somente podem dar como resultado um namero racional, desta forma
envolvendo valores aproximados, necessita também ser trabalhada, pois gera
concepcdes equivocadas da Matemética.

Acreditamos que esta questdo, como também a de construir os nimeros reais
de forma intuitiva — ou seja, de forma significativa para o aluno enquanto associada aos
conhecimentos numeéricos anteriormente trabalhados, podem ser abordadas
conjuntamente. Assim, nossa proposta de trabalho caminha na diregdo de abordar a
questdo de explicitar as relagbes entre a Matemética considerada como um campo de
conhecimentos formal e a de suas aplicagbes no mundo fisico, bem como na de
fornecer suporte para o estudo de fenémenos fisicos envolvendo grandezas continuas,
servindo de base para as nogdes de convergéncia e de limite. Procura desta forma,
possibilitar ao aluno o desenvolvimento de conhecimentos numéricos que sejam
formativos, funcionais e significativos, fornecendo-lhes assim condi¢cdes necessarias

para o exercicio da cidadania, incluindo a de avangar no ensino superior.

1.2. OBJETIVOS

e Objetivo Geral

Esta pesquisa visa o desenvolvimento de uma abordagem didatica, contendo
uma proposta didatica e um médulo de ensino na perspectiva de possibilitar aos alunos
do 3° Ano do Ensino Médio uma aprendizagem de numeros reais que sejam

formativos, funcionais e significativos.
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e Objetivos Especificos

1. Explicitar os processos de construgdo e as propostas curriculares sobre o
conjunto dos numeros reais e dos seus subconjuntos nos niveis Fundamental e
Médio.

2. Explicitar o desenvolvimento histérico dos conceitos, procedimentos e
representacdes dos conjuntos numericos;

3. Levantar a abordagem sobre os conjuntos numéricos em cole¢des didaticas de
6° a 9° Ano e no Ensino Médio.

4. Elaborar uma proposta didatica e um médulo de atividades sobre a construcao
dos nuameros reais, aplicar em sala de aula do 3° Ano do Ensino Médio e avaliar

os resultados obtidos.

1.3. METODOLOGIA

Os estudos preliminares sobre o ensino dos nimeros reais em nivel fundamental
e medio foram efetuados por meio de uma pesquisa bibliografica em revistas cientificas
impressas e virtuais por meio da INTERNET; o levantamento de dados sobre o
rendimento de alunos neste conteddo, por meio de resultados desenvolvidos em
pesquisas relativas ao ensino de Célculo em nivel superior onde estes conhecimentos
sao utilizados, bem como pelo levantamento da abordagem utilizada em duas cole¢des
didaticas do 6° ao 9° Ano, verificando quais os contetdos sobre conjunto numérico e
como eles sao desenvolvidos.

Para levantar os objetivos a serem alcangcados com o estudo dos numeros reais
foram pesquisadas as recomendagdes curriculares dos Parametros Curriculares do 52
a 82 Séries - PCNs de 52 a 82 (BRASIL, 1998), Parametros Curriculares do Ensino
Médio de Matemética (Brasil, 2002), bem como as propostas curriculares mais atuais e
as demandas dos cursos introdutérios de matemética do ensino superior e da formagéo
matematica recomendada pelos educadores para o Ensino Médio. Consideramos

também os conteldos de conhecimentos sobre conjuntos numéricos que sao
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demandados pelas disciplinas introdutdrias de matematica dos cursos superiores de
Licenciaturas em Ciéncias Exatas, Engenharias e Ciéncias Sociais Aplicadas, a partir
de leituras de artigos da area.

Os dados sobre o desenvolvimento histérico dos conjuntos numéricos foram
obtidos por meio de pesquisa bibliogréfica em livros e revistas que tratam da Historia
da Matemética e na INTERNET, considerando também a sua associagdo ao campo
algébrico e geométrico.

A partir destes levantamentos foi elaborada uma proposta didatica, considerando
ndo somente os objetivos a serem atingidos como também 0s conhecimentos prévios
dos alunos avaliados por meio de um pré-teste, considerando também a linguagem e o
grau de rigor adequado ao grau de escolaridade para o qual a proposta foi aplicada.

A proposta foi aplicada aos alunos do 3° Ano do Ensino Médio, ocasido em que
geralmente este assunto é revisto na maioria das escolas.

Os seguintes contetdos constaram do Médulo de Ensino, referentes a conjuntos
numéricos: 1. Conjunto dos naturais — historico, uso, propriedades, representagdo por
meio de polindbmio (base 10), representacdo na reta, alcance e limitagdes; 2. Conjunto
dos inteiros — historico, uso, propriedades, representacdo por meio de polinémio (base
10), alcance e limitagdes; 3. Conjunto dos racionais. historico, uso, propriedades,
alcance e limitacfes; forma fracionaria e forma decimal, medida de segmentos,
segmentos comensuraveis e incomensuraveis. 4. Conjunto dos reais.

Para a elaboragcdo do mdédulo sobre conjuntos numeéricos, adotamos para o
conjunto dos naturais os aspectos historicos surgidos da necessidade de contagem,
bem como a evolugdo das demandas sobre nUmeros cada vez maiores para contar, as
diferentes representagfes, culminado com a representacdo de numeros na forma
polinomial de base 10, que servira para todos os demais conjuntos numéricos.
Trabalhamos o modelo na reta, tanto para representar geometricamente o numero
Ccomo ponto e para as representacdes, incluindo as operacgoes.

A construcdo dos numeros racionais segue uma série de passos. Inicialmente,
0S numeros racionais sdo associados nas séries iniciais do Ensino Fundamental as
necessidades de medicdes, quando surgem as fracdes trabalhando-se neste nivel,
geralmente no final do 1° Ciclo de estudos do Ensino Fundamental, as frag6es com a

ideia de parte e todo. Aqui também introduzimos os aspectos histéricos considerando
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que uma unidade (todo) é dividida em um ndmero de partes iguais e sdo tomadas
algumas destas partes. Em seguida, no final do 2° Ciclo, associamos as fragdes a uma
divisdo indicada, e nesta fase, comegcamos a associar 0s racionais com a
representacdo decimal. No terceiro ciclo aparece a ideia de fragdo como uma razéo
entre duas grandezas, como operador e como medidas de quantidades continuas e
discretas.

BEHR et al. (APUD FONSECA,1983,), associa que a interpretagdo de numero
racional como fragdo e esta como parte e todo, depende da habilidade de dividir uma
quantidade em sub-partes de igual tamanho, enquanto o “subconstructo decimal
enfatiza as propriedades associadas com o sistema de numeracgdo na base dez”. Ja a
fracdo como razéo expressa uma relagéo entre quantidades associadas a grandezas.
Como quociente, o niumero racional indica uma divisdo. Como operador, € dada uma
interpretacdo de multiplicador ou de divisor ao numero decimal, enquanto a fragéo
como medida considera os pedagos (metade, um quarto, etc....), e nesta situacdo
permite a representacdo da fracao na reta numérica, melhor dizendo, a localizagéo das
diferentes fragBes na reta numérica.

Estes diferentes conceitos de ndmeros racionais s&8o constructos
vivenciados pelos alunos a partir dos 7 anos de idade e que se estende até os 13 a 14
anos, no inicio da puberdade, sofrem um processo de constante generalizagdo. De
acordo com MOREIRA e DAVID (2005),

O desenvolvimento e a maturacdo de uma concep¢do ampliada de nimero,
através da progressiva integracdo dos subconstrutos, ndo se separa do
trabalho pedagogico com as relagdes de ordem, multiplicativa, aditiva etc., em
diferentes situagdes. A introducdo de um novo subconstruto aprofunda o
processo de construcdo do conceito de namero racional e, ao mesmo tempo,
pode desencadear um processo paralelo de reelaboracdo e ampliacdo das
ideias ja estabelecidas no trabalho com os outros subconstrutos. (MOREIRA e
DAVID, 2005, p.68)

Como vimos, além de serem variadas as perspectivas do trabalho com nimeros
racionais, nelas devem ser consideradas ndo somente os diferentes conceitos e as
relagbes estabelecidas entre eles, como também o saber desenvolvido pelo aluno.

Na nossa proposta, procuraremos trabalhar estes seis conceitos, alguns como
revisdo, pois a maioria dos alunos desenvolve a nocédo de fragdo como parte e todo,

como divisdo indicada e como razéo. Entretanto, os alunos parecem apresentar uma
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grande dificuldade em associar fracdo a representacdo como numero decimal, bem
como trabalhar o conceito de fragdo e de nimero decimal como operadores e como
medidas. Dessa forma, tém dificuldades em associar numeros fracionarios e decimais a
pontos na reta e compreenderem as nogdes de proximidade e de convergéncia na reta.
Fica comprometida assim a constru¢do dos nameros irracionais e dos numeros reais.

Consideraremos também na nossa proposta aspectos intuitivos, envolvendo a
acao de medir e de visualizar por meio da ampliagdo da figura utilizando o processo de
zoom, simulando assim o que ocorre na vizinhanga de um ponto.

O processo de ampliagdo consiste na observagao da vizinhanga por meio de
“microscopios de alta resolucdo” que nos possibilitam, por exemplo, visualizar a reta

tangente como uma aproximagéo local da curva.

y=fix)

¥a

/

- Xg 3

FIGURA 01: A reta tangente a curva no ponto P
FONTE: Régo, 2002

Pode-se observar por meio de zoons, cada vez mais potentes, o que ocorre
proximo do ponto onde se estd calculando a reta tangente ao grafico. Por exemplo,
ampliando o retangulo da Fig. 11, vemos que a reta tangente ao gréfico da fung&o no
ponto P € a reta que passa por P e que mais se aproxima do grafico da fungéo, como

podemos observar na Fig. 2.

22



FIGURA 02: A reta tangente como aproximacéo local da curva.
FONTE: Rego, 2002

Recorremos ao processo de construgdo dos racionais denominado por BOFF
(2006) de “medicéo de segmentos” e utilizando a representacdo de nimeros decimais,
complementados pelo processo de ampliagdo de zoom, procurando desta forma tornar
mais intuitivo a construcéo e assim, esperamos possibilitar ao aluno uma melhor visao

dos ndmeros reais.

Trabalhamos também a construcdo de irracionais, no caso \/E utilizando
aproximacdes por meio de potencias e esbocaremos este processo também para o
namero n, considerando o quociente entre o comprimento da circunferéncia e o raio.
Estes dois exemplos servirdo também, para mostrar que todo irracional pode ser
aproximado por um namero decimal, com um erro tdo pequeno quanto queiramos.

Para avaliar o impacto da abordagem sera verificado por meio de um pré-teste e
de um pos-teste qual é o dominio que o aluno tem do conjunto dos numeros reais,
testando se o aluno:

1. e capaz de marcar pontos na reta associados a numeros racionais e
irracionais em diferentes formas. (fracionaria, decimal, raizes quadradas e n).

2. qual é o dominio conceitual que o mesmo possui de nimeros racionais, se ele
0s vé como parte e todo, quociente, razao, operador e medida.

3. domina as definicbes de nimeros nas diferentes representacdes (fracionério e
decimal).

4. qual é o dominio do mesmo sobre continuidade, proximidade, intercalagéo e
aproximacao nos numeros reais associada ao principio arquimediano.

Para analisar os resultados obtidos no pés-teste, consideramos se ocorreu um

aumento significativo do nimero de acertos, se houve um maior dominio de conceitos e
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procedimentos, bem como relatos dos alunos, participagbes em sala de aula, aumento
do dominio de registros escritos, uma maior interagdo e realizacdo de atividades
cooperativas entre os alunos, dentro de uma perspectiva de que estes indicadores
revelam que ocorreu aprendizagem.

Usaremos na elaboragcdo do modulo didatico a perspectiva de ENTWISTLE

(1988) que caracteriza dois tipos distintos de enfoques de aprendizagem:

1. Enfoque profundo: intencdo de compreender; forte interagdo com o conteldo;

relacdo de novas ideias com o conhecimento anterior; relagdo do conceito
com a experiéncia cotidiana; relagdo de dados com conclusdes; exame da
l6gica dos argumentos;

2. Enfoque supefficial: intengdo de cumprir 0s requisitos da matéria;

memorizacdo da informagdo necessaria para provas ou exames; tarefa
encarada como uma imposicdo externa; auséncia de reflexdo sobre as
propostas ou estratégias; foco em elementos sem integracdo; os principios

nao séao distinguidos a partir dos exemplos.

Além dos testes serdo utilizadas observacfes diretas, realizadas durante a
aplicacé@o da proposta didatica, dando especial énfase aos relatos dos alunos.

O esquema que seguiremos no nosso trabalho € o seguinte:

Estudos Preliminares

Elaborac@o do Mddulo de Ensino Experimental

Pré-teste
Intervenc@o Didética
Pés-teste

Andlise e Conclusdes

FIGURA 03: Esquema da Metodologia da Pesquisa.
FONTE: Elaborada pelo autor
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CAPITULO 2

2. REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo apresentaremos o resultado das leituras efetuadas sobre a
abordagem dos conjuntos numéricos nos livros textos, mais utilizados no Ensino
Fundamental da regido polarizada por Campina Grande. S&o observacdes colhidas em
passant, sem a preocupacdo de andlise mais profunda. Recorremos, entre outros
autores a Bonjorne & Airton (2006) e Bianchini (2006) referente aos estudos sobre a
construcdo do conjunto dos ndmeros reais na perspectiva de fornecerem subsidios a
elaboracdo do modulo didatico, bem como para dar uma ideia de como estd se
processando o0 ensino de conjuntos numeéricos na nossa regido, pois o livro texto

constitui para a maioria dos professores um curriculo a ser seguido.

2.1. DESCRICAO DA ABORDAGEM DE CONJUNTOS NUMERICOS NOS LIVROS
DIDATICOS

A partir de uma leitura de livros didaticos de matematica de 6° a 9° Ano do
ensino Fundamental, observamos que estes apresentam muitos pontos em comuns.
De uma maneira geral:

Os livros textos estudados no 6° Ano geralmente comegam a abordagem de
conjuntos numéricos com o estudo de sistemas de numeragbes antigos e atuais,
fazendo um apanhado histérico no qual procuram explicitar as ideias centrais utilizadas
no sistema de numeracdo decimal que empregamos para comparar com 0s sistemas
de numeragBes antigos. Assim, abordam o sistema dos numeros naturais, a sua
escrita, comparagdo e ordem, bem como a nogédo de sucessor e antecessor. Em

seguida, fazem uma revisdo do estudo dos racionais na forma de fragéo, a incluséo dos
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naturais nos racionais, sua representacdo na forma de numeros decimais finitos e a
passagem das fragcdes para os decimais finitos e vice-versa. Utiliza-se da notagao
decimal para reduzir a multiplicacdo e a divisdo dos racionais a uma multiplicagdo e
divisdo de inteiros — ja dominadas pelo aluno. Pouco se observa casos de
representacao das operacdes de multiplicacdo e de divisdo na reta numérica, mesmo
tendo sido explorado este aspecto de forma exaustiva nas operagdes nos naturais.

Os livros textos do 7° Ano comecam introduzindo o conjunto dos numeros
inteiros, aplicacdes em varios contextos, representacdo na reta, modulo e a ordem.
Fazem entdo, uma sistematizacdo dos naturais, dos racionais e dos inteiros por meio
de uma abordagem histérica onde trata da criacdo e da aceitacdo dos numeros inteiros.
Em seguida retomam o estudo dos numeros racionais, representagdo na reta, oposto,
modulo e comparacgdo utilizando a representagdo na reta real. Passam a abordar os
racionais como razéo, propor¢ao e porcentagem, trabalhando o seu uso, por exemplo,
em escalas e as suas propriedades. Quando trabalham o produto e a divisdo dos
nameros racionais, utilizam estes nimeros como operadores — multiplicador e divisor —
e em medidas utilizam as fragdes nesta forma.

Os livro textos do 8° ano trabalham com os numeros irracionais como sendo
aqueles que tém uma representacdo decimal infinita ndo periddica, afirmam que a raiz
quadrada de dois é nao racional, mas a desenvolvem s¢ até décimos, alguns calculam
um valor aproximado por meio de elevar ao quadrado e intercalar entre dois intervalos,
processo que apresentamos no nosso médulo de ensino, definem o namero pi, usam
de forma aproximada e introduzem o conjunto | dos ndmeros irracionais. Foi observada
em um dos textos, uma apresentacdo da espiral de Arquimedes. Consta também o
estudo de conjuntos numéricos neste volume com a comparagédo de nimeros decimais,
0 seu uso e as dizimas periddicas. Define-se o conjunto dos reais como sendo a unido
dos racionais com irracionais, faz-se a representagéo dos reais na reta, podendo assim
comparar dois numeros reais e elabora-se um diagrama de Venn dos conjuntos
NUMEricos.

Livros textos do 9° Ano. Trabalham os nimeros na forma de radicais dentro de
uma abordagem mais tradicional de como introduzir nimeros em radicando, radiciagdo
e simplificacéo de radicando. Alguns textos dedicam mais de 20 paginas para este fim.

Foi observado em um dos textos um problema abordando a espiral de Arquimedes.
26



e Aspectos qualitativos:

Observamos nos textos pesquisados que geralmente os nimeros racionais sdo
inicialmente trabalhados como fragdo e como numero decimal, a representagdo de
fracdo na forma decimal finita ou periddica e vice versa, os numeros irracionais como
aqueles que possuem uma representacdo decimal infinita ndo periddica, mas o
sigificado de numero real fica comprometido pois raramente se explora a forma
polinomial dos numeros decimais (base 10), nos textos mais avangados, bem como
explora pouco o trabalho com aproximagdes, limitando-se ao calculo do valor
aproximado do comprimento da circunferéncia.

A forma polinomial dos nimeros inteiros e racionais ndo é explorada na forma
algébrica, limitando-se a escrita na notacdo cientifica, como também néo se explora
processos envolvendo ampliacdo e contragdo de figuras, limitando-se este estudo a
poucos casos sem enfatizar a explicitacdo dos numeros racionais como operadores.
Um outro problema observado na construgcdo dos reais, € que a passagem dos
racionais na forma fracionaria para a forma decimal é efetuada, como também a
passagem da dizima para a fragdo geradora. Mas ndo observamos a identificacdo dos
racionais nas duas formas. Os textos abordam como encontrar a fragdo geradora da
dizima, mas ndo fazem a correspondéncia fracdo — dizima. Também n&o definem
claramente os nameros irracionais na representacdo decimal, deixando muito a desejar
quanto a construgdo dos numeros reais. O maior problema nos textos observados é a

falta de articulacao entre os diferentes numeros, seus significados e representacoes.

2.2. Fundamentos para construgdo do conjunto dos reais

Esta secdo trata da constru¢do do conjunto dos ndmeros reais por meio de duas
abordagens distintas: por cortes de Dedekind e por sequéncias de Cauchy. Inclui-se
aqui uma transposicéo didatica sobre a construcdo que efetuaremos.

Este estudo se faz relevante no sentido de fornecer subsidios para elaborar a

proposta de ensino e o modulo didatico. Observamos que as abordagens de Dedekind
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e de Cantor ndo foram feitas para se ensinar nUmeros reais, e sim para resolver um
problema puramente matemético, qual seja, a prova da existéncia de um corpo
ordenado arquimediano completo. Este trabalho busca efetuar uma transposicéo
didatica que adeque algumas das ideias ali desenvolvidas, tendo como objetivo levar
0S nossos alunos a dominarem os reais de modo a responderem as demandas
relativas a formacao bésica explicitadas na proposta didatica, bem como leve em conta

realidade dos alunos e os seus interesses.

A construcgéo

As analises iniciais e as leituras efetuadas indicaram que os alunos concluintes
do Ensino Médio mostram um dominio de conhecimentos sobre o tema NUmeros
Reais, no entanto apresentam deficiéncias no que se refere aos seguintes aspectos:
dominio conceitual, dominio de representacdo e dominio das aplica¢des. A andlise dos
livros didaticos de matemética mostrou também problemas na apresentacdo dos

conjuntos numeéricos.

Seguiremos as indicagbes de Christiansen (2003) sobre a necessidade de
desenvolvermos formas de ensino que partam dos conhecimentos prévios dos alunos e
os articule. Para isto, utilizaremos o modelo da reta real. Mas antes precisamos abordar
o problema da definicdo dos numeros irracionais e para isto desenvolveremos aqui as
ideias presentes na matematica que iremos transpor didaticamente para a nossa

proposta.

Definicdo. Umcorpo é um conjunto K, munido de duas operacbes, adicdo e

multiplicagéo, que satisfazem os seguintes axiomas:
1. a adicao é associativa, comutativa, tem elemento neutro e simétrico.

2. a multiplicagdo é associativa, comutativa, tem elemento neutro e inverso

multiplicativo.

3. Vale o axioma da distributividade.
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Definicdo: Um corpo ordenado € um corpo K, que possui um subconjunto P, chamado o

conjunto dos numeros positivos de K, tal que:
A soma e o produto de elementos positivos séo positivos;

Se xeK, vale uma e apenas uma das seguintes alternativas: ou x =0, ou x € P

ou -x e P.

Definicdo: Um corpo ordenado K é completo quando todo subconjunto ndo vazio de

elementos de K limitado superiormente, possui supremo em K.

Axioma: Existe um corpo ordenado completo, IR, chamado o corpo dos nameros

Reais.

A abordagem axiomatica dos reais como um corpo axiomatico completo
somente faz sentido para a maioria dos alunos se estes desenvolverem até entdo
conhecimentos que déem suporte intuitivo — e assim construir significado para os

nameros reais e para as suas diferentes representagdes.

Historicamente, as abordagens formais surgem a partir da concepgéo formalista
da matemética. Esta abordagem afirma que a Matemética € essencialmente um jogo
de simbolos sem significado, reunidos em estruturas formais. Foi muito popular no
inicio do século XX, com o logicismo de Gottlob Frege e Bertrand Russell e o
formalismo de David Hilbert, tendo predominado na matematica até meados da
segunda metade do Sec. XX, principalmente, devido a influéncia do Grupo Bourbaky e

do movimento denominado Mateméatica Moderna.

E uma abordagem adequada a um curso de andlise, de filosofia (fundamentos
de matemética) ou de histéria da matemética onde se trabalha com um alto grau de
abstracdo ou de rigor. Entretanto sua abordagem neste grau de rigor gera problemas
se utilizada para servir de ponte entre a Matemética mais avancada e a Educacéo
Basica. Ela apresenta um grau de formalizacdo em que o apelo a intuicdo foi reduzido
ao maximo, e neste contexto torna-se irrelevante a natureza dos nimeros, importando,
somente a relagdo entre eles. Desta forma, pouco importa que 0os numeros reais
possam ser expressos por uma cole¢cdo de nameros racionais. O importante para esta

abordagem formal é que os nimeros reais formam um corpo ordenado completo.
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Coloca-se entdo a questdo: que abordagem dos numeros reais seria mais
adequada aos conhecimentos dos alunos que concluem o Ensino Médio? Vamos
mostrar as constru¢fes formais mais usuais dos numeros reais. Uma delas considera

um namero real como uma sequéncia de racionais.

Vamos apresentar um rapida visdo das constru¢bes formais mais usuais dos
nameros reais. Uma delas considera um numero real como uma sequéncia de

racionais (sequéncias consistindo de nimeros naturais de 0 a 9).

2.2.1. A CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS COMO UMA SEQUENCIA
FORMADA DE DIGITOSDEOA 9

Seja R o conjunto formado das classes de equivaléncias das sequéncias
decimais onde duas sequéncias decimais séo equivalentes quando s&o idénticas ou se
uma delas é formada a partir de um certo indice k apenas de 9 e a outra apenas de 0, e
antes do indice k a sequéncia formada de noves apresenta algarismos que formam um

namero racional uma unidade menor que a formada de zero.
Por esta relacdo o numero 4,5999... € equivalente ao nimero 4,6.

A partir desta relacdo de equivaléncia podemos representar cada numero real

como uma destas sequéncias. Assim:

a) 352,456 = 352,4560000000...
b) 2010 = 2010,000000000...

c) 389,392192192...

c) 32,4310100100010000...
d)1 =0,9999...

Reciprocamente, dada uma sequéncia formada apenas de digitos de 0 a 9, se
definimos uma forma de determinar um indice k, a partir do qual todos os demais
indices representam a parte fracionaria do nimeros (décimos, centésimos, milésimos,
etc, ...) teremos uma associacdo entre numeros reais e sequéncias formadas de

algarismos 0 e 9. Esta representa¢éo serd desenvolvida no médulo de ensino.
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2.2.2. A CONSTRUGCAO DOS NUMEROS REAIS COMO UM CORTE DE DEDEKIND

Definicdo: Os cortes sdo subconjuntos S de numeros racionais com a propriedade de
gue se acS e b<a, entdob € S.

Definicdo: Seja R o conjunto formado pelos cortes de Dedekind de nimeros racionais.

Exemplo 1: Se S= {x eQ/x< 2}. Entao identificamos S com o nimero 2.

Exemplo 2. Se S= {x eQ/x*< 2}. Ent&o identificamos 0 S com o real /2.

2.2.3. A construcd@o dos nameros reais como sequéncias de Cauchy

Definicdo: Definicdo: Uma sequéncia {xi} é de Cauchy se dado um ¢ >0, existe um
namero natural N tal que, para todos 0s nimeros naturais n,m>N, o valor absoluto
|x, - x,|satisfaz [x, —x,|<&.

Definicdo: O conjunto dos numeros reais R é formado das classes de equivaléncias

das sequéncias de Cauchy de numeros racionais sob a seguinte relacéo: {xi} ~ {yj} se

a sequéncia definida intercalando alternativamente elementos das duas sequéncias, ou

seja, X, Yo, X, Yis X5, Y,,-.. € €la mesma uma sequéncia de Cauchy.

Por este processo identificamos toda sequéncia de Cauchy de ndmeros

racionais com o numero para o qual ela converge.

2.2.4. AS OPERACOES NOS REAIS

Todas estas trés definicdes dos numeros reais induzem relacdes e operagdes no

conjunto destes numeros.
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Por exemplo, a relagdo de ordem em R, definida da forma {xi}<<{yj} se ou

para todo j, x, <y; ou existe um numero natural n eN tal que x, <y,, mas x =y,

para todo j < n.

Esta definicdo é bem definida e ndo depende da escolha da sequéncia de
Cauchy usada para representar a classe de equivaléncia. Também podemos definir as
operacdes de adicdo e de multiplicagéo a partir das adicdes e multiplicagdes racionais

dos termos pertencentes as sequéncias de Cauchy.

Assim:
1. {x}+{y;} corresponde a sequéncia {x +y,},
2. {xi}-{yj} corresponde a sequéncia {xi -yj}.
E necesséario mostrar que estas operacdes sdo bem definidas, decorrendo as

suas propriedades dos resultados sobre convergéncia de sequéncia nos reais.

Dessa forma, podemos provar nas trés definicbes dos niumeros reais que estes

formam um corpo ordenado e que satisfaz a propriedade de ser completo.
Os primeiros nimeros naturais sdo:

0 (zero)
1 =0"(o sucessor do 0)
2 =1"( osucessor de 1)

3 = 2’(o sucessor de 2)

n+1 = n’(o sucessor de n)

(n”indica o sucessor de n, ou seja, n’ =n + 1).
A partir do 0 (zero) e da nocdo de sucessor podemos construir 0s nameros

naturais e as operagdes neste conjunto.

A adi¢édo dos numeros naturais é definida indutivamente por:
* a+0=a partodo a natural.

e a+b =(a+hb) paratodo a, b naturais.

32



A multiplicagdo dos nimeros naturais é definida indutivamente por:
* a.0=0 paratodo a natural.

* ab’ = (ab) + aparatodo a, b naturais.
A partir dos naturais constréi-se o conjunto dos inteiros Z ={..., -3, -2, -1, 0, 1, 2,

3, ...}, definidos como sendo formado das classes de equivaléncia dos pares dos

nameros naturais, sob a relacdo de equivaléncia ~ definida em Nx N={(a, b), aeb

pertencentes a N} por (a,b) ~ (c,d)sea+d=b+c.

Exemplos:
0= classe de equivaléncia de (0, 0)= classe de equivaléncia de (1, 1)= ...
1= classe de equivaléncia de (1, 0)= classe de equivaléncia de (2, 1)= ...
—-1= classe de equivaléncia de (0, 1)= classe de equivaléncia de (1, 2)=...
* A adicdo e multiplicagao dos inteiros séo definidas por:
* (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
* (a,b).(c,d)=(ac + bd, ad + bc)

Os numeros racionais constituem o corpo das fragdes do anel dos inteiros. Em
termos mais elementares um numero racional é o quociente a/b de dois inteiros a e

Lo ~ . a € . . o
b onde b € ndo nulo. Duas fragdes b e — séo equivalentes vale a seguinte igualdade

d
ad =bc.

A adicéo e multiplicagcéo de fracdes sdo dadas pelas férmulas:

a ¢ ad+cb
1. —+—=

b d bd
o 2 C_ac

b d bd

Os esbogos das construgdes dos conjuntos numéricos aqui apresentados sao

todos formais. Dentro da realidade vivenciada pelos nossos alunos elas necessitam de
adaptacéo antes de serem trabalhadas em sala de aula.
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Dieudonné (1975) sugere a utilizacdo das sequéncias decimais como sendo
capazes de, a0 mesmo tempo em que permitem definir bem os reais, sdo de grande
utilidade em aplicagdes e segundo ele, mais intuitiva. Este ponto de vista sera seguido
neste trabalho. Esta construgdo segue a tendéncia atual de utilizagdo cada vez maior
da escrita decimal dos racionais, reduzindo a utilizacdo da forma fracionaria destes

nUmeros para representar os racionais.
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CAPITULO Il

3. ELABORACAO DA ABORDAGEM DIDATICA: A PROPOSTA DIDATICA E O
MODULO DE ENSINO

Este capitulo trata da elaboracdo da abordagem didética, apresentando de forma
sucinta a proposta didatica que foi utilizada para subsidiar a elaboragdo do modulo de
ensino, bem como sua aplicagdo em sala de aula. Outra questdo abordada neste
capitulo foi & construgdo gradual da linguagem matematica necesséria para trabalhar
alguns processos envolvendo mudancas, pensando algumas operagfes numeéricas

como ag0Oes de operadores.

3.1. PROPOSTA DIDATICA

Unidade Didéatica 1 - Apresentagcdo do curso, estabelecimento do contrato didatico e
aplicacéo do pré-teste.

Apresentacdo e estabelecimento do contrato didatico — a apresentacdo da
proposta de curso. ApGs ouvir o que os alunos esperam do curso foi discutida:

a) a metodologia a ser aplicada em sala de aula, como o estudo em grupos de trés
ou quatro alunos, bem como o que se espera de cada aluno, um cronograma de
atividades;

b) as obrigacgOes e os direitos de cada um dos envolvidos;

c) o sistema de avaliagdo por meio de pré-teste, de um pds-teste, de uma
avaliagdo continua com base na participagdo dos alunos e na realizagcdo de
atividades.

d) o esquema de distribuicdo do médulo de ensino, a necessidade de leitura do
aluno e o processo de trabalhar questdes problemas em sala de aula.

e) Em seguida foi aplicado um pré-teste.
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Unidade Didatica 2 — Os nimeros naturais e o processo de contagem.

Contetdos de fatos e conceitos: Revisdo das demandas histéricas que
motivaram a criagdo do conjunto dos numeros naturais. Contagem. O conceito de
namero. Representagdo de nimeros — a base 10 e o valor posicional. Contagem e 0
conjunto dos naturais. Sistema de numeragdo: historia e desenvolvimento. A
representacdo dos numeros naturais na forma polinomial.

As habilidades, os conteldos e atitudes serdo explicitadas nos planos de aulas.

Unidade didética 3 - A construcdo do conjunto dos niumeros naturais.

Conteudos de fatos e conceitos: A construgdo do conjunto dos nimeros naturais.
A representacdo dos numeros naturais na reta. A ordem dos ndmeros naturais. As

operacdes com nlimeros naturais e sua representagao na reta.

Unidade Didatica 4 — Os ndmeros inteiros e 0S processos naturais e sociais.

Conteudos de fatos e conceitos: A necessidade do conjunto dos inteiros e sua
representacdo na reta. Operacdes nos numeros inteiros e representacdo na reta. A
ordem entre 0s numeros inteiros.

As habilidades, os conteldos e atitudes serdo explicitadas nos planos de aulas.

Unidade Didatica 5 - O conjunto dos nameros racionais e o processo de medicao.

Contetdos de fatos e conceitos: A necessidade de criacdo dos diferentes
conjuntos de numéricos. Conjunto dos racionais e as medi¢cfes. Significados
assumidos pela fracdo. A passagem da forma fracionaria para a representacdo
decimal. A representacao polinomial de um namero racional.

As habilidades, os conteldos e atitudes serdo explicitadas nos planos de aulas.
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Unidade Didatica 6 — Os nimeros reais.

Contetidos de fatos e conceitos: UNIDADE DIDATICA 5. O conjunto dos
nameros irracionais. Exemplo de nimeros irracionais. A representacao de V2 naforma

decimal. A construcdo do conjunto dos reais. A representacdo dos numeros reais na

reta — O continuum real. O problema da medi¢c&o de segmentos de reta.

3.2. MODULO DE ENSINO.

O Mdédulo Didético foi dividido em unidades didaticas que ndo necessariamente
coincidem com as aulas. Direcionamos o Mddulo de Ensino para a construgdo da
nocdo do continuum real, apresentando a reta real como modelo para os diversos
conjuntos numéricos que compdem os reais, de forma a articular os diversos tipos de
nameros, suas diferentes representacdes e as propriedades de suas operacfes. As
atividades aqui propostas pretendem também possibilitar ao aluno um maior dominio
das representagdes e da linguagem de modo a justificar e a compreender a simbologia
empregada e justificar alguns resultados mais elementares. Ao relacionar os nimeros
reais com pontos na reta, e vice-versa, esperamos criar condi¢cdes para levar o aluno a
aceitar com naturalidade novos tipos de numeros e assim superar deficiéncias sobre os
conhecimentos relativos a nimeros e opera¢fes numéricas.

Esperamos com as atividades aqui propostas possibilitar aos alunos
desenvolverem habilidades e aptiddes na direcdo de que vejam a Matemética como
uma ferramenta para estudar o mundo, ao mesmo tempo em que as atividades
propostas no modulo, ao considerar os conhecimentos prévios dos alunos, procura
criar condicdes para aumentarem a sua autoestima, construir a ideia de que, para
aprender Mateméatica € necessario a motivacdo, esfor¢co e crenga na sua capacidade

de aprendizagem.
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3.2.1. OS NUMEROS NATURAIS E O PROCESSO DE CONTAGEM.

SENSO NUMERICO

Questdo: Podemos observar se houve mudancgas na quantidade de elementos de

uma colegdo sem efetuar a sua contagem?

Povos antigos que viviam de colher frutas, cacar pequenos animais, larvas de
insetos e de comer raizes, somente precisavam contar pequenas quantidades. Eles
necessitavam de um conhecimento numérico semelhante aquele de uma crianga com 4
ou 5 anos de idade, que sabe contar até 5 ou 6 ou aos indigenas brasileiros que ainda
vivem como o0s povos da Idade da Pedra. Entretanto, estas comunidades desenvolvem
0 senso numeérico: sabem reconhecer que alguma coisa mudou em uma colegéo de
objetos ou de pessoas, quando se retira ou se acrescenta algo a colegdo. Por exemplo,

eles sabiam quando faltava um dos membros da comunidade mais préxima.

Certos animais desenvolvem o senso numérico. Por exemplo, a galinha d"angola
(guiné) pde ovos em um ninho comunitario geralmente escondido no mato. Quando
alguém retira certa quantidade de ovos, ela percebe e abandona o ninho. Os
fazendeiros, ao descobrirem um ninho desta ave, passam a retirar diariamente apenas
uma pequena quantidade de ovos e assim as aves ndo notam e continuam a postura

no mesmo ninho.

Atualmente, em algumas situa¢des onde ndo podemos contar € importante usar

0 senso numérico para fazer alguma estimativa.

CONTAGEM
Questdo: O que é contar?

O desenvolvimento de niumeros para contar objetos de cole¢Bes esta associado
as necessidades do homem quando passou a criar animais, a negociar, a realizar

construgdes, por exemplo.

Quando as criangas comegcam a contar, eles associam inicialmente o que esté
sendo contado aos dedos das méos, a tragcos no papel e depois a palavras indicando
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0s numeros. Assim, eles comparam inicialmente os objetos que estdo sendo contados
com os objetos de outras cole¢gbes (os dedos das méaos, ou os tracos no papel) e
depois desenvolvem com auxilio dos adultos nomes para os nimeros um, dois, trés, ...,

n elementos e os utilizam na contagem.

Contar os objetos de uma colecéo é estabelecer uma correspondéncia entre 0s
seus elementos e os de outro conjunto do qual sabemos a quantidade, de forma que a
cada elemento contado corresponda a um anico elemento do outro conjunto, tomado

como padréo.

Exemplo 1: Para um criador contar quantos bodes dispde no seu curral, ele explicita
quais séo os bodes, associa de forma ordenada a cada bode um namero da colegéo

{1,2,3,4,...}, OuU seja, enumera-os um a um e quando o ultimo bode for associado,
digamos ao numero 9, entédo diremos que existem nove bodes na colecéo.

Imagine esta contagem sendo feita: primeiro ele escolhe um bode e atribui o
numero 1, depois, outro diferente e atribui a ele o nimero 2, depois um terceiro que
ndo € um dos dois anteriores e atribui 0 niumeros 3, ..., continuando o processo até
considerar o ultimo bode. Se ao ultimo bode foi atribuido o nimero 9 entdo este serd o
namero de bodes da criacdo (colecdo). Observe que para contagem é necessario
desenvolver os objetos mateméticos denominados de nimeros e a associagdo que faz

corresponder a cada bode um namero e a cada nimero um bode.

Exemplo 2: Em uma sociedade monogamica a cada marido corresponde uma esposa
e a cada esposa corresponde um marido. Existe uma correspondéncia um a um entre
marido e esposa e entre esposa e marido. Dizemos que esta correspondéncia é

biunivoca ou 1<-1.

Desta forma, no Exemplo 1, ocorre uma relagé@o biunivoca entre o conjunto de
bodes e o conjunto {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}.

Exemplo 3: Imagine a relagdo que a cada jogador faz corresponder um nome préprio.
Temos entdo uma correspondéncia uma pessoa — um nome proprio. Esta é uma
correspondéncia 1 — 1 (lé-se um para um). Por outro lado se pensarmos na
correspondéncia que a cada nome proprio faz corresponder uma pessoa temos uma

correspondéncia um nome proprio — varias pessoas, ou seja, uma correspondéncia um
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— vérios (Ié-se um para varios). A correspondéncia que faz associar um nome proprio

a pessoas nao € biunivoca, ou seja, nao é 1«»1.

Definicdo: O processo que a cada elemento de uma colegdo faz corresponder de
forma biunivoca um ndmero natural tomado de forma ordenada da colecéo {1, 2, 3, 4,
..., N-1, n} chama-se enumerag&o. O nimero n é o numero de elementos da colecdo. A
enumeracdo ordena os elementos da colecéo, dizendo qual é o primeiro, o segundo, o
terceiro, ... € 0 Ultimo. Ao mesmo tempo permite contar, pois 0 numero correspondente

ao Ultimo é o niumero de elementos da cole¢ao.

Dessa forma, para se proceder a contagem de elementos de uma colegéo é

necessario:
1. que se explicite os objetos a serem contados;

2. que se enumere estes objetos da colegdo estabelecendo uma correspondéncia
biunivoca entre os seus elementos e uma colecéo do tipo {1, 2, 3, 4, ..., n-1, n},

até se esgotar os objetos da colecgéo.

3. que se atribua o Ultimo nimero n a colegéo.

SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL

Como representamos as contagens de colecdes com uma grande quantidade de
elementos?

Os primeiros instrumentos para a contagem foram as maos, monte de pedras,
entalhes e pintura no corpo, os quais tinham como base os principios ordinal e cardinal.
O principio ordinal serve para explicitar a posi¢do dos elementos em uma sequéncia e
exige uma correspondéncia biunivoca. Ja o principio cardinal, cada nimero tinha um
simbolo proéprio, respeitando os principios do emparelhamento e da sucessao natural.

Para simplificar a representagdo de numeros elevados o ser humano escolheu
agrupar os elementos em dezena, dizia, vintena, sessentena ou outros, e organizou
uma sequéncia regular de nimeros. Esta ideia facilitou o registro de quantidades e fez
surgir os Sistemas de Numeracéo, (SND) por nos utilizados. O Sistema de Numeragao

Decimal (SND) data do século Il a.C. e resulta de uma evolugéo histérica demorada,
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merecendo destaque 0s seguintes aspectos: 1. utiliza apenas nove algarismos 0, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8, e9, para representar qualquer niumero natural por meio do principio do

valor posicional decimal e da utilizagdo do conceito do zero.

Em resumo, o SND é baseado:
¢ Na utilizacdo da base é dez, trabalhando com agrupamentos dez em dez.
Assim comega-se com as unidades simples: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Para o préximo
ndmero utilizamos o 10, com a ideia de termos 1 dezena (dez unidades simples +
zero unidades).
Assim 11 =10 + 1, o primeiro 1 representa um agrupamento de 1 dezena e o
segundo 1 unidade.

93 =9.10 + 3 (ou seja 9 dezenas + 3 unidades).

Dessa forma:

e E posicional, pois um mesmo simbolo representa valores diferentes dependendo da
posicéo que ocupa. Por exemplo: o nimero 544 =5.100 + 4.10 + 5 e assim, 0
numeral 5 representa 500 = 5.100 = 5 centenas, o0 primeiro numeral 4 tem valor
posicional 40 e o ultimo valor posicional 40.

e O sistema utiliza o zero.
e E multiplicativo, pois cada algarismo representa o produto dele mesmo pelo valor
da posicao que ocupa. Por exemplo, o nimero 245
245=2.100+4.10+5
e E aditivo: 245=200+40+5
e E econdmico em relacdo aos simbolos que utiliza, pois com apenas dez
simbolos, (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0), escreve-se qualquer nimero.
A facilidade do uso do sistema de numeracgéo decimal tanto para contar como
para efetuar operagdes proporcionou a sua expansao para todo o mundo. O grande
salto dado pela Matemética a partir do Séc. XVI ocorreu devido a aceitagdo pelos

povos daquele continente do sistema numérico decimal.
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REPRESENTACAO DE UM NUMERO NATURAL NA FORMA POLINOMIAL

Este sistema numérico permite a representacdo de um nimero natural na forma
de um polindbmio, e desta forma possibilita algoritmos para efetuar as operagoes
tradicionais de adigéo, multiplicagdo, diviséo e subtracéo, potenciacdo e radiciagéo.

Com efeito, seja cada a um dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Podemos

representar um  ndmero  natural por aa, ,a,,.a3aa O  nimero

n-n-1

a,10"+a ,.10"" +a, ,.10"* +a, ,.10"° +..+4a,.10° +a,.10* +a,.10+a, .

Exemplo 1: 230675 = 2.10° + 3.10* + 0.10° + 6.10% + 7.10 + 5.

Temos:as=2,a;,=3,a3=0,a,=6, a;=7€eay=5

Exemplo 2: 2010 = 2. 10%+ 0.10°+ 1.10 + 0

Temos:az=2,a,=0,a:=1,a0=0

Exemplo 3: 33=3.10+3

Temos: a1 =3,a0=3

Dessa forma podemos escrever:
aa,,a, ,.-aaad =a.10"+a ,.10"" +..+a,.10° +a.10+a,

n~n-1""n-

Observe que ag é o algarismo das unidades; a; é o algarismo das dezenas; a, é 0

algarismo das centenas; as € o algarismo das milhares; ... e assim por diante.

12 Lista de Atividades
1. Escreva os seguintes niumeros naturais na forma de um polinémio:
aa a ,.aaaa =4a.10"+a ,.10"" +..+a,.10°+a,.10+a,

a) 7341 c) 103002 e) 701

b) 20065 d) 14302 f) 15
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2. Achar o numero escrito na forma polinomial.

a) 7.10°+0.10* + 0.10°+ 2.10°+ 3.10 + 8

b) 5.10°+ 0.10° +1.10* + 0.10°+ 6.10%+ 4.10 + 3
c) 3.10*+0.10°+0.10°+ 0.10 + 9

d) 9.10°+ 3.10* + 0.10%+ 6.10°+ 0.10 + 4

e) 2.10°+0.10°+ 0.10 +5

f) 8.10*+2.10°+0.10°+ 0.10 + 5

3. Mostre que se ab € um nimero natural com dois algarismos ent&o ab — ba é um

multiplo de 9. (Sugestéo: ab = 10a + b).

4. Estenda o resultado da atividade 03 para um namero com 3 algarismos: abc.
5. Considere dois numeros naturais ab e cd em que a, b, ¢ e d sdo seus

algarismos. Demonstre que, se ab.cd = ba.dc, entédo a.c = b.d

6. Sophie Germain introduziu em seus calculos matematicos um tipo especial de

namero primo descrito abaixo.

Se p € um namero primo e se 2p + 1 também é um ndmero primo, entdo o ndmero

primo p € denominado primo de Germain. Pode-se afirmar que € primo de Germain o

ndmero:
a) 7 c) 18 e) 41
b) 17 d) 19

7. Sejam N um numero natural de dois algarismos ndo-nulos e M o numero obtido
invertendo-se a ordem dos algarismos de N. Sabe-se que N - M = 45. Entéo,

qguantos séo os possiveis valores de N ?

a) 4 c) 6 e) 8
b) 5 d) 7
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8. Quantos fatores primos distintos tem o numero N=19992-19972-1998?

a1l c) 3 e) 5
b) 2 d) 4

3.2.2. A CONSTRUCAO DO CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Vimos que o homem criou para responder as necessidades de efetuar contagem
0 conjunto dos numeros naturais e a estabelecer formas de representar e de operar
com eles, e um processo de se contar uns poucos elementos evoluiu para a contagem
de centenas, milhares, milhdes. Pouco a pouco, fomos desenvolvendo procedimentos e

instrumentos de contagem, até chegarmos ao conjunto dos nimeros naturais:
N={1,234,.}.

Observe que a maneira de escrever fornece uma ideia de como podemos
construir N. Os trés pontos que indicam as reticéncias ( ... ) significam “e assim por
diante”, mostram que partindo do nimero 1 e tomando o seu sucessor, 2 =1 +1; depois
0 sucessor de 2, 3 =2 + 1; o sucessor de 3,4 = 3 + 1; e continuando este processo,

teremos construido todos os nimeros naturais.

1
2=1+1 (sucessor de 1)
3 =2+ 1 (sucessor de 2)

4 =3 + 1 (sucessor de 3)

Desta forma podemos construir os numeros naturais a partir do 0 (zero), de uma
unidade e da operagdo de tomar o sucessor. Como, 0 processo de tomar o sucessor
pode ser continuado indefinidamente, existem infinitos numeros naturais. Vale também:

a) Todo ndmero natural tem um Unico sucessor;
b) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;
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c) Existe um uUnico namero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1,
que ndo é sucessor de nenhum outro.

d) Se A é um conjunto dos nimeros naturais e se 1 € A e se, se A contem 0
sucessor de todos os seus elementos, entdo A= N.

Vamos mostrar como representar estes nameros como pontos na reta.

A REPRESENTACAO DOS NUMEROS NATURAIS NA RETA

Dados dois segmentos de reta e utilizando um compasso podemos comparar o

comprimento de dois segmentos de reta, AB e CD.

A B

c D

Para isto, basta abrir o compasso com uma das extremidades em A e a outra
sobre B. Com esta abertura e com uma extremidade em C, verificar se 0 ponto
determinado pela outra extremidade em CD: 1) est4 entre C e D, ou 2) esté sobre D, ou
3) ndo estd entre C e D. No caso 1) temos que o segmento AB & menor que o
segmento CD, no caso 2) AD é congruente a CD e no caso 3) o segmento AB é maior
que CD.

Atribuindo o comprimento 1 a um segmento AB, podemos verificar quantas
vezes este segmento cabe em outro. Chamando este segmento de u, podemos
considerd-lo como unidade de medida e a partir dele tracar todos os pontos

correspondentes aos numeros naturais.

Para representar os nimeros naturais N = {1, 2, 3, 4} , fazemos o seguinte:

1. Em uma reta r marcamos um ponto, que denominamos de 0 (zero) — também

recebe o nome de origem.

0
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2.

3.

4.

Em seguida arbitramos um segmento de reta u e consideramos o seu
comprimento como unidade.

——
Com o compasso, marque para a direita 0 comprimento de u, obtendo um ponto
onde marcaremos 0 ponto 1.

0 1

Com o mesmo comprimento, marcamos o dois como sucessor de 1, o 3 como

sucessor de 2, 0 4 como sucessor de 3, e assim por diante. Podemos imaginar a
seta como sendo a operagdo de marcar o sucessor, e a partir do 1 (um)
marcamos 0 Seu sucessor 2, a partir do 2 marcamos 0 seu sucessor 3, e assim

por diante.

S

Dessa forma o segmento comegcado em O (origem) e terminado em 4, por

exemplo, contem quatro vezes o comprimento do segmento u.

A REPRESENTACAO DAS OPERACOES COM NUMEROS NATURAIS NA RETA.

Adicdo de nUmeros naturais

A operacdo de adicdo pode ser representada na reta real. A adigcdo faz

corresponder aos nameros naturais n e m, soma n + m.

Observando que a soma n + 1 é o nimero natural que se obtém tomando o

sucessor de n. Enquanto, n + 2, corresponde a tomar o sucessor de n duas vezes e
n + m, a tomar o sucessor de n, m vezes. Por exemplo, tem-se 3 + 2 = 5, pois tomando

0 sucessor de 3 duas vezes obtemos 5.
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Na reta dos nimeros naturais, isto corresponde a tomar o ponto correspondente
ao 3, e aplicar o sucessor duas vezes, no primeiro passo obtemos o0 4 e no segundo 0
5.
0o 1 2 3 4 5

Podemos pensar geometricamente que a adicdo 3 + 2 consiste em partindo do

ponto 3 caminhar duas unidades para direita, obtendo o ponto referente ao 5.

Multiplicacdo de nimeros naturais

A multiplicacdo de dois nimeros naturais representa uma adicao de parcelas
iguais. Assim, 4.3=3+3+3 +3=12.

Dessa forma para representar o produto 4.3 na reta, somamos a parcela 3, 4
vezes, conforme figura abaixo.

34
] A ~
’ 33 |
A |
4 3.2 Y !
r A Y | :
1 3 1 1 1
L A \ ! : I
0 ] 2 3 4 5 6 7 8 e 10 1 12 13

Observe que 3.1 =3,3.2=6,3.3=9e3.4=12.
Vale ainda: 3.4 =4 + 4 + 4 = 4.3, conforme figura abaixo.

4 unidades 4 unidades 4 unidades
A A A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ou seja, o produto 4.3, consistiia em *“adicionar” o comprimento de um
segmento medindo 3, tomado 4 vezes.
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Subtracdo de niumeros naturais

Podemos pensar a subtragédo como sendo o processo inverso da adigdo. Assim
se 5+2significa o acréscimo de duas unidades a 5, 5 — 2 significa que de 5 vamos
retirar duas unidades. Na reta, adicionar 2 significa caminhar duas casas para a direita

e subtrair 2, significa caminhar duas casas para a esquerda.

l/f-\l/-\lm ll/—l\.I 1 1
0 1 2 3 4 5 6
N

Podemos pensar geometricamente que a subtracéo 5 — 2, consiste em partindo
de 5, caminhar duas unidades para a esquerda. Ou seja, partindo do adicionar a um
segmento de comprimento 3, um de comprimento 2, obtendo um segmento de

comprimento 5.

Divisdo de nimeros naturais

Quando efetuamos a divisdo de dois numeros naturais, pode acontecer 0s
seguintes casos:

a) A divisdo é exata. Dado dois numeros n e d, se existe um ndamero q tal que

n=d.q, dizemos que d divide n, ou ainda que d é um divisor de n.
N d
@ q
Por exemplo, dados 12 e 4, como 12 = 4.3; 4 é um divisor de 12, que 12 é um multiplo
de 4. Dizemos ainda que 12:4 = 3. Se imaginarmos estes pontos na reta, podemos
entdo pensar a divisdo 12 por 4 como um processo onde a partir de 12, se subtrai 4,

até restar zero. Como posso retirar o 4 exatamente 3 vezes, dizemos que 12 contem 4,

3 vezes,ouque 12 :4 =3.

12 unidades
A

5 6 7

- Ot
=y
N ==
w
-y
.- 8
w
Y
o
=y
-
-
N
-
w

L
-
“
p
“

4 unidades 4 unidades 4 unidades
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b) Divisdo ndo exata — o algoritmo de Euclides.

Dados numeros n e d, o Algoritmo de Euclides afirma que existem nimeros g e r, com
d >r > 0. Este algoritmo é usado quando efetuamos uma divisao

MN d

0 q

Vamos representar este algoritmo na reta utilizando um exemplo.

Exemplo: Representar na reta a divisdo de 14 por 3.

14 unidades

' A !
} } } } } } } } } } } } } } }
0 1 2 3 4 5 6 . 8 9 30 N 12 13 14
“ 3 unidades i 3 unidades . 3 unidades "y unidades s\ 2unidades

: v g v n g v :
L 4.3 =12 unidades J__2unidades

v Y

Observe que inicialmente verificamos quantas vezes 14 contem 4. Obtemos

entdo 3 vezes e resta 2. Observe que 2 < 3. E, portanto 14 = 4.3 + 2.

A ORDEM ENTRE OS NUMEROS NATURAIS

Dados n, m nimeros naturais, dizemos que n é maior que m se n esté a direita
de m. Representamos por n>m (n é maior que m) ou por m<n (m € menor que n)

m n
1 1
1 1

Valem as seguintes propriedades:

a) Transitividade: Se n<m e m< p, entdo n<p.

b) Tricotomia: Dados m e n naturais, vale uma, e somente uma, das alternativas:
m=n, m<n oum>n.

c) Monotonicidade: Se n<m, entdo, para qualquer numero natural p, vale
n+p<m+p enp<mp.

Observe que se n > m entéo n esté a direita de m e dista mais da origem.
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22 Lista de Atividades
1. Represente na reta as seguintes operagOes (adigdo, subtracdo, produto e
divisdo de naturais):

a) 4+5

b) 9+3

d) 10 -4

e) 3x6

f) 4x4

g) 16+4

h) 17+3

50



3.2.3. OS NUMEROS INTEIROS E SUA REPRESENTACAO NA RETA.

A partir dos ndmeros naturais podemos construir o conjunto dos nuameros
inteiros. Estes numeros surgiram historicamente a partir do estudo das raizes negativas
de equacgdes algébricas, para representar dividas e determinados fendmenos da
natureza, como por exemplo, temperaturas abaixo de zero, alturas abaixo do nivel do
mar, etc.

O conjunto dos inteiros, representado por  Z={.,-3-2-10,12,..}, é

constituido pelos inteiros positivos (que coincide com os naturais), com o 0 (zero) e

com os inteiros negativos.

Os numeros negativos podem ser representados na reta, a partir da
representacdo dos naturais da seguinte forma: a partir do zero, tomando uma unidade
e marcando a esquerda temos o nimero -1, a partir do -1, tomando uma unidade a

esquerda marcamos 0 numero -2, e assim sucessivamente.

| |

(9%

L]

%]

| ]

—
(=1
—
N
(&)
B

Geometricamente, para representar um numero negativo — n, onde neN,

corresponde a escrever n, e tomar o ponto simétrico a n com relacdo a origem 0.

Exemplo: A partir do 3, representamos o ponto — 3, como sendo aquele que é
simétrico ao ponto 3 com relacdo a origem. Assim o -3 € obtido tomando 3 unidades a

esquerda do O (zero).
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OPERACOES NOS NUMEROS INTEIROS E SUA REPRESENTACAO NA RETA

Adicdo e subtracao

A operacgdo de adi¢do se processa verificando se o nimero que vai se adicionar
€ positivo ou negativo. Se for positivo, fazemos de forma semelhante aos ndmeros

naturais.

Exemplo: -3 + 5. Partimos do — 3 e percorremos 5 casas para a direita.

Dessaforma,-3+5=2

5 4 3 2 - 0 1 2 3 4 5

Quando estavamos trabalhando com o conjunto dos numeros naturais N, a
operacdo de subtragdo m — n somente tinha sentido se m > n. Agora podemos
estender a subtrac@o para quaisquer pares de nimeros inteiros m, n.

Para representar a subtragédo na reta podemos considerar esta operagéo como:
m —n = m + (-n). Assim para calcular 3 — 5 procedemos da seguinte maneira:

3-5=3+(-5) e assim, a partir do ponto correspondente ao 3, caminhamos 5 casas

para esquerda.

I D B

Ou seja, 3 — 5 = 2 que corresponde a partir do trés, percorrer 5 unidades
para a esquerda.
Ja - 2 - 3 = -5, pois corresponde, partindo do -2, a percorrer 3 casas para

esquerda.
Quanto seria, 3—(-4)?

Nesta direcdo fazemos 3 — (-4) = 3 + (-(-4)). Quanto vale — (-4)? Ja vimos que
— 4 representa o ponto simétrico de 4 na reta. Logo:
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- (-4) simétrico de — 4 com relacdo a origem

Como, -4 simétrico de 4 com relagcédo a origem. Podemos concluir que — (- 4) = 4. Dali,
3-(-4)=3+4=T7.

Multiplicacdo de inteiros

Dados dois inteiros m e n, como representar o seu produto? Se forem inteiros
positivos, usamos a mesma representacao na reta dos naturais. Se um deles for zero,

o resultado é zero.

Vamos examinar o caso em que m > 0 e n < 0. Por exemplo: 3. (-4). Neste caso,
temos uma adi¢cédo de 3 parcelas iguais a — 4. Ou seja, 3 . (-4) = (-4) + (-4) + (-4) cujo
valor sabemos ser —-12. Logo, 3. (-4) = - 12.

E (— 4). 3? Neste caso, podemos pensar — 4.3 como sendo o simétrico em torno
da origem de 4.3, ou seja — 12. Assim, (-4).3 = -12.

E para (-4)(-3)? Fazendo (-4)(-3) = - 4(-3), temos que (-4)(-3) como sendo o
simétrico em relac&o a origem de 4.(-3). Como 4.(-3) = -12, temos que 0 seu simétrico

em relacdo a origem é 12. Logo (-4).(-3) = 12.

Esta é uma justificativa para a famosa regra dos sinais.
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A ORDEM ENTRE OS NUMEROS INTEIROS

Dados n, m nimeros inteiros, dizemos que n € maior que m se n esta a direita
de m. Representamos por n>m (n € maior que m) ou por m<n (m € menor que n)

m n
1
T

Observe que —3 < —2 , embora 3 seja maior que 2 .

Valem em as propriedades de transitividade, tricotomia e monoticidade.

32 Lista de Atividades

1. Represente na reta as seguintes operacdes (adigéo, subtragéo, produto e diviséo de

inteiros):
a) -8+5
b) -3+ 10
c) 8-10
d 7-5
e) 4—(-2)
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f) 6-(8)

9) 3x(-2)

h) (-4) x(-5)

i) (-7) x2

) (-12)+3

K) (-15) +4

) (12) +(-5)

m) (-15) =(-3)
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3.2.4. OS NUMEROS RACIONAIS

A NECESSIDADE DE CRIACAO DOS DIFERENTES CONJUNTOS DE NUMERICOS

A construcdo do conjunto dos ndmeros reais tem inicio com o conjunto dos
nameros naturais N, utilizado para contar. Depois surgem 0s numeros racionais

positivos Q utilizados para medir, o conjunto dos inteiros Z e os numeros racionais

negativos para representar quantidades negativas, e finalmente, com o acréscimo dos
nameros irracionais foi criado o conjunto dos nimeros reais R . E um processo que tem
inicio quando o homem comecou a contar e se estende até o século XIX. E uma
construcdo histoérica demorada e que representa uma ferramenta de muita utilidade no
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico da nossa sociedade.

O objetivo deste modulo € apresentar o conceito de nimero real e as principais
operacbes com o mesmo, motivado pela ideia de associar nimeros com pontos na
reta.

Esta ideia est4 expressa nos postulados da geometria euclidiana, um dos quais
atribui um nimero positivo (distancia) a dois pontos. O outro, estabelece que os pontos
de uma reta estdo em correspondéncia biunivoca com 0s numeros reais. Assim, na
reta abaixo, o numero r, corresponde a um ponto da reta. r € denominado a abscissa
do ponto. O ponto A correspondente ao numero real r € denominado de imagem
geométrica de r. Assim a cada ponto da reta corresponde um ndmero (a sua abcissa) e
a cada numero real corresponde um ponto — e desta forma se estabelece uma relagéo
1 < 1 entre pontos da reta e numeros reais. Mostraremos como estabelecer esta

associagao.

= TF

FIGURA 04: A reta real
FONTE: Elaborada pelo autor
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CONJUNTO DOS RACIONAIS E AS MEDICOES

Os numeros racionais surgiram da necessidade de representar partes de um
inteiro. Quando trabalhamos com a medicdo de comprimentos, de area, de volume, de
capacidade, de tempo, de angulos, ou seja, quando medimos uma grandeza, nem

sempre obtemos um numero inteiro.

42 |ista de atividades

1. Separe a turma em grupos de 4 alunos. Distribua tiras de cartolina com 0,5 cm,
1cm, 3cm, 6 cm, de 12 cm, de 18 cm e de 24 cm. Solicite para que cada grupo
mec¢a todos os comprimentos com a tira de 12cm e registrar o resultados
obtidos.

2. Peca para tragcarem trés segmentos com tamanhos varidveis e para medirem os

comprimentos com a tira de 12cm, registrando o resultados obtidos.

Quando efetuamos a medigcdo de um comprimento, nem sempre a unidade de
medida utilizada cabe um nimero inteiro de vezes no segmento medido. Isso levava a

utilizacéo das fracoes.

Definicdo: O conjunto dos ndameros racionais Q € formado de todas as fragdes da

n . oL .
forma —, onde n,m s&o numeros inteiros, com m # 0. Ou seja:
m

Qz{ﬂ; n,meZz; b¢0}.
m

O conjunto dos numeros racionais € uma ampliagdo do conjunto dos nimeros
inteiros, sendo formados pelos numeros racionais positivos, 0s ndmeros racionais
negativos e o zero. Com efeito todo nimero inteiro pode ser escrito como uma fragéo.

Por exemplo, 7 = Z -9= -9 _-18_ _—27 por exemplo.
1 1 2 3
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O diagrama abaixo, mostra como o0 conjunto dos numeros racionais Q se
relaciona com o conjunto dos numeros naturais N e com o conjunto dos numeros

inteiros Z:

FIGURA 05: Diagrama de Venn
FONTE: Elaborada pelo autor

e O conjunto de Q € uma ampliacdo do conjunto Z .

e Os conjuntos N e Z sao subconjuntos de Q.

e N estacontidoem Z e Z esta contido em Q. Indicamos: NcZ e Zc Q.

SIGNIFICADOS ASSUMIDOS PELA FRACAO

~_ N . . e
A fracdo —, onde n e m sdo inteiros positivos, assume varios significados que
m

sdo construidos pelos alunos do inicio até o final do Ensino Fundamental:

~ N ~ ~_ N
1. Afracdo — como uma relacéo parte/todo. A fragdo — pode ser pensada como
m m

resultado de tomarmos uma unidade 1, dividi-la em m partes iguais de

. 1 . 2 .
comprimento — e destas tomarmos n partes. Assim gzz. equivale a
m

5
tomarmos duas partes de uma unidade dividida por 5.

~_ N S L ~
2. A fracdo — como uma divisdo indicada. Esta ideia da fragdo n/m como
m

indicando a divisdo de n por m, ou seja, o numerador n indica o dividendo e o
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denominador m indica o divisor é trabalhada com dois significados: é significa

“dois dividido por cinco” ou ainda “quantas vezes dois contém cinco”;

~_ N ~ ~. N R, « ~
3. Afragdo — como uma razéo. A fragdo — como uma razao indica uma “relacéo
m m

entre quantidades”. O numerador n indica uma quantidade de uma certa

grandeza e o denominador m uma quantidade de uma outra grandeza.

Exemplos:

a) é poderia indicar a “a razao de dois para cinco entre quantidade de café e de

acucar”. Dessa forma, representaria 2 unidades de café e 5 unidades de

acucar.

b) Ao preparar uma receita um farmacéutico pode dissolver duas partes de um

antibiotico em 5 partes de agua. A relagéo entre a quantidade de antibidtico e

de 4gua seria de %

~ 2 . i
c) Ao ler a escala de uma mapa a razéo = pode indicar que cada 2 centimetros

no mapa representa 5 quildmetros na realidade.

4. A fragéo " como um operador. Como um operador a fracdo é interpretada
m
como algo que multiplica ou divide. Por exemplo, % de uma quantia de R$ 60,00

significa %.60 que pode ser pensado como 60 multiplicado por 2 e dividido por

5.

5. O numero racional como um ponto na reta real. Com este significado
identificamos o ndmero racional — seja na forma de fragdo, seja na forma

decimal - como um ponto na reta que o representa.
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Para pensar um numero racional como um ponto da reta o aluno deve
desenvolver a no¢cdo do namero racional como um namero associado & medida de um
segmento de reta, ou seja, como uma medida. Nesta concepgédo, a fragdo deve ser

pensada como parte de um todo (metade, um tergo, um quarto, etc...).

Em muitas situagBes praticas a fracdo aparece escrita como uma porcentagem.

Neste caso se subtende que o seu denominador é 100. Por exemplo, 30% indica uma

fracdo do tipo % Assim, se na gasolina vendida nos postos de combustivel, 25%

corresponde a etanol, isto significa que para cada 100 litros da gasolina, 25 litros

corresponde a etanol.
A PASSAGEM DA FORMA FRACIONARIA PARA A REPRESENTACAO DECIMAL

A ideia de uma fragéo como uma divisdo indicada faz com que toda fragcdo possa
ser escrita na representacdo decimal. Nesta direcdo, devemos pensar a fragdo como

uma divisao a ser realizada.

Por exemplo, %z 0,125; pois

De maneira analoga

% =9, g =0,75; % =15; % =0,333...; 274 =3,428571428571428571...

Quando efetuamos a divisdo indicada pela fragdo o resultado pode dar:
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a) um numero contendo uma quantidade finita de algarismos, por exemplo

g=0,75; OuU Seja, se pensarmos na reta existe um segmento de reta medindo

0,75, que cabe exatamente 8 vezes n segmento medindo 3. O mesmo acontece

3 .
com 76 =9, caso em que um segmento medindo 9, cabe exatamente 4 vezes

no segmento medindo 36.

b) uma dizima periédica, por exemplo, %=0,333..., que tem como periodo 3, ou

seja ha um padrdo numérico que se repete indefinidamente. Neste caso, ndo
existe um segmento cuja medida tenha um representagdo decimal finita que

caiba 3 vezes em um segmento medindo 1.

Exemplo: g =142857142857 142857..., que tem como periodo, o padréo 428571 que

se repete indefinidamente. Também se escreve g =1,428571

Definigdo: Uma dizima periddica € uma expresséo da forma m,aa,...a,... onde m € um

numero natural e os a; sdo algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, para os indices

i=123,.., na qual, ap6s um numero finito de termos, aparece um bloco de termos

(chamado periodo) com a propriedade que, a partir deste, os algarismo restantes sdo

formados exclusivamente de repeticdes sucessivas deste bloco.

A REPRESENTACAO POLINOMIAL DE UM NUMERO RACIONAL.

O grande salto dado pela Matemética a partir do Séc. XVI ocorreu devido a
aceitacdo do sistema numérico decimal. Este sistema numérico usa a representacdo
polinomial, que permitiu a introdugdo dos algoritmos tradicionais de adicéo,

multiplicacéo, divisdo e subtragdo. Assim, se tivermos o numero

a,a, ,a ,a ,..a,a,a3a,bbbb,..b, .b ,b, Db

n “n-1"n-2 “n-3°* m-3 “m-2 “m-1"“m ***?
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este representa na notacao polinomial:

al1l0"+a ,10""+a ,10"?+..+a,10* +a,10"' +a, +b10™" +b,107 + ... +b_,10" " +b 10" +...,

Exemplo 1:

230675, 4771 = 2.10°+3.10* +0.10°+6.10%+7.10 +5 + 4.10* +7.10%+ 7.10° + 1.10*

=2.10°+3.10% +6.10%+7.10 +5 + 4/10 +7/100 + 7/1000 + 1/10000.
0,32323232...=0+3.101+2.10%+3.10°+2.10* +3.10° + 2.10° +3.107 + 2.10% + ...
3,1416 ... =3+ 1.10"+ 4.10% + 1.10°+ 6.10™*+ ...

Por outro lado, dado um numero escrito na forma decimal, pode acontecer
um dos seguintes casos:

a) O numero apresenta uma expansao decimal finita.

Exemplos: 23,167; 2020; 3425,0651

Neste caso, o numero na forma decimal tem uma expanséo finita, ou seja,
tem uma representacéo decimal que “termina”. Assim sendo, ele pode ser escrito como

uma fragé@o cujo denominador € uma potencia de 10.

23167
1000

Exemplo: 23,167 =

Exemplo: O numero 21,34563452678005 tem uma representagdo finita. Logo é um

2134563452678005

namero racional. Corresponde a fracao .
100000000000000

b) O nimero apresenta uma expansdo decimal infinita onde aparecem algarismos

gue se repetem periodicamente em blocos, ou seja, € uma dizima periddica.

Neste caso, ele pode ser escrito na forma de uma fragdo. Vejamos alguns

exemplos.
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Exemplo: Ache a fragcdo que corresponde a dizima 23,1266666...

Solucgéo: Vamos resolver esta questéo algebricamente. Seja x = 23,1266666...
Observe que o periodo tem um Unico algarismo que é o 6.
Multiplicamos os dois membros de x = 23,1266666... por 10 pois o periodo tem
um Unico algarismo,
10x = 231,266666...
Calculamos entéo a diferenga: 10x — x = 231,266666...- 23,1266666... Observe

que podemos com esta subtracéo eliminar a parte infinita de 10x — x = 9x.

- 231,2666666...
23.1266666...
208,140000
Assim, 9x = 208,14. Dai X = 208,14
Multiplicando numerador e denominador por 100, obtemos x = 28334 .

20814

Portanto, 23,1266666...= gue esta na forma de uma fracao.

Exemplo: Colocar a dizima periédica 0,452452452 . . . na forma de uma fragéo.
Solucéo: Tomando x = 0,452452 . . . e observando que o periodo 452 tem trés digitos,
multiplicamos ambos os membros por 1.000.

Multiplique x por 1.000 (3 zeros), obtendo:

1000.x = 452,452452 . . .

Subtraindo x no primeiro membro e 0,452452 . .. no segundo, obtemos:
1000x — x = 452,452452 ... —0,452452452 .. .=452,00000. ..=452
Donde 999 x = 452 e dai, x :4—52. Portanto, 0,452452452 . . . = 4—52 que é
999 999
uma fracgéo.

63



c¢) Finalmente, quando o nimero tem uma expanséo infinita, onde ndo existe um
grupo de algarismos que se repete, ou seja, quando ndo é uma dizima

periddica, entdo este ndo pode ser representado na forma de fragéo.

Exemplo: O nimero decimal 4,101001000100001000001 . . ., escrito acrescentando
sempre um zero entre os algarismos 1, ndo € uma dizima periddica. Com efeito, ndo ha
um periodo formado de O (zero) e de algarismo 1 (hum) que se repita. Como tem uma

expansao infinita € um ndmero irracional.

Exemplo: O namero 5,121121231234123451234561234567 . . . que se obtém pela
sequéncia 5,1 12 123 1234 12345 123456 1234567 . . . e assim por diante. Esta
sequéncia ndo um periodo que se repete, logo ndo é uma dizima periédica. Como tem

uma expansao infinita € um ndmero irracional.
Vamos definir de forma mais simples uma dizima periddica:

Definicdo: Uma dizima periédica de periodo k € um numero que tem expansao
decimal da seguinte forma: a,bb,..bhbb,..bhbb,. b,..=abb,. b , a barra acima dos
algarismos indica o bloco de numeros repetidos.

Por exemplo, 0,27 é uma dizima periédica de periodo 2, pois é igual a
0,272727..., o bloco repetido tem dois algarismos, enquanto 3,13_45 tem periodo 4.

Algumas vezes o periodo ndo ocorre imediatamente apds a virgula, como no exemplo

abaixo:

Em sintese:

Dado um numero racional sabemos que este é uma fracdo e dai todo
numero racional pode ser escrito com uma representagcdo decimal finita ou como

uma representacdo decimal infinita periddica.
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Por outro lado, se um numero esta escrito na forma decimal finita ou
infinita periédica entdo ele pode ser escrito como uma fracdo e dai ele € um
numero racional.

Temos: numero racional <> é uma fragdo <> pode ser escrito na forma

decimal finita ou infinita periddica.

52 Lista de Atividades

1. Represente na reta as seguintes operacfes (adicdo, subtracdo, produto e

divisdo de racionais):

a) §+l C) E+§ e) 5><g
5 4 5 2 3
by 241 d) 3x% f 2.2
32 4 5 3

2. Passar da forma de fragcao para decimal.

N \,|I040
A= K2

3. Escreva os numeros na forma de fragdo:

a) 3,12 ) 25%
b) 0,003 ) 3%
c) 12,5 k) 3,5%
d) 0,4444...
e) 15,232323...
fy 1,25555...
g) 3134
h) 0,574
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4. Seja r=0,bb,..b a representacdo decimal de um numero racional.
Encontre a forma fracionaria desse ndimero.

5. Escreva o nimero r =a,bb,..b, na forma fracionaria.

6. Finalmente, se r =0,cc,...c,bb,..b, for uma dizima periédica composta,

entdo escreva a representacgdo fracionaria de r.
7. Trabalhar a questao de ampliar e de reduzir segmentos.

8. Passar da forma de dizima para a forma fracionaria e vice versa.

3.2.5. 0 CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

EXEMPLO DE NUMEROS IRRACIONAIS

Um dos problemas da matematica vivenciado pelos gregos diz

respeito a medir o comprimento da diagonal do quadrado de lado 1. Sabemos
do teorema de Pitagoras que a diagonal AB mede +/2, pois AB? = 12 + 12,

Donde AB2=2 e dai AB = /2.

A

Os mateméticos gregos descobriram que esta diagonal ndo era um

ndmero racional. Eles provaram o seguinte teorema.

Teorema: /2 ndo é um ntmero racional

Prova. Se /2 fosse um ntimero racional ent&o pela definicdo de nimero

racional ele seria uma fragdo. Neste caso, existe numeros inteiros, p e q, q # 0,

tais que 2 = P (i), e neste caso podemos tomar p e q primos entre si, ou seja,
q

sem divisores primos. Elevando ao quadrado ambos os membros de (i)
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2

2 2
obtemos (+/2)? = [EJ S2=FP _,2p2= ¢ (i). Portanto ¢? & par. Ora g?
q

sendo par implica que g é par e dai q é par e, portanto g = 2k para algum k
pertencente a Z. Dai, q° = (2k)? = 4k® Substituido g = 4k? em 2p® = ¢ (i),
obtemos 4k* = 2p® Cancelando, chegamos a 2k* = p. Logo, p? é par e dai p
também é par. Mas aqui chegamos a um absurdo, pois supomos p e g primos

entre si, e encontramos p e g pares e, portanto sdo divisiveis por 2. Logo nédo

podemos supor /2 = P Dessa forma chegamos a conclus&o de que +/2 néo é
q

um nimero racional.
REPRESENTAQAO DE /2 NA FORMA DECIMAL

Qual serd a representacdo decimal de V2 na forma decimal? Nesta
direcao, vamos mostrar que podemos calcular este nUmero com quantas casas

decimais quisermos.

Sejax = /2.

Sabemos da definicdo de raiz quadrada que x* = 2. Dai, 1 < x* < 4 e
extraindo a raiz quadrada, V1<x? <4, Donde, 1 <x < 2.

Como, 1,42 =1,96 <2 < 2,25 =1,5% vale 1,42 < 2 < 1,5 extraindo a raiz
quadrada obtemos 1,4 <2< 1,5.

A partir de 1,412 < 2 < 1,422, obtemos 1,41 < /2 < 1,42.

De 1,414° < 2 < 1,415% obtemos 1,414 < /2 < 1,415. Continuando este
processo obtemos uma sequéncia 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... Este processo
nunca para e esta sucess&o de niimeros se aproxima de /2.

Vamos determinar a posicao de J2 sobre a reta numérica determinando

intervalos de aproximacao.
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V2 pertence ao intervalo por que
[12] 12 <2<2?
[14;15] 1,4% <2 <1,5°
[141; 1,42] 1,417 <2<1,42°
[1,414;1,415] 1,414° <2<1,415°
[1,4142; 1,4143] 1,4142% <2 <1,4143°

QUADRO 01: Intervalos encaixantes
FONTE: Régo, 2002

Pela tabela conseguimos encaixar 2 em um intervalo cada vez menor,
isto é:
e cada intervalo esta contido no anterior;
e 0s comprimentos dos intervalos sdo cada vez menores;

e 2 pertence a cada intervalo.

1 /4 1-.5 : . . . 2
4 14 1.41 1;12 4 + + 4 ¥ ¥ 1,.5
o \
% 4 . * 2 4 @Jl{ + 4 2 . 4 4
1,41//14‘14 1‘415\ N
1,4-'14 a2 14143 ] : ] ] : 1,4'15 )

Figura 06: Sequéncia de intervalos encaixantes
FONTE: Elabora pelo autor

Tal sequéncia de intervalos € denominada sequéncia de intervalos
encaixantes, pois em cada passo o intervalo seguinte esta contido no anterior,

e caso continuemos este processo, 0os comprimentos dos intervalos se tornam
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"arbitrariamente pequenos”, ou seja, fica tdo pequeno quanto se queira. Na
realidade, entre o intervalo obtido em relagdo a um certo passo e o seguinte, ou
seja, entre 0 passo n e o0 passo n +1, é dez vezes menor.

Observe que se aproximarmos a V2 pelo valor 1,4, estamos cometendo
um erro menor do que 0,1 (um décimo); se aproximarmos por 1,41 o erro que
cometemos € menor que 0,01 (um centésimo); se aproximarmos por 1,412 o

erro que cometemos é menor que 0,001 (um milésimo); ... e assim por diante.
O desenvolvimento de 2 na forma decimal nio pode levar a uma

representacao finita, ou seja, “ndo termina” nem pode ter uma representacao

decimal por uma dizima periddica, pois neste caso, J2 seria racional. Portanto

€ uma representacdo decimal infinita e ndo periddica. Ja se desenvolveu uma

representacdo decimal de J2com mihdes de casas decimais usando
processos computacionais. Os nimeros que tem uma representacdo decimal
infinita ndo peridédica sdo denominados de irracionais. Juntando os numeros

racionais com os irracionais temos os ndmeros reais.

62 Listade atividades

1. Representar nimeros irracionais \/5 \/§ \/E e ﬁna reta.

NG

2. Representar niUmeros irracionais 3\/5, —2\/_, _\/E e ?na reta.

V2 o

3. Quem é maior: - ou E?

4. Soma e produto de racionais da racional? E de irracionais?

A CONSTRUCAO DO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS.

Definigcdo: Chamamos de sequéncia decimal a uma sequéncia do tipo

m, &a,8;.. 8, ,a, ,a, 8,
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onde m é um namero inteiro e a, séo algarismos do tipo 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,

e 9. Com esta notagdo o nimero acima representa:
m aa,a,..a, ,a ,a ,a .=m+a10"+a,10°+a,10° +...a__,10" " +a, 10" +...

Observe que a sequéncia decimal tem uma virgula entre a parte inteira m — que

pode ser positiva ou negativa e os algarismos a, colocados depois da virgula —

que alguns autores denominam de parte fracionaria do numero decimal

representada por a,a,a,...a, ,a. ,a ,a

m-3 “'m-2 “m-1""m ***

Podemos agora definir os nimeros decimais:

Defini¢c&o: Definimos o conjunto dos numeros reais R como sendo o conjunto

formado de todas as sequéncias decimais.

Exemplos:
a) 352,456 =3.10°+5.10 + 2+ 4.10* +5.10? + 6.10°®
b) 2010 = 2.10° + 0.10%+ 1.10 + 0
c) 389,3921921921...=389+3.101+9.10%+2.10° +1.10“ +...=
+3+i+ 2 + 1 + 2 +...
10 100 1000 10000 100000
d) 32,43101001000100001....
e) 12,375000...
f) 12,374999....
g)1
h) 0,9999...

=389

Assim, as sequéncias decimais podem:
1. “ter um fim”, ou seja, ter um ndmero finito de algarismos, como no caso
a), b) e f) ou entdo ser dizimas periddicas, caso c), d), e) e g). Neste
caso elas podem ser representadas como fragbes e, portanto séo
racionais.
2. ou também “nunca terminar’, ou seja ter um numero infinito de
algarismos, mas estes ndo apresentarem padrdes repetidos. Neste caso

sdo ndmeros irracionais.
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Observe que toda sequéncia decimal que “termina”, pode ser escrita
como uma sequéncia decimal que “nunca termina”, a exemplo de 352,456 =
352,4560000...; 2010 = 2010,0000... e de 1 = 1,00000.... bastando para isto
colocar zeros depois da virgula.

Por outro lado, as sequéncias decimais dos exemplos f) e g), ou seja, a
sequéncia decimal finita 1 = 1,00000... e a sequéncia decimal 0,999 ... séo
escritas de forma distintas. Entretanto eles representam o mesmo numero,
pois, calculando o valor de 0,9999... ao passarmos da forma de dizima para a
forma de fracdo, encontramos:

X =0,9999... - 10 x = 9,9999.... > 10x — x = 9,9999 — 0,9999... » 9x =
9. Daix =1.

Logo estas duas sequéncias representam 0 mesmo nimero, o 1.

De maneira analoga 12,375000... = 12,374999....

Podemos agora definir nimero reais de forma que cada representacao

escrita corresponda a um unico ndmero.

Definicdo: Dizemos que duas sequéncias decimais

M, @,8,8,... 3, 38, 58,43, €

m-3 “'m-2 “'m-1 “'m ***

M, bb,b,..b b, b b

m-3 ¥m-2 “m-1 “m """
sao semelhantes se:

I. sdoiguais, ouseja,m =Me a =b paratodoi=1,2,3,4,5,..0u

Il. se uma delas apresenta do indice k, o algarismo a, e todos os seguintes

iguais a 9 e todos os algarismos seguintes iguais a 9, enquanto a outra

apresenta o algarismob,, =a,_,+1 e os algarismos seguintes sendo
todos iguais a zero. Quando k =1, consideramos b, , =b, como sendo a
parte inteira.

Assim, teremos 0,99999999.... = 1.

Dessa forma, sequéncias semelhantes representam o mesmo numero

real.
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REPRESENTACAO DOS NUMEROS REAIS NA RETA — O CONTINUUM
REAL

Identificando as sequéncias semelhantes temos que a cada sequéncia

decimal (nimero real) corresponde um Unico ponto na reta. Com efeito:

a) A sequéncia decimal “termina”’, ou seja, sua representacdo decimal é

finita ou entdo € uma dizima periédica.

Neste caso, a sequéncia decimal pode ser escrita como uma fracdo, ou
seja, € um numero racional. O problema consiste entdo em mostrar como
marcar o ponto na reta como correspondente a uma fragao.

Se esta fragdo for um namero inteiro, ou seja, se a parte fracionéaria for

zero entdo pode ser representada na reta numérica dos inteiros.

.
H
:
i
~1
|
o
i
gt
1
'S
1
Lad
|
[
1
—
-
—
(5]
= STy
.
Y
=3
-1

Se n&o for um namero inteiro, a exemplo de 0,3333... entdo colocamos

1 .
. Para representar este numero na reta

na forma de fracdo obtendo 0,333...= 3

1 , . L
0 ponto correspondente a gobserve gue este numero equivale a dividir a

unidade 1 por 3. Utilizamos o seguinte procedimento:

Fs

0 1/3 213 1

FIGURA 07: Divisdo de um segmento em trés partes iguais
FONTE: Elaborada pelo autor
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Tomamos uma reta auxiliar, OP, dividimos a mesma por 3 partes OP1,

P1P,, P,P3; de mesmo comprimento, com um compasso. Ligamos o ponto P3ao

ponto 1, e tragamos por P; e P, paralelas a P31. Os pontos, obtidos destas

. ~ 1
interse¢cdes com 01 representam 3 e 3

2

Podemos agora marcar o ponto na reta; tomamos a unidade AB (vide

figura abaixo), dividimos em 3 partes iguais e consideramos uma dessas partes

a partir do ponto A, para a direita.

A
i
0

—~ 1w

r_pl—\4———n

FIGURA 08: Representa¢do de um numero racional na reta
FONTE: Elaborada pelo autor

Definimos o ponto C, como sendo a imagem geométrica do nimero

: 1 o 1, .
racional 3 ou seja, numero 3 € a abscissa do ponto C.

. : ~ M
Exemplo: Vamos generalizar o exemplo acima para uma fracdo —, que
n

, . m
correspondente ao numero racional —,m, ne N, pode ser representada na
n

reta (Vide Fig. 1.2) pelo seguinte processo:

Toma-se o segmento de reta OM de comprimento m e a reta auxiliar OP
na qual com um compasso marca-se n distancias iguais,
OP,PP,,RPR,,...,.P, P.

Traca-se entdo o segmento de reta ligando P a M, e por Py, P2, P3, .. P,
as paralelas a este segmento.
O primeiro ponto onde a paralela passando por P, intersecta a reta OM,

equivale ao ponto m/n, a paralela passando por P,, intersecta a reta OM

2m . . .
no ponto —, e assim por diante. Estas paralelas intersectam a reta
n
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m 2m .
OM representa o ponto —. O segundo representa 0 ponto — e assim
n n

por diante.

Exemplo: Dividir um segmento medindo doze unidades em 7 partes iguais.

Fz=p

M
0 1217 2417 36/7 48/7 60/7 T2/7 84/7=12

FIGURA 09: Divisdo do segmento medindo 12 unidades em 7 partes iguais
FONTE: Elaborada pelo autor

Exemplo: Representar na reta numérica o nimero racional —0,7 .

Vamos considerar que —0,7 = —% (forma fracionaria).

, 7 , . , o L
O numero _E esta localizado entre os numeros -1 e 0. Entao, vamos dividir o

segmento AD, que vai de -1 até 0, em 10 partes iguais:

O ponto E é a imagem geométrica do numero racional —0,7 . O nimero

—0,7 é a abscissa do ponto E.
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72 Lista de atividades

1. Divida o segmento medindo 1 em:
a) duas partes iguais. b) trés partes iguais, c) quatro partes iguais,
d) cinco partes iguais. Explique por que isto corresponde a marcar 0s

111 1 .
pontos —,—,— e —respectivamente.
234 5

2. Represente na reta 0s numeros §1§ e 22.

5

3. Se o desenho abaixo representa % da unidade, qual é a unidade?

& .
2
3
4. Dado o segmento OM, de comprimento 5.
| !
O M
a) Marque os pontos que correspondem a Eggﬂ e > de OM
5555 5
1 4
b) Ache os pontos que correspondem a = e - de OM

c) Qual o ponto que corresponde a g de OM? E —g de OM?

5. Trace na reta real os pontos correspondentes aos seguintes nimeros:
5553 5 e 5

b) A sequéncia decimal tem uma representagdo infinita, mas n&o

periodica.

Neste caso, podemos representar o nadmero na reta como uma

aproximagcdo. Como ocorre a representacdo? Semelhante ao que efetuado no

caso do de \/E utilizando os intervalos encaixantes.
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Exemplo: n = 3,1416... Para representar este nUmero na reta, utilizamos o
seguinte procedimento:

e Passo 1. Representamos a parte inteira de ©, 0 nUmero 3, na reta.

e Passo 2. Representamos 3,1 — para isto dividimos o intervalo entre 3 e 4
em 10 partes, e tomamos 0 ponto correspondente a primeira parte, ou
seja ao primeiro décimo depois de 3.

e Passo 3. Representamos 3,14. Nesta dire¢ao, dividimos o intervalo 3,1 e
3,2 em 10 partes e tomamos o0 ponto correspondente a 42 parte, obtendo
0 ponto correspondente ao 4° centésimo apos 3,1.

e Passo 4. Representamos 3,141 - nesta diregdo, dividimos o intervalo
3,14 e 3,15 em 10 partes e tomamos o ponto correspondente a 12 parte,
obtendo o ponto correspondente ao 1° milésimo apés 3,14.

E assim por diante ...

Por métodos numeéricos o numero n = 3,1416... foi calculado com mais
de um milhdo de casas decimais, mas com este processo, somente podemos
determinar o ponto a ele correspondente na reta, de forma aproximada.

Entretanto, existem alguns nameros racionais que podemos determinar

por meio geométricos a imagem geométrica a ele correspondente de maneira

exata. Por exemplo, o proprio V2.

Exemplo: Ache o ponto na reta correspondente a V2.

Solugéo: Na reta dos inteiros, tome a partir do ponto o segmento perpendicular

de comprimento 1. Podemos observar na figura que a diagonal AC mede V2.

Com o compasso com centro em A e abertura AC transportamos o

comprimento AC = V2 sobre areta, obtendo o ponto cuja abscissa e J2.

|
I I
-1 A0 B 1 2 3 4 5

FIGURA 10: Representacdo de um nimero irracional na reta
FONTE: Elaborada pelo autor
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Vamos colocar agora o problema contrario: sera que dado um ponto na
reta existe uma sequéncia decimal, ou seja um numero real X que o
represente?
A resposta é positiva. Considere uma reta r e um ponto A e r.

A
} r

__ A B
Tome um ponto qualquer O como origem e um segmento AB  —

como unidade. Trace o segmento AB na reta fazendo A confundir com o 0
(zero) e tome 0 B a direita. Ao ponto correspondente ao B atribuimos o nimero
1. Repita esta operagdo marcando o 3, o 4, o 5, etc, obtendo os inteiros
positivos. Repita a operagdo para a esquerda e marque 0S pontos
correspondentes aos inteiros negativos -1, -2, -3, .... Desta forma, marcamos

todos os pontos que correspondem as abscissas que s&o ndmeros inteiros.

A

2 3 4

7

et e

4

i

-

i
L =
]

I

|

b =]
[

]

-
=L mlll
¥ )
=

Se A coincidir com um destes pontos entdo sua abscissa € um ndmero
inteiro. Caso nao coincida, dividimos o intervalo ao qual ele pertence em, no

caso 3 < x < 4, em dez parte e obtemos uma diviséo deste intervalo em dez

N . AB
partes iguais, cada um medindo 0 Isto fornece o valor de x com uma

aproximacdo decimal. Digamos que 3,4 < x < 3,5. Dividimos entdo este

intervalo em dez partes obtemos dez divisGes iguais no intervalo 3,4 < x < 3,5.

Cada uma delas mede % Imaginemos que 3,41 < x < 3,42. Dividimos este

intervalo em 10 parte medindo %e assim por diante. Se x coincidir com uma

das divisbes entdo o numero é um racional. Se ndo coincide, x é uma
sequéncia infinita, que pode ser periédica, dando um namero racional, ou ndo
periddica, e neste caso, x € um namero irracional.

Este procedimento leva ao que se denomina uma sequéncia de

intervalos encaixantes: em cada passo a sequéncia decimal obtida estd em um
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. ;1 . .
intervalo que é — menor que o anterior. Este fato faz com que determinem um
n

Gnico ponto na reta que esta em todos eles. Este é justamente o ponto dado.
Podemos agora afirmar que a todo ponto da reta corresponde uma sequéncia
decimal e a toda sequéncia decimal corresponde um ponto da reta. Temos
entdo uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e 0os nimeros
reais. Podemos entéo identificar um nimero real com um ponto na reta e vice-

versa.
O PROBLEMA DA MEDICAO DE SEGMENTOS DE RETA.

Agora podemos responder a questdo: como medir a distancia de dois
pontos na reta? Primeiro vamos definir o médulo de um nimero real x.

O fato de podermos identificar cada ponto da reta com um ndmero real,
faz com que possamos identificar o nimero real s, com o segmento de reta
tendo origem no O(zero) e ponto final em x. Assim, cada numero real pode ser
pensado como um segmento orientado. Vamos agora interpretar as operagdes

em R.

Definic&o: geometricamente, o valor absoluto de um nimero real x, é distancia
de x até O (zero);
Exemplos:

1. |4|=4, pois a distancia do niumero 4 na reta até 0 é igual a 4 unidades

de comprimento.

2 3 4 5 6

. O
——

h
4 unidades

2. |-5|=5, pois a distancia do numero -5 na reta até 0 é igual a 5 unidades

de comprimento.

|
(=
|
th
1
£ Y
|
w
|
[
|
ot
T
-
]
L)

Y
5 unidades
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3. |0]=0, pois ndo houve deslocamento na reta.

xsex >0
Definicdo: O modulo de um nimero real x é definido por: | x |=<0sex =0 .
—-xsex <0

Definicdo: Dados dois numeros A e B, respectivamente de abscissas x e y, a
distancia entre dois pontos A e B é a medida do segmento de AB, que é
dada por [x —y|, onde [x —y|=Xx—ysex >y e |x—-y|=— (X -y) se x< y. Vamos

denotar a distancia de A até B por: d(A,B) =|x-y|.

Exemplos:
1. d(AB)=[5-1=[4/=4

]
N =-m

m
N ==

Portanto, medir um segmento de reta consiste em colocar uma
extremidade na origem e a outra extremidade ver o real correspondente. Ele
serd a medida.

Quando escrevemos AB sem o traco estamos falando da medida de AB,
ou seja de um comprimento, e quando escrevemos AB teremos um segmento.

Assim a medida do segmento AB, denotada por AB, & sempre positiva

ou zero. SO se anula se A= B.
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A COMENSURABILIDADE DE SEGMENTOS DE RETAS E OS NUMEROS
IRRACIONAIS.

Quando comparamos 0s segmentos de reta AB e ﬁ, 0 que
fazemos?

C D

Aplicamos um sobre o outro, fazendo coincidir dois extremos A e C.

Vemos que o ponto D cai entre A e B e o resultado da comparacao exprimimos

7

dizendo que o comprimento de AB é maior que o de CD ou que o

comprimento de CD é menor que o de AB.

Verificarmos que um comprimento é “maior que”, muitas vezes ndo é
suficiente. As vezes necessitamos saber quantas vezes cabe um comprimento
no outro.

Precisamos de um termo de comparagéo para todas as grandezas de
uma mesma espécie, as operacdes de troca que a vida social de hoje nos
exige, seriam extremamente complicadas.

E necessario:

1. Estabelecer um termo Unico de comparacéo para todas as grandezas da
mesma espécie, a este termo chamamos unidade de medida. No caso
da medida de segmentos, a unidade pode ser centimetros, metros, pés,
jardas, etc.

2. Responder a pergunta: Quantas vezes? A resposta consiste em achar
um numero que exprime o resultado da comparacdo com a unidade.
Chamamos este numero de: “A medida da grandeza em relacdo a essa

unidade”.

Ao medir um segmento AB, temos um outro segmento CD, que

representa a unidade de medida escolhida, digamos u.
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As vezes, CD cabe um nmero inteiro de vezes no segmento AB, neste
caso, dizemos que a medida AB =nu, sendo num ndmero inteiro e positivo.

Mas, frequentemente, CD n&o cabe um numero inteiro de vezes no
segmento AB.

Nestes casos, procuramos uma unidade de medida menor, subdividindo
CD em segmentos iguais e menores. O processo de subdivisdo termina ao
encontrarmos um segmento menor cuja medida € v e que cabe um nimero
inteiro de vezes em AB e em CD.

Escolhemos v como unidade de medida e temos as seguintes

igualdades:
1. AB=myv
— . o " — m
2. CD =u=nvonde m, n sdo numeros inteiros positivos. Logo AB = —.u
n
, m | ~ . . .
O nUumero F uma razéo entre as medidas dos dois segmentos, € um

numero racional.

Dois quaisquer segmentos AB e CD que tenham esta relagdo sao ditos
comensuraveis, isto é, existe uma mesma unidade de medida que aplicada a
ambos resulta em nudmeros inteiros. De outro modo, um segmento-padréo,

chamado segmento unitario, cuja medida € v, que cabe um numero exato de
vezesem AB eem CD.

Dizemos que AB = m.u e CD= n.u, onde m e n sdo numeros inteiros
i ~ , L , m
positivos e que a razado entre estas medidas € o numero racional, o

Por muito tempo se pensou que dois segmentos quaisquer eram sempre
comensuraveis. A ilusdo da comensurabilidade durou até o quarto século antes de
Cristo. Naquela época, em Crotona, sul da Itélia, havia uma seita filosofico-
religiosa, liderada por Pitagoras. Um dos pontos fundamentais de sua doutrina
era o lema "Os numeros governam o mundo", sendo que, para eles, niUmeros
eram numeros naturais sobre 0s quais se podia estabelecer relacdes, tomar
razdes e, consequentemente, formar as fragoes.

Estudando geometria, Pitagoras conseguiu demonstrar que, para

qualquer triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
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quadrados dos dois catetos. A partir deste resultado, surgiu um ndmero que

corresponde a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo, is6sceles, com

catetos unitarios, ou seja, a medida da diagonal do quadrado de lado: /2 .

Na época, a crenca na comensurabilidade de qualquer par de segmentos,

fez pensar que o lado AB e a diagonal CDde um quadrado qualquer também
seriam segmentos comensuraveis, e portanto, dado um segmento de reta como
unidade de medida, qualquer outro segmento de reta conteria este primeiro um
numero racional de vezes. Ou seja, considerando o primeiro segmento como
tendo medida 1lu.c., o segundo segmento teria o comprimento de um multiplo
racional do primeiro. Desse modo, a medida de qualquer segmento seria um
numero racional.

Porém, buscando a razdo entre estes segmentos, um dos proprios
discipulos de Pitdgoras, observou que eles ndo sdo comensuraveis. Este foi um
momento de ruptura, de crise entre os estudiosos da época. Aparecia pela
primeira vez na histéria da Matematica, a possibilidade da existéncia de
segmentos incomensuraveis e, consequentemente, segmentos cuja razao entre
as medidas ndo resulta em ndmeros racionais, abrindo-se também a
possibilidade da existéncia de nameros irracionais.

A existéncia de segmentos incomensuraveis implica na insuficiéncia dos
sistemas numeéricos conhecidos — nimeros naturais e racionais - para efetuar
medidas dos objetos geométricos mais simples, como o quadrado e o circulo.

A solucdo que se impbs, na época, e que levou séculos para ser
adotada, era a de ampliar o conceito de numero, introduzindo os
chamados numeros irracionais, de tal modo que, fixando uma unidade de
comprimento arbitraria, qualquer segmento de reta pudesse ter uma medida
numérica.

z

Quando o segmento considerado é comensurdvel com o segmento
unitario correspondente a unidade escolhida, sua medida €é um
ndmero racional (inteiro ou fracionério). Os ndmeros irracionais representam
medidas de segmentos que sdo incomensurdveis com a unidade. NUmero
irracional, portanto, € um nimero obtido das medidas de segmentos e que ndo

pode ser expresso como uma razao entre dois numeros inteiros.
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Demonstra-se que a diagonal e o lado do quadrado sdo segmentos
incomensuraveis e também que o namero 2 obtido pela razdo entre suas
medidas néo é racional.

Consequéncia da crise da comensurabilidade: define-se o conjunto dos
nimeros reais, reunindo o maior sistema numérico conhecido — nUmeros

racionais — aos novos nUmeros irracionais.
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CAPITULO IV

4.1. CENARIO DA PESQUISA

Neste capitulo vamos apresentar como se desenvolveu o levantamento
de dados da pesquisa efetuado por meio da aplicagdo de um pré-teste que
também teve como objetivo avaliar diagnosticamente as turmas; descrevemos
a aplicacdo da abordagem didética em sala de aula e o os resultados obtidos
com a observagdo participante utilizada para verificar como os alunos se
manifestaram diante das atividades propostas e da forma como foram

apresentadas.

4.2. APLICACAO DO PRE-TESTE

A aplicagdo do pré-teste foi realizada numa Instituicdo de Ensino
Estadual que funciona os trés turnos: manha: Ensino Fundamental (6° ao 9°
ano) e Ensino Médio (1° ao 3° ano); tarde: Ensino Fundamental (6° ao 9° ano) e
Ensino Médio (1° ao 3° ano) e noite: Ensino Médio (1° ao 3° ano) na
modalidade Educacédo de Jovens e Adultos - EJA. Essa Escola esta localizada
na cidade de S&o Mamede — Paraiba. Os questionarios foram aplicados em
turmas que estdo em fase de conclusdo da Escola Basica (3° ano do Ensino
Médio).

Com os objetivos de testar as hipoteses sobre as deficiéncias de
aprendizagem de nameros reais e de obter uma radiografia dos conhecimentos
dos alunos do 3° Ano do Ensino Médio sobre este conteldo, aplicamos um pré-
teste. Nesta direcdo, consideramos os objetivos didaticos a serem alcangados
com o ensino dos numeros reais para os niveis Fundamental e Médio
constantes nos Paradmetros Curriculares Nacionais de Matematica de 52 a 82
Séries (BRASIL. 1998) e do Ensino Médio (BRASIL, 2000) Foi aplicado a 32

alunos do 3° ano do Ensino Médio, sendo 20 alunos da turma A (turno Manh@)
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e, 12 alunos da turma B (turno tarde) com os quais fizemos também a
aplicacédo da abordagem didatica.

Apos selecionar os participantes conversei com os alunos de uma das
turmas da 32 série do Ensino Médio em que lecionava, no término de uma das
aulas. Informei que esse trabalho fazia parte da minha pesquisa de mestrado, e
que seria realizado em horario contrario as aulas, na sala de informatica.
Também disse que a participacdo nesse trabalho era voluntaria e néo
implicaria em nenhum beneficio direto, como notas ou pontos positivos.
Informei também que a participacdo dependeria da autorizagdo dos pais e da
disponibilidade de horérios. Alguns alunos demonstraram interesse em
participar, entdo combinamos de marcar 0s encontros. Sendo assim, 0s
critérios iniciais para selecionar os participantes foram apenas que 0s mesmos
se comprometessem em participar de todo o projeto e que tivessem
disponibilidade de horarios compativeis com o pesquisador/professor.

A seguir, apresentamos o0 pré-teste (incluindo abaixo de cada
questdo, os objetivos da mesma, para que estes fiquem claros ao leitor deste
trabalho). Este questionario foi desenvolvido e testado por BOFF (2006) em
sua dissertacdo de mestrado quando investigava as dificuldades dos alunos no

Ensino Bésico sobre os nimeros reais e consiste das seguintes questdes:

1. Escreva a representacdo decimal dos seguintes niumeros:

15
20
70
33
4
C J—
) 7

a)

b)

Objetivo: Detectar se o aluno sabe que deve encontrar expanséo finita ou
infinita periddica, expressando isto com clareza: chegando até o periodo zero
em (a), chegando até o periodo 12 em (b) e chegando até o periodo 571428
em (c), que sO aparece na sexta casa decimal.

2. Escreva os seguintes numeros sob a forma de fracao:
a) 2,75
b) 1,111...
c) 0,5252...
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Objetivo: Detectar se o aluno sabe transformar: no item (a) ndo temos dizima
periddica, mas nos outros dois sim, no item (b) existe, inclusive, uma parte
inteira.

3. Quais dos seguintes nimeros podemos garantir que sdo racionais?

2
a J—
) 3

b) 0,1234567891011121314151617181920...
c) 0,32

d =

e) 0,0101010101...

f) 0,0101001000100001...

g) 0,01001

Objetivo: Até aqui, detectar se o aluno sabe que racional tem expansao infinita
periddica.

h)‘/§

Objetivo: Detectar se o aluno tem a informacdo ou consegue intuir ou até
calcular e concluir que é irracional.

) 1++/3
.3
)i 7

Objetivo dos dois ultimos itens: Detectar se o aluno sabe concluir sobre
operagdes envolvendo irracionais.

4. Que raciocinio vocé usou para responder os itens da questdo 3 ?
Objetivo: Detectar se o aluno tem algum conhecimento ou se tudo foi chute.
5. Usando uma calculadora que pode apresentar no maximo 21 caracteres
em seu visor e efetuando as operagdes abaixo, obtivemos os seguintes

resultados.

a) % =0,3333333333333333333

b) % =0,94117664705882352941
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c) /6 =2,4494897427831780981

Observando os resultados obtidos, podemos concluir que todos estes nimeros
sdo racionais? Podemos concluir que todos estes numeros sdo irracionais?
Justifique.

Objetivo: Detectar se o aluno tem a nocéo das deficiéncias de uma calculadora
e da impoténcia da mesma em decidir por nds, na grande maioria dos casos,
se um numero é ou ndo irracional.

6. Localize aproximadamente na reta numerada abaixo os numeros 1++/6

e 26.

ml.

3 4 5

Objetivo: Detectar se o aluno sabe operar com irracionais (o valor de /6 ja foi
talvez calculado em questéao anterior)

7. Podemos garantir que a diagonal de um retangulo que tem para medidas
do seu comprimento e largura nimeros inteiros € sempre um namero
inteiro? E sempre um namero racional? (Estamos aqui considerando
sempre a mesma unidade de medida)

Objetivo: Detectar se o aluno tem ideia de que raiz quadrada de inteiros que
ndo sdo quadrados perfeitos sdo numeros irracionais. Espera-se aqui que ele
nao tenha dificuldades de aplicar o Teorema de Pitdgoras.

8. Vocé conhece outros numeros que ndo sejam nem racionais nem
irracionais? Em caso afirmativo apresente um (ou alguns) exemplo(s).

Objetivo: Verificar se o aluno conhece nimeros complexos e sabe, entre eles,
identificar que os imaginarios ndo séo reais.
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4.2.1. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS DOS QUESTIONARIOS
APLICADOS EM TURMAS DE 3° ANO DO ENSINO MEDIO.

Desempenho 32 dos alunos de uma escola publica

NUmero | Numero de alunos

Questéo | Item de gue néo
acertos responderam

.| B 3

32 32

9 5

01 b 2 2

) 7

32 32

.| 2 12

32 32

4 10

b - .

02 32 32

] 16

32 32

QUADRO 02: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

e Na questédo 01 os erros mais frequentes foram nas representagdes decimais de
fracBes proprias, pois 0s mesmos apresentaram em suas respostas grandes

dificuldades em efetuar a diviséo na qual o dividendo é menor que o divisor.

e Apenas 9,38%, ou seja, 3—32 dos alunos acertaram toda a questdo 01. Erram ou

deixaram de responder 37,5%, isto &, é—z toda a questéo 01.

e Na questdo 2, ndo souberam recuperar a fracdo geratriz da dizima e os que

tentaram fazé-la, em alguns questionarios, repetiram a regra usada para um
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namero cuja representacdo decimal é finita. Nesta questdo, 50% dos alunos

erram ou deixaram de responder toda essa questéo.

e Apenas 3,13 %, ou seja, 3—12 dos alunos acertaram toda a questéo 02.

e Somente 1 aluno conseguiu responder corretamente as duas primeiras questoes

NUmero | NUumero de alunos
Questéo | Item de gue néo
acertos responderam

| =B 3
32 32

19 3

b 32 32
D 3
32 32

15 5

d 32 32
N 5
32 32

03 f B B
32 32

19 8

g 32 32
15 8

n 32 32
B 8
32 32

B ET) 8
J 32 32

QUADRO 03: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

e Nenhum aluno acertou corretamente toda a questdo 3. A maioria dos alunos

cometeu erros do tipo:
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Assinalou todos.

AN NI N N N

Assinalou so fracao.

S6 ndo assinalou 7.

Assinalou s6 0os numeros com expanséo decimal finita.

Assinalou somente as dizimas periodicas.

Assinalou somente os nimeros decimais.

Assinalou s6 0os numeros que tinha raiz.

Nao foi sempre o mesmo grupo de alunos que garantiu os acertos nas questoes.

O item 3a foi o que apresentou o maior niumero de acertos chegando a

78,13%,enquanto os itens 3e e 3f apresentaram menor numero de acertos

totalizando 28% em cada questao.

NUmero de alunos

relevantes)

Numero
Questéo que nao
de acertos
responderam
04 e 05
5 18
(anotacdes — —
32 32

QUADRO 04: Dados da pesquisa

FONTE: Produzido pelo autor

As questbes 04 e 05 foram agrupadas pelo fato de, neste nivel, néo

apresentarem diferenga. Isto possivelmente mostra que os alunos:

v N&o reconheceram a diferenga entre as duas questoes;

v N&o atingiram o objetivo proposto para a questédo 5 a respeito da calculadora.

v' Possuem uma ideia muito vaga sobre os numeros reais e suas formas de

representacao.

Comentarios:

Na questdo 04, as respostas mais comuns, foram:

v Racionais sao finitos e infinitos periédicos;

v' Fazendo as contas;
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AN N NN N Y N NN

Irracionais sao dizimas;

Irracional ndo existe raiz;

infinita ndo periddica;

< X

Racionais séo os que tém fim,
Racionais sdo os nimeros decimais;

Os nimeros decimais sao racionais;

Os nimeros decimais sao racionais;

Nao sei 0 que é racional nem irracional;

Irracionais s@o decimais infinitos e que ndo tem periodo;

Racional sdo os nimeros naturais, inteiros e as fragdes;

Racional tem expanséo decimal finita e infinita periddica;

Racional tem representacdo decimal finita e infinita periodica e irracional

v' Irracional sdo os mais dificeis de representar na reta e os racionais sao 0s

mais faceis de representar na reta.

e 56,25% dos alunos nao tiveram muito interesse em responder as questdes 04 e

05.

e Na questédo 05 os alunos néo perceberam a deficiéncia das calculadoras.

NUmero de alunos

Numero
Questéao Item que nao
de acertos
responderam
4 20
06 — —
1+/6 32 32
(anotagbes

| 2\/6 2 =
relevantes) 32 32

QUADRO 05: Dados da pesquisa

FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

e Apenas 12,50% dos alunos acertaram a questéo 06.

e O mesmo grupo de alunos acertou os dois itens da questéo 06.
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Usaram como procedimento para localizar esses numeros na reta a
representacdo decimal de J6 que tinha em uma questao anterior e calcularam
aproximadamente os valores de 1+\/6 e 2\/6.

Nao tiveram muito interesse em respondé-la, pois 62,50% deixaram de

responder o item 6a e aproximadamente 72% n&o responderam o item 6b.

Apenas 2 alunos responderam a questdo 07 e aproximadamente 94% dos

alunos nédo tiveram interesse em tentar respondé-la.

Comentarios:

O aluno n° 01 afirmou que pode ser racional ou irracional, em seguida
apresentou dois exemplos, em ambos utilizou um retangulo. No primeiro
exemplo, o retangulo tem dimensdes 6 e 3 (ndo especificou a unidade de

comprimento) e usou o teorema de Pitagoras para concluir que a diagonal é
d =+/45 (irracional). No segundo exemplo o retangulo tem dimensdes 6 e 8 (n&o

especificou a unidade de comprimento) e novamente usou Pitagoras para

afirmar que a diagonal d =10 (racional). Ver resposta detalhada no Apéndice.
O aluno 03 afirmou que pode ser irracional e, em seguida apresentou um
exemplo de um retdngulo de dimensdes 1 e 2 no qual a diagonal mede d =5

comprovando o fato de que um retangulo cujas dimensfes s&o inteiras sua

diagonal pode ser um numero irracional. Ver resposta detalhada no Apéndice.

Apenas 3 alunos responderam a questdo 08 e aproximadamente 90,6% dos

alunos nédo tiveram interesse em tentar respondé-la.

Comentarios:

O aluno n° 01 deu como resposta: +—25 e 0s nimeros que ndo sao reais.

O aluno n° 03 deu como resposta: V-4, ~-10 e outros.
O aluno n° 15 afirmou: os niumeros complexos. Em seguida apresentou como

exemplo de nimeros que ndo s&o reais 0s nimeros: 1+i e /6.
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e Observa-se ainda, que o0 mesmo grupo de alunos que responderam a questao

06, responderam a questéo 07. Ver resposta detalhada no Apéndice.

4.2.2. RESULTADOS DA AVALIACAO DIAGNOSTICA

Analisando os questionarios em geral, comprova-se o problema exposto na
introducdo: a dificuldade dos alunos frente a compreenséo e emprego do ndmero real.

Poucos alunos sabem representar na forma decimal um nimero racional nem
mesmo selecionar dentre uma lista de ndmeros quais séo racionais e quais ndo séo
racionais.

Comprovamos isto na tabulacdo dos resultados dos questionarios aplicados:
apenas 9,38 % dos alunos da escola publica que cursavam a 32 série do Ensino Médio,
souberam fazer a representagdo decimal de um nimero racional. Na questdo 02 para
recuperar a fracdo geratriz da dizima, apenas um aluno, isto é 3,13% dos alunos,
conseguiram recuperar a fragdo geratriz nos trés itens propostos para essa questéo. A
questdo 3, classificar corretamente todos os nimeros apresentados em racionais ou
irracionais, nenhum aluno conseguiu acertar todos os itens da questdo 03,
comprovando-se a falta de habilidade desses alunos em identificar e classificar
corretamente um namero racional ou irracional. Esse mesmo problema foi constatado
nas questbes 04 e 05 que se baseiam nos critérios utilizados pelos alunos para
classificar e identificar os numeros racionais e irracionais. Na questdo 06, apenas

12,50% dos alunos conseguiram localizar corretamente na reta real os nimeros
irracionais 1++/6 e 24/6. Esses alunos utilizaram como procedimento a representagao

decimal desses irracionais por meio de aproximagao dos racionais.

4.3. A APLICACAO DA ABORDAGEM DIDATICA

Apresentaremos agora o plano de aula detalhado seguido na aplicagdo da

proposta para a construgdo dos numeros reais no Ensino Médio, onde podera ser
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observada a sequéncia didatica da aplicagdo da nossa proposta pedagogica para a
construgdo dos numeros reais no Ensino Médio. Foi necessario 25 aulas de 50
minutos, em uma turma da 32 série do Ensino Médio de uma Escola Publica Estadual

de Sdo Mamede, Paraiba.

Aula 01: 24 de agosto de 2010
(2 periodos)

Unidade Didéatica 1.0: A apresentacdo, o contrato didatico do curso e aplicagéo

do pré-teste.

Apresentacdo e estabelecimento do contrato didatico — apresentagdo do
professor, de cada aluno e da proposta de trabalho e os objetivos do curso. Apos ouvir
0 que os alunos esperam do curso foi discutido com os alunos:

a) a metodologia aplicada em sala de aula, (estudo em grupos de trés alunos), bem
como 0 que se espera de cada aluno e um cronograma de atividades;

b) as obrigacgOes e os direitos de cada um dos envolvidos;

c) o sistema de avaliagdo por meio de pré-teste, de um pds-teste, de uma
avaliagdo continua com base na participagdo dos alunos e na realizagcdo de
atividades.

d) o esquema de distribuicdo do médulo de ensino, a necessidade de leitura do
aluno e o processo de trabalhar questdes problemas em sala de aula.

e) Em seguida foi aplicado um pré-teste.

Aula 02: 26 de agosto de 2010
(2 periodos)

Unidade Didética 1.1 — Os conjuntos numéricos e o processo de contagem.

e Conteudos de fatos e conceitos:

Revisdo sobre senso numérico (concepcao intuitiva de numero) e das demandas

histéricas que motivaram a cria¢cdo do conjunto dos numeros naturais. Contagem.
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e Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:

1. conhecer e compreender a origem dos ndmeros e relacionar sua invencao com
as necessidades da civilizagdo humana, bem como que os algarismos sao
simbolos criados pelo homem para representar quantidades;
reconhecer o senso numérico em situacdes cotidianas;

compreender e dar exemplos das diferentes formas de contagem.
e Orientac6es Didaticas

1. Dividir a turma em grupo de trés.

2. Sondar para ver o que os alunos pensam sobre senso numérico. E importante
insistir, desde ja, que o senso numérico é uma capacidade independente da
de efetuar contagem. Quando olhamos para uma mesa e dizemos que sobre a
mesma existem trés livros, podemos fazer isso sem contar um, dois e trés. Além
disso, também é importante enfatizar que o senso numérico € atributo inato de
muitos animais, enquanto que apenas no homem o cérebro atingiu uma
complexidade suficiente para |he permitir aprender a contar. Também temos
bastante evidéncia experimental para achar que apenas humanos séo capazes
de fazer multiplicagdes e divisdes.

3. Efetuar questionamentos do tipo:

3.1 Podemos observar se houve mudangas na quantidade de elementos de uma
colecdo sem efetuar a sua contagem?

3.20 que € senso humérico?

3.3 Vocé pode citar algum exemplo do dia a dia que envolva senso numerico.

3.4 0 que é contar?

3.5 Por que surgiu a necessidade de contar?
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Habilidades e Competéncias

Compreender que senso numeérico € a capacidade de reconhecer, comparar,
somar e subtrair elementos de uma colegdo com uma quantidade pequena de
elementos.

Reconhecer que contar € um processo mental associado a niUmero e que é um
atributo exclusivo do ser humano.

Observar, comparar e classificar a estrutura da ideia de namero e a formacao do
conceito de medida por meio de registros de contagem, evidenciando assim, a

importancia da Matematica em varios momentos de nossa vida.
Avaliacao

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relacdo aos

gue precisa aprender.

Observacdes do professor

. A principio alguns alunos mostraram-se inibidos e outros mais ansiosos com o
inicio do desenvolvimento da proposta.

. Apbs lancar as questdes descritas nas orientacbes didaticas, os alunos
comecgaram a participar e interagindo entre eles. Muitos alunos fizeram questéo
de contar experiéncias na qual utilizavam o senso numérico e que até entédo
muitos afirmaram que ndo sabiam da uma definicdo para senso numérico.

No final da aula, dois alunos um de cada grupo formado, voluntariamente
afirmaram, que estavam gostando do contetido que estava sendo estudado, pois
era uma oportunidade de rever um contetdo que antes n&o tinha importancia
para eles e agora estavam descobrindo a importancia desse contetido no dia a
dia.
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Aula 03: 31 de agosto de 2010
(3 periodos)

Continuagédo da Unidade Didatica 1.1 — Os conjuntos numéricos e o processo de

contagem.

Contelidos de fatos e conceitos

Representacdo de numeros — a base 10 e o valor posicional. Contagem e 0 conjunto

dos naturais. Sistema de numeragao: historia e desenvolvimento. A representagdo dos

nameros naturais na forma polinomial.

Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:

1.

realizar a contagem dos elementos de um grupo e representé-la simbolicamente
(de0a9);

reconhecer que para compreender a estrutura de qualquer sistema de
numeracado é conveniente comecar revendo o sistema decimal que é usado,
normalmente, em todas as atividades humanas;

compreender que o Sistema de Numeragao Decimal (SND); ou sistema de base
10 utiliza os 10 algarismos que sdo: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 e 9.

reconhecer as caracteristicas do sistema de numeracédo decimal como base e
valor posicional,

formular hipéteses sobre a escrita numérica pela identificacdo da posicao
ocupada pelos algarismos;

escrever um numero na forma polinomial e vice versa.

Orientacdes didaticas

Lancar a questdo: Como representamos as contagens de cole¢gdes com uma

grande quantidade de elementos?
97



Os primeiros instrumentos de contagem

Lancar a questdo: Sera possivel representar um nimero natural como um
polindbmio?

Reconhecer as caracteristicas do sistema de numeracdo decimal como base e
valor posicional;

Resolucgéo de lista de exercicios em grupo de trés alunos.

Habilidades e Competéncias

Reconhecer que um numero decimal é formado por uma combinacdo de
algarismos e para determinar a quantidade representada por um numero
decimal é necessario multiplicar cada um dos algarismos por uma poténcia de
10 de acordo com a posi¢do que o algarismo ocupa dentro do niumero e somar
0s resultados.

Constatar e reconhecer a importancia do sistema de numeragéo decimal tanto
para contar como para efetuar operagoes.

Reconhecer e constatar por meio de exercicios realizados em sala que saber
escrever um nimero na forma polinomial, facilitara a realizacdo e compreenséo

de muitas demonstra¢des envolvendo conjuntos numéricos.

Avaliacao

Resolucao de lista de exercicios.

Segue algumas respostas da lista de atividades usada para avaliar esse

momento. Lembrando que toda a proposta foi desenvolvida utilizado o estudo

em grupo de trés alunos.
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1. Escrever um natural na forma de um polindmio:

n - 2
a, @, ,..aaaa=a.10"+a,_.10"" +..+a,.10° +4,10+aq,

a) 7341 *iOOO*rﬁOOf‘f o +1
Y1024+ 310241 0 +L
b) 20065 340000 + 0. XCOO +OAQ0F6-\O +5

IO 040> OARL-E A0 45 o
c} 103002 i%OUOOO:-p m’&%éﬁmm +0.100r 0.0+

d) 143%95 Lk{ AQQ*5K\ + 0. 04O lC—bL
u@uw‘gog 41900+ 3.100r0AC

o) 7°”fkuv {C l Toro'+a.

N 15\1\};5 A0'%
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FIGURA 10: Resolucéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa

3. Mostre que se ab € um numero natural com dois algansmos entao ab — ba ¢ um multiplo de 9.
4 =f0als- (104 7
(Sugestao: ab 10a +b). " VR
j/ i, ) P A | ?—{. —~4' o ‘/

o =/ V. 7) ''n ar
S =fe 20 O o o g0
[/ /

FIGURA 11: Resolucéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa

4. Estenda o resultado para um niimero com 3 algarismos: abc.

(ahe: Q. L00 6. 20 tC _, (phe:2ovo 1104 4
. -5 |
V-Q-‘"i sloefoo 2.6 Zp 2 O o/ CHhon. - t o L LOL 4D
A/ ﬂ"/" _f 204 ¢ ~(Loc 140 a
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"33 -cl-
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FIGURA 12: Resolucéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa
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5. Considere dois nimeros naturais ab e ¢d em que a, b, ¢ e d s#o seus algarismos. Demonstre que,

se ab.cd = ba.dc, entdo a.c=b.d

ab. cd = Jo. . de

EVi’?"ldig
e =a.lo ¢ ds + als= oot , . " :
L + 10T+ Jod = 100 kd 4 Jokt
B0 16w Tgps, i Bl St . 400&& _}p&ig« LQKQ 1Ok + | 4
@G,:‘,lg‘lc..y O = N —LC’GCLL g U o :J"()O«k'd/"' l?d-« d“{
o oo AOLs + = 4
AC=clotot e ® Yes joq 4 0 Coe = ag bd ac

doge & t Qcc - 99.0ed. -
ab. cd = Jatde =4 =9 L.w C’"Q" ‘J""
et b). (Boc+d )=(0ks+ ). (JOd 4 o)

FIGURA 13: Resolugéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa

7. Sejam N um namero natural de dois algarismos néo-nulos ¢ M o niimero obtido invertendo-se a

ordem dos algarismos de N. Sabe-se que N - M = 45. Entdo, quantos s30 0s possiveis valores de

N ? e ads = 0+ Jo
XF 4 Mz la= A0k 4 o

b) S V-1 = 465
06 1oatb-llchk+a)rqh

= 4l o '{C\:\IL =64

d) 7 0c 4 ks -0 k-a - AR B,enblaste Jo= &. foo 0= 9 a
I . g T - 1= . o
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FIGURA 14: Resolugéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa

e Observacgdes do professor

1. Essa parte da nossa proposta a principio foi planejada para duas aulas e, so foi
possivel em trés aulas. O professor da terceira aula gentilmente nos cedeu o seu
tempo com a finalidade de néo prejudicar o andamento da nossa proposta.

2. Desde o inicio da aplicacdo da proposta, este dia foi 0 mais especial. Fiquei
orgulhoso, como professor de matematica, em constatar a satisfacdo e a
motivagdo dos alunos nas demonstracdes da lista de atividades realizadas
durante a aula.

3. Apesar de ter sido utilizado quatro aulas, os alunos ndo demonstraram cansago

e mantiveram-se sempre motivados durante todas as aulas.
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4. Um aluno a relatou “que ndo imaginava a importancia da forma polinomial de um
numero em auxiliar a demonstracdo de questbes envolvendo o sistema de
numeracao decimal’”.

5. Relato de um aluno b durante a aula “se ndo souber passar um ndmero para a
forma polinomial ndo da para saber resolver as questdes”.

6. O aluno c relatou “fica dificil entender matematica se o professor ndo mostrar de
onde vém as coisas”. O aluno se referia a utilizacdo da forma polinomial para
auxiliar as demonstragoes.

7. Alguns alunos chegaram a pedir para resolver alguma questao no quadro e pedi
gue eles ajudassem os colegas dos grupos vizinhos.

8. No decorrer das aulas alguns alunos tiravam as duavidas dos colegas do grupo e
a aprendizagem passou a fluir de forma colaborativa.

9. No final da quarta aula, apos todos entregarem a lista de atividades respondida,
permiti que os alunos fizessem trés questdes da lista no quadro e quase todos
tiveram interesse em apresentar suas respostas, entdo fiz um sorteio e trés
alunos apresentaram suas respostas no quadro e dois deles ainda explicaram

todo o procedimento.

FIGURA 15: Resolucéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa
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Aula 04: 02 de setembro de 2010
(3 Periodos)

Continuacdo da Unidade Didatica 1.1 — Os conjuntos numéricos e 0 processo de

contagem.

Contelidos de fatos e conceitos:

A construgdo dos numeros naturais. A representacdo dos naturais na reta. A

representacdo das operagcdes com nUumeros naturais na reta. A ordem entre o0s

naturais.

Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:

1.

reconhecer que por meio da necessidade de desenvolver procedimentos e

instrumentos de contagem chegamos ao conjunto dos numeros naturais:
N={1,234,.};

compreender que 0s numeros naturais podem ser construidos a partir do 0
(zero), de uma unidade e da operag¢éo de tomar 0 sucessor;

identificar, comparar e representar corretamente 0s numeros naturais na reta
numérica,;

construir e compreender o significado das operagbes de adigdo, subtracdo,

multiplicacéo e divisdo de niumeros naturais na reta numérica;
Orientac6es Didaticas

No inicio da aula agradeci a todos os alunos pela colaboracdo e importancia que
todos estdo dando a nossa proposta de construgdo dos nimeros reais.

Dividi a turma em grupos de trés e distribui com cada aluno uma régua e um
compasso. Quando comecei a distribui 0os objetos eles me comunicaram que
nao sabiam usar 0 compasso corretamente, entdo antes de iniciar as atividades

mostrei aos alunos a importancia e como utilizar o compasso.
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Com relag&o aos grupos formados, a cada encontro cada grupo era refeito com
pelo menos um dos membros diferentes com a finalidade de socializar mais o
conhecimento.

Revisar com os alunos a forma correta de usar o compasso e a régua.
Esclarecer aos alunos que a partir de agora iremos construir geometricamente
na reta dos naturais as quatro operagdes (adigdo, subtracdo, multiplicagdo e
divisdo) e que eles deixem um pouco de lado o processo algébrico para que
possam entender corretamente essa construgao.

Construir a reta numérica, utilizando régua e compasso e, associar a cada
namero natural um ponto na reta utilizando a ideia de sucessor de um nimero.
Utilizar a ideia de sucessor para efetuar a adicdo de dois ou mais nimeros na
reta dos naturais, compreendendo o significado geométrico desta operagao.
Mostrar que o significado geométrico da expressdo m + n na reta dos naturais é
partir do nimero m e caminhar n unidades para direita.

Mostrar que a operagdo da multiplicagéo na reta dos naturais consiste em somar

parcelas iguais.

10.Empregar a operagao da subtragédo na reta dos naturais como sendo 0 processo

inverso para adigdo e que o significado geométrico da expressdo m — n, com m
> n, € 0 mesmo que partindo de m o aluno devera caminhar n unidades para

esquerda.

11.Utilizar os conhecimentos ja adquiridos pelos alunos nas operagdes de adigéo,

1.

multiplicagé@o e subtragcdo e mostrar geometricamente na reta dos naturais como

se processa a operacgéo da divisdo (exata e ndo exata).

Habilidades e Competéncias

Que o aluno compreenda o significado geométrico das operacfes com naturais e
gue possam utilizar esse conhecimento, mais adiante, para facilitar essas
mesmas operagdes na reta dos inteiros.

Desenvolver habito no aluno de comparar os nimeros utilizando a reta numérica
e desta forma ele possa compreender corretamente a relagdo de ordem

existente entre 0s conjuntos nuMEricos.
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. Associar que com 0s numeros naturais medimos quantidades discretas, isto &,
aguelas em que podemos contar objetos um a um.

Reconhecer que o0s numeros naturais sdo representados por simbolos -
designados por algarismos ou digitos - e que constituem uma sequéncia
ordenada onde cada elemento € mais um do que o anterior e menos um que o
seguinte.

. A partir deste encontro os alunos deverdo concluir que os numeros naturais
surgiram da necessidade de se representar quantidades inteiras e relaciona-los

em ordem crescente.

Avaliacao

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relagdo aos
gue precisam aprender.
Resolugcdo de lista de atividades na qual o aluno utilizara a construgéo

geométrica das operagfes estudadas.

Observacdes do professor

Os alunos mostraram-se motivados do inicio ao fim do encontro com a ideia de
efetuar operagdes com 0s naturais na reta.

Durante esse encontro foi observado também o espirito de colaboracdao que
essa proposta didatica estava trazendo a turma.

No final da aula, observei uma aprendizagem significativa e colaborativa dos
alunos e todas as expectativas foram atingidas.

Essa parte da proposta estava programada para apenas dois periodos porém

foram necessarios trés.
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Aula 05: 03 de setembro de 2010
(3 Periodos)

Unidade Didética 1.3 — Os numeros inteiros e 0s processos naturais e sociais.

e Conteudos de fatos e conceitos:

A necessidade do conjunto dos inteiros e sua representagcédo na reta. Operacdes nos

nameros inteiros e representacdo na reta. A ordem entre 0os nimeros inteiros.

e Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:

1. admitir a deficiéncia dos naturais e a necessidade de construir um conjunto mais
abrangente — O conjunto dos nimeros inteiros.

2. reconhecer que 0s numeros inteiros sdo uma extensdo dos nameros naturais
que incluem os numeros inteiros negativos.
construir a reta numérica inteira utilizando régua e compasso.

4. identificar nimeros opostos ou simétricos na reta como aqueles nameros que
estdo & mesma distancia da origem na reta.

5. utilizar os conhecimentos adquiridos com os nimeros naturais e expandir para
calcular geometricamente a adigéo, a subtracdo, a multiplicagéo e a divisédo de
nameros inteiros.

6. expandir a relagdo de ordem dos naturais para 0s numeros inteiros.

e Orientac6es Didaticas

1. Dividir a turma em grupos de trés.

2. Construir com a turma a reta numeérica inteira e nela identificar nimeros opostos.
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Mostrar o significado geométrico das quatro opera¢cdes com ndmeros inteiros na
reta numeérica, levando em consideracdo os conhecimentos acumulados pelos
alunos para as mesmas opera¢des com numeros naturais na reta.

Solicitar aos grupos, alunos voluntarios para resolver no quadro alguns

exemplos que possam ilustrar as opera¢des com ndmeros inteiros na reta.

Habilidades e Competéncias:

Compreender o significado de nUmero negativo e sua representagéo.

Comparar dois nimeros inteiros utilizando corretamente os simbolos: >, <, =.
Ordenar corretamente uma sequéncia de numeros inteiros.

Compreender médulo ou valor absoluto de um namero inteiro relativo como a
disténcia do referido numero até o zero.

Resolver corretamente as operacdes com numeros inteiros na reta numerica.

Avaliacao

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relagdo aos
gue precisa aprender.
Resolugcdo de lista de atividades na qual o aluno utilizara a construgéo

geométrica das operagfes estudadas.

Observacdes do professor

Os alunos corresponderam muito bem as minhas expectativas; identificam os
inteiros como um instrumento para contar e medir.

Os alunos mostraram-se motivados do inicio ao fim do encontro com a ideia de
ampliar os conhecimentos adquiridos nas operagfes com nameros naturais na
reta para opera¢des com 0s inteiros na reta.

Os alunos corresponderam muito bem as minhas expectativas; identificando os

inteiros como um instrumento para contar.
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4. Muitos alunos se dispuseram a fazer a representacdo das operagOes estudadas
com os inteiros na reta no quadro.

5. Mais uma vez foi observada a aprendizagem colaborativa entre os membros dos
grupos.

6. Os alunos descobrem o prazer pela aprendizagem em matematica.

7. Relato de alguns alunos na aula nos chamou atencéo:

v “se o professor construisse os contelldos com a turma, matematica nao

era muito dificil”;

v' “é importante saber essa construcdo porque estudei niUmeros inteiros na

sexta série de forma muito complicada e fui para a prova final”;

v' “muitas vezes eu errava quando ia somar nlimeros inteiros porque eu
fazia relacdo de sinal e dessa forma n&o precisa se preocupar com
relacéo de sinal”;

“dava para aprender matematica mais se todas as aulas fossem assim”;
“0s assuntos sdo mais demorados mais é bom aprender assim”;

“essa maneira de ensinar com régua é melhor do que fazendo as contas”;

D N N NN

“estou aprendendo mais assim porque nd&o nunca fui bom em
matematica”;

v “essa forma de ensinar complica menos e eu estou aprendendo assim”.
8. Todas as expectativas foram atingidas durante esse encontro.
9. Essa parte da proposta foi programada e realizada em trés aulas ou periodos.
10.Nas fotos abaixo se constata alunos resolvendo questdes no quadro e na lista de

exercicios.

FIGURA 16: Resolucéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa
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FIGURA 17: Resolucgéo da lista de atividades
FONTE: Dados da pesquisa

Aula 06: 08 de setembro de 2010
(4 Periodos)
Unidade Didéatica 1.4 - O conjunto dos numeros racionais e o processo de
medicao.

e Conteudos de fatos e conceitos:

A necessidade de criacdo dos diferentes conjuntos de numéricos. Conjunto dos
racionais e as medi¢cdes. Significados assumidos pela fracdo. A passagem da forma
fracionaria para a representacdo decimal. A representagdo polinomial de um namero

racional.

e Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:
1. admitir a deficiéncia dos inteiros e a necessidade de construir um conjunto mais
abrangente — O conjunto dos nimeros racionais;
2. reconhecer que 0s numeros racionais surgiram da necessidade de representar
partes de um inteiro;
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identificar o conjunto dos numeros racionais Q como o conjunto formado por

~ n
todas as fragbes da forma —, com m # 0;
m

interpretar geometricamente os significados assumidos por uma fragao;

provar a insuficiéncia geométrica dos racionais;

representar corretamente 0s numeros racionais através de sua expanséo
decimal;

escrever um numero racional através de sua representacdo polinomial;
identificar dizimas periodicas, representa-las por fragbes e determinar sua

geratriz.
Orientac6es Didaticas

Dividir a turma em grupos de trés.

Identificar corretamente um namero racional e o seu significado;

Lancar a questdo: como podemos representar quantidades nédo inteiras?

Utilizar situacbes problemas que levem ao estudo das fracbes e representar
essas fragdes por meio da representacdo decimal.

Lancar as questoes:

v" Como operar com fragcdes?

v' Como representar uma fragdo geometricamente?

v' Como comparamos duas fragdes?

Solicitar aos grupos, que elaborem trés ndimeros com representacao infinita
periddica e troquem entre os demais grupos com a finalidade de encontrar a

frac@o geratriz da dizima.
Habilidades e Competéncias:

Compreender o significado de nimero racional e sua representacgéo.

Demonstrar autonomia frente aos novos desafios.

Ser um multiplicador dos conhecimentos que buscou sobre os numeros
racionais.
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. Reconhecer uma dizima periédica como uma representacdo de um nuamero
racional.

Recuperar a fragdo gerada por um numero racional com representacdo decimal
finita ou infinita periddica e generalizar esse processo através na lista de
atividades.

Valorizar a troca de ideias entre os grupos como forma de aprendizagem.
Desenvolver a capacidade de investigagéo na busca dos resultados.
Compreender que numero racional tem expansdo decimal finita ou infinita

periddica.

Avaliacao

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relagdo aos
gue precisam aprender.

Resolucéo de lista de atividades.

Observacdes do professor

Os alunos tiveram um pouco de dificuldade na representacdo decimal dos
racionais devido ao algoritmo da diviséo.
. A colaborag&o entre os alunos do mesmo grupo e entre grupos foi & forma mais
eficaz de superar as dificuldades com o algoritmo da divisdo.
Muitos alunos tornaram-se referéncia dentro e fora de seu grupo se dispondo a
ajudar os colegas para uma compreenséo do conteudo.
. As aulas foram marcadas por uma aprendizagem colaborativa entre os membros
dos grupos.
Relato de alguns alunos durante as aulas:
v “hoje eu tive um pouco de dificuldade porque ndo sou muito bom de
contas, mas se os professores deixassem 0s colegas ajudar a gente
aprendia mais”;

v “eu nunca estudei essa maneira de escrever a fragdo de uma dizima”;
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v' “tem alguma férmula para escrever a fracdo correspondente a dizima
periddica?;
v’ “essa aula de hoje foi cansativa porque teve muitas contas”;
v “essas aulas sdo boas porque estamos fazendo revisdo de assuntos que
eu ja estava esquecido e cai no vestibular”;
v' “nés vamos estudar a reta dos racionais?”;
11.As expectativas foram atingidas durante esse encontro.
12.Essa parte da proposta foi programada para trés aulas, mas foi realizada em

quatro aulas ou periodos.

Aula 07: 15 de setembro de 2010
(4 Periodos)

Unidade Didatica 1.5 — Os nUmeros irracionais.

e Conteudos de fatos e conceitos:

Exemplo de numeros irracionais. A Representagdo de JV2na forma decimal. A

representacao dos numeros irracionais. O problema da medicdo de segmentos de reta.
e Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:
1. admitir que existem numeros que tém representacdo decimal infinita n&o
periddica e que esses numeros sdo chamados de irracionais;
2. reconhecer uma dizima néo periddica como uma representagdo de um ndmero
irracional;
3. compreender corretamente a representacdo decimal de V2 utilizando o
processo de ampliagéo de segmentos;

4. entender a prova de que +/2 n&o é racional;

5. compreender o significado geométrico de /2 ;

111



calcular /2 através de intervalos encaixantes, utilizando como motivacdo a
ampliagéo de segmentos;
calcular corretamente o valor de +/3e /5 através de intervalos encaixantes;

comparar numeros irracionais;

9. constatar que os irracionais também servem para medir;

10.
11.

utilizar nimeros racionais para obter aproximag¢des de numeros irracionais;
reconhecer que um numero irracional tem representacdo decimal infinita n&o

periddica.

Orientac6es Didaticas

Dividir a turma em grupos de trés.
Identificar corretamente um ndmero irracional e o seu significado;
Utilizar situacBes problemas que levem a representagbes de numeros
irracionais.
4. Utilizar o método de intervalos encaixantes para encontrar a representacao

aproximada de um nimero racional.

Habilidades e Competéncias:

Compreender o significado de nimero irracional e sua representagéo.
Desenvolver a autoconfianga acreditando, sempre, na capacidade de aprender
NOVOS conceitos.

Ser um multiplicador dos conhecimentos que buscou sobre os nudmeros
irracionais.

Valorizar a troca de ideias entre os grupos como forma de aprendizagem.

Perceber que o que aprendeu tem significado na sua vida.
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Avaliacéo

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relagdo aos
gue precisa aprender.

Resolucéo de lista de atividades.

Observacdes do professor

Os alunos sentiram-se motivados com o método dos intervalos encaixantes para

calcular a raiz quadrada de numeros que nédo sdo quadrados perfeitos.

. A socializagdo do conhecimento através da troca de ideias entre os alunos e os

grupos foi um sucesso.

. A troca de ideias entre os grupos ajuda aos alunos atingirem a zona de

desenvolvimento proximal.

Hoje em cada grupo, existe pelo menos um aluno monitor, que foi criado através

do conhecimento construido durante a realizacdo da nossa proposta.

Muitos alunos desenvolveram o gosto pela matematica.

Relato de alguns alunos durante as aulas:

v “as aulas sdo boas, mas cansativas”;

v “essas irracionais ndo é tao dificil como sugere o nome”;

v’ ‘“utilizar a ampliagdo ajuda a gente perceber que existe infinitos ndmeros
entre dois nimeros irracionais e racionais”;

v “esse método de ampliar e dar zoom facilita bastante as contas”

v' “eu gostei desse método do zoom. Nunca tinha percebido esses infinitos
ndmeros antes”;

v “quer dizer que entre dois nimeros existem infinitos nUmeros?”

7. As expectativas foram atingidas durante esse encontro.

Essa parte da proposta foi programada para trés aulas, mas foi realizada em

quatro aulas ou periodos.
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Aula 08: 28 de setembro de 2010
(4 Periodos)

Unidade Didatica 1.6 — Os nUmeros reais

e Conteudos de fatos e conceitos:

A construcdo do conjunto dos reais. A representagdo dos numeros reais na reta — O

continuum real.

e Expectativas de aprendizagem

Que o aluno seja capaz de:

1. reconhecer a ampliagdo dos conjuntos numéricos;

2. identificar, representar e comparar numeros naturais, nimeros inteiros, nimeros
racionais e numeros reais;

3. calcular e representar na reta numérica a raiz quadrada de um namero real ndo
negativo;

4. dividir um segmento em partes iguais e representar 0s nimeros reais na reta
real;
efetuar operagbes com numeros reais;
compreender, identificar e reconhecer z (pi) como um ndmero irracional

especial.

e Orientac6es Didaticas

Dividir a turma em grupos de trés.
2. Utilizar a ideia de divisdo de um segmento em partes iguais para representar os
nameros racionais na reta real.
Representar 0s nimeros reais na reta.
Representar um namero racional entre dois racionais.

Representar um namero irracional entre dois racionais.

114



Habilidades e Competéncias:

Ter a iniciativa e motivagéo para buscar novos conhecimentos.

Desenvolver a autoconfianga acreditando, sempre, na capacidade de aprender
NOVOsS conceitos.

Ser um multiplicador dos conhecimentos que buscou sobre os nimeros reais.
Valorizar a troca de ideias entre os grupos como forma de aprendizagem.

Perceber que o que aprendeu tem significado na sua vida.

Avaliacao

Estabelecer conexfes entre os conhecimentos ja construidos em relagdo aos
gue precisa aprender.

Resolucéo de lista de atividades.

Observacdes do professor

Os alunos sentiram-se motivados com a maneira usada para representar 0s
nameros reais na reta, principalmente quando o numero apresentado na forma
de raiz.

O uso do recurso do zoom para compreender a densidade dos reais mostrou-se
adequada.

. A valorizagdo da troca de ideias entre os alunos e os grupos facilitou a
compreenséo do conteddo e aumentou a autonomia dos alunos na realizacdo de
atividades propostas.

Os alunos demonstraram prazer em aprender matematica.

Na realizagdo das atividades em grupo muitos houve uma contribuicdo muito
grande dos colegas mais experientes. H& indicios que estes contribuiram para
levar os demais a realizarem avangos na zona de desenvolvimento proximal —
ZDP segundo Vigostsky, aumentando sua capacidade de resolver problemas
auxiliados por outras pessoas.

Relato de alguns alunos durante as aulas:
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v “foi boa essa aula, pois aprendemos também um pouco de geometria e iSso
me ajudou bastante”;

v/ “Agora eu sei como representar esses irracionais na reta. E s6 lembrar do
Teorema de Pitagoras”;

v “se o0 professor usasse mais a geometria nas aulas de matematica facilitava
mais aprendizagem”;

v “Agora eu sei diferenciar os racionais dos irracionais e também representar
na reta real, pois teve um ano que eu errei uma questao de representacdo na
OBMEP”.

7. As expectativas foram atingidas durante esse encontro.

8. Essa parte da proposta foi programada e realizada em quatro aulas.

Passaremos agora a analisar os dados obtidos a partir da realizagdo do pés-
teste pelos alunos que cursaram a abordagem didatica. Em seguida, faremos uma
comparacdo com os resultados obtidos no pré-teste. O pds-teste consistiu no mesmo

questionério aplicado no pré-teste quando efetuamos a avaliagcao diagndstica.

4.4. ANALISE E DISCUSSAO DO POS-TESTE E COMPARACAO COM O PRE-
TESTE.

Quadro de desempenho obtido no pés-teste pelos 12(doze) alunos que

realizaram a abordagem didética.
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NUmero | Numero de alunos
Questéo | Item de gue néo
acertos responderam
.| o 0
12 12
12 0
b J— -
01 12 12
e 0
12 12
.| B2 0
12 12
11 0
b J— -
02 12 12
| D 0
12 12

QUADRO 06: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

Na questéo 01, constatou-se que os alunos superaram as dificuldades que tinha

com o algoritmo da divisdo com 92% de acertos, 100% de acertos e 75 % de

acertos para os itens 1a, 1b, e 1c, respectivamente.

Todos os alunos tiveram perseveranga em resolver os problemas tentando

resolver todos os itens da questéo 01, pois 75% dos alunos acertaram os trés

itens dessa questao.

Na questdo 2 todos os da turma conseguiu recuperar a fragdo geratriz da dizima,

pois o item 2b teve 92% de acertos e o item 2c 83% de acertos. Ja para uma

representacdo decimal finita (item 2a) todos os alunos conseguiram representar

sua forma.

75% dos alunos acertaram toda a questéo 02.
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NUmero | Numero de alunos
Questéo | Item de gue néo
acertos responderam
.| 0
12 12
9 0
b - -
12 12
c | 0
12 12
11 0
d 12 12
8 0
e —_— —_—
12 12
03 f i 0
12 12
L2 0
g 12 12
12 0
h J— -
12 12
B 0
12 12
oz 0
J 12 12

QUADRO 07: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

42% dos alunos, isto é % acertaram toda a questéo 03.

50% dos alunos garantiram 0s mesmos acertos nas questdes.

Na questdo 03, comprova-se que os alunos construiram um subconstruto dos
nameros reais.

A proposta possibilitou o aluno a reconhecer um numero real e suas diferentes

formas de representagao.
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. Numero de alunos
. Numero .
Questao que nao
de acertos
responderam

04 e 05

(anotagbes 1 9
¢ 12 12

relevantes)

QUADRO 08: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

As questbes 04 e 05 foram agrupadas pelo fato de, neste nivel, ndo apresentarem

diferenca. Isto possivelmente mostra que os alunos:

v' Atingiram o objetivo proposto para a questao 5 a respeito da calculadora.

v Construiram uma abordagem concreta acerca dos nimeros reais e suas formas

de representacao.

Comentarios:

Na questdo 04, as respostas, foram:

v

v

Racional: representagdo decimal é finita e infinita periddica. Irracional:
representacao infinita e ndo tem periodo.

Irracional a representacdo é infinita ndo periddica. Racional € um ndmero
com representacdo decimal finita ou infinita periddica.

Irracionais sdo os que quando transformados em numero decimal a
representacdo é infinita e ndo tem periodo e se for finita ou infinita com
periodo é racional;

Se a representacéo for infinita periddica ou finita é racional, caso contrario é
irracional como \/5 7 € outros.

Se for uma raiz quadrada ndo exata ou o niumero pi é irracional. Racional
tem a representacgdo finita ou infinita desde que tenha periodo.

Racional é todo namero finito ou infinito que tem periodo, , como as fracbes

e 0s outros s&o irracionais como+/3,v/5, = porque existe infinitos desse tipo.
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v" Irracional os infinitos que ndo possuem periodo ou aperiddicos e racional
sdo os finitos e infinitos que tem periodo.

v' Se arepresentacao for aperiédica é racional sendo é racional.

v Racionais: as fragdes, os inteiros e os nimeros decimal desde que seja finito
ou infinito com periodo. Agora as raizes quadradas e pi sdo irracionais.

v" Irracional sdo os nimeros reais que ndo sao racionais. E o resto eu acho
que sédo os Racionais.

v' Representacao aperiodica — irracional. Representacdo finita ou infinita
periddica — racional.

v' Infinitos periédicos forma um nimero irracional ex: 7[,2\/6 e outros. Racional

é finito e em periodo.

) Ndamero de alunos
Numero
Questéao Item que nao
de acertos
responderam
11 0
06 1++/6 - il
#6 12 12
(anotagbes

| 2\/6 12 2
relevantes) 12 12

QUADRO 09: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor

Comentarios:

e O total de acertos do item a chegou a 92%.

e Todos os alunos (100%) acertaram o item 6b.

e O mesmo grupo de alunos que acertou os dois itens da questdo 06 chegou a
92%.

e Usaram como procedimento para localizar esses numeros na reta a
representacdo decimal de /6 que tinha em uma quest&o anterior e utilizaram a
ideia de representacdo dos irracionais através de aproximacdes dos racionais.

¢ Nenhum aluno deixou de responder a questéo 06.

120



Na questdo 07, os alunos responderam que tanto pode ser racional como pode
ser irracional. Alguns alunos usaram como justificativa o0 quadrado de lado 1 unidade
de comprimento e concluiram que utilizando Pitdgoras é possivel provar que sua
diagonal € um numero irracional. Todos os alunos conseguiram responder a esse
guestionamento e apresentaram exemplos justificando sua resposta.

Todos os alunos afirmaram na questdo 08 conhecer nimeros que ndo sdo reais
e deram como exemplos 0s nimeros complexos.

Comparando os resultados obtidos nos questionérios aplicados observamos que
a realizacdo da abordagem didética possibilitou aos alunos uma melhora significativa
no rendimento (ndmero de acertos das questbes propostas) bem como na
aprendizagem de conceitos e procedimentos entre os alunos do 3° ano do Ensino
Médio acerca dos numeros reais.

O percentual de acertos aumentou consideravelmente em relagdo ao
tabulamento pré-implementagéo: na questéo 12 passou de 40,6% para 92%; 1b, de 28
% para 100% e 1c, de 9,4% para 75%;

Na questdo 2, também houve um aumento muito significativo. Na questdo 22
passou de 37,5% para 100%; 2b 12,5% para 92 % e 2c de 9,4% para 84%.

Na questéo 03, o percentual de acertos aumentou significativamente em todos

os itens conforme tabela abaixo:

Questdo | Item | Acertos no pré teste (%) | Acertos no pos teste (%)
a 78 100
b 59 75
c 59 100
d 47 92
03 e 28 67
f 28 92
g 59 100
h 47 100
i 41 100
i 44 100

QUADRO 10: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Este mesmo fato também ocorreu nas questdes 04 e 05 que o percentual de
acertos aumentou consideravelmente de 16% para 92%; na questdo 62, de 12,5% para
92% e na questao 6b de 12,50% pra 100%.

Nas questdes 06 passou no item 6a de 12,50% para 92% e no item 6b de
12,50% para 100%.

Esse aumento no percentual de acertos também foi observado nas questdes 07
gue passou de 6,2% para 100% e na questédo 08 de 9,4% para 100%.

Observou-se também que todos os alunos que foram submetidos ao pos-teste
tentaram responder todas as questdes, indicando uma maior capacidade de enfrentar

questdes, bem como uma maior motivagao dos alunos.
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CONCLUSAO

Neste trabalho elaboramos uma proposta de construgdo dos numeros reais para
o Ensino Médio que julgamos seguir mais proximo dos Parémetros Curriculares
Nacionais.

Usamos a avaliacdo diagndstica na concepcdo de evidenciar indicadores de
conhecimentos adquiridos ao longo do processo de ensino aprendizagem e de
identificar algumas dificuldades com relacdo a conceitos e opera¢cdes com nuameros
reais.

Conforme mostra o resultado da avaliagdo diagnoéstica realizada por meio de um
pré-teste aplicado na turma de 3° ano do Ensino Médio de uma Escola Publica
Estadual de Sdo Mamede, as principais dificuldades dos alunos sdo reconhecer as
diferentes representagfes e significados; relacionar conjuntos numéricos; localizar na
reta numérica um namero real.

Apos identificadas as dificuldades que os alunos apresentavam com os nameros
reais, fizemos um planejamento para implementagdo da proposta tentando diminuir
nossas inquietagbes como professor de matematica, quando faldvamos sobre os
nameros reais em nossas aulas. Ao desenvolver este estudo, obtivemos, sim, uma
melhora significativa, comprovada ndo somente por meio da avaliagdo diagnostica e do
pés-teste, como também pelo grau de participagdo e pelas observacdes dos alunos
emitidas durante a realizacdo das atividades previstas no médulo didatico.

Vamos relatar algumas situa¢cdes que enriqueceram nossa proposta durante sua
implementacéo:

1. o primeiro encontro com os alunos foi muito importante pois firmamos um
contrato didéatico e isso contribuiu para uma participagdo satisfatéria dos alunos
em todos os encontros e 100% de frequéncia;

2. relatos dos préprios alunos durante as aulas, demonstrando o prazer em ser 0
sujeito na construgéo do seu conhecimento;

3. a aprendizagem colaborativa, onde os alunos participavam ativamente
discutindo em grupo e intermediando os processos de aprendizagem dos

colegas;
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4. o desenvolvimento da autonomia e da perseveranga dos alunos em algumas
demonstragdes realizadas por eles nas listas de atividades;

5. avalorizagdo dos conhecimentos prévios trazidos pelos alunos nas séries finais
do Ensino Fundamental, onde ao buscarmos relembrar conhecimentos
escolares anteriores, permitiu-se que os alunos articulassem conhecimentos
sobre nimeros antes dispersos.

6. Na realizagdo das atividades em grupo houve uma contribuicdo muito grande
dos colegas mais experientes. Ha indicios que estes contribuiram para levar os
demais a realizarem avangos na zona de desenvolvimento proximal — ZDP
segundo Vigostsky, aumentando sua capacidade de resolver problemas

auxiliados por outras pessoas.

O tempo foi uma variavel importante, pois em algumas situac¢des utilizamos mais
tempo que o planejado para realizagdes de algumas atividades.

Esperamos com este trabalho despertar outros professores de Matematica da
Escola Bésica para a problemética existente sobre o ensino de nimeros, dando um
passo a frente na direcdo do cumprimento dos objetivos listados nos Parametros
Curriculares Nacionais no que diz respeito a este assunto.

Desta forma esperamos com o material aqui desenvolvido, contribuir com
conhecimentos sobre a construcdo dos reais que ajudem nosso aluno a pensar sobre
0s numeros reais, compreendendo sua riqueza e na visdo dos processos e fenbmenos
envolvendo contagem, medida, convergéncia e continuidade (aspectos formativos),
suas aplicagdes na compreenséao da realidade que nos rodeia (aspectos funcionais) e o
desenvolvimento de conhecimentos significativos (que tenham um sentido associado
aos conhecimentos trazidos pelos alunos).

Este trabalho também nos levou a ver a sala de aula como um laboratério, onde
ao mesmo tempo em que ensinamos, também aprendemos a ver 0s nossos alunos
como seres que pensam e elaboram hipoteses, que depois geram formas de pensar e
de agir baseados na Matematica, e comuns a todos que participam do desenvolvimento

desta area do conhecimento.
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em turmas de 3° ano do Ensino Médio

APENDICE

1. Tabulacdo dos resultados dos questionarios aplicados

Questao — o o
Aluno la | 1b | 1c N°de 2a | 2b | 2c N°de
1 acertos acertos

3 3

01 C C C — C C C —

3 3

02 C E E l C - - l

3 3

2

03 C C C § C C E —

3 3

04 E E 9 C l

3 3

05 - E E 9 - C C E

3 3

06 E - E 9 C E - 1

3 3

0 0

o7 E - E — E - - —

3 3

08 C E E l - - E 9

3 3

09 E C E l - E - 9

3 3

1 1

10 C E E — C - - -

3 3

0 0

11 E - - — - - E —

3 3

12 E E E 9 C E l

3 3

1 1

13 C E E — C E - -

3 3

1 0

14 C E E — - E - —

3 3

15 C C C § C C E E

3 3

1 1

16 C E - — C E - —

3 3
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17 E | Cc|E 1 Sl E |- 0

3 3

18 c| c|E 2 |l E | E 0

3 3

19 E E | - 0 c | .| . 1

3 3

20 E | E | - 0 E|E | - 0

3 3

21 E E | E 0 cl E| - 1

3 3

22 E | Cc|E 1 E 0

3 3

23 E Cc|E 1 E|lc | - 1

3 3

24 cC | E|E 1 o E 0

3 3

0 1

25 - E E — C E - =

3 3

26 c| - |E 1 o E 0

3 3

0 0

27 E E - — E E E >

3 3

28 - E | E 0 .l E | E 0

3 3

29 E| - | E 0 E|lE| E 0

3 3

30 E | C|E 1 E | E 0

3 3

31 E | C|E 1 E|E|C 1

3 3

32 cC | E| - 1 .l E | E 0

3 3
NUmero de 13 9 3 12 4 3
acertos na — — — f— - —
questao 32 | 32 | 32 32 | 32 | 32
NUmero de~ 3 5 7 12 | 10 | 16
alunos quenédo | — | — | — == =
Responderam | 92 | 32 | 32 32 | 32 | 32

QUADRO 11: Dados da pesquisa

FONTE: Produzido pelo autor
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Questao

: : N° de
Aluno 3a [3b|3c|3d |3e|3f |3g]|3h| 3i | 3
. acertos
01 C E C C c|Cc|C C C C %
02 C C E C E|  C|C C C C %
03 C E C C c|C|C C C C %
2
04 cleE|lCc| - |-|-|-]-|E] - .
10
4
05 - c | C E C E C E E - —
10
1
06 C E E E - - - E E - —
10
9
07 C c | C C E|  C|C C C C 10
08 - C E C C E C C C C %
1
09 - C E E - - - E E E —
10
7
10 C C E C E E C C C C 10
11 C C C E E E C E E E %
12 C C E C c|C|C C C C %
13 C E C E E E - E E E 3
10
14 C E C E - E E E E E 3
10
9
15 C c | C - c|Cc|C C C C 10
9
16 C c | C E c|Cc|C C C C 10
17 C C C - E E E E E - i
10
2
18 C C E E E - E E - - —
10
2
19 ClC|E| - |E|-|-|-1|-]|- —
10
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20 elc|-|le|-|-|-|-|-]-] 2%
10
1
21 E|E|E|C|E| - |-|-|-|-/| =
10
22 cle|lclelelele|-|-le| 2
10
1
23 E|C|-|E|E|-|-]|-|-|E| =
10
2
24 E|lc|Cc| - |E|E|E| -|-]|E]| =—
10
9
25 c|c|clE|C|Cc|c|c|cCc|C|
=
26 C|lE|C|C|E|E|C|C|C|C| =
6
27 C|E|C|C|E|E|C|C|C|E|
28 C—CCEECCEE%
29 cl-|lelclelelc|-|-le| 2
10
6
30 c|c|-|C|E|E|C|C|E|C|
6
31 C|-|C|C|E|E|C|C|E|C|
32 CCCCCCCECC%
Numero de | 55 | 19 | 19 | 15 | 9 | 9 |19 | 15 | 13 | 14
acertos na — — - - —~ | == | == Py An A
questao 32 323232 (323232323232
Numero de
alunosque | 3 | 3 | 3|5 /15188888
nao 32 132 |32|32 (3232|323 |33
responderam

QUADRO 12: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Questao —
Aluno

1

04 e 05

01

Racional tem expanséo decimal finita e infinita periddica;

02

Irracionais sao dizimas;

03

Irracionais sdo decimais infinitos e que ndo tem periodo;

04

05

06

N&o sei 0 que é racional nem irracional;

07

08

09

Irracional séo os mais dificeis de representar na reta e 0s
racionais sao 0s mais faceis de representar na reta;

10

11

12

13

Fazendo as contas;

14

15

Racionais séo finitos e infinitos periddicos;

16

17

18

19

Racional sdo os niUmeros naturais, inteiros e as fracdes;

20

21

Racionais sdo os numeros decimais;

22

23

Os nUmeros decimais sao racionais;

24

Racionais sao os gue tém fim;

25

26

N&o sei 0 que é racional nem irracional;

27

28

Irracional ndo existe raiz;

29

30

31

32

Racional tem representacdo decimal finita e infinita
periédica e irracional infinita ndo periédica;

Numero de
acertos na
guestao

S
32

Namero de
alunos que néo
responderam

18
32

QUADRO 13: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Questo > o e
~L 1+ \/6 2\/6

01 C
02 C
03 E
04 -
05 E
06 -
07 -
08 E
09 -
10 -
11 -
12 -
13 -
14 -
15 C
16 -
17 -
18 E
19 - -
E
E
E
E
C
4
32

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32
Ndmero de
acertos na

guestdo

Ndmero de
alunos que néo — —
responderam

QUADRO 14: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Questdao 7
Apenas os alunos de numeros 01 e 03 responderam a questéo 07.
e Respostado aluno n°01

7. Podemos garantir que a diagonal de um reténgulo que tem para medidas
do seu comprimento e largura nimeros inteiros € sempre um ndmero
inteiro? E sempre um numero racional? (Estamos aqui considerando

sempre a mesma unidade de medida) s L ociam! Al ruocimsd
. " 5 e, + 25w )
&,MA:.G‘TP?J 5(4%@(50‘7//'7
el‘\ = %5 4) ‘|‘d"‘
4 ;

(&)

r‘”"'

| &

¥

V‘
Q.

e Respostado aluno n°03

7. Podemos garantir que a diagonal de um retangulo que tem para medidas
do seu comprimento e largura nuimeros inteiros € sempre um numero
inteiro? E sempre um numero racional? (Estamos aqui congiderando
sempre a mesma unidade de medida) feds 5. LUolenall, P gy

P 5
"\ -y _-‘ Agf:' 3“* ':L'.‘ = ?)
d

-
9,
Questdao 8
Apenas os alunos de numeros 01, 03 e 15 responderam a questéo 08.
e Respostado aluno n°01

8. Vocé conhece outros nUmeros que ndo sejam nem racionais nem
irracionais? Em caso afirmativo apresente um (ou alguns) exemplo(s).

5‘16 &@,/_;Wm el NG IAEND PR D
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e Respostado aluno n°03

8. Vocé conhece outros nimeros que n3o sejam nem racionais nemn
irracionais? Em caso afirmative apresente um (ou alguns) exemplo(s).

o=], /o 4 gudnes

e Respostado aluno n°15
Os ntimeros complexos. Ex: 1 +ie +/-6.
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2. Tabulacdo dos resultados do questionario de avaliacao
aplicado pos proposta em uma turma de 3° ano do

Ensino Médio de uma Escola publica.

Questao — o .
Aluno 12 1p | 1¢ | N de 2a | 20 | 2¢ | N de
1 acertos acertos
01 C C E 2 C C C 3
3 3
02 C C C 3 C C E 2
3 3
1
03 E C E —= C C C 3
3 3
3 3
04 C C C - C C C -
3 3
2 2
05 C C E — C E C —
3 3
06 C C C 3 C C C 3
3 3
3 3
07 C C C = C C C =
3 3
08 C C C 3 C C C 3
3 3
2
09 C C C 3 C C E —
3 3
10 C C C 3 C C C 3
3 3
11 C C C 3 C C C 3
3 3
3 3
12 C C C - C C C -
3 3
Numero de 11 | 12 9 |11l 10
acertos na = | = | = =< = =
questio 12 112 | 12 12 | 12 | 12
Numero de~ 0 0 0 0 0
alunosquenédo | — | — | —= — | = | =
Responderam | 12 | 12 | 12 12 | 12 | 12

QUADRO 15: Dados da pesquisa

FONTE: Produzido pelo autor
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Questdo — NC d
Aluno 3a |3b|3c|3d |3e|3f|3g]3h]| 3| 3 €
\L acertos

9

01 C E C C C C C C C C E

02 C C C C C C C C C C %

9

03 C C C C E C C C C C E

04 C C C C E C C C C C %

05 C E C C C C C C C C %

06 C C C C E C C C C C %

o7 C C C C C C C C C C %

08 C C C C C C C C C C %

09 C E C E C C C C C C %

-

10 C C C C C C C C C C E

4

11 C C C C E E C C C C E

9

12 C C C C C C C C C C E
Namerode | 15 | g | 90| 11 | 8 |11 |12 | 12 | 12 | 12
acertos na — — — — — — - - - N
questdo 12 12 | 12 12 12 | 12 | 12 12 12 12

NUmero de
alunosque | 0O f O 0O 0} 0} 0] 0|00} O0
néo 12 12 | 12 12 12 | 12 | 12 12 12 12
responderam

QUADRO 16: Dados da pesquisa

FONTE: Produzido pelo autor
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Questdo —
Aluno 04 e 05

{

01 Racional: representacdo decimal € finita e infinita periddica.
Irracional: representacdo infinita e ndo tem periodo.

02 Irracional a representacgéo é infinita ndo peridédica. Racional
€ um namero com representagdo decimal finita ou infinita
periddica.

03 Irracionais sdo os que quando transformados em namero
decimal a representacao € infinita e ndo tem periodo e se
for finita ou infinita com periodo é racional,

04 Se a representacgdo for infinita periddica ou finita é racional,
caso contrario é irracional como \/5 7T € outros.

05 Se for uma raiz quadrada ndo exata ou o numero pi é
irracional. Racional tem a representagdo finita ou infinita
desde que tenha periodo.

06 Racional é todo ndmero finito ou infinito que tem periodo, ,
como as fracdes e os outros sdo irracionais como+/3,+/5, =
porque existe infinitos desse tipo..

07 Irracional os infinitos que ndo possuem periodo ou
aperiddicos e racional sdo os finitos e infinitos que tem
periodo.

08 Se a representacdo for aperiodica é racional sendo é
racional.

09 Racionais: as fragdes, 0s inteiros e os numeros decimal
desde que seja finito ou infinito com periodo. Agora as
raizes quadradas e pi séo irracionais.

10 Irracional s&o os numeros reais que ndo sdo racionais. E o
resto eu acho que séo os Racionais.

11 Representacdo aperiddica — irracional. Representacao finita
ou infinita periddica — racional.

12 Infinitos periédicos forma um nlimero irracional ex: 7[,2\/6 e
outros. Racional é finito e em periodo.

Namero de 11
acertos na —
guestao 12
Namero de
alunos que néo —
responderam 12

QUADRO 17: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Questdo 06
Aluno
~L 1+ \/g

01

02

03

04

05

06

07

08

09

10

11

12
NUumero de
acertos na

guestdo
NUumero de
alunos que néo

responderam
QUADRO 15: Dados da pesquisa
FONTE: Produzido pelo autor
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Corpo

Definicdo: Um corpo € um conjunto K, munido de duas operagfes, chamadas adi¢éo e

multiplicagéo, que satisfazem a certas condigbes, chamadas os axiomas de corpo.

Sejam x, y e K, entdo: x+ ye K e, x.y e K. Os axiomas de um corpo sao

0S seguintes:

A. Axiomas da adicao:

A1) Associatividade — quaisquer x, y, z € K, tem-se (X + y)+z=x+(y+2).
A2) Comutatividade — quaisquer que sejam x, y € K, tem-se x + y=Yy+X.
A3) Elemento Neutro — existe 0e K tal que x+0=x, seja qual for xe K. O elemento 0

chama-se zero.

A4) Simétrico — todo elemento xe K possui um simétrico —xe K tal que x+(-x)=0.

M. Axiomas da Multiplicagéo:

M1) Associatividade — quaisquer x, y, z € K, tem-se (x.y).z=x.(y.z).
M2) Comutatividade — quaisquer que sejam x, y € K, tem-se x. y=y.X.
M3) Elemento Neutro — existe 1e K tal que 1#0 e x.1=Xx, qualquer que seja xeK. O

elemento 1 chama-se um.

M4) Inverso multiplicativo —todo x=0 em K possui uminverso x* tal que x.x* =1.

Por fim, as propriedades de adicdo e multiplicagdo num corpo K acham-se

relacionadas por um axioma, com o qual fica completa a definicdo de corpo.

D1) Axioma da distributividade. Dados x, y, z € K, tem —se: x.(y+z ): Xy + XZ .
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