UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
PRO-REITORIA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA
MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE CIENCIAS
E MATEMATICA

CONSTRUINDO ERGONOMIAS COGNITIVAS
PARA O ENSINO DA DINAMICA

LEONARDO DIEGO LINS

Campina Grande — Paraiba
Outubro de 2010



LEONARDO DIEGO LINS

CONSTRUINDO ERGONOMIAS COGNITIVAS
PARA O ENSINO DA DINAMICA

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pods-
Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica
da Universidade Estadual da Paraiba em
cumprimento as exigéncias para obtencdo do
titulo de mestre em Ensino de Ciéncias com

habilitacdo em Fisica.

Orientador: Dr. Eladio José de Godes Brennand

Leonardo Diego Lins

Campina Grande — Paraiba
Outubro de 2010



I E expressamente proibida a comercializacdo deste documento. tanto na sua forma impressa |
[ como eletronica. Sua reproducio total ou parcial é permitida exclusivamente para fins |
| académicos e cientificos, desde que na reproducio figure a identificaco do autor, titulo, |
l instituicdo e ano da dissertacio |

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL-UEPB

L759¢ Lins. Leonardo Diego. i
Construindo ergonomias cognitivas para o ensino de Fisica |

[manuscrito] / Leonardo Diego Lins. — 2010. |

69 f. : il |

Digitado
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e

!
Matematica). Centro de Ciéncias e Tecnologias. Universidade I
Estadual da Paraiba. 2010. 1

“Orientacdo: Prof. Dr. Elddio José de Goes Brennand. |
Departamento de Fisica™. I

1. Ensino de Fisica. 2. Aprendizagem. 3. Algebra de Clifford. l
L. Titulo. l

3 22.¢d. CDD 372.35 |

— —_— -_— — —_— —_




CONSTRUINDO ERGONOMIAS COGNITIVAS
PARA O ENSINO DA DINAMICA

Dissertacdo apresentada ao Programa de POs-
Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica
da Universidade Estadual da Paraiba em
cumprimento as exigéncias para obtencdo do
titulo de mestre em Ensino de Ciéncias com

habilitacdo em Fisica.

Aprovada em 14/10/2010.

= -

Prof. Dr. Eladio José de Gées Brennand — Orientador — UEPB

\
%\;I’\», L / (/ < A - A C%//
2 kajQ VAPS W NaY G\;;(D(_‘j(;' PO o i\
<2 > 7

Prof. Dr’. Morgana Li ;.a’"de Farigs Freire — UEPB ¢(Fxaminadora Interna)

/

// //
AN VR

Pm/f/ﬁr. Aercio Ferreirg de Lima — UFCG (Examinadora Externa)

7




AGRADECIMENTOS

Primeiramente agradecer a todos que me ajudaram e apoiaram ao longo de toda essa
trajetoria. Ratifico a todos que colaboraram que devo a voceés a realizacdo de um sonho.
S6 sei que chegar até aqui ndo foi facil, mas como diz a minha mae “nada facil agente

da valor”.

Agradeco a Deus por ter me guiado e por ter me dado forcas que foi tdo importante nos
momentos finais da dissertacdo. A meus pais por confiar e acreditar em mim na

realizacdo desse grande sonho.

Agradeco a minha noiva Natanna pelo carinho, compreenséo, por ter feito tantas coisas
que deviam ser feitas por mim para que eu pudesse me dedicar ao curso e por ter me

acompanhado sempre que possivel nas minhas viagens para orientacao.

Agradeco a meu orientador por me orientar e por ter dedicado tantas horas e finais de

semana no desenvolvimento desta dissertacao.

Por fim, aos professores Morgana Ligia, Eladio Brennand e o Professor Rémulo. Pois

todos contribuiram para a minha formacao.



SUMARIO

1] 8 oo 11 o Lo TSP pag. 11
Capitulo 1 - Os fundamentos da Algebra de Clifford ..........c..cccoocvveiecveinnnee. pag. 16
1.1-Um pouco da NiStOria ........ccceeveiieiieic e pag. 16
1.2 - NUMEFOS REAIS ..ot péag. 21
1.3 - Vetor COmMO UM NUIMEKO ....c.eeveiiiecieeiesee et te e te e sreenne e péag. 23
1.4 - Operacdo com vetores: produto de Clifford ...........cccccovevieiiiecnenn. pag. 27
1.5 — Algebra de Clifford N0 plano ..........cc.oceveveeeeieceee e, pag. 34

Capitulo 2 — Modelo Ausubeliano de Aprendizagem e Mapas Conceituais....pag. 39

2.1 - Aprendizagem SignifiCatiVa ..........ccocvriiiiiiiece e pag. 41
2.2 - Mapas CONCEITUAIS ........cceecueeiiiieieeiie et pag. 46
Capitulo 3 - Conceitos da dindmica NeWLONIana ...........ccoceveveeereneienenenieene, pag. 48
Capitulo 4 — Concebendo ergonomias cognitivas para o ensino de Fisica.......pag. 67
CONSIAEIAGOES FINAIS .....vvviiiieiieiee bbb pag. 76

Referéncias bibliograficas ............cccoovvieiicii e pag. 77



Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

LISTA DE FIGURAS

01 — EUCHIAES 325 — 265 AC......c.covcveveveiiisisisisieisiee sttt pag. 14
02 - Gottfried W. LeibNiz 1646 — 1716...uuveeeeeeervereeeeeesrnrrereeeessiesssseeeeesenne pag. 14
03 - René Descartes 1594 — 1650........c.ccccciieiciiiieieeee et seeneas pag. 16
04 - Hermann Grassmann 1809 — 1879.....ccceeeereeirnenereeaearncncacacesnsnsnnn pag. 17
05 - Elie J. Cartan 1869 — 1951, ...ccieieieinenrneneneneeeeacecncncnsncnssascecnnmis pag. 17
06 - Willian R. Hamilton 1805 — 1865....ccceutereeerrrnrncenenrrnracaceesncncesneens pag. 18
07 - Willian K. Clifford 1845 — 1879...ccieieiuieeneeneeeeeieceencncncsnseenecececnnnns pag. 18
08 - Representacao da reta real I....coocveeeeiieeniiiieenenerenreeceecesensonenns. pag. 19
09 - Destaque de pontos em um pedaco no espaco fisiCo.........cccccvevvirenene péag. 20
10 - Vetor Ligado BB et pag. 21
11 - Representacdo da relacéo de equipoléncia de dois vetores ligados....pag. 22

12 - Representacao grafica do eSPaco V2.........ovoeeeeoeeceeoeeereeeeseesseenenes péag. 23
13 - Representacdo da propriedade comutativa...........ccccevvvereeiienverinenenn pag. 24
14 - Representacgdo da propriedade associativa...........cccoceevereeieeieneennne, pag. 25
15 - Representagdo do produto de um vetor por um escalar..................... pag. 25



Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

16 - Representacao grafica do produto interno de um vetor..................... pag. 28

17 - Representacao grafica do produto EXterno.........c.ccoccovvveiiiicnnnnn, pag. 29
18 - Produto vetorial perpendicular ao plano...........ccccccocovvveiviieiieinenn, pag. 30
19 - Representacao grafica da rotagdo dos VELOresS.........ccocoeeereneiieieninnnns pag. 31
20 - Representacao d0 0-VELOK.........cccveviiieiieiie e pag. 32
21 - Representagao d0 1-VETOK.........ccooiiirienieiieniesie e pag. 33
22 - Representacan d0 2-VELOK.........cccvciieieiie st pag. 33
23 - Multiplicagéo do bivetor a esquerda do 1-Vetor..........cccccevvevvviveieennnne pag. 34
24 - Representacao do mapa conceitual sobre aprendizagem................... pag. 38
25 - Coliséo entre as bolas de bilhar com velocidades opostas.................. pag. 54
26 - Colisdo com uma bola de bilhar em repouso...........ccccccevvevvevieieennenn, pag. 54
27 - COliSE0 COM AQIEGAGAD. ........erteriieireieieie ettt pag. 55
28 - PAr @CA0-TEAGAD.........ccveiveeieeieitieite et e et e ste et e e e e e e e nee e pag. 58
29 - TOrque de Uma FOFGa. ......cueviieieieie st pag. 60
30 - Particula de massa m em rotacdo numa trajetoria circular............... péag. 61
31 - Mapa conceitual referente @ dinAMICa...........cocvvririiieienc i péag. 64

32 - Torque como 1-vetor (esquerda) e torque como 2-vetor (direita).....pag. 67



RESUMO

O papel desempenhado pelo ensino de fisica no avango do conhecimento cientifico e
tecnoldgico na nossa sociedade € de suma importancia. No Brasil esse ensino é
reconhecido como deficiente tanto no que se refere a formagdo docente como discente
traduzido na débil aprendizagem dos conceitos fisicos e do aparato matematico. De
maneira geral ele é caracterizado pelo excesso de atencdo dada a exercicios repetitivos,
problemas resolvidos, mecanicamente, pela utilizagao de uma sucessao de “férmulas”,
muitas vezes decoradas de forma literal e arbitraria, em detrimento de uma anélise mais
profunda visando & compreensdo dos fendmenos fisicos envolvidos. Particularmente,
gostariamos de destacar que um grave problema tem sido o uso inadequado e
desvinculado do ferramental matematico com relacdo a formulacao e uso dos conceitos
fisicos. Isso gera uma dicotomia conceitual fisico-matematica que prejudica a
compreensdo da profunda conexdo entre estas duas ciéncias. Tendo em vista esses
problemas de ordem matematica no processo de aprendizagem dos conceitos fisicos,
esta pesquisa pretende partir da critica construtiva da linguagem matematica usada em
fisica, introduzir uma abordagem metodologica fisico-matematica conceitual utilizando
0s principais conceitos da dinamica. Isto significa que ao apresentarmos um conceito
matematico adequado a sua representacdo. Escolhemos a algebra de Clifford como a
linguagem matematica apropriada a esta abordagem fisico-matematica conceitual. A
operacionalizacdo didatica dos conteudos € batizada pelo modelo cognitivista
ausubeliano. Entendemos que o mesmo é o mais adaptavel a concepcdo de material
didatico em ciéncias, pois, permite a exploracdo de forma hierarquica do universo
cognitivo do aprendiz como também possibilita a manipulacdo deliberada deste

universo para propiciar uma aprendizagem significativa.

Palavras chave: Aprendizagem Significativa, Algebra de Clifford, Ensino de Fisica.



ABSTRACT

The role of physics education in the advancement of scientific and technological
knowledge in our society is paramount. In Brazil, this teaching is recognized as
inadequate both in regard to training students and professors translated into weak
learning of physical concepts and mathematical apparatus. In general it is characterized
by excessive attention given the repetitive exercises, problems solved, mechanically, by
using a succession of "formulas™ are often decorated literal and arbitrary, rather than a
deeper analysis in order to understand the physical phenomena involved. Particularly,
we wish to emphasize that a major problem has been the inappropriate use of
mathematical tools and disconnected from the formulation and use of physical concepts.
This creates a conceptual mathematical-physical dichotomy that undermines the
understanding of the profound connection between these two sciences. Considering
these problems of mathematical order in the learning process of physical concepts, this
research aims to constructive criticism from the language used in mathematical physics,
to introduce a methodological approach physical-mathematical concept using the core
concepts of dynamics. This means that as we present a mathematical concept suitable
for their representation. We chose the Clifford algebra as the mathematical language
appropriate to this approach physical-mathematical concepts. The operationalization of
the teaching content is baptized by the cognitive model Subsumption. We understand
that it is more adaptable to the design of courseware in science, therefore, allows the
exploration of a hierarchical cognitive universe of the learner but also allows for the

deliberate manipulation of this universe to provide a meaningful learning.

Keywords: Meaningful Learning, Clifford Algebra, Physics Education.
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INTRODUCAO

Nas ultimas decadas, a humanidade se depara com avancos cientificos como
nunca se viu na histdria, tais avangos sdo imprescindiveis na construcdo da sociedade.
As exigéncias na formagéo dos individuos a cada dia relacionam-se estreitamente com a
qualidade do acesso a informacdo e ao conhecimento. Neste contexto, a formacgéo
cientifica dos jovens se coloca como estratégia fundamental. Educar para a sociedade do
conhecimento implica intensificar e explorar novas oportunidades bem como ampliar a
dimensdo estratégica das atividades em ciéncia e tecnologia. Neste contexto, 0 ensino de
Fisica de qualidade coloca-se como uma acdo estratégica. (DE GOES BRENNAND,
2007).

E fato notdrio que precisamos aplicar, em nossas escolas, uma constante ruptura
de paradigmas, pois no nosso sistema de ensino 0s problemas existentes expressam a
saturacdo do paradigma educacional, que ndo atende mais a0 momento em que vivemos.
Novas ideias, recursos tecnoldgicos e valores estdo emergindo pelos varios segmentos
da sociedade. Na procura do novo, muitos docentes buscam novos meios para se
atualizarem na sua jornada em sala de aula. Para muitos deles, falar de planejamento, de
objetivos, de conteudo e de avaliagdo em Fisica é considerado utopia educacional;
atividades que s6 funcionam na teoria, mas ndo na pratica. No caso especifico da Fisica,
aparentemente o status de “disciplina dificil” € aceitavel pelo docente, pois explica os
baixos resultados no rendimento escolar dos alunos, ja previsivel e que nada se pode
fazer.

Tarefa dificil tem sido ensinar Fisica. As dificuldades intrinsecas somam-se aos
problemas causados por uma visdo distorcida da matéria, que se arrasta desde 0s
primeiros momentos de contato. O problema mais relevante € o incessante desinteresse
dos alunos, pois a Fisica, da forma que vem sendo tratada, sé visando os vestibulares
torna-se entediante, uma mesmice, um “decoreba” e, 0 pior, 0 aluno ndo vé aplicacéo
do assunto em seu cotidiano.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Medio de Fisica (Brasil, 2006)
procuram dar um novo sentido para o Ensino da Fisica, bem como construir uma visao
voltada para a formacdo de um cidaddo contemporaneo, atuante, solidario, critico e
reflexivo com instrumentos para compreender, intervir e participar de sua sociedade.

Também mostram a necessidade de adaptacdo de novas metodologias para a melhoria
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da qualidade de ensino ofertado nas escolas. O surgimento dessas novas tecnologias,
baseadas no uso do computador e softwares, associadas a aparatos pedagdgicos
fundamentados em paradigmas educacionais, tornam-se poderosos contribuintes ao
processo ensino/aprendizagem, pois dinamizam e implementam os contetdos dados em
sala de aula.

O processo ensino-aprendizagem da Fisica, no Brasil, tem sido reconhecido em
diversos estudos (BRASIL, 2003; FAVERO, et al, 2000; MOREIRA, M. A. e GRECA,
I. M 2003; SOUZA 2001; MATHEUS, et al, 2005) como deficiente tanto no que se
refere a formacdo docente como ao discente, traduzido na debil aprendizagem dos
conceitos fisicos e do aparato matematico. Além disso, existem problemas estruturais,
tais como os deficientes ou inexistentes laboratérios didaticos, e a possibilidade de
formacdo continuada dos professores. Ensinar Fisica, em todos os niveis, tem sido, via
de regra, uma tarefa dificil. Os alunos parecem aprender muito cedo a desenvolverem
uma atitude negativa em relacéo a ela, estudando-a mais por uma imposigéo curricular
do que por satisfagdo pessoal. (DE GOES BRENNAND, 2007).

Em geral, 0 ensino de Fisica ainda caracteriza-se pelo excesso de atencdo dada a
exercicios repetitivos, problemas resolvidos mecanicamente, pela utilizacdo de uma
sucessdao de “formulas”, muitas vezes decoradas de forma literal e arbitraria, em
detrimento de uma analise mais profunda visando a compreensdo dos fenémenos fisicos
envolvidos. Esta questdo, amplamente discutida em diversos estudos (op. cit.), justifica
e necessidade de refletir esta problematica na tentativa de buscar soluces que venham
se traduzir em novas possibilidades de estratégias para o ensino de Fisica. (MOREIRA,
2001)

Particularmente, gostariamos de destacar que um dos graves problemas no
ensino de Fisica tem sido o uso de uma linguagem matematica fragmentada, inadequada
e dissociada dos conceitos fisicos que ela representa. A fragmentacao deve-se ao uso de
diversas estruturas matematicas nos diferentes dominios da Fisica, dificultando a
conexdo e passagem de uma para a outra. Muitas delas ndo proporcionam uma facil
intuicdo das propriedades fisicas dos sistemas tratados. Pesquisas neste dominio
(HESTENES, 2003a; 2003b; 1999; 1971; 1968; 1966; HESTENES, &
SOBCZYK,1999) apontam para um sistema matematico composto pela algebra de
Clifford e o calculo infinitesimal desenvolvido sobre ela, denominado calculo
geométrico, e apresentam caracteristicas para ser uma boa candidata a uma linguagem

unificada para a Fisica. Esta estrutura matematica aplicada a Fisica proporciona uma
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facil exploracdo intuitiva das propriedades dos sistemas estudados, da qual destacamos

como principais caracteristicas:

* Possibilita uma méaxima codificacdo algébrica dos conceitos geométricos basicos,
tais como magnitude, direcdo, sentido (ou orientacdo) e dimensao;

* Estabelece um método livre de coordenadas para formular e resolver equacdes
basicas da fisica;

* Proporciona um método que uniformiza o tratamento da Fisica cléssica, quantica e
relativistica evidenciando as estruturas comuns;

* Permite uma facil articulacdo com os sistemas matematicos que estdo amplamente
em uso na Fisica;

* Apresenta uma maxima eficiéncia computacional com relacdo aos sistemas

matematicos de uso corrente na Fisica.

Dentro desse contexto, propomos como trabalho dessa dissertacdo a adaptacéo
desse novo aparato matematico para representar as principais grandezas estudadas em
mecanica, tais como massa, momento linear, momento angular, forca e torque, em nivel

do ensino médio.

Organizacgéo do trabalho

No Capitulo I, é apresentada uma visdo historica das ideias dos principais
autores gue contribuiram no desenvolvimento da algebra Clifford. Trataremos, também,
em detalhes, do desenvolvimento que conduz a ampliacdo do conceito de vetor e suas
operacdes, incluindo o produto de Clifford.

No Capitulo Il, foram abordados os conceitos fundamentais do modelo
cognitivista ausubeliano de aprendizagem. Destacamos as principais categorias deste
modelo que nortearam a construcdo de mapas conceituais.

No Capitulo 11, desenvolvemos e representamos, segundo o sistema matematico
apresentado no Capitulo I, os principais conceitos da dindmica, tais como: massa,
momento linear, momento angular, forga, torque, trabalho e energia.

No Capitulo 1V, desenvolvemos, segundo a perspectiva Ausubeliana, um mapa

conceitual que norteou a modelacdo dos conceitos trabalhados no Capitulo 111 e,
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consequentemente, a confeccdo de materiais didaticos para o ensino da dinamica ao
nivel do primeiro ano do Ensino Médio.
Para finalizar, apresentamos nossas consideracGes finais, as conclusfes a que

chegamos nesse trabalho.

Procedimento metodoldgico

Este trabalho de dissertacdo trata-se de uma pesquisa de cunho tedrico-
exploratorio que objetiva construir estratégias para introduzir a algebra de Clifford
como modelador dos conceitos de uso na dindmica na primeira série do Ensino Médio,
balizadas por uma concepcao ausubeliana da aprendizagem, organizamos esse trabalho,
no que concerne a sua execucdo, em dois momentos distintos: Momento Teorico-
hermenéutico e 0 Momento de Exploracdo Cognitiva. Na execucdo da pesquisa, 0S
momentos acima salientados ndo estdo organizados em uma ordem temporal, sendo,
portanto, diferenciados por sua natureza. Assim, 0s mesmos podem ser explorados
paralelamente.

No momento tedrico-hermenéutico, foram realizados estudos bibliograficos
sistematicos para caracterizar os conceitos fundamentais presentes no dominio da
dindmica em contextos diversos de abordagem epistemoldgica, bem como o estudo
detalhado das propriedades da algebra de Clifford, tendo como propdsito a aplicacédo
deste novo formalismo na modelagem dos conceitos estudados.

No momento de exploragdo cognitiva, 0s estudos concentram-se na exploracéo
conceitual e na utilizacdo da teoria da aprendizagem significativa de Ausubel para
organizar os conceitos dentro de um modelo cognitivo. Trata-se de compatibilizar de
forma pedagodgica os conceitos modelados as caracteristicas e as necessidades de
aprendizagem dos alunos, levando em conta os niveis de ensino em questdo. Para tanto,
buscaremos entender o cognitivismo ausubeliano de forma finalistica, ou seja, dentro de
um contexto especifico de acdo voltado para alcangar um objetivo. Visa analisar 0s
processos cognitivos implicados na organizacdo dos conteudos, compreendendo estes
aspectos como sendo constituidos de modos operatorios, de sequéncias de acdo, de
sucessdes de busca e de tratamento de informacgdes, além de criacdo de etapas e
desenvolvimento temporal das atividades a serem propostas e as estratégias a serem

utilizadas.
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Foi buscada uma engenharia didatica em que os conteudos do dominio da
dindmica foram organizados a partir dos seguintes parametros: subsuncgores,
diferenciacdo progressiva e reconciliacdo integrativa. A partir destes parametros, foram
construidos mapas conceituais dos conteudos e a producdo do material didatico

adequado ao nivel de ensino da primeira série do Ensino Medio.
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CAPITULO 1

Os Fundamentos da Algebra de Clifford

1.1- Um pouco da histéria

Segundo Hestenes (1999), ha uma tendéncia entre os fisicos de usar a
matematica para a concessao, no que diz respeito ao desenvolvimento da matematica
para os fins matematicos. No entanto, a historia mostra que a maioria do uso da
matematica tem se mostrado com sucesso quando utilizadas na resolucdo de problemas
fisicos. O avango da Fisica passou de mdos dadas com o desenvolvimento de uma
linguagem matematica para expressar e explorar as teorias. A matematica hoje é enorme
e imponente, mas ndo ha razdo para supor que a evolucdo de uma linguagem
matematica para a Fisica esteja completa.

Entretanto, a tarefa de melhorar a linguagem da Fisica requer um conhecimento
profundo da linguagem matematica atual no que se refere e como se utiliza no mundo
fisico, de modo que envolve mais do que expressdes matematicas. E uma das tarefas
fundamentais da fisica tedrica. O melhoramento de uma linguagem alternativa tem
como objetivo é a de identificar principios para a construcdo de representacoes
simbdlicas das relacBes geométricas. Para isso, faremos um sucinto apanhado histérico
do desenvolvimento da algebra para podermos entender a algebra nos dias atuais.

A ideia de estabelecer um conjunto de relacbes matematicas a partir de algumas
hipoteses sobre os objetos do mundo fisico e a relacdo entre eles comegou com Euclides
de Alexandria (325 — 265 a c.) (Fig.1) na Grécia Antiga. Euclides mostrou que, através
de alguns postulados (cinco), era possivel estabelecer um grande nimero de relacdes
geométricas que, uma vez demonstradas, poderiam ser sempre utilizadas.

Comecaremos com um fator presente no nosso cotidiano na sala de aula, mas
que se desenvolveu ha muitos anos, porque sempre dizemos “xis ao quadrado™ para x* e
"xis ao cubo" para x>? Claro, isto é simples: porque dado um quadrado de lados x a sua
area é dada por x?, enquanto o volume de um cubo de lados x é dado por x°. Entretanto,
por detras deste simples fato, existe uma ideia muito profunda, que remonta aos gregos,
em particular Euclides (Fig.1): representar os objetos geométricos através de objetos

algébricos e as operagdes geométricas por meio de operacGes algébricas. Entdo ele
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resolveu segmentos de linha, em vez de numeros. Assim, ele representou o produto
como um quadrado com um lado de grandeza x. De fato, é por isso que usamos 0 home
"x quadrado” hoje. O produto xy foi representado por um retangulo e chamado o
"retangulo™ dos dois lados. O termo "x ao cubo™ utilizado até hoje originado a partir da
representacdo por um cubo com faces de grandeza x. Mas ndo ha representacdes dos
maiores poderes de geometria grega, de modo que a geometria grega trazia distingoes
entre algebra e geometria. Esta distincdo impediu 0s progressos matematicos da
Antiguidade até o século XVII, e sua importancia é raramente reconhecida até hoje.
Nesse caso, a ideia era representar os lados do quadrado por um nUmero X, e a operacao

geométrica formando pelo quadrado a partir de seus lados pelo produto x-x = x.

Fig. 1 - Euclides 325 — 265 ac.

Apesar de tentadora, essa ideia foi abandonada pelos gregos, pois nem todos os
segmentos de reta podiam ser representados por nimeros (assim como 0S gregos 0S
conheciam). Por exemplo: dado um quadrado de lado unitério, a sua diagonal é
justamente a raiz quadrada de 2, e o que hoje chamamos nameros irracionais nao era
conhecido pelos gregos. Além disso, como poderiam os gregos interpretar x*, x°, e
assim por diante? De qualquer forma, o que relatamos é uma tentativa de representar
elementos algebricos (nUmeros neste caso) por elementos geomeétricos e as operacoes
algébricas por operacbes geométricas. Esta é a ideia que denominamos Aalgebra
geomeétrica.

Os problemas levantados acima impediram que os gregos levassem adiante esta
ideia; atualmente estes problemas ja ndo seriam mais considerados "problemas”. O
verdadeiro problema que estava detras desta ideia € a nocdo de congruéncia que 0s

gregos tinham. Em outras palavras, o problema consiste em definir quando dois
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segmentos de reta podem ser vistos como equivalentes. Para os gregos bastava que eles
tivessem 0 mesmo comprimento. Mas isso ndo bastal

A busca das algebras geométricas se fez novamente presente ja nos tempos
modernos através de Descartes (Fig.3). Essa tentativa também ndo logrou éxito, e o
motivo principal foi 0 mesmo dos gregos: a no¢do de congruéncia usada por Descartes

era a mesma de Euclides.

Fig. 2 - Gottfried W. Leibniz 1646 — 1716. Fig. 3 - René Descartes 1594 — 1650.

O mesmo problema preocupou Leibniz (Fig.2), um dos criadores do calculo
diferencial e integral. Do ponto de vista conceitual, Leibniz teve bem claro a ideia de
uma algebra geométrica e da sua necessidade. Ele a denominou uma geometria de situs,
que podemos traduzir como uma geometria de posi¢do. Leibniz escreveu sobre esse
assunto um ensaio que ficou esquecido por muito tempo.

Quando redescoberto e publicado (em torno de 1833), foi instituido um prémio
para quem desenvolvesse as ideias de Leibniz. Apenas um matematico se inscreveu:
Grassmann (Fig.5). O que permitiu a Grassmann desenvolver com éxito a ideia de uma
algebra geometrica foi o fato de ele ndo usar a nogdo de congruéncia de Euclides, mas

sim uma outra relacionada com o conceito que hoje conhecemos como vetores.
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Fig. 4 - Hermann Grassmann 1809 — 1879. Fig. 5 - Elie J. Cartan 1869 — 1951.

Foi, portanto, H. Grassmann, em 1844, quem finalmente conseguiu tornar
realidade a ideia geral anteriormente descrita. Primeiro, sabemos que duas retas
concorrentes determinam um plano, e queremos definir um produto de "coisas" que
representem retas (ou segmentos de reta), de tal forma que o resultado desse produto
seja uma outra "coisa" que represente um plano (ou um fragmento de plano). Essa é a
ideia de uma algebra geometrica.

O grande passo de Grassmann foi ndo representar segmentos de reta por
nameros, mas sim por objetos matematicos chamados vetores. A observacao nesse caso
é gue podemos atribuir a um segmento de reta ndo apenas um nimero (dado pelo seu
comprimento), mas também uma orientacdo e uma direcdo (que por sua vez depende da
noc¢do de paralelismo). Grassmann entdo foi capaz de definir um produto destes vetores,
chamado produto exterior, cujo resultado é um objeto chamado bivetor, que descreve
fragmentos de plano.

Salvo raras excecOes, o trabalho de Grassmann passou praticamente
despercebido, tendo sido retomado quase um século depois pelo grande matematico E.
Cartan (Fig.4). Hoje chamamos a estrutura desenvolvida por Grassmann de algebra
exterior ou algebra de Grassmann. E oportuno salientarmos que o sistema de Grassmann
ndo se limita apenas a um espaco tridimensional, sendo aplicavel a espagos de um

ndmero arbitrario de dimensoes.
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Fig.6 - Willian R. Hamilton 1805 — 1865. Fig. 7 - Willian K. Clifford 1845 — 1879.

Dentre as raras excegdes para quem o trabalho de Grassmann ndo passou
despercebido na sua época foi W. Clifford (Fig.7). Antes de mencionarmos o trabalho
de Clifford, devemos observar que também no ano de 1844 o entdo W. Hamilton (Fig.6)
havia publicado um sistema que denominou quatérnions, o qual consiste em uma
generalizacdo dos numeros complexos, que por sua vez sdo um generalizacdo do
conceito de numeros reais. Os quatérnions mostraram ser objetos extremamente
adequados para descrevermos operacdes no espaco tridimensional, tais como rotagdes.
Em 1878, Clifford publicou um trabalho em que ele mostrou como unificar em uma
Unica estrutura os sistemas de Grassmann e de Hamilton. Mais ainda, aproveitando a
estrutura muito geral da algebra de Grassmann, o sistema de Clifford permite
generalizarmos o sistema dos quatérnions de Hamilton. A denominacdo original de
Clifford para esta estrutura foi algebra geométrica, mas hoje a denominamos algebra de
Clifford.

Assim, em 1886, Gibbs tentou unificar esses sistemas naquele hoje denominado
algebra vetorial, porem ndo conseguiu, além de ter produzido uma algebra que, além de
ndo ser uma generalizacdo dos sistemas de Hamilton e Grassmann, uma vez que sé
funciona no espago tridimensional, também sofre deficiéncias internas, pois, em uma
estrutura fechada, o resultado de qualquer operacdo sobre elementos dados deve gerar
um elemento da mesma estrutura. No entanto, a algebra de Clifford ndo apresentava as
incoeréncias da algebra vetorial de Gibbs. Mas, infelizmente, por ironia do destino, dois
acontecimentos foram cruciais para a nao divulgacdo desse sistema algébrico. A

primeira foi a morte prematura de Clifford com a idade de apenas 33 anos, no auge da
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sua carreira. A segunda foi que a algebra de Gibbs foi bem familiarizada, sendo bem
adaptada para a teoria do eletromagnetismo, qual teve seu esplendor no final do século
19 (DORAN, 2003).

1.2 — A Reta Real

No topico anterior, foi introduzida uma visdo historica das ideias dos principais
autores que contribuiram no desenvolvimento da algebra Clifford. Agora, veremos que
0 processo de medicdo das grandezas ditas continuas nos conduz a ideia de um ndmero
real. Usaremos como protétipo a determinacdo do comprimento de um segmento de
reta, pois este tipo de medicdo € tdo significativo que o conjunto dos nimeros reais é
também conhecido como a reta real, ou simplesmente, a reta.

Imaginemos uma reta, no qual foram fixados um ponto O chamado de origem, e
um ponto A, diferente de O. Tomaremos o segmento AO, como unidade de
comprimento. A origem O divide a reta em duas semirretas. A que contém A chama-se
semirreta positiva e a outra é a semirreta negativa. Diremos que 0s pontos da semirreta

positiva serdo a direita de O e os da semirreta negativa a esquerda de O.

O A

Figura 8 — Representacéo da reta real r.

O conjunto dos numeros reais, denotado por R, serd representado
geometricamente pelos pontos da reta r, a qual serd& chamada de reta real ou,
simplesmente, reta. Além das operacGes usuais de adicdo e multiplicacdo, em R esta
definida a relacdo de ordem < que, por ser uma relacdo de ordem, goza das seguintes
propriedades:

1) Sea < b, b< a, entdo a = b. (antissimétrica)
2)Sea < b,b <c, entdo a < c. (transitiva)
3)Sea<bec<dentioa+c <b+d.

4) Dado um numero real ¢ # 0, se a < b, temos:

ca < cb,quandoc>0



22

cb < ca,quandoc<0

Além dos nameros reais, consideramos dois simbolos, +oo (abreviado poroo)
e—oo, que ndo sdo nameros, e consideramos também a reta estendida R*: = R
U 00,400 :de modo que qualquer X € R satisfaz —wo<x< o.Sea, b e R,a < Db, 0s

seguintes subconjuntos de R sdo chamados intervalos:

€.b= )éeR\a<x<b-
b} AeRlas<x<b
kb= AeRlasx<b
¢bk AeR\a<xsb:
¢xat ﬁeR\xsa]
¢xa t )éeR‘x<a]
ho =R\€w,a_

~

€ o =R\ ¢w,a |
Portanto, a propria reta R também é considerada um intervalo, podendo ser denotada

por (—oo,oo:.

1.3- Vetor como um NUmero

O que é um vetor? Esta pergunta parece trivial, mas a sua resposta,
adequadamente formulada, pode esclarecer varios enganos apresentados pelos
educadores e educandos. De uma maneira mais geral possivel, pode-se dizer que um
vetor € uma espécie de numero. Mas um numero que ndo expressa somente uma
magnitude, como 0s nimeros reais. Isto é, 0s nimeros que usamos em nosso dia-a-dia,
como aquele que expressa 0 saldo de nossa conta bancéria, a massa do nosso corpo
quando subimos na balanca da farmécia ou ainda a temperatura do nosso corpo para
sabermos se estamos com febre. Ele expressa também direcéo! Entdo, de forma mais
sofisticada, podemos dizer que um vetor € um nimero com direcdo. Uma pergunta que
surge imediatamente €: como representar esses nimeros?

Para melhor visualizacdo desses objetos matematicos, vamos partir do nosso
espaco fisico tridimensional, o qual denotaremos E®. E o espaco no qual vivemos e

vivenciamos nossas experiéncias. Na verdade, normalmente ndo experimentamos toda a
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liberdade que esse espaco nos oferece, a menos quando estamos voando (em asa delta,
por exemplo) ou fazendo mergulho. Vamos imaginar o E* formador de pontos tais que
todos eles sejam equivalentes, isto é, ndo haja pontos privilegiados. A Fig. 09 mostra
um “pedaco” do E® com alguns pontos destacados. (DE GOES BRENNAND, 2008).

Fig. 09 — Destaque de pontos em um pedaco no espaco fisico.

Representaremos esse espaco fisico tridimensional por um conjunto de pontos
definidos da seguinte forma: E3= {(x,y,z), tal que Xx,y,z € R}, ou Seja, o conjunto
formado pelo produto cartesiano EXEXE. Os nimeros X, y e z sdo chamados de
coordenadas canbnicas de um ponto qualquer desse espaco. Denominaremos
respectivamente abscissa, ordenada e cota. Para indicar as coordenadas canonicas, ou

simplesmente coordenadas do ponto P, usaremos a notacdo P =(Xx,Y,z). Dois pontos
desse espaco sdo considerados iguais se satisfizerem a seguinte condicao:

A=B < (X4 =Xg,Ya = Yg:2p = 23) (01)

Vamos ligar os dois pontos A= (X,,Y,Z,)eB =(Xz,Ys,Zg)POr um segmento

de reta orientado de origem em A e extremidade em B.

Fig. 10 — Vetor Ligado AB
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Chama-se vetor ligado de origem A e extremidade B, que denotaremos por

_—

AB , ao par ordenado (A, B) de pontos do espaco E?, representado na Fig.10.
Uma relagdo muito importante que expressa “a igualdade” entre vetores ligados
é a relacdo de equipoléncia. Dizemos que dois vetores ligados sdo equipolentes se

apresentarem as mesmas coordenadas canonicas. A relacdo de equipoléncia sera

representada por AB ~ CD . (DE GOES BRENNAND, 2008). Ou seja,

X, — X, =Xy — X,
AB~CD =Yy —Ya=Ya— Y. (02)
Ly —Z,=124 — L,

A representacdo geométrica da relacdo de equipoléncia AB ~CD entre 0s
vetores ligados pode ser vista na Fig. 11, onde os postos ABCD do espaco fisico tri-
dimensional formam um paralelogramo, ou seja, a relacdo de equipoléncia mostra que

os vetores ligados sdo coplanares e paralelos entre si.

A C

Fig. 11 - Representacdo da relacdo de equipoléncia de dois vetores ligados

Um fato importante € que a equipoléncia € uma relacdo de equivaléncia no
conjunto dos vetores ligados. De fato, pela definicdo da relacdo de equipoléncia entre

vetores ligados, verificamos facilmente, que as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

o Reflexiva: ﬁ ~ ﬁ?;.
e Simétrica: AB ~CD = CD ~ AB

e Transitiva: ﬁ~ﬁeﬁ~§:ﬁ§~ﬁf
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Isto permite definirmos um objeto matematico denominado vetor livre, o qual
representa uma classe de equivaléncia de vetores ligados equipolentes. Em outras
palavras, o vetor livre é o conjunto de todos os vetores ligados que tém as mesmas
coordenadas. O vetor livre é perfeitamente representado por qualquer um dos
representantes da classe. Denotaremos um vetor livre por V. Observe que o conjunto de
todos os vetores livres define uma nova estrutura matematica denominada de espaco
vetorial. Denotaremos esse espaco por V°. (DE GOES BRENNAND, 2008)

E conveniente observar a distingéo entre E* e V%, Para melhor visualizacéo dessa
estrutura matematica, vamos partir do nosso espaco fisico tridimensional E°.
Inicialmente escolhemos um ponto particular em E*. Chamaremos este ponto de origem,
isto é, O = (0,0,0). Evidentemente que este espaco nao € mais nosso espaco fisico, ja
que existe um ponto privilegiado. Passando pelo ponto O, podemos tracar uma
infinidade de retas. Consideremos trés dessas retas. Tomemos pontos dessas retas de
coordenadas P = (Xp, Yp, Zp), Q = (Xq, Vg Zg), R = (X, Y1, Zr) € S = (Xs, ¥s, Zs). ASSim

podemos definir os seguintes vetores livres:

— ~ ~
OP:(p'O' Yp -0, Zp'of(p’yp’zp/z 1

— ~ ~

OQ:(q'O' Yq-0,24-0 5 (q’yq'zqfvz (03)

OR = ‘(r -0,Y,-0,2,-0 = ‘(r’ r’zr/:\73

~ ~

= ‘(s’ s'zs/ \74

-

0S = & -0,y,-0,2,-0

Entdo, a imagem geométrica de V* representa o conjunto de todos os vetores
livres com origem no ponto O, conforme a Fig. 12. (DE GOES BRENNAND, 2008).

Fig. 12 — representacdo grafica do espago V°



26

1.4 — Operacao com vetores: produto de Clifford

As literaturas usadas pelos alunos do Ensino Médio trazem de forma inflexivel e
ndo interdisciplinar os conceitos que fundamentam a matemaética dos vetores, pois nos
levam a crer que o vetor é uma propriedade fisica e ndo matematica. Com isso,
acreditamos que, se essas propriedades forem expostas de forma hierdrquica e
interdisciplinar, tornardo as operacGes com 0s vetores bem mais intuitivas, facilitando
assim suas aplicagdes no cotidiano do nosso aluno. Na sequéncia mostraremos a soma,
0 produto por escalar e o produto entre dois vetores, em que enfatizaremos o ponto de

vista geométrico e geométrico.

Adicao

A adicdo de dois vetores U +V é definida como o vetor que vai do final do vetor
U para o inicio do vetor Vv, isto €, quando o inicio de U encontra o final de V. Fazendo
a construcgdo para V +U, isto é, colocando o final de G no inicio de vV, observamos que

a adicdo do vetor é mesma. Portanto, a adi¢cdo do vetor tem a propriedade comutativa,

no qual podemos observar na Fig. 13, e representado por:

U+V=vV+U

(04)

Fig. 13 — Representacdo da propriedade comutativa

Com isso, podemos dizer que a propriedade comutativa nos dara o artificio da
regra do paralelogramo, que é a adicdo de dois vetores e que a diagonal do

paralelogramo é formada por ambos os vetores. (CALVET,2001)
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Entretanto podemos também encontrar outra propriedade muito importante, que

é a propriedade associativa (Fig.14), definida da seguinte forma:

(G+V)+w ou U+ (V+W) (05)

Fig. 14 — Representacdo da propriedade associativa
Outra caracteristica importante é o elemento neutro da adicdo do vetor que é
vetor nulo, ou seja, que possui 0 comprimento igual a zero. Com isso, 0 vetor oposto a
u é definido como o vetor — G com a mesma direcdo, mas sentido oposto. Ou seja:
i=(-u)=0 (06)

Produto de um vetor com um numero real

Por definicdo, o produto de um vetor G por um ndmero real k, no qual gera um
vetor com a mesma direcdo, mas um comprimento aumentado k vezes. Lembrando que
se 0 numero real é negativo, entdo o sentido do vetor é oposto. Com isso, a defini¢do

geomeétrica sugere a propriedade comutativa (CALVET,2001):

k.0 =Gk (07)

<

Fig. 15 — Representacdo do produto de um vetor por um escalar
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Ou seja, dois vetores U e Vv com a mesma direcdo sdo proporcionais, porque

existe sempre um numero real k como V =k.d, isto é, k é o quociente de ambos os

vetores, o qual podemos representar como:

k=G"'v=vo" (08)

Produto de dois vetores

Para a definicdo do produto de dois vetores exige-se que 0 mesmo satisfaca as
seguintes propriedades:

1) Ser distributiva que se refere a adicéo de vetores:
d(V+wW)=UvV+Uw (09)

2) O quadrado de um vetor deve ser igual ao quadrado do seu comprimento; pela
definicdo, o comprimento (ou mddulo) de um vetor € um numero positivo e é

representado por:

u? :|u|2. (10)

3) A associacdo da propriedade associativa deve existir entre o produto dos vetores e 0

produto de um vetor e um namero real.

k(@V)=(ka)vV =kaiv
k(ld)=(k)d=kld (11)

Onde k e | sdo numeros reais e U e V sdo vetores. Portanto, 0s parénteses ndo séo
necessarios. Entdo, a partir destas propriedades, podemos deduzir o produto de dois
vetores.

Vamos supor que W € adicdo de dois vetores U,V, ou seja, W=U+V. Em que,

calculando seus quadrados, no qual aplicando a propriedade distributiva, teremos
(CALVET, 2001):
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W=U+V

W2 = (U+V)2 =(@+V)(0+V)=02+0V+0V +V? (12)
E importante prestarmos atencdo, pois teremos que preservar a ordem dos
fatores, porque nos ndo sabemos se o produto é comutativo ou ndo. Se U e V sao

vetores ortogonais, o teorema pitagorico aplica-se. Entdo teremos:

0LV=>W =0%+V° =-vu (13)

Isto é, o produto de dois vetores perpendiculares é anticomutativo. Se U e V sdo vetores
proporcionais, entdo:

U//lV=v=kl,k=real=uvV=Uktu=kilu=vU (14)
Onde aplicamos a propriedade comutativa e associativa do produto de um vetor € um

namero real. Portanto, o produto de dois vetores proporcionais € comutativo. Se w € a
adicdo de dois vetores U e V com a mesma direcdo, nos teremos:

W2 =02+ V2 + 2|0V (15)
0V = |||V

No caso o angulo entre os vetores U e V é igual a 0. Mas se 0s vetores tiverem sentidos
0postos:

(16)

No caso o0 angulo entre os vetores U e V éigual a .

Poderiamos perguntar qual seria o produto de dois vetores com qualquer direcao.
Considerando a componente perpendicular e paralela V. em relagdo a U (Fig. 16) e

utilizando a propriedade distributiva, podemos escrever (CALVET,2001):
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GV =0(V,+V,)=0V,+0V, (17)
O primeiro termo do lado direito da Eq. 17, isto €, GV, é chamado produto

interno ou produto escalar o qual representaremos por um ponto. Considerando que a

projecdo de vV, em U é proporcional ao cosseno do angulo entre os vetores, podemos

escrever.

V=0V, =[t|V|cosa (18)

<l

v

Fig. 16 — Representacao grafica do produto interno de um vetor

E interessante observar que o produto interno é sempre um numero real. Por
exemplo, o trabalho feito por uma forca acionando um corpo é o produto interno da
forca e o espaco percorrido. Desde que a propriedade comutativa tenha sido deduzida
pelo produto dos vetores com a mesma direcdo, no qual também se aplica para o

produto interno:

<
<l
Il

<l
<

(19)

O segundo termo da Eq. 17, isto é, GV,, é o produto de um vetor pela

componente ortogonal do outro, o qual chamamos de produto externo ou produto de

Grassman e e denotado com o simbolo A (cunha):

)

<l

>

<i

I

<l
'7

(20)

O produto externo é representado pela area do paralelogramo formando ambos
0s vetores, como mostrado na Fig. 17. (CALVET, 2001)
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<
<
>

<

A 4

u

Fig. 17 — Representacao grafica do produto Externo

Entdo, podemos escrever:

<l

AV| =GV, |=|0||V]|sena| (21)

Visto que o produto externo € o produto de vetores ortogonais, ele é

anticomutativo:

o (22)

E importante observamos que este produto G AV € representado pela area

orientada que denominaremos de bivetor, exposto na Fig.17.
Podemos observar que o produto externo assemelha-se muito ao produto

vetorial. De fato, o produto vetorial de dois vetores é escrito como G xV cujo mddulo

seré dado por:
|GxV|=|T||V]|sen]| (23)

Onde a € a medida do angulo entre G e V (0° < a < 180°) no plano definido pelos

dois vetores. O resultado de um produto vetorial é sempre perpendicular a ambos 0s
vetores originais. Portanto, s6 estd definido em um espaco tridimensional. Isto é um
inconveniente, pois ndo temos um conceito semelhante em dimensdo inferior ou
superior a esta. A representacdo grafica do produto vetorial pode ser vista na figura

abaixo:


http://wapedia.mobi/pt/%C3%82ngulo
http://wapedia.mobi/pt/Perpendicular
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<
>
<l

<l
c X
x &l
Il
i

<l

v

Fig. 18. Representacédo grafica do Produto vetorial

Observa-se que o produto vetorial e o produto de Grassmann definem uma area
de mesma magnitude (eqgs. 21 e 23). Porém o produto vetorial (G xV) é um vetor e
representa 0 mapeamento de uma area neste vetor. J& o produto de Grassmann € um
bivetor, isto é, uma area com caracteristicas vetoriais! Portanto, um bom candidato para
substituir o produto vetorial em problemas que envolva espacgos de dimensdo diferente
de trés.

Finalmente, podemos definir o produto entre dois vetores, no qual
denominaremos de produto de Clifford, como soma de ambos os produtos apresentados

anteriormente, ou seja:

(24)

o
<
[l
o
<
_|_
o
>
<

E interessante salientarmos que, se partimos da defini¢do de produto de Clifford,
podemos construir 0s produtos interno e externo da seguinte forma: (CALVET, 2001)
uv-va

;o UAV=——— 25
> (25)

<
<l
<l
<

=

<i

I
N+

O que nos indica que o produto interno é a parte simétrica do produto de Clifford,
enguanto que o produto externo representa a parte antissimétrica.

Os produtos externo, interno e de Clifford apenas dependem do mddulo dos
vetores e do angulo entre eles. Quando ambos os vetores sdo rotacionados, preservam o

angulo que eles formam e os produtos também séo preservados (Fig. 19).
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v

u

Fig. 19 — Representacao gréafica da rotacao dos vetores

Contudo, podemos questionar qual € o modulo do produto de dois vetores? Visto
que o produto interno e externo sao linearmente independentes e ortogonais, 0 médulo
do produto de Clifford deve ser calculado através de uma generalizacdo do teorema de
Pitagoras:

— _ _ N 2 2 _, 12
V=0.V+0AV=[0 V] =[0.V]" +[d AV]

.v[* =[]’ |9|° (cos? &+ sen?6) =|a’ [v|°

<

(26)

Portanto, os médulos do produto de Clifford sdo o produto dos médulos de cada vetor:

o7 - ol @)

1.5 - Algebra de Clifford no plano

No espaco euclidiano bidimensional, podemos apresentar trés objetos
orientados. Primeiramente, podemos representar um ponto em uma reta pertencente a
um determinado plano como um objeto orientado, o qual chamaremos de escalar ou 0-
vetor. A orientacdo é definida por um sinal associado a um ndmero. Se o0 ponto
“caminhar” para a esquerda, a orientagdo sera negativa e para a direita positiva, COMO

representado na Fig. 20. (DORAN, 1994)
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Fig. 20 — Representacao do 0-vetor

O segundo objeto é um segmento de reta orientado, no qual serd chamado de 1-
vetor. Qualquer 1-vetor no plano pode ser gerado pela soma dos elementos do

conjunto 4,, e, , como exposto na Fig. 21.

Fig. 21 — Representagéo do 1-vetor

Por fim, o ultimo objeto orientado é uma area no plano que chamaremos de 2-
vetor. O 2-vetor apresenta uma magnitude, uma direcdo e um sentido, que podera ser
horario ou anti-horério. As orienta¢cdes do 2-vetor estdo representadas em termos dos

elementos do conjunto 4,, e, na figura abaixo:
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Fig. 22 - Representacdo do 2-vetor

Podemos observar que a &rea delimitada pelo paralelogramo corresponde ao

madulo do 2-vetor formado pelos vetores e, e e,. E importante ratificar que o simbolo
A (cunha) representa o produto externo ou produto de Grassman entre os vetores e, e
e,, que o resultado em um bivetor e, A€, .
Para entendermos melhor as propriedades do 2-vetor, devemos primeiramente
nos lembrar que, para vetores ortogonais, o produto de Clifford é um bivetor, ou seja,
e e,=6€.6,+6 A€, =€ AE, (28)
Lembremos que os vetores ortogonais séo anticomutativos:

e,6 =6,A6 =—€ A, =—E€ ], (29)

Podemos formar produtos entre um vetor e um 2-vetor de duas formas
diferentes. Ou seja, se multiplicarmos o 2-vetor a esquerda de um vetor: (DORAN,
1994)

(e, ne,)e =(—e,e)e =e,ee=—¢e, (30)

(e,ne,)e,=(-e,8)e, =ee,e,=¢€ (31)
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Fig. 23 — Multiplicacao do bivetor a esquerda do 1-vetor

Como podemos observar, ocorrera uma rotacdo de 90° graus no sentido horario

nos vetores e, e e,, COMO exposto na Fig. 23. Ja se multiplicarmos o 2-vetor a direita
dos vetores e, e e, teremos uma rotagdo de 90° no sentido anti-horario do vetor, como

na Fig. 24.

Fig. 24 — Multiplicacéo do bivetor a direita do 1-vetor

Uma propriedade interessante dos bivetores se manifesta pelo seu quadrado, isto

(e,n€,)" =g e,e.6,=—¢€€6,8=-1 (32)
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Isso mostra que o bivetor tem a mesma propriedade que a unidade imaginaria
dos nimeros complexos. Do ponto de vista geométrico, realiza-se uma rotacéo de 180°.

Vamos definir um conjunto formado por todas as possiveis combinagdes desses
objetos orientados (0-vetor, 1-vetores e 2-vetor) e sobre esse conjunto definir uma
operacdo de soma e de produto. Denominaremos de multivetor um elemento desse

conjunto, no qual o escreveremos como: (DORAN, 1994)

A=a,+a,e +a,e,+a,e Ae, (33)

Ou seja,
A=0-vetor+1-vetor+2—vetor (34)
Dado dois multivetores A e B:

(35)
A=a +a,e +a,e,+a,e NE,

B=4,+/.6,+[,8,+[;€ 1€, (36)
A sua soma sera definida como:
S=A+B= (ao +ﬂo)+(a1+ﬂ1)el+(a2 +,32)62 +(a3+ﬁ3)el/\e2 (37)

Como podemos observar, o resultado da adicdo de multivetores é de facil
intuicdo algébrica, e 0 seu resultado gera outro multivetor, que satisfazia a propriedades
aditivas de um corpo algébrico.

Vamos agora definir o produto de dois multivetores A e B:

AB =[a, + a8, + a8, + az(e, Ae,)][B, + Bi&, + 5,8, + B;(e, A ;)] (38)
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AB =, B, + o, p.e + o, B8, + a,f;(ee,) +

+a,f.e, +a,p.ee +af,ee, +apel(ee,)+

ta,f.e, +a,fe,6 +,5,6,8, +a,:e,(e8,) +

+azf,(e.8,) + a3 f.(e8,)e, + oy 5,(e.€,)e, + a3 B5(e.€,)(e8,)(39)

Utilizando os resultados das operacfes entre 1-vetor e 2-vetor anteriormente

tratadas obtemos:

AB=a,B, +a By + 0,8, — a3 By + (a0, By + By + 3 8, — a, B3)€, +
(@, B, + s+, B, — a3 .)€, +(a, Bs + . B, + a3 B, — &, B,)(€,€,). “0)

Como podemos observar o produto entre multivetores também gera um outro

multivetor.
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Capitulo 2

Modelo Ausubeliana de Aprendizagem e Mapas Conceituais

2.1 - Aprendizagem Significativa

Em meados de 1960, David Ausubel prop6s a sua Teoria da Aprendizagem
significativa, no qual procura explicar os mecanismos internos que ocorrem na mente
humana com relagdo ao aprendizado e a estruturacdo do conhecimento. Ausubel na sua
teoria concentrou-se numa questdo que nenhum pesquisador até aquele momento tinha
se preocupado, que era a aprendizagem que ocorria na sala de aula, pois Ausubel
acreditava no valor da aprendizagem por descoberta, no qual valorizava a aula do tipo
expositiva, que foi o grande foco da sua pesquisa. (MOREIRA, 2001)

Neste sentido, o maior legado deixado por Ausubel foi justamente o de técnicas
e reflexdes acerca da aula do tipo “tradicional”, e do tipo de enfoque, o cuidado e
trabalho de ideais que um professor deveria ter neste contexto, no sentido de propiciar o
melhor aprendizado possivel para seus alunos. Uma de suas contribuicGes foi a
distingdo das diferencas entre a aprendizagem significativa e aprendizagem mecanica.
Em sua teoria, existem trés requisitos basicos para que ocorra uma aprendizagem
significativa por parte do aluno: a oferta de um novo conhecimento estruturado de
maneira légica; a existéncia de conhecimentos na estrutura cognitiva que possibilite a
sua conexdo com o novo conhecimento; a atitude explicita de apreender e conectar 0 seu
conhecimento com aquela que pretende absorver. (MOREIRA, 2001)

Segundo Ausubel (2003), os principais conceitos relativos a aprendizagem se

articulam esquematicamente da seguinte forma:
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Estrutura cognitiva

Aprendizagem

Aprendizagem significativa 4—Continuo————— ™ Aprendizagem mecanica

Aprend. Significativa Aprend. Significativa
por recepcéo por descoberta

Fig. 25 — Mapa conceitual sobre aprendizagem

A estrutura cognitiva para Ausubel (apud Faria, 1989, p 08) é o conteldo total e
organizado de ideias de um dado individuo; ou, no contexto da aprendizagem de certos
assuntos, refere-se ao conteudo e a organizacdo de suas ideias naquela area particular de
conhecimento. Ou seja, a énfase que se da é na aquisi¢do, armazenamento e organizacdo
das ideias no cérebro do individuo. Com isso, podemos perceber que, para Ausubel, a
estrutura cognitiva de cada individuo € extremamente organizada e hierarquizada, no
sentido que as varias ideias se encadeiam de acordo com a relacdo que se estabelece
entre elas. Além disso, é nesta estrutura que se ancoram e se reordenam novos conceitos
e ideias que o individuo vai progressivamente internalizando, isto €, aprendendo.

Para David Ausubel (MOREIRA, 2001), a aprendizagem consiste na
modificacdo da estrutura cognitiva, através da incorporacdo de novas ideias a ela.
Dependendo do tipo de relagdo que se tem entre as ideias, ja existentes “conhecimentos
prévios” nesta estrutura e as novas que se estdo internalizando, pode ocorrer um
aprendizado que varia do mecanico ao significativo.

Com isso, a aprendizagem significativa tem lugar quando as novas ideias vao se
relacionando de forma nédo-arbitraria e substantiva com as ideias ja existentes. Por “nao-
arbitriedade”, entende-se que existe uma relacdo logica e explicita entre a nova ideia e
alguma(s) outra(s) ja existente(s) na estrutura cognitiva do individuo. Assim, por
exemplo, entender o conceito do dinamdmetro sé serd de fato significativo para o

individuo, se de alguma forma houver uma clara relacdo entre este e o conceito de forga.
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Além de ndo ser arbitraria a aprendizagem, para ser significativa, precisa ser
também substantiva, ou seja, uma vez aprendido determinado contetdo desta forma, o
individuo conseguira explicd-lo com as suas proprias palavras. Assim, um mesmo
conceito pode ser expresso em linguagem sindnima e transmitir o mesmo significado
(ARAGAO, 1976, p 21).

Como exemplo, quando o aluno aprende significativamente que o conceito de
peso é diferente do conceito de massa, isto €, que a massa € a quantidade de matéria de
um objeto, pois é uma caracteristica intrinseca do corpo, e que peso de um corpo € a
forca de atracdo gravitacional entre ele e a Terra, que imprime a0 mesmo tempo uma
aceleragdo da gravidade “g”, ele devera ser capaz de expressar isso de diversas formas.
Como: “que independentemente do planeta, por exemplo, um astronauta tem sua massa
constante e o que varia é o seu peso, devido a aceleracdo da gravidade ser diferente em
planetas distintos”, “ao ir a uma farmacia o aluno ao se pesar observa a sua massa na
balanga e ndo o seu peso” ou “que a unidade de massa ¢ em quilograma (kg) e a unidade
do peso é em Newton (kg.m/s?> = N)”. A “substantividade” do aprendizado significa,
entdo, que o aluno apreendeu o sentido, o significado daquilo que se ensinou, de modo
que pode expressar com as mais diversas palavras e sentidos.

Para Ausubel (2003), o objetivo maior do ensino académico é que todas as ideias
sejam aprendidas de forma significativa. 1sso porque é somente deste jeito que estas
novas ideias serfo “armazenadas” por bastante tempo e de maneira estavel. Além disso,
a aprendizagem significativa permite ao aluno o uso do novo conceito de forma inédita,
independentemente do contexto em que este contedo foi primeiramente aprendido.

Como podemos observar, ndo podemos falar da aprendizagem significativa sem
comentar a mecanica, pois é o extremo oposto e estd muito presente em nossas escolas.
Neste caso, as novas ideias ndo se relacionam de forma ldgica e clara com nenhuma
ideia ja existente na estrutura cognitiva do sujeito, sdo simplesmente “decoradas”. Desta
maneira, elas sdo armazenadas de forma arbitraria, o que ndo garante flexibilidade no
seu uso, nem longevidade. Como consequéncia, ndo ocorre a flexibilidade (o
aprendizado ndo é substantivo), o individuo ndo é capaz de expressar 0 novo conteldo
com linguagem diferente daquela com que este material foi primeiramente aprendido.
De fato, ele ndo aprendeu o significado, o sentido do novo material, mas tdo-somente
decorou a sequéncia de palavras que o definia. Por conta disso, ele sera incapaz de
utilizar este conhecimento em contexto diferente daquele no qual fora primeiramente

apresentado. No exemplo dado acima — do peso e da massa - 0 individuo sera incapaz
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de fazer a relacdo entre o peso e a massa, ou mesmo com o fato de que o peso varia de
localidade devido a aceleracdo da gravidade.

Contudo, € importante ratificar que, apesar de Ausubel, em sua teoria de
aprendizagem, ter enfatizado a soberania da aprendizagem significativa, ele
compreendia que no processo de ensino-aprendizagem existem circunstancias em que a
aprendizagem mecanica era inevitdvel. No ensino de Histéria das Ciéncias, por
exemplo, conhecer e entender 0s eventos que se sucederam no surgimento e
desenvolvimento da mecanica classica requer, muitas vezes, que se saibam os nomes
dos principais filésofos e as diversas datas que serviram de subsuncores para a Fisica
que conhecemos hoje, 0 que é tipicamente um aprendizado mecénico. (MOREIRA,
2001)

Fatores Substantivos da Facilitacdo Pedagogica

Os fatores substantivos da facilitacdo pedagogica, como o proprio nome diz, sdo
aqueles fatores que facilitam a acdo pedagdgica e estdo relacionados com selecdo dos
temas mais relevantes que séo trabalhados com os alunos. Com isso, é importante
selecionar as ideias basicas para ndo sobrecarregar o aluno de informacdes
desnecessarias, dificultando a aquisicdo de uma estrutura cognitiva adequada.
(MOREIRA, et al 2001)

Ausubel (2003) acredita que a aprendizagem por subordinacdo é mais facil para
o ser humano do que a por superordenacdo. Ou seja, ele acredita que os conceitos
devem ser sempre estudados a partir de ideias mais gerais para as mais especificas. Por
conseguinte, o que se propde é que se ofereca ao aluno preferencialmente os conceitos
ditos mais inclusivos, ou seja, 0s conceitos mais amplos aos quais 0s conceitos mais
restritos, quando forem trabalhados, poderdo se ligar de maneira subordinada. Quando a
aprendizagem se da por subordinagéo, 0s conceitos ancoras necessarios para propiciar a
aprendizagem significativa sdo denominados de subsuncores.

Neste sentido, quando da selecdo dos aspectos mais relevantes de um
determinado contetdo, devem ser privilegiados os conceitos/ideias mais gerais, que
poderdo servir como ancora para futuras aprendizagens. Se for feito de outra forma,
optando-se por conceitos mais especificos, pode acontecer que eles ndo sejam

potencialmente significativos para os alunos, uma vez que estariam faltando ideias de
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esteio mais relevantes, que estdo justamente associadas com 0S conceitos mais
amplos/inclusivos.
Como principios programaticos para a sequenciagdo do conteudo de ensino,

Ausubel propde a diferenciacdo progressiva e reconciliacao integrativa.

Diferenciacéo Progressiva

A diferenciacdo progressiva corresponde exatamente ao principio segundo o
qual as ideias mais gerais e inclusivas sdo apresentadas antes, criando as condicdes
necessarias para a posterior diferenciacdo das mesmas, conformando uma tendéncia
natural da consciéncia humana quando exposta a um campo de conhecimento

inteiramente novo. Isso Ausubel (1989) justifica através de dois motivos:

e E mais féacil para o ser humano compreender os aspectos diferenciados de um
todo (mais inclusivo) previamente aprendido, (...) do que formular o todo mais
inclusivo a partir das suas partes diferenciadas previamente aprendidas (Ausubel
apud Faria, 1989, p 28). Ou seja, generalizar a partir de conceitos mais
especificos é mais dificil do que aprender conceitos particulares a partir de um

mais geral.

e Este tipo de hierarquia é a que acontece na mente de cada pessoa: a ideias mais
gerais/inclusivas ocupam o topo da estrutura cognitiva, e tém subordinadas a si

ideias progressivamente mais especificas/menos inclusivas.

Reconciliacéo Integrativa

J& a reconciliacdo integrativa trata do modo como Ausubel também descreve as
relagbes buscando apontar similaridades e diferengas entre idieas, com vistas a
contornar discrepancias reais ou imaginarias (Moreira, 2001). Ou seja, gradualmente os
conceitos vao se especializando e, concomitantemente, estabelecendo relagcdes que
produzem significados que configuram uma situacdo tipica de aprendizagem
significativa. Assim como define Faria (1989), a reconciliagcdo integrativa consiste,

basicamente, no delineamento explicito das relacbes entre ideias, de assinar
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semelhancas e diferencas relevantes entre as mesmas, e de reconciliar inconsisténcias

reais e aparentes.

No trabalho pedagdgico, a reconciliacdo integrativa deve acontecer em dois

contextos: na preparacdo do material instrucional, e no relacionamento das ideias nele

contidas com a estrutura cognitiva do aluno. Na preparacdo e no uso do material

instrucional, alguns cuidados devem ser tomados como, por exemplo:

Evitar que o uso de palavras distintas para representar conceitos equivalentes gere
confusé@o no aluno, motivando-o a aprender de forma mecéanica. Usando o caso da
prépria teoria ausubeliana, se os termos subsuncor, ideia ancora, ideia de esteio,
ideia relevante, ideia mais inclusiva, ideia mais geral e ideia mais ampla ndao forem
devidamente esclarecidos, pode-se acreditar que se referem a conceitos distintos

quando, na verdade, sdo sinbnimos de uma mesma coisa.
Na apresentacdo dos varios topicos constitutivos de um mesmo material, devem-se
explicitar eventuais relacdes existentes entre eles, visto que parte da aprendizagem

s0 sera de fato conseguida caso estas relagdes sejam percebidas.

Evidenciar as diferengas existentes entre conceitos aparentemente semelhantes, a

fim de que eles ndo sejam retidos como se fossem idénticos.

Ja no que diz respeito ao relacionamento das novas ideias apresentadas e aquelas

ja existentes na estrutura cognitiva do aprendiz, alguns cuidados seriam:

Evidenciar eventuais diferencas entre as ideias ja estabelecidas e aquelas que se
estdo aprendendo, a fim de que, caso haja alguma analogia entre elas, isso ndo leve

os alunos a reduzirem uma a outra ou a confundirem ambas.

Esclarecer eventuais contradigdes (aparentes ou reais) entre 0s conceitos que estdo
sendo aprendidos e aqueles que ja se sabe. Caso isso ndo seja feito, pode acontecer
de o aluno recusar o novo aprendizado, ou de reté-lo como algo isolado do anterior.
Assim, pode-se recusar o principio da diferenciacdo progressiva por se alegar

(corretamente) que é impraticavel apresentar o conceito mais abrangente de
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poligonos antes do conceito menos abrangente de triangulo. No entanto, se este
principio for analisado dentro do conjunto limitado dos conceitos relativos a uma

disciplina, a eventual contradi¢do desaparece.

Organizadores Prévios

Seguindo todas as etapas previstas anteriormente na selecdo, a sequenciacao e a
preparacdo dos conteudos mais pertinentes, clareza e estabilidade das necessarias ideias
de esteio para se trabalhar significativamente este novo material, propde uma fase
seguinte, que seria a da preparagdo dos organizadores prévios, em funcdo destes fatores
mencionados. Segundo Ausubel (2003), organizadores prévios sdo materiais
introdutorios destinados a facilitar a aprendizagem de topicos especificos ou conjunto
de ideias consistentemente relacionadas entre si.

A finalidade de um organizador prévio é prover ideias de esteio, ou evidencia-las
na estrutura cognitiva do aluno, de modo a potencializar ao estudante uma
aprendizagem significativa. Portanto, ndo deve ser confundido com introducdo ou
resumo, uma vez que sua funcdo nédo é (somente) fornecer uma visdo geral sobre o que
se vai estudar, ou apontar os pontos principais do conteddo em questdo. A funcdo do
organizador prévio é potencializar a criacdo de relacbes ndo-arbitrarias e substantivas
entre 0s novos conceitos e as ideias que lIhes servirdo de ancora na estrutura cognitiva
do aluno, através da “insercao” ou da explicitacdo destas ideias.

Com isso Moreira (2004) afirma que a vantagem [do organizador prévio] é

permitir ao aluno o aproveitamento das caracteristicas de um subsungor, ou seja:

a) identificar o contelido relevante na estrutura cognitiva e explicar a relevancia deste

contetido para a aprendizagem do novo material;

b) dar uma visdo geral do material em um nivel mais alto de abstracdo, salientando as

relagcbes importantes;

c) prover elementos organizacionais inclusivos, que levem em consideragdo mais

eficientemente e ponham em melhor destaque o contetido especifico do novo material.
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2.2 - Mapas conceituais

Os mapas conceituais representam a organizacdo e representacdo do
conhecimento, ou seja, por exemplo, para organizarmos 0s materiais didaticos podemos
representa-los em gréaficos que visam expressar a relacdo entre palavras que formam um
determinado conceito ou as relagdes entre conceitos que compdem significados. Estes
diagramas constituem uma tecnica desenvolvida por Joseph Novak e seus
colaboradores, a partir de 1972, na Universidade Cornell, nos Estados Unidos, e
amolda-se substancial e propositalmente & teoria da aprendizagem significativa de
David Ausubel, inclusive prefaciando a edi¢cdo mais recente de sua obra, faz referéncia a
esse “mapeamento cognitivo” como um esforgo sem precedentes da parte do seu
idealizador (AUSUBEL, 2003, p. xiv; MOREIRA, 2004).

Do ponto de vista de sua estruturacdo, oS mapas conceituais apresentam-se
bastante flexiveis, mas embora Moreira (2001) afirme a inexisténcia de regras fixas para
delinea-los, descreve também alguns aspectos que devem ser observados na elaboragéo
dos mesmos. O primeiro deles aponta no sentido de que geralmente tais mapas
apresentam uma estrutura hierarquica, na qual os conceitos sdo organizados a partir dos
mais amplos, colocados na parte superior, passando pelos intermediarios, até chegar aos
mais especificos situados na parte inferior. Essa formatacdo, bem longe de representar
relacGes de poder ou de atribuicdes comuns aos organogramas e fluxogramas usuais,
sugere na teoria ausubeliana, a inequivoca observancia aos principios da diferenciacao
progressiva e da reconciliacdo integrativa. Na teoria ausubeliana, a construgdo do
conhecimento corresponde a uma atividade cognitiva composta por etapas organizadas
de maneira sequencial e hierarquica, inter-relacionando-se desde a apreensdo da nova
informac&o até sua sistematizagdo cerebral.

A fundamentacdo tedrica que permeia a constituicdo de um mapa conceitual, por
inferéncia, leva aos critérios concernentes ao grau de generalidade e exclusividade que
identifiqguem as circunstancias as quais 0 mesmo se destina. Isto significa dizer que,
dependendo de sua abrangéncia ou especificidade, os mapas conceituais podem ser
aplicaveis especificamente ao conteddo de uma aula, ao planejamento de um curso de
curto prazo, bem como a uma agdo mais ousada, em termos de desenvolvimento de um
programa educacional mais complexo (NOVAK, 2000a; 2000b; 2003).
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Contudo, a principal propriedade de um mapa conceitual estd na possibilidade
que a pessoa tem de exteriorizar seus conhecimentos ao construir 0 seu proprio mapa,
com isso, compatibilizando a formacdo de uma sequéncia légica de conceitos
subsuncores e de ordenacdo das novas ideias do material didatico capazes de direcionar
significativamente a aprendizagem. Segundo corrobora Moreira (2004, p. 6), a
pragmatica dos mapas de conceitos converte-os em instrumentos indispensaveis para: 1)
identificar a estrutura de significados aceita no contexto da matéria de ensino; 2)
identificar os subsuncores (significados) necessarios para a aprendizagem significativa
da matéria de ensino; 3) identificar os subsungores preexistentes na estrutura cognitiva
do aprendiz; 4) organizar sequencialmente o conteddo e selecionar materiais
curriculares, usando as ideias de diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integrativa
como principios programaticos; 5) ensinar usando organizadores prévios, para fazer
pontes entre os significados que o aluno ja tem e os que ele precisaria ter para aprender
significativamente a matéria de ensino, bem como para o estabelecimento de relagdes
explicitas entre 0 novo conhecimento e aquele ja existente e adequado para dar

significados aos novos materiais de aprendizagem.
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Capitulo 3

3.1 Conceitos da Dinamica Newtoniana

As leis de Newton séo os pilares de sustentacdo da Mecanica classica. Elas
descrevem o movimento dos corpos, tanto no céu como na terra, as Orbitas dos planetas,
prevéem a existéncia de novos planetas e explicam, por exemplo, os fendmenos das
marés. Mas precisamos de cautela ao interpreté-las e aplica-las ao nosso cotidiano.

Segundo Avristoteles, tanto para colocar um corpo em movimento, como para
manté-lo em movimento, é necessaria a acdo de uma forca. Conforme ele, 0 movimento
se divide em duas grandes classes: a do movimento natural e a do movimento violento.
Aristoteles afirmava que o movimento natural decorre da “natureza” de um objeto,
dependendo de qual combinacdo dos quatro elementos (terra, agua, ar e fogo), ele fosse
feito. O movimento natural poderia ser diretamente para cima ou para baixo, no caso de
todas as coisas da Terra, ou ser circular, no caso dos corpos celestes. Ao contrario do
movimento para cima ou para baixo, 0 movimento circular ndo possuia come¢o ou fim.
Ele acreditava que existiam leis diferentes que se aplicavam aos céus, e afirmava que os
corpos celestes séo esferas perfeitas, formados por uma substancia perfeita e imutavel,
que foi denominada quintesséncia (quinta esséncia, as outras quatro sendo terra, agua, ar
e fogo).

O movimento violento resultava de forcas que puxavam ou empurravam. Este
nada mais era que 0 movimento imposto. Uma pessoa empurrando um carro de mao ou
sustentando um objeto pesado impunha movimento, como faz alguém quando atira uma
pedra ou vence um cabo-de-guerra. O conceito de movimento violento enfrentava suas
dificuldades, pois empurrdes e puxdes nem sempre eram evidentes. As afirmacoes de
Aristoteles a respeito do movimento constituiram o inicio do pensamento cientifico, em
que suas ideias perduraram durante quase dois mil anos.

Somente no século XVI, Galileu, um dos mais importantes cientistas daquela
época, demoliu as hipoteses de Aristoteles. Galileu deixou cair da torre de Pisa varios
objetos com pesos diferentes e comparou suas quedas. Ao contrario do que afirmava
Aristoteles, ele comprovou que uma pedra duas vezes mais pesada que outra ndo caia
duas vezes mais rapido, exceto pelo pequeno efeito da resisténcia do ar. Galileu

descobriu que objetos de varios pesos, soltos a0 mesmo tempo, caiam juntos e atingiam
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0 chdo ao mesmo tempo. Observamos que a ideia fundamental de Aristételes era que
sempre fosse necessario empurrar ou puxar um objeto para manté-lo em movimento. E
este principio basico foi negado por Galileu, afirmando que, se ndo houvesse
interferéncia sobre um objeto movel, este deveria mover-se em linha reta para sempre,
no qual, nenhum empurrao, puxao ou qualquer tipo de acao era necessario para isso.

Galileu testou suas hipoteses fazendo experiéncias com o movimento de
diversos objetos sobre planos inclinados. Observou que bolas que rolavam para baixo
adquiriam maior velocidade, enquanto as que rolavam para cima menor velocidade.
Entdo, ele concluiu que essas bolas que rolassem no plano horizontal ndo deveriam
torna-se mais ou menos velozes. A bola atingiria finalmente o repouso ndo por causa da
sua “natureza”, mas por causa do atrito. Ele raciocinou que, na auséncia de atrito ou de
forcas opositoras, um objeto movendo-se na horizontal continuaria movendo-se
indefinidamente. A propriedade de um objeto de tender a manter-se em movimento
numa linha reta foi chamada por ele de inércia.

Em 1642, no mesmo ano da morte de Galileu, nasceu Isaac Newton. Quando
tinha 23 anos, ele desenvolveu suas famosas leis do movimento, que suplantaram em
definitivo as ideias de Aristoteles que haviam dominado o pensamento dos cientistas
por dois milénios. O conceito de inércia, como vimos anteriormente, foi conceituado
pela primeira vez por Galileu e, ap6s algumas décadas, Newton reafirmou essa ideia e
formulou o seu primeiro principio, no qual denominou lei da inércia ou principio da
inércia.

Podemos observar que a descricdo do “estado de movimento” € caracterizado
pela tendéncia natural de um corpo ou objeto estar no seu estado de descanso ou no seu
estado de movimento retilineo, devido a propria inércia da matéria. Ou seja, a acdo
impressa € uma acdo exercida sobre um corpo para mudar seu estado de repouso ou de

movimento uniforme em linha reta. E importante enfatizarmos que a ac3o representada

e citada anteriormente no texto acima representa o conceito de forca (F ).

Essa resisténcia & mudanga do estado representa a inércia do corpo, pois um
sistema é caracterizado como sendo inercial quando uma acdo externa é aplicada ao
corpo e esse resiste devido ao seu estado inercial. E importante ratificarmos que
podemos caracterizar o estado inercial de um corpo por assim dizer como a quantidade
de matéria contida num corpo, que chamamos de massa na qual a representacao dessa
massa, se observamos com cuidado, determina o principio da inércia. Pois, no Principio,

Newton afirma que: "A forga inata (insita) da matéria € um poder de resistir pelo qual
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cada corpo, enquanto depende dele, persevera em seu estado, seja de descanso, seja de
movimento uniforme em linha reta.” Ou seja, quanto maior a quantidade de matéria de
um corpo, maior serd a sua tendéncia ao repouso ou ao movimento retilineo e uniforme.

Contudo, para especificarmos o quanto de matéria algum corpo tem, usamos o
termo massa, e, quanto maior for a massa de um objeto, maior serd a sua inércia.
Seguindo o método axiomatico de Euclides, como era costume no século XVII, Newton
definiu o conceito de massa que chamava “quantidade de matéria”, como o produto da
densidade e do volume. Tal defini¢do passou a ser considerada problematica, ja que ele
ndo define o que seria “densidade”. Segue abaixo algumas defini¢cbes mais recentes

sobre massa:

e “A quantidade de matéria num objeto”. (HEWITT, 2002)

e “E a medida da inércia ou lerdeza que um objeto apresenta em resposta a qualquer
esforco feito para mové-lo, paré-lo ou alterar de algum modo o seu estado de
movimento”. (HEWITT, 2002)

A unidade de massa ¢ definida em termos de um protétipo (depositado no Oficio
Internacional de Pesos e Medidas em Paris), que representa o quilograma (kg), e foi
construido originalmente para corresponder a massa de 1 litro de agua a pressdo
atmosférica e a temperatura de 4 °C. Adotaremos o Sistema internacional de medidas
(SI) de unidades, onde a unidade de comprimento é metro, a de massa € quilograma e
tempo € o segundos. (NUSSENZVEIG, 2002)

E pela inércia da matéria que todo corpo dificilmente sai de seu estado de
repouso ou de movimento. Ou seja, o que Newton chama de Inércia é a forca de
resisténcia ao movimento, que todo o corpo possui. Podemos observar outras formas de

ratificar o principio da inércia, através de outros autores, como:

e “Todo corpo persiste em seu estado de repouso, ou de movimento retilineo e
uniforme, a menos que seja compelido a modificar esse estado pela acdo de forcas
impressas sobre ele”. (NUSSENZVEIG, 2002).

e “Todo objeto permanece em seu estado de repouso ou de movimento uniforme
numa linha reta, a menos que seja obrigado a mudar aquele estado por forgas
imprimidas sobre ele.” (HEWITT, 2002).
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e “Um corpo permanece em repouso ou com velocidade constante (aceleracdo nula),
qguando abandonado a si mesmo, isto é, quando forcas externas ndo atuam sobre
ele.” (BERKELEY, 1973).

Salientamos que a primeira lei de Newton (inércia) ndo é valida para qualquer
referencial. Os referenciais em que ela é valida chamam-se referenciais inerciais. Por
exemplo, um referencial ligado as estrelas fixas € uma excelente aproximagdo de um
referencial inercial. Um referencial em movimento retilineo uniforme em relagdo a um
referencial inercial é também inercial, porque todo corpo em repouso ou em movimento
retilineo uniforme em relacdo a um deles também estara em repouso ou em movimento
retilineo em relacdo ao outro. Logo, dispomos de um referencial inercial (ligado as
estrelas fixas), consequentemente de uma infinidade deles.

E importante ratificarmos que Newton sabia que as suas leis sobre 0 movimento
so faziam sentido se definisse um sistema de eixos, um referencial ou sistema de
referéncia, em relacdo ao qual pudessem fazer as medidas sobre o movimento dos
corpos. Pois ele admitiu previamente ao enunciado das leis a existéncia de um espaco
absoluto que na sua prépria natureza, sem comparacdo a nada de exterior, permanece
sempre 0 mesmo e inamovivel, o que o obrigou também a definir um espaco relativo
correspondendo a uma dimensdo ou medida movivel do espaco absoluto. Portanto, do
ponto de vista newtoniano, o movimento a que se referem suas leis € 0 movimento
absoluto que possui como referencial o espaco absoluto.

Tal como Newton admitiu a existéncia do espaco absoluto, também definiu o
tempo como sendo absoluto de forma igual sem relagdo com qualquer coisa de exterior.
Esta nogdo newtoniana, como a de espaco absoluto, esteve sempre sob a mira dos
criticos: se o tempo fluia de uma forma igual, de modo uniforme, isto deveria implicar a
existéncia de qualquer coisa que controlaria a forma como se desenrolava esse fluxo. No
entanto, o proprio Newton acrescentava que o tempo absoluto fluia, entdo, ndo seria
possivel sem relacdo com qualquer coisa exterior controlar a uniformidade do fluir
temporal. O tempo absoluto apresentava-se, assim, como uma entidade fisicamente
impossivel de definir, de aceitagio exclusivamente metafisica. E com a teoria da
relatividade que este conceito é ultrapassado, definindo-se o processo fisico de
comparar instantes ditos simultaneos, sem recorrer a esse termo de comparacéo que é o

tempo absoluto.
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Ou seja, define-se referencial de inercia como aquele em relacdo ao qual séo
validas as leis de Newton para qualquer sistema de eixos. Todavia, ainda de acordo com
a Primeira Lei, movendo-se com velocidade uniforme e retilineamente em relagdo ao
referencial absoluto, também serd um referencial de inercia.

Contudo, uma das implicacGes da primeira lei da inércia € que qualquer variacao
da velocidade v (intensidade, direcdo e sentido do movimento) de um corpo em relagéo
a um referencial inercial, resulta numa aceleragdo associada a acdo de forgas. A lei
fundamental da mecénica classica é a segunda lei do movimento de Newton. Esta nos
permite determinar a evolucdo de um sistema na mecanica classica. Temos que destacar

que a primeira lei pode ser considerada como um caso particular da segunda lei, pois se

a forca (F ) que atua sobre um corpo é nula mostra que 0 COrpo esta em repouso ou em
movimento retilineo uniforme. Com isso, a segunda lei como a primeira s6 € valida num
referencial inercial.

A apresentagdo da segunda lei de Newton implicou na existéncia de uma relagado
entre grandezas entendidas como entidades fisicas mensuraveis. Mas, como foi citado
anteriormente, Newton, nas suas defini¢es prévias, nada diz sobre como medir massa e
forca. Logo, a Segunda Lei ndo se pode constituir como tal, sendo por muitos autores
apresentada antes como a forma de definir a grandeza fisica forga, pois a forca € uma
grandeza que resulta do produto da massa pela aceleracdo. Ou seja, a segunda lei de
Newton corresponde efetivamente a definicdo de forca, que é determinada pelas
interacdes induzidas pelos corpos, uns sobre os outros, segundo as linhas que os unem.

A segunda lei de Newton que é apresentada nos livros didaticos do Ensino
Médio ndo corresponde a formulagao original. Ele definiu o que chamou de “quantidade
de movimento” seria a medida do mesmo, que se origina conjuntamente da velocidade e

da massa, como exposto na Eq. 41.

goll
Il
3
<

(41)

Quando ocorre variagdo do momento linear Ap em relacgdo a taxa temporal At e

amassa m ndo variando com o tempo, obteremos uma forca F atuante em um corpo

que é descrita na Eq. 42.
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AB_ AV
—=m. (42)
t At

A Eq. 42 corresponde a formulacéo da segunda lei de Newton, ou seja, a taxa de
variacdo do momento linear de uma particula é proporcional a resultante das forgas que

atuam sobre a particula e tem a direcao ¢ o sentido da for¢a onde o “coeficiente de

inércia” m associado & particula sobre a qual age a forca F chama-se massa inercial
dessa particula.

Podemos observar também que a aceleracdo que se imprime sobre um objeto
depende ndo apenas da forca aplicada, mas da inércia do mesmo. Como citado acima, o
quanto de inércia que um objeto possui depende da quantidade de matéria que ele tem,
ou seja, quanto mais matéria mais inércia ele tem.

No cotidiano é comum que as pessoas em geral confundam a ideia de massa (m)

e peso (P ), sabemos que a massa é uma caracteristica intrinseca do corpo, mas o peso é
uma forca sobre um objeto devido a gravidade. A massa e 0 peso sdo diretamente

proporcionais e representados através da Eq. 43.

Na Eg. 43, m é a massa inercial do corpo e § a aceleracdo da gravidade,

vertical e dirigida para baixo e de magnitude g. A proporcionalidade da forca-peso a
massa inercial é uma peculiaridade notavel dessa forca. E gracas a ela que a aceleragio
da gravidade é a mesma para qualquer particula. E através dela podemos medir a massa
inercial pelo peso.

A segunda lei apresenta ainda diversas implicacdes. Uma delas é que sé
intervém na dindmica, deslocamentos, velocidades e acelera¢fes das particulas. Outra

aplicacdo importante esta relacionada com o carater vetorial da Eq. 42. Como & € um

vetor e m um escalar, segue-se que F é um vetor. Assim, se Ifl, If2 ..., F. séo forcas de

diferentes origens que atuam sobre a mesma particula, F na Eq. 42 é a forca resultante

que atua sobre a particula, ou seja,

(44)



54

Outra atuacdo importante é quando o sistema apresentar n particulas, no qual
apresentam momento linear conhecido. As particulas podem interagir umas com as

outras e forcas externas podem, também, atuar sobre elas. Ou seja, 0 sistema como um

todo ter4 um momento linear P, que seré definido como a soma dos momentos lineares

de cada uma das particulas. Assim:
P=p,+p,+...+p,=m .V, +m,.V,+m_ .V (45)

P=M.V (46)

Sendo assim, 0 momento linear de um sistema de particulas é igual ao produto

da massa total M do sistema pela velocidade do seu centro de massa. Enté&o,

AP AV
=M. =m.da,, (47)
At At
Com isso,
- AD
SE, =2 (48)
At

Caso ndo haja forcas externas atuando sobre um sistema de particulas, isto é, o
momento linear total do sistema permaneca constante, diremos que houve a conservacao
do momento. Segundo Nussenzveig (2002), € extremamente dificil realizar na pratica
uma situacdo como esta, pois € preciso assegurar que todas as demais forcas que atuam
sobre as duas particulas tenham efeitos despreziveis.

Para melhor entendermos a conservacdo do momento, vamos considerar
experiéncias entre duas bolas de bilhar (duas particulas) idénticas - de mesma massa. As
forcas de interacdo entre as bolas de bilhar séo forcas de contato, que atuam somente
durante o tempo da colisdo, o intervalo de tempo Atem que as duas bolas de bilhar

permanecem em contato.
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Este intervalo € tdo curto que € praticamente impercebivel, e podemos falar no
instante da colisdo, como se fosse instantanea. Antes e depois da colisdo, a forca
resultante sobre cada bola de bilhar € nula, de modo que as velocidades dos discos antes
e depois da colisdo sdo constantes.

Vamos chamar de v, e V, as velocidades das bolas de bilhar 1 e 2 antes da
colisdo, e V', e V', as velocidades correspondentes depois da colisdo. Os momentos
correspondentes séo p, e P, (antes da coliséo) e p', e p', (depois da colisdo). Vamos
considerar somente colisbes frontais. O que se observa em cada experiéncia esta
representado nas figuras a seguir. (NUSSENZVEIG, 2002)

Experiéncia 01

Antes da Coliséo Depois da coliséo
VoV v 1 2 v
1O~ @2 O 0O @
m m m m
Velocidades v, =V V,=—V vV, =-V V', =V
Momentos p,=mv  p,=—m.V pi=—-mv p,=myv
Total P=p,+p,=0 P'=p,+p,=0

Fig. 26 - Coliséo entre as bolas de bilhar com velocidades opostas.

Na experiéncia 01, as bolas de bilhar se aproximam com velocidades iguais e
contrarias, depois da colisdo, afastam-se tendo intercambiado as velocidades. A seguir,
na experiéncia 02, uma bola de bilhar esta inicialmente parada e a bola de bilhar 01 se
aproxima dela com velocidade vV e apds a colisdo, a bola de bilhar 1 parou e 2 se afasta
de 1 com velocidade vV .(NUSSENZVEIG, 2002)
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Experiéncia 02

Antes da Colisdo

Depois da colisdo

_ 1 2 =
v -V
1O~ @2 O® o @&
m m m m
Velocidades v, =V v,=0 v, =0 V',=V
Momentos p,=mv  p,=0 p,=0 p,=mv
Total P=p,+p,=m.V P=p,+p,=m.v

Fig. 27 - Colisdo com uma bola de bilhar em repouso.

Ja na experiéncia 03, a situacdo inicial € a mesma da experiéncia 02, entretanto,

grudamos na bola de bilhar 1 um adesivo de massa desprezivel de tal forma que, ao

colidirem, as bolas de bilhar permanecem coladas, passando a se moverem juntas, ou

seja, com uma massa 2m e podemos observar também que se movem com velocidade

V/. (NUSSENZVEIG, 2002)

Experiéncia 03

Antes da Colisdo

Depois da colisdo

1C)L @
m m

Velocidades v,

Il
<
Il
o

Momentos

Total P=p,+p,=m.V

Fig. 28 - Colisédo com agregacéao.
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Podemos constatar através das experiéncias 01, 02 e 03 que podemos calcular o
momento total do sistema, que definimos como a soma dos momentos das bolas de

bilhar 1 e 2, antes e depois da colis&o, pois em todos 0s casos:
§:ﬁ1+pzzﬁll+ﬁlzzp| (49)

Ou seja, 0 momento total antes e depois da colisdo € o mesmo. Entdo, podemos
dizer que o momento total do sistema se conserva. (NUSSENZVEIG, 2002)
Entretanto, se fizéssemos as mesmas experiéncias com bolas de bilhar com

—

massas diferentes e quaisquer velocidades V, e V, antes da colisdo, verificariamos

sempre a validade da equacao 49, desde que as Unicas forcas que atuem sobre o sistema
sejam as interacBes entre as duas particulas durante a colisdo, desde que possamos
desprezar os efeitos de forcas externas ao sistema, como por exemplo, a forca de atrito.
Com isso, experiéncias como as que acabamos de demonstrar acima, entre
outras, levaram ao principio de conservacdo do momento, ou seja, 0 momento total do
sistema isolado se conserva. Este € um dos principios fundamentais da Fisica classica, e
€ uma das razBes da importancia do conceito do momento. Podemos observar abaixo
que ele se generaliza a sistemas de mais de duas particulas e a situacdes mais gerais do

que a que consideramos, pois a Eq. 50 equivale a: (NUSSENZVEIG, 2002)
Aplzﬁll_plz_(ﬁlz_ﬁz):Aﬁz (50)

Onde AP, e AP, sdo as variagdes de momento das particulas 1 e 2, respectivamente,
em consequéncia da colisdo. Estas variacdes se produzem durante o intervalo de tempo
At que dura o processo da colisdo, tempo muito curto. Decorre entdo através da Eq. 50

que,

AP, _ AP,
At At (51)

Como At é muito pequeno,
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AP, —_ A_ﬁz (51)
At At

Durante a coliséo,
AL
E:(pl‘*'pz)zo (52)

Ou seja, 0 momento total do sistema se conserva a cada instante, inclusive
durante a colisdo. (NUSSENZVEIG, 2002)

Até agora consideramos apenas as forcas exercidas sobre uma Gnica particula.
Num sentido mais amplo, uma forca é resultado da interacdo entre objetos. Um
boxeador ao bater no saco, mais coisas estdo acontecendo além da pancada. O saco
também estd “batendo” o boxeador. De que forma poderiamos explicar por que as maos
do boxeador ficam doendo e avermelhadas? A médo do boxeador e 0 saco empurram-se
mutuamente. Existe um par de forcas envolvidas. A forca aplicada pelo boxeador no
saco e a forca de volta do saco no boxeador sdo iguais em intensidade ou modulo,
apresentam mesma direcdo e sdo opostas em sentido. (NUSSENZVEIG, 2002)

E comum que nossos alunos perguntem: “Quem exerce a for¢a e quem sofre a
acdo da forca?” A resposta de Newton para isso foi que nenhuma forca pode ser
definida como “a¢do” e “reagdo”, ele concluiu que ambos os objetos devem ser tratados
igualmente. Por exemplo, na interagdo de um martelo e um prego, o martelo exerce uma
forca sobre o prego, mas ele mesmo sofre uma parada neste processo. Tais observacdes

conduziram Isaac Newton a sua terceira lei do movimento:

e “Sempre que um objeto exerce uma forca sobre um outro objeto, eSte exerce uma

forga igual e oposta sobre o primeiro”. (HEWITT, 2002)
e “Sempre que dois corpos interagem, a forca If12 no segundo corpo, devido ao
primeiro, € igual e oposta a forca If21 no primeiro, devida ao segundo (If12 = |521).”

(BERKELEY, 1973).

A terceira lei de Newton com frequéncia ¢ enunciada assim: “A cada agdo

corresponde sempre uma reacdo igual”. Em qualquer interagdo ha sempre um par de
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forcas de acéo e reacdo, que sdo iguais em valor e de sentidos opostos. Nenhuma forca
existe sem a outra, as forcas aparecem em pares. O par de forgas de acdo e reagédo
constitui uma interacdo entre as duas. (HEWITT, 2002)

Aplicando a segunda lei de Newton, veremos que Ap%t representa a forga

. (53)
sobre a particula 1 devido a particula 2 durante a coliséo, ou seja, F,,, analogamente,

Ap%t seria igual a F,,, no qual a Eq. 53 representaria:

Fig. 29 — Par acdo-reacao.

Portanto, a forca exercida por 1 sobre 2 € igual e contraria aquela exercida por 2
sobre 1. Dizemos, entdo, que se trata de uma par acdo-reacdo, pois a Eq. 53 obtida
representa as interacdes de contato numa colisdo entre duas particulas, que é um caso
particular da terceira lei de Newton. Assim anunciada: “A toda ac¢do corresponde uma
reacdo igual e contréria, ou seja, as agdes mutuas de dois corpos um sobre 0 outro sdo
sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos”. (NUSSENZVEIG, 2002)

3.2. Torque e Momento Angular

Como foi ja citado anteriormente nesse trabalho, temos que perceber o
“momento” acontecendo. Quando, por exemplo, damos uma “tacada” em uma bola de
bilhar, aplicamos-lhe um determinado momento (vimos que precisamos conhecer a sua

massa e velocidade), o qual chamamos de "momento” ou "momento linear” p .
Entretanto, como todas as grandezas lineares, 0 momento linear possui uma

contrapartida angular que chamamos de "momento angular" L, que seria 0 movimento
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aplicado sobre o sistema rotativo, em relacdo a um eixo de simetria. Por exemplo, o
planeta Terra que estd em rotacdo em torno de um eixo imaginario no espago, um pido é
outro exemplo de objeto que executa movimento de rotacdo. No entanto, o seu
movimento pode ser bem mais complexo do que a simples rotacdo em torno de um eixo,
como exemplo, as portas das nossas casas que sao fixadas aos batentes utilizando-se de
duas ou trés dobradicas. Estas servem para permitir o0 movimento de rotacdo da porta
em torno do batente da porta.

Mas devemos tomar cuidado em objetos que estdo em repouso, pois, como
vimos, tendem a permanecer em repouso ou um objeto em movimento tende a mover-se
em linha reta. Entdo um objeto que roda em torno de um eixo tende a permanecer
rodando em torno desse mesmo eixo, a menos que sofra algum tipo de interferéncia
externa. A propriedade de um objeto de resistir a alteracbes em seu estado de
movimento de rotacdo é chamada de inércia rotacional. Por exemplo, como citamos o
movimento do pido, se 0 mesmo estiver rodando, tende a permanecer em rotagdo, mas,
se estiver em repouso, tende a permanecer em repouso, na auséncia de interferéncias
externas.

Como a inércia para 0 movimento linear depende da massa, a inércia rotacional
de um objeto também depende. Por exemplo, um cilindro sélido que parte do repouso
rolara com maior velocidade que um anel, pois todos giram em torno de um eixo
central, a forma para a qual a maior parte da massa fica mais afastada do eixo é o anel,
assim para um mesmo peso o anel tem mais inércia rotacional e é mais dificil comecar a
rolar. Ou seja, diferentemente do movimento linear, 0 momento de inércia depende da
distribuicdo de massa em relacdo ao eixo de rotagdo. Quanto maior for a distancia entre
a maior parte da massa de um objeto e o eixo de rotacdo, maior sera a sua inércia
rotacional. (HEWITT, 2002)

Portanto, quando um corpo rigido gira em torno de um eixo fixo, as particulas
constituintes do corpo movem-se em circulos concéntricos em torno desse eixo. Se
eliminarmos essa restricdo e considerarmos uma particula movendo-se em trés
dimensdes, em torno da origem de um sistema de coordenadas estaremos conceituando
o torque7. O torque é a contrapartida rotacional da for¢a. A forca tende a alterar o
movimento das coisas, mas o torque tende a fazer girar ou a alterar o estado de rotagdo
das coisas, ou seja, se se quer fazer um objeto estacionario rodar, aplique-se-lhe um
torque. (HEWITT, 2002)
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O torque 7 de uma forca F é definido como o produto vetorial entre a posic&o

r eaforca F .

F-FxE=rx2P (54)
At

Trata-se, portanto, de uma grandeza vetorial.
Tanto o torque como a inércia rotacional envolve a distancia até o eixo de

rotacdo. No caso do torque, esta distancia, que prové a vantagem mecanica da alavanca,

é chamada de brago de alavanca, pois, ela é a distancia mais curta entre a forca aplicada

e 0 eixo de rotacéo.

2r

O F
J
3r

Fig. 30 — Torque de uma forga.

Podemos observar na Fig. 30 trés exemplos de forcas aplicadas numa alavanca

com distancias diferentes do eixo de rotagdo, no qual encontraremos valores de torques
diferentes.
F=F XxF
Dr=F.r
2)t=2.F.r
3)r=3.F.r

(55)

Com isso, podemos comprovar que quanto maior a distancia da forga ao ponto O

(fulcro) menor seré o esforgo mecénico, sendo assim, maior serd o torque aplicado.
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E importante também observarmos que a direcdo e o sentido do torque tém um
significado fisico importante na rotacao, pois ele é perpendicular ao plano e a direcédo é
a direcdo do eixo de rotagdo. Ja o sentido € tal que, vista da extremidade do torque, a
rotacdo tem sentido anti-horario, mas, se substituirmos a forca por uma forca de sentido
anti-horario, o sentido se inverte e teremos um torque negativo, que indicara que o

sentido da rotacdo se inverteu também.

O momento angular, L, é uma grandeza fisica muito importante, especialmente
em se tratando de rotagdes. Por exemplo, um planeta girando em torno do Sol, uma
pedra presa a extremidade de um barbante e os minudsculos elétrons girando em torno
dos nucleos atémicos, todos possuem momento angular. A definicdo do momento
angular é um tanto quanto abstrata. Ela € definida como o produto vetorial do vetor
posicao e do vetor quantidade de movimento.

—

L=rxp

Il
3
—~
=l
x
<l
~

(56)

Fig. 31 — Particula de massa m em rotacdo numa trajetoria circular
Podemos observar que L é um vetor perpendicular a F e a p e por isso, na

maioria das vezes, ela acaba levando a dificuldade de visualizacdo. No entanto, € uma
quantidade fisica fundamental e importante no estudo da rotagdo de um corpo.

A quantidade de movimento de um corpo pode ser nula (o que significa que ele
ndo estd em movimento de translacdo), e ainda assim ter momento angular total
diferente de zero. O momento angular total est4d para o0 movimento de rotacdo assim
como a quantidade de movimento total esta para 0 movimento de translacao.

Caso tenhamos um sistema de n particulas, definiremos 0 momento angular total

como a soma dos momentos angulares de cada uma das particulas, temos que:
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L =L, +L, +.+ L, =F X P, +F, X P, +..+F, X P, (57)

Portanto, uma particula em rotacdo tem um valor definido para o0 momento
angular, ou seja, se a particula estiver em rotacdo, ele tem momento angular e vice-
versa.

Da mesma forma que o momento linear de qualquer sistema é conservado se
nenhuma forca resultante estd atuando sobre ele, o momento angular se conserva
quando nenhum torque resultante atua sobre o sistema. Na auséncia de um torque
externo resultante, 0 momento angular de qualquer sistema mantém-se constante. A lei

da conservacdo do momento angular para qualquer sistema é representada por:

7, =0 © L=L, =constante (58)

Ou seja, se a resultante dos torques externos em relacdo a um dado ponto se
anula, o momento angular do sistema em relacdo a esse ponto Se conserva.
(NUSSENZVEIG, 2002)

Em particular, isto vale sempre na auséncia de forcas externas (para um sistema
isolado). Neste caso, como o torque é nulo em relacdo a qualquer ponto do espaco, 0
momento angular em relacdo a qualquer ponto se conserva. Por exemplo, 0 momento
angular orbital da Terra em torno do Sol se conserva, porque a forca gravitacional é
central. A Eg.58 é uma lei de conservacao vetorial. Isso significa, por um lado, que a
conservacao de seu modulo, direcdo e sentido. Por outro lado, significa também que a
lei se aplica separadamente a cada componente. Assim, se uma dada componente do
torque resultante se anula, a componente correspondente do momento angular total se

conserva independente do que suceda com as demais. (NUSSENZVEIG, 2002)
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CAPITULO 4

4.1 Concebendo ergonomias cognitivas para o ensino de Fisica

Nos capitulos anteriores, apresentamos de forma significativa uma viséo
historica das idéias dos principais autores que contribuiram no desenvolvimento da
algebra Clifford. Apresentamos também em detalhes o desenvolvimento que conduz a
ampliacdo do conceito de vetor e suas operacdes incluindo o produto de Clifford. Foram
abordados os conceitos fundamentais do modelo cognitivista Ausubeliano de
aprendizagem, no qual destacamos as principais categorias deste modelo que nortearam
a construcdo de um mapa conceitual.

Desenvolvemos e representaremos também o0s principais conceitos da dindmica
tais como: massa, momento linear, momento angular, forga, torque. Neste capitulo,
ocupar-nos-emos de desenvolver uma representacdo quantitativa dos conceitos acima
descritos utilizando a estrutura algébrica desenvolvida no Capitulo 1. Isto quer dizer que
estamos modelando estes conceitos com a Algebra de Clifford.

Uma das nossas preocupacgdes é criar fatores que facilitem a aprendizagem dos
conceitos fundamentais da dindmica. Portanto, desenvolver mecanismos facilitadores da
percepcdo, da memoria, do raciocinio l6gico conduz a apreensédo significativa de um
determinado conteldo. Dessa forma a Ergonomia Cognitiva atua de maneira a
minimizar os fatores que prejudicam os processos da aprendizagem. A Ergonomia
Cognitiva € uma area que se preocupa, particularmente, com o processamento da
informacdo humana. Esta area ratifica o papel do aparato sensorial do aprendente no seu
processo de interacdo com o0 meio ambiente em que esta inserido.

Quando oferecemos condi¢des mais agradaveis, como materiais mais adequados
que fornecam uma melhor hierarquia dos conceitos, um ferramental matematico que
permita uma facil articulagdo com Fisica, um ambiente fisico que elimine o stress de
fatores externos, entre outros, havera condi¢Ges propicias para uma aprendizagem

significativa.
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Os mapas conceituais sdo uma ferramenta poderosa no processo preparacao de

material didatico. Ele permite explicitar a hierarquia apresentado pelos conceitos

facilitando a assimilagcdo no processo de aprendizagem. Tais mapas buscam tracar a

representacdo conceitual do assunto, criando ligacdes com os modelos mentais ou

esquemas conceituais que 0s aprendentes constroem a partir de suas interacdes no

ambiente social e durante a sua aprendizagem. Balizado no exposto acima, propomos

um mapa conceitual dos principais conceitos da mecanica newtoniana. Buscamos ao

longo de sua confeccdo a incorporacdo dos fatores substantivos da facilitacdo

pedagdgica segundo a teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel.

Algebra de Clifford

no Plano

Contém

Multivetores

Contém
0-vetor 1-vetor 2-vetor
|Representa Representa | Representa

Massa Momento Momento
Linear Angular

Compbem

Momento

Geral

Defing

| Taxa de variagéo

Forca
Geral

Define

Segunda Lei
de Newton

Fig. 32 - Mapa conceitual referente aos principais conceitos da mecanica

newtoniana



66

Construindo Ergonomias Cognitivas

Uma das principais caracteristicas da Algebra de Clifford é nos permitir
representar e manipular objetos geométricos de forma algébrica. Isto facilita a
integracdo consistentemente dos conceitos fisicos as suas representacdes geométricas.
Portanto, os conceitos fisicos trabalhados no Capitulo 3 devem ser explorados nesta
perspectiva para atender as exigéncias cognitivas dos aprendentes do Primeiro Ano do
Ensino Medio.

Assim, um elemento da algebra de Clifford desenvolvido no espaco euclidiano

em duas dimensdes é representado por:

u = 0—vetor + 1-vetor + 2—vetor (59)
onde,
0—vetor = escalar

1-vetor = segmento de reta orientado
2—vetor = area orientada

Neste sentido, buscaremos representar os conceitos fisicos trabalhados no
Capitulo 3 por meio desta nova abordagem matematica.

Como foi tratado no capitulo anterior, o conceito de massa de um corpo é uma
caracteristica intrinseca do mesmo e que representa a quantidade de matéria do objeto.
Devido as caracteristicas apresentadas por este conceito, a forma mais apropriada de
representa-la é através de uma grandeza escalar, ou seja, um 0-vetor, pois a mesma fica
completamente definida apenas pela sua magnitude, ou seja, por um numero real
positivo.

O momento linear de um corpo é uma grandeza fisica dada por um produto,
entre a massa, que, como vimos é um 0-vetor e a velocidade, que é representada por um
segmento de reta orientado, ou seja, uma quantidade que apresenta uma intensidade, um
sentido e uma direcdo. Com isso, podemos concluir que 0 momento linear possui a
mesma direcdo e 0 mesmo sentido da velocidade cujo modulo é o produto da massa
pelo mddulo da velocidade (comprimento do segmento). Utilizando a nhomenclatura da

Algebra de Clifford, o momento linear podera ser representado por 1-vetor.
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Gostariamos de relembrar que o momento linear apresenta a propriedade de que, na
auséncia de forcas externas, ele se conserva.

Entdo, se denominamos P o0 momento linear da particula, m a massa da

particula e V a sua velocidade, podemos escrever:
p=m.V (60)

Onde o ponto representa a operagdo “produto por um escalar” trabalhado no Cap. 1. O
interessante nesta abordagem é que momento linear passa a ser representado por um
objeto matematico que pertence a uma estrutura algébrica, onde as operacGes usuais de
soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo estdo definidas. E mais, nos permite operar
conjuntamente e de forma mais elegante com outros conceitos fisicos, como veremos
mais adiante.

J4 0 momento angular de um corpo é uma grandeza fisica dada pelo produto
vetorial entre o vetor posicdo, que, como vimos, € um 1-vetor e a quantidade de
momento linear, que também é 1-vetor. Como destacado no Cap. 1 e devido ao nosso
interesse em desenvolver nossa argumentacdo fisica no plano, devemos substituir a

representacdo matematica do momento angular.

Com isso, se denominarmos L o momento angular, ¥ o vetor posicdo e p a

guantidade de momento linear. O momento angular passa a ser representado por um

objeto da algebra de Clifford que é um 2-vetor. Assim a sua representacao sera:
L=raAp (61)

Na literatura atual do Ensino Médio, 0 momento linear (1-vetor) e 0 momento
angular (2-vetor) séo expostos de forma distinta, porém a Algebra de Clifford no plano
é capaz de representa-los em uma Unica entidade matematica, ou seja, um multivetor,
cuja propriedade foi trabalhada no capitulol. Assim, denominando de P o Momento
Geral, podemos representa-lo pela combinacéo,

P=p+AL (62)
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Onde A é um fator de correcao dimensional (PEZZAGLIA, 2008).

Uma das vantagens de se definir o momento desta forma é proporcionar uma
visualizacdo geométrica mais adequada ao conceito fisico expressado por essa grandeza.
A taxa de variacdo desse Momento Geral P em relacdo ao tempo é representada

por:

AP_A(pME)_Ar)MA_E
At At At At

(64)

O primeiro termo da Gltima igualdade representa a taxa de variacdo do momento

linear Ap em relagéo ao tempo At. Como vimos no Cap. 3, isto nada mais € que a

forca F atuante em um corpo. Portanto, representaremos a forca com um 1-vetor. O
segundo termo da Ultima igualdade representa a taxa de variacdo temporal do momento
angular em relacdo ao tempo. Isto nos deve conduzir ao conceito de torque. Vejamos é o

torque que permite definimos por um 2-vetor, ou seja,

AL L(t+At)—L(t) _F(t+A)AP(t+AD)-T (1) AB() (g5
At At At

Subtraindo e somando F (t+ At) A p(t) ao numerador resulta:

AL _F(t+A)A P+ AT (t+ A)AP(L)+F (t+At)A P(t)— T (t) A P(Y) (66)
At At

. {r(u A A p(”AAtt)‘p(t)}{ F(”itt)‘r(t)A ﬁ(t)} (67)

Fazendo o intervalo de tempo At tdo pequeno quanto se deseja, da relagdo

acima encontramos:
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r(t+ At) =r(t) aposicioem t, (68)

—

A _ A
A p(t+At)— p(t)=£ a taxa de variacdo temporal do momento (69)

linear e

- _ AF
At rt+At)-r(t)= A A de variacdo temporal da posicéo. (70)

Entdo teremos:

AL Ap A (71)
— =FTA—+ —Ap
At At At

=FTAF+VAP, (72)

pois, a taxa de variagdo temporal do momento linear é a forca F (ver Cap.3). Por outro

lado, o segundo termo da Ultima igualdade é nulo, ja queV AmV representa o produto de

Grassmann de dois 1-vetor paralelos. Assim, o torque 7 passa a ser um 2-vetor na nova

representacdo, isto é,

r=FAF. (73)

Utilizando a algebra de Clifford no plano, fomos capazes de representar a taxa
da variacdo do Momento Geral P em uma tnica entidade matematica. Esta entidade
matemética representa a Forca Geral Fg que atua no sistema. Portanto, podemos

escrever.

AP =
—=F.=F+17 74
At ° 9
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Obtemos, assim, um multivetor, pois é a combinacdo de 1-vetor ( F ) e um 2-
vetor (7 ). A expressao acima é, no novo formalismo, a representacdo do segundo

principio da dindmica newtoniana.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo desenvolver um material didatico no dominio
da mecénica newtoniana, voltado para o primeiro ano do Ensino Médio. Seu percurso
foi orientado pelo cognitivismo ausubeliano juntamente com uma estrutura matematica
denominada Algebra de Clifford. Neste sentido, foram trabalhados os conceitos
norteadores da aprendizagem significativa, como também os pilares conceituais da
estrutura algébrica. O nosso estudo nos convenceu da grande vantagem didatico-
conceitual da utilizacdo deste ferramental matematico para representar ou modelar os
principais conceitos da dinamica. Isto se deve em grande parte a capacidade desta
algebra de representar e manipular conceitos geométricos basicos tais como: magnitude,
direcéo, sentido e dimenséo.

A capacidade desta &lgebra de ampliar a capacidade representacional dos
conceitos fisicos em diversas dimensdes fica evidenciada na sua utilizacdo para o
momento angular e o torque. Isto pode proporcionar novas interpretacfes das grandezas
fisicas que representa, assim como introduzir novos métodos de resolucdo. Além disso,
0 seu largo espectro de atuacdo (ampliacdo dimensional) permite a exploracdo gradual
do aprofundamento do conceito fisico modelado, ndo havendo a necessidade de
introducao de outro sistema matematico complementar.

Como ¢ possivel associar essa estrutura matematica ao “‘espaco”, no nosso caso
o0 plano, que serve de palco aos acontecimentos fisicos, isto contribui para a indugdo
pelo aprendente da compreensao do papel modelador da Matematica e o de descri¢do da
realidade objetiva pela Fisica. Somando-se a isso, a facilidade que essa abordagem
proporciona na articulacdo dos principios da teoria cognitiva ausubeliana para a
preparacdo de conteldo expositivo. Isto fica evidenciado no mapa proposto onde a
integracdo fisico-mateméatica dos conceitos, segundo os fatores substantivos da
facilitacdo pedagdgica, tais como diferenciagdo progressiva, reconciliagdo integrativa e
organizadores prévios, foram explorados.

A introdugdo de um novo objeto matematico, o multivetor, permitiu a
compactacdo de diversos conceitos fisicos como momento linear com momento angular
e forca com torque em um sistema consistente e coerente de equagdes facilmente
manipulavel e interpretavel, permitindo, assim, a incorporacdo natural dos conceitos

fisicos a estrutura algébrica utilizada na propria descricdo do palco dos fenbmenos
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fisicos — o plano. Este extraordinario fato possibilitou uma nova representacdo do
segundo principio da mecénica newtoniana.

Evidentemente que vemos este trabalho como um “pontapé inicial” no processo
de incorporacdo desta estrutura matematica — a Algebra de Clifford, no processo de
ensino-aprendizagem dos conceitos fisicos. Entendemos que a sua continuidade parece
ser imperativo. Neste sentido, visamos a continuidade de aprofundamento deste estudo

com nosso orientador.
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